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Introduction générale

Plusieurs phénomeénes physiques se modélisent par des processus stochastiques ayant
des discontinuités de premier espéce. L’espace de Skorohod D des fonctions continues
a droite avec une limite finie & gauche (fonctions cadlag) savére étre le mieux approprié
pour I’étude d’une large classe de processus. Motivé par le besoin d’établir des résultats
de convergence des mesures de probabilité et des critéres de tension sur D, cette espace
a suscité un grand intérét des probabilistes et ce depuis les années cinquante avec les
travaux de N. A. Kolmogorov |7], Y. Prohorov [10] et A. Skorohod [11].

Dans son travail fondamental de 1956, Skorohod considére I'espace D([0, 1], E) des
fonctions définies sur Uintervalle [0,1] & valeurs dans un espace métrique complet et
séparable E. Il le muni de plusieurs topologies, parmi ces derniéres, la topologie J;
qui savére la plus intéressante. Kolmogorov montre que U'espace (D(]0, 1], E), J;) est un
espace métrisale séparable et complet ; et Prohorov exhibe une métrique. En 1968 P.
Billingsley [2] introduit une autre métrique plus maniable.

En 1963, C. Stone [12] étend la topologie de Skorohod J; a I'espace D([0, +ool, F)

des fonctions définies sur [0, +-o00[ & valeurs dans E, W. Whitt [13](1971) et T. Lindvall
[8](1973) viennent compléter son étude.
Une nouvelle extension est faite par I. Mitoma en 1983, ce dernier introduit et étudie la
topologie de Skorohod sur I'espace D([0, 1], E), lorsque E est un espace complétement
régulier. En 1986 A. Jakubowski [6] explore la structure topologique de D([0, 1], E) et
donne une généralisation a I’espace D([0, +o00[, ). Dans ce mémoire nous développons
une partie de article de Jakubowski [6], sur la topologie de Skorohod. La compréhention
du travail de Jakubowski, a nécessité le développement de la structure topologique de
I’espace de Skorohod lorsque E' est un espace métrique.

Le document est organisé en trois chapitre et une annexe :

Le premier chapitre introductif est dédié a la structure topologique de 'espace C'
des fonction continue sur un compact.

Le deuxiéme chapitre concerne ’espace de Skorohod des fonctions a valeurs dans un
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espace métrique séparable et complet.
Le chapitre trois traite ’espace de Skorohod des fonctions & valeurs dans un espace

un espace complétement régulier.



Chapitre 1

L’espace des fonctions continues

1.1 La complétude de I’espace C

Dans ce chapitre, nous exposons la structure topologique de ’espace C' des fonctions
continues sur un espace métrique compact, & valeurs dans un espace métrique complet.
Complétude, séparabilité et caractérisation des parties compactes seront présentées avec
démonstrations. Chose qui permettera au lecteur de faire le parallel avec les résultats
du chapitre 2. Considérons ’espace des fonctions continues C'(K, F) ou K est un espace

métrique compact et E est un espace de Banach séparable.
Théoréme 1.1. Soit K un espace métrique compact et K = E. Notons par :
C(K)=A{f: K —K; continue} et ||f||c = Sug|f(x)|
ze
Alors 'espace (C(K), ||.]|o) est un espace de Banach.

Preuve. Soit (f,,)nen une suite de Cauchy de C(K,R).
Fixons x € K pour tous p,q appartenant & K. On a :

|fp(x) - fq(x)| < pr - fq”oo-

La suite (f,(2))nen est donc de Cauchy dans R et comme R est complet, la suite
(fn(x))nen converge dans R. On note par f(z) sa limite, on définit ainsi une application
f de K dans R.

On a a prouver que (f,) converge vers f dans C(K,R). Pour cela, soit ¢ > 0, il
existe un entier N > 0 tel que pour tous p,q > N on a : || f, — f;||cc < €. on fait tendre

p vers +00 on a donc :

If = fall < e

6
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ceci est vrai pour tout p > N et donc ( fp) converge vers f.

I1 nous reste a vérifier que f € C(K,R).

Soit a fixé. Soit € > 0, Ing € N t.q. Vo € K, | fn,(z) — f(2)] < €/3.

(fno) €st continue en a, il existe alors § > 0 t.q. Vo € K, d(z,a) < ¢ implique que

o () = fro ()] < €/3.

Donc pour tout x € K tel que, d(z,a) < 6, on a

|[f(x) = f(a)]

IN

1f (@) = fao (2)] + [ frg (%) = Frg(@)] + [ fp (@) — f(a)]
< €¢/3.

Remarque 1.1. Le théoréeme 1.1 reste vrai si K est un espace métrique complet.
8%33

Exemple 1.1. K = [0,1] et f,(z) = 2™, z € [0,1]. Pour chaque = € [0, 1] la suite
(fn(x)) converge, et f, converge vers f simplement ot
1 siz=1,

f(m):{o siz# 1.

Alors on voit bien que f n’appartient pas a C([0, 1]). Donc pas de convergence uniforme.

L’exemple suivant montre que si on change de norme sur C(K'), C'(K) peut ne pas

étre complet.

Exemple 1.2. L’espace £ = C([0, 1], R) muni de la norme ||.||; = fol |f(t)|dt n’est pas
complet. Il s’injecte dans L'([0, 1], R) (deux fonctions continues qui coincident presque
partout sont égales), et 'image de cette injection est dense. Comme L'([0,1],R) est

complet, c’est un complété.

1.2 La compacité dans ’espace C

Pour parler de compacité, on a besoin de définir la notion d’équicontinuité.

Définition 1.1. Equicontinuité
Soit (E,d) et (F,d') deux éspaces métriques et H une partie de C(E, F).

On dira que H est équicontinue en xq si :
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Ve > 0,35 >0, Vo € E, tel que d(x,z9) < donad(f(x),f(xy)) <€ VfeH.

En d’autres termes

Ve > 0,386 >0,Vz € E, tel que d(z,z0) <6 on asup d'(f(x), f(zo) <€
fed

Le point important est que ici 0 ne dépend pas de f . On dira que H est équicontinue

si elle est équicontinue en tout point de E.

Exemple 1.3. S’il existe ¢ > 0, a > 0 tels que

d'(f(z), f(y) < c(d(z,y)*) Yo,y € E,Vf€H
Alors H est équicontinue.

Exemple 1.4. Soit £ = C([0, 1], R) muni de lanorme ||.|| et H = {f € C*([0,1]); ]|.f"]lec <

1}. Alors H est équicontinue.

Remarque 1.2. Tout ensemble fini de fonctions continues en un point xy (resp dans

E) est équicontinue en xz( (resp.équicontinu).
Le théoréme suivant nous donne une caractérisation de la compacité dans C'(X, E)

Théoréme 1.2. (Ascoli). Soient (X,d) un espace métrique compact et (E,||.|g) un
espace de Banach.
On considére une partie A de C(X, E) qui vérifie les deux hypothéses suivantes :

i)La partie H est équicontinue ie :

Ve >0, Ja >0/ Y(z,2") € X?, d(x,2') <a=Vf e H, |f(z)— f(@)|z<e (1.1)

it) pour tout x € X, l'ensemble {f(x), f € H} est relativement compact dans E.
Alors H est relativement compact dans C(X, E).

Preuve. Comme C(X, F) est complet pour démontrer ce théoréme , on montre qu’on
peut recouvrir H par un nombre fini de boules ouvertes de rayon € , tel que € un réel
strictement positif.

D’aprés 'hypothése (1.1), 3 a > 0 tel que

V(z,2') € X% d(z,2') <a=VfeH, |f(z)— f(@)|e <e/3. (1.2)
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Comme X est un compact alors 3{x; }1<;<n une suite finie d "éléments de X tel que

X = U B(z;,a) (1.3)

Posons Hj = {f(x;),f € H}. Par hypothése ii), Hj est un compact de E, ce qui
implique que le produit H; X .... x Hy est compact dans espace de Banach EV muni

de la norme

[(Wi)1<i<nlloo = max y;lle

Donc le produit H; x ... x Hy est relativement compact dans 'espace EY. Comme le

sous ensemble Ay de Ey défini par :

A= {(f(xl)a "'7f(xN)7f S H}

est inclus dans H; x ... Xx Hy et est donc d’ adhérence compacte lui aussi. Donc il
va exister une suite finie (fx)i1<x<p d’éléments de H telle que les boules de centres

(fe(xj)1<j<n) et de rayon €/3 qui recouvre A ce qui signifie que
VifeH, 3ke{l,. .M}/ Vjel, .,N,|f(x;)— felz;)||e <€/3

Nous allons démontrer que les boules (dans (C(X, E))) de centres f; et de rayon e
recouvre H. Pour ce faire, considérons un élément f de H. Il existe un indice k de
{1,..., M} tel que

Vil Ny, (f(25) = fulz)lle < ef3.

Soit x un point quelconque de X. Il existe un indice j de {1, .., N} tel que d(z,z;) < a.

On a alors

N

(@) = fu(@)le < [1f(2) = e + 1 (@5) = falzplle + 1 falz;) = ful@)]z
< €/3+¢€/3+¢/3

€.

IA

D’ou le théoréme.

Corollaire 1.1. Soit K un espace métrique compact et H une partie de C(K,R). Alors
H est relativement compacte dans C(K,R) si et seulement si

i) H est uniformément équicontinue

i) Ve € K, H(x) ={f(x); f € H} est borné.
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Définition 1.2. Pour toute fonction continue f sur K, on introduit le module de

continuité de f noté par wy, définie pour tout 4 > 0 par

wr(0) = sup{[f(s) = f()] : s,t € K, d(s,1) < 0}

on a alors la propriété suivante :

f est uniformément continue sur K ssi lim wy(d) = 0.

6—0
Remarque 1.3. Le résultat du corollaire 1.1, peut s’écrire comme suit : H est
relativement compact dans C(K) ssi
i)lim sup ws(d) = 0.
6—0 feA

ii) Vo € K, sup|f(z)] < +o0.
feA

1.3 La séparabilité de ’espace C

Théoréme 1.3. Soit K est un métrique compact. L’espace de Banach C(K,R) est

séparable.

Preuve. Soit (K, d) un espace métrique. Fixons § > 0 et considérons un recouvrement
fini de K par des boules ouvertes (B(s;,0))j=1,..n-

Soit 1, .., oy une partition de I'unité associée au recouvrement de K par les ouverts
w; = B(s;,0) ; soit Fy le sous-espace de dimensien finie de C'(K) engendré par ¢, .., pn.

Pour toute fonction continue f sur K, on a
d(f, F5) < wg(9).

En effet, on pose
N

9= f(s;)¢; € Fs;

=1

on voit que pour tout s € K
(5) = s) = Y al)( ) — (51

Siw;(s)(f(s)— f(s;)) # 0 pour certain indice j, on a ¢;(s) # 0, donc s € B(s;, §), donc
|f(s) — f(s;)] <wy(d), donc por tout j =1,...,N on a

@i(s)If(s) = f(s5)] Swp(d)p;(s);
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en sommant sur j on obtient l'inégalité |f(s) — g(s)| < wy(J) pour tout s € K, c’est a
dire
d(f, Fs) < wy(0)

si on prend § = 27" pour n = 0, 1, ... et si (F),) sont des sous espaces de dimension finie

correspondants, on aura pour toute fonction continue f
d(f, F,) <ws(27") — 0.

Il en résulte que |J F, est dense dans C(K), donc C'(K) est séparable.
neN



Chapitre 2

Topologie de Skorohod sur l’espace
D(R)

Dans la suite nous nous intéresserons a l’espace (D[0,1],R) des fonctions définies
sur [0,1] a valeurs dans R, qui sont continues a droite avec une limite & gauche. Sur
cet espace, on définit une métrique d qui génére la topologie de Skorohod. L’espace
((D[0,1],R),d) n’est pas complet, mais une deuxiéme distance d° équivalente & d, nous
assure la complétude de I'espace (D[0,1],R). Une étude de la structure topologique
de lespace (D[0,1],R) sera présentée. On introduira aussi 'espace (D[0,+oo[,R). La
distance do, définie sur cet espace sera construite a partir des distances d;, associées
aux espaces (D[0,m],R). L’espace (D|0,+oo[,R) heritrera des propriétés de ’espace
(D0, 1], R).

2.1 L’espace de Skorohod D([0, 1], R)

2.1.1 Définitions et propriétés élémentaires

Une fonction cadlag (continue a droite, avec une limite & gauche) est une fonction
qui est continue a droite et qui admet une limite & gauche en tout point de son domaine
de définition. Les fonctions cadlag sont importantes dans I’étude des processus stochas-
tiques qui sont des processus a sauts. L’ensemble des fonctions cadlag sur 'intervalle
[0, 1] est appelé espace de Skorohod sur [0, 1] et est noté D([0, 1], R) ou tout simplement,
D([0, 1]).

Définition 2.1. Soit D = D|0, 1] I'espace des fonctions reélles = sur [0, 1] qui sont

continues a droite, et qui admettent une limite a gauche en tout point de [0, 1], c-a-d :

12
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e pour tout ¢t € [0, 1], lim z(s) = x(t") existe et x(tT) = x(¢).
>
st
e pour tout ¢ €]0, 1], lim z(s) = x(¢™) existe .
<
s—t

En d’autres termes, les fonctions de I'espace D([0,1]) sont des fonctions qui admettent

des discontinuités de premier ordre.

Définition 2.2. Soit z : [0, 1] — R une fonction cadlag. On appelle module de conti-

nuité a droite de x, ou encore module cadlag de x la quantité w(z, d) défini par :
w(x,0) =inf{max sup |z(t) — x(s
(7.0) =gt swp[o(0) — o(s))

ot Ay est 'ensemble des subdivisions de [0, 1] dont le pas est superieur a ¢, c.a.d de la
forme
O=to<t;i < ... < tp < tp+1 =1 avec |t1 _ti—ll > 9.

Théoréme 2.1. Une fonction x : [0,1] — R est cadlag ssi

lim @(z,0) =0

d—0

Preuve. Soit € > 0. On pose

Je={T >0:max sup |z(t) —z(s)| <e,p>0,0=ty < .. <ty =T}

PSP [t 8541

On remarque que J, # (), en effet  est continue a droite en 0, donc, Ve > 0, 3T}, tel
que Vs,t € [0,1], avec t,s < Ty on a |z(t) — z(0)| < €/2 et |z(s) —2(0)| < €/2. D’ou

jz(t) —z(s)] < |2(t) = 2(0)] + [2(0) — (s)|
< €/2+¢/2=c¢

Et d’aprés la définition de J,, on aura T} € J,.. Posons 7 = sup J, c-a-d

7 =supT, si 7 < 1 alors par continuité a droite de x, pour tout € > 0, on peut trouver
TeJ.

7' > 7 tel que :

Vs, t € [0,1],t,s € [1,7[, ona: |z(t) —x(s)] < e
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ce qui montre que 77 € J, ce qui est absurde, donc 7 = sup J. = 1. Par conséquent
Ve > 0, sup{T > 0, max sup |z(t) —xz(s)| <e}=1.

€D sty i

D’Oun 3{¢;} partition de [0, 1] telle que :

Ve > 0, Jda, tel que |§] <€, Vd >0, JA; avec max sup |z(t) —x(s)| <e
tieA‘st,SE[ti,ti+1[

par suite Ve > 0, Ja, tel que Vd > 0, |[0| < a, implique que

inf{max sup |z(t) —z(s)] <e

As L€AY sety tiq

lim - inf {tirrgft’s:ﬁgm|x(t) —x(s)[} = 0.
Finalement 61£n0@(x, J) =0.
Réciproquement, supposons que (lsi_r)r(l) @(z,0) = 0 et montrons que = est cadlag.
Soit € > 0, A = {t;}i<, une subdivision de [0, 1] telle que

max  sup z(t) —x(s)| <€
tieAH’Se[th[\ () — z(s)]

alors, Vi <p, sup |z(t) —x(s)| <€, en particulier
t,se[ti,ti+1[

sup  |z(u) —x(v)| <€
UVE[tr it 4]

telque ¢/ = max{i, t; < t}, alors Vs € [t, t;11[C [ty, tir41], donc

[2(t) —2(s)] < sup  |z(u) —z(v)| <e
u,ve[ti,ti+1[

Donc x est continue a droite en tout point ¢t € [0, 1].
De la méme maniére, on peut reprendre le calcul & gauche de t, mais cette fois ci t non

inclus, ce qui montre que x admet une limite a gauche en t.

Corollaire 2.1. Une fonction cadlag sur [0,1] est borneé, c’est a dire
|#loc = sup |2(£)] < oo (2.1)

et a un nombre dénombrable de discontinuités.
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Preuve. Soit z € D. On pose
I, =A{t€0,1] : |x(t) — z(t—)| > 1/k}.
Notons par D(x) ’ensemble des points de discontinuité de x : il est clair que
D(z) = |J Ix. D’aprés le théoréme pécédent on a 6lim0d)(9c,5) =0, cca-d V > 0, 36,
k —>
t.q. @(z,d.). En particulier soit d; tel que @(z,Sy) < 1/k. Il existe donc par la

définition de @(z,d) une subdivisin 0 =t; < ... < t, < t,4; =1 telle que

sup |z(t) —x(s)| < 1/k

t,5€ i tit1]

pour tout ¢ < p : alors les points de I, sont des points de la subdivision c-a-d I, C

{ti}1<i<p. Donc Iy, est un ensemble fini, et D(z) est bien dénombrable.

Remarque 2.1. Au cours de la démonstration précédente , on a en particulier montré
que l'ensemble des sauts de x d’amplitude supérieure ou égale & un > 0 fixé est un

ensemble fini.

Remarque 2.2. D’apreés le corollaire précédent, si = est cadlag, {x(t), t € [0,1]} est
borné dans R. C-a-d que {z(t), t € [0,1]} est relativement compact dans R.

Proposition 2.1. Soient f, g deux fonctions cadlag. Alors ,

w(f,0) < 2[|f — glleo +@(g,6).

Preuve. Il suffit de remarquer que pour une subdivision 0 = #; < ... <t, < t,41 =1

de pas supérieur a 0. Alors, pour tout ¢ < p on a

Lo [!f(t)—f(S)! < S [(!f(t)—g(t)!+!f(8)—g(8)!+!9(t)—9(8)\)
< 2f =gl +  sup |g(t) —g(s)l.

t,se[ti,tiJrl[

2.1.2 La topologie de Skorohod

Notons par A 'ensemble des fonctions de [0, 1] dans [0, 1] qui sont continues, et telle
que strictement croissantes. Si A € A alors A(0) = 0 et A\(1) = 1. Pour x et y dans D,
définissons d(z,y) comme étant U'infimum des e positifs pour lesquels il existe dans A
un A satisaisant :

A= TI]|oc = sup |A(t) —t| = sup [t = A7} (t)| <e. (2.2)
t€[0,1) t€[0,1]



CHAPITRE 2. TOPOLOGIE DE SKOROHOD SUR L’ESPACE D(R) 16

Et

[ = y(M o = til[é%}lx(t) —y(A(@) = tzl[é%\x(fl(t)) —y(t)| <e (2.3)

En d’autres termes :
A(r,5) = nf (A~ Tl V 12— gV}
Proposition 2.2. La fonction d définie sur D par

d(z,y) = f A = Iloo V[l = y (Moo} (2.4)
est une distance sur D.

Preuve. Montrons que d est une métrique :
e on voit d’aprés (2.1) que d(x,y) est fini, de plus d(z,y) > 0. Par conséquent
d: D — R*.
o d(z,y) = 0ssiz =y, en effet, si d(z,y) = 0 alors soit z(t) = y(t) ou bien z(t) = y(t—)
pour chaque ¢, ce qui implique & son tour que x = y. Réciproquement, si z = y, on a
pour A = [,

A= 1loe = [lz = y(A)lloe =0,

d’ou d(z,y) = 0.
e Comme A se trouve dans A, de méme que A7, d(x,y) = d(y, z) découle des inégalités
(2.2) et (2.3).

e Si A\, Ay € A, alors A\j Ay € A, ’inégalité triangulaire résulte du fait que
[A1de = Iloo < [|A1 = 1f|oo + [|A2 = {0

et
|7 = 2Mhelloo < (|7 = yAilloo + |1y — 2A2]/co-

Remarque 2.3. Une suite {z, },en C D converge vers x dans la topologie de Skorohod
si et ssi IH{ A, tnen C A t.q.
lim ||z,(An) — Z|leo =0

n—-+00

et
lim H)\n — [HOO =0

n—-4o00

Si lim ||z, — 2|l = 0, alors {z, },en converge vers x par rapport a d. (Il suffit de
n—+oo

prendre A\, = I, Vn € N)
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Donnons un exemple de calcul de la distance d entre deux fonctions cadlag :

Exemple 2.1. Soit n € N*. Notons par f Uindicatrice de I'intervalle [0,1/2] et par g
I'indicatrice de U'intervalle [0,1/4] C-a-d :

1 sizel0,1/2],
f@):{o sixe][l/Z,l]],

1 size|0,1/4],
g(t):{ 0 sizell/4,1].

Calculons d(f,g). On a :

A(,9) = W = Tl V1 = 90

Soit A € A,

— Si A(1/2) = 1/4, et X est lineaire sur [0,1/2] et [1/2, 1], on a d’une part

A= Tloo = 1/4,

et d’autre part :
1 siA(t) €0,1/4],
g(A(t) = { 0 siAt) €]1/4,1].

Comme pour tout t € [0,1/2], A(t) € [0,1/4], on aura g(A(t)) = 1,Vt € [0,1/2],
et pour tout t € [1/2,1], A(t) €]1/4, 1], on aura g(A(t)) = 0,Vt € [1/2,1]. Donc

1 sitel0,1/2],
9(A(#)) :{ 0 sitell/2,1].

B 1 sitelo,1/2]
st te |, ,
1(#) :{ 0 site]l/2,1].

On voit que g(\) = f, c-a-d
lg(A) = flloo = 0.

d’out
[g(A) = flloo VA = I]|c = 1/4

— Si A(1/2) = 1/4, dans le cas général , ||A — I]|o > |N(1/2) — 1/2| =1/4, d’on

lg(A) = flloe VIIA = Ijoc = 1/4.
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— SiA(1/2) # 1/4, on aura

lg(A) = flloo =1,
d’ou
lg(A) = flloe VIIA = T[oc = 1.
Finalement,
d(f,g) =inf(1/4,1) = 1/4.
Remarque 2.4. 1. Si d(z,,x) — 0 alors z,(t) — x(f) en tout point de continuité

de z, en effet :
Si d(z,,x) — 0, H A} CAtq ||z, —2(A\)]lo — 0 et ||A— I]]oc — 0. Soit t un

point de continuité de x alors, comme \,(t) —— t, z(\,(t)) — z(t) on a,

|2 () = 2(8)] < [an(t) — 2(An ()] + 2 (An(t)) — 2(1)]
< lzn — 2(An)lloo + [2(An(t)) — (t)]
<0.

2. Vo,y € D, d(z,y) < ||zy]|o(il suffit de prendre A = I dans la définition de d).
D'ou si ||z, — #|| — 0, alors d(x,,z) — 0.
3. La topologie de Skorohod coincide avec la topologie uniforme sur C([0,1],R),

plus précisement si x,,n > 0 et x sont continues, alors d(x,,x) — 0 implique que

|zn — || — 0. En effet :

[Zn = Tlloo < [|Zn — 2(An)[loe + [|[2(An) — 2[00

< su |2 () — z(An(t))] + Sup (A (t)) = 2(1)]

<0

Remarque 2.5. L’espace D n’est pas complet sous la métrique d, comme le montre

I’exemple suivant :

Exemple 2.2. Soit n € N*. Notons par x,, I'indicatrice de l'intervalle [0,1/2"]. C-a-d :

(1 sitelo,1/21,

x”(t)_{ 0 site]l/2m 1]

. 0.1/21
1 sitelo,1/271),
Tna(t) _{ 0 site]l/2n 1],
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La suite {z,}nen+ est de cauchy par rapport a d. En effet : calculons d(z,, zp+1). On
a:
(2, Tpir) = WE{A = Lloo V lln = 21 (V)loo}-
Soit A € A,
— Si A(1/2") = 1/2" et A linéaire sur [0,1/2"] et sur [1/2",1] on a d’une part
IA = I]|oe = 1/27

et d’autre part on a :

) { 1 siA(t) €0, < 1/2"H],

0 siAt) €]1/27, 1],

Comme pour tout ¢ € [0,1/2"], A\(t) € [0,1/2"], on aura x,1(A(t)) = 1Vt €
[0,1/27], et pour tout ¢ € [1/2", 1], A(t) €]1/2" 1], on aura x,,1(A\(t)) = 0,Vt €

[1/2" 1]. Donc
(1 site0,1/27,
Tni1(A()) = { 0 site]l/2m1],

) 0.1/21
1 site[0,1/27,
””"<t)_{ 0 site]l/2m 1],

on voit que x,.1(\) = x,, c-a-d
[Zn1A = @plloc =0

d’oll
||1‘n+1(/\) - anoo \% ”/\ — oo = 1/2n+1

— Si A(1/2") = 1/2""! dans le cas général, ||\ — I]|o > 1/2""! d’on
| Zni1(N) = Znloo V [[A = I||oe > 1/27H
— Si A(1/2") # 1/2™1, on aura
|ZniA — Tnlloo = 1

d’on
|Zn41(A) = Zplloo VX = I]|ee = 1.

Finalement d(z,,, ,.1) = 1/2"*! et par suite, Ym € N*, d(z,,, Tpim) < 1/27, d’ou

lim sup d(zp, zpe1) < lim 1/2" =0
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donc, {x, }nen+ est de cauchy.
Par contre {z,},en+ ne converge pas par rapport a d, en effet : on a d’une part,
vVt >0

lim z,,(t) = 0.

n—oo

Or que

A 0) = (A= Taw V [l o}
= inf (A= Tl v 1}
=1.

D’ou lim d(z,,0) =1, c-a-d {z,} ne converge pas vers 0.

n—oo

On définit sur D, une autre distance d° équivalente a d et qui rend l'espace D

complet. Pour tout élément A de A, posons

o A(t) — A(s
AP = sup 1og X0 =20, (25)
s<t — S
soit d°(x,y), I'infimum de € positifs pour lesquels il existe un A € A telsque
[AI° < e
et
|z = Aylloo = sup |2() — y(A)| = sup [e(A7M) —y(t)] <e.

En d’autre terme :

d*(z,y) = IS V |z = yAlloo} (2.6)

Avant de vérifier que d° est une métrique sur D, on a besoin d’énoncer le lemme suivant

qui établie un lien entre d et d°.

Lemme 2.1. Soit {x,}neny C D etz € D. Si lim d°(x,,z) =0, alors lim d(x,,z) = 0.

n—oo n—oo

Preuve. Vz,y € D, ona
d(l’,y) < edo(ac,y) - 1a (27)

en effet, puisque pour tout v > 0, on a |u — 1| < elle9ul — 1,
A = Iloc = sup [A(t) — 1]
0<t<1

— sup [A(t) = A(0) — ¢

0<t<1
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A(t) = A(0)
= sup t —1
0<t£1 | t—0 |
0<t<1 t—0
< el .

et puisque v < e” — 1 pour tout v positif, on obtien 'inégalité (2.7). Et par conséquent :

d°(xy,x) — 0 implique d(z,,x) — 0.
Proposition 2.3. d° est une métrique sur D.

Preuve. eLa symétrie et 'inégalité triangulaire pour d° découlent du fait que
A = (Al

et de I'inégalité

A Azll” < 1Al + A" (2.8)
e Si d°(x,y) = 0 on aura d’aprés l'inégalité (2.7), d(z,y) = 0, d’'ott © = y car d est une
métrique. Par conséquent : d° est une métrique.

Reprenons maintenant les fonctions de I'exemple 2.1 et calculons la distance d° entre

elles :

Exemple 2.3. Soit n € N*. Notons par f Uindicatrice de I'intervalle [0,1/2] et par g
I'indicatrice de I'intervalle [0,1/4] C-a-d : Soit

1 sizel0,1/2],
f(t) = { 0 sizell/2,1].

1 size|0,1/4],
g(t)Z{ 0 sixz €]l/4,1].

Calculons d°(f,g) on a :
d°(f,9) = LAV 1f = gVl }-

Soit A € A,
— Si A(1/2) = 1/4, et X est lineaire sur [0,1/2] et [1/2,1], on a d’une par

R A(t) — A(s
I, = sup [ log A=A

s<t t—s
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et d’autre part :

1 siA(t) €[0,1/4],
g(A(1)) :{ 0 siA(t) €]1/4,1].

Comme pour tout t € [0,1/2], A(t) € [0,1/4], on aura g(A(t)) = 1,Vt € [0,1/2],
et pour tout t € [1/2,1], A(t) €]1/4, 1], on aura g(A(t)) = 0,Vt € [1/2,1]. Donc

1 sitel0,1/2],
g(A(1)) :{ 0 sit e][1/2,1]],

et
1 sitel0,1/2],
1(#) :{ 0 site]l/2,1].

On voit que g(\) = f, c-a-d
l9(A) = flloe = 0.
d’ou
lg(A) = Flloo VIIAS = log 2
— Si A(1/2) = 1/4, dans le cas général, ||A]|S, > log2, d’ont
19(A) = fllee V IIAIIS = log 2
— SiA(1/2) # 1/4, on aura
lg(A) = fllo =1
d’ou
lg(A) = Flloo VIS = 1.
Finalement d°(f, g) = inf(log 2, 1) = log 2.
Lemme 2.2. (voir [2] ) Soit x,y € D et 6 > 0.
Sid(z,y) < 6% et § < 1/2, alors d°(x,y) < 46 + &(a,d).
Théoréme 2.2. Les métriques d et d° sont équivalentes, c-a-d

lim d(z,,z) =0 < limd(z,,z) =0.

Preuve. L’implication lim d°(z,,z) = 0= lim d(x,,x) = 0 est garantie par le lemme

2.1. L’implication inverse est conséquence directe du lemme 2.2 et du théoréme 2.1.
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2.1.3 La complétude de ’espace D
Théoréme 2.3. L’espace D est complet sous la métrique d°.

Preuve. Il suffit de montrer que chaque suite de cauchy contient une sous suite conver-
gente . Soit {xy}r~1 une suite de cauchy pour d°, H{y,} = {xr,} C {z.} tel que
d°(Yn, Yns1) < 1/2". Alors A contient un p,, pour lequel

Hnlt) = pin(s) /:"(3)| <1/2" (2.9)

||| < 1/2" c’est a dire sup |log ;
. _

et
sup Y (t) = Yn1 (nt)| = sup |y (1) — Ynya (B)] < 1/27 (2.10)

Le probléme est de trouver une fonction y dans D et des fonctions A, dans A pour
lesquelles || A,]|2 — 0 et |y, (At — y) |l — O.

Puisque pour tout 0 < u < 1/2 on a e* — 1 < 2u, et en notons

)‘n,m <t> = (:uner) - 1 (t))

il s’ensuit des inégalités |\ — Il < el — 1 et (2.9) que :

H)‘n,m—H - )‘n,mH = Ssup |)‘n7m+1(t) - )‘n,m(t)H
0<t<1
< 1/2mtm,
¢ est a dire

S%p |tntmt Bt Mot 1t = Mg Hn1 ot ]| = SUD |fn4mi1s — S|
S 2”:un+m+1HO

< 1/2mtm,

Cela signifie que, pour n fixé, les fonctions A, ,, sont uniformément de cauchy par

rapport & m. Par conséquent, la suite converge uniformément vers une limite

Ant = HM fly e 1 fint. (2.11)

La fonction A, est continue et strictement croissante et vérifie A(0) = 0 et A(1) = 1.
Par (2.8) et (2.9),

|log'u+ Hn+1H Hntm---Hnt1 | <

f— s < [ pntme bt pin |
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< il 4o a7 4 ]
< 1727t

En faisant tendre m vers +oo Si pour le premier membre de cette inégalité on aura

Anll° < 1/2771 d’ot [[A—n||° — 0. De (2.11) ona A\, = Ayy1fin, c-a-d que )\;}rl = A,
par conséquent, daprés (2.10)

Hyn)‘r_zl - yn-i-l)‘n-i-l”oo = Sup |yn()‘;1t) - yn+1()‘n+1)|
0<t<1

= Sup [Yn(S) — Ynt1(kns)]
< 1/2.
Il s’ensuit que la suite de fonctions y,{\'},en C D, est uniformément de cauchy et

donc converge uniformément vers une fonction limite y € D. Puisque ||A,||° — 0, {y.}

converge vers y sous la métrique d°.

Reprenons la suite {x,, }nen+ de Uexemple 2.2. On remarque que {x, }nen+ ne converge
pas par rapport a d°. Mais contrairement a d, la suite {x, }nen= n'est pas de cauchy pour

d°. En effet : calculons d°(zp, xye1). On a :
(2, 2n41) = WAV [Jan = 21 (Ao}

Soit A € A,
~ Si A(1/2") = 1/2""1 on a d’une part
[Alloo = log 2

et d’autre part on a :

1 siA(t) €0, < 1/2m+1],
Zns1(A(1)) :{ 0 siA(t) €]1/27+ 1]

Comme pour tout t € [0,1/2"], A(t) € [0,1/2""], on aura x,1(A\(t)) = 1Vt €
[0,1/2"], et pour tout t € [1/2™,1], A(t) €]1/2" 1, 1], on aura x,1(A(t)) = 0,Vt €
[1/2™,1]. Donc

Znt1(A(1))

1 site[0,1/27,
0 site]l/2m1],
“ 1 0,1/27)
sit € (0,1/27],
“’”(t)_{ 0 site]l/2m 1],
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on voit que Tpi1(N) = x,, c-a-d

[Zn41A — Zplleo =0
d’ot

[Zn4+1(A) = Zalloo V [[AlJoc = log 2
= SiA(1/2™) #£ 1/2" ) on aura

||5Un+1)‘ - xn”oo =1

d’ot
[Zn41(A) = Znlloo V [[Meo = 1.

Finalement d(x,, x,+1) = inf(log 2, 1) = log 2 et par suite

lim d(z,, Tp41) = log2

n—oo

done, {x,} n’est pas de cauchy.

2.1.4 Séparabilité de ’espace D

Pour énoncer le résulta sur la séparabilité de D, on a besoin du lemme suivant :

Lemme 2.3. Soit 0 = {S, }o<p<k une partition de lintervalle sur [0, 1] c-a-d :

0=25y) <5 <..<Sk=1. On définit une application constante par morceau (A,) par
A, D — D
r— Aq(z)/
_f w(spor)  sit € [spor,spl, VI<p <k
(ol = { "
on a alors, Yo > 0, si g}fxgxk(sp —Sp—1) <0, alors d(A,x,x) < lrgl?;(k(é, 0z(0)).

Théoréme 2.4. L’espace D est séparable sous les métriques d et d”.

Preuve. Puisque d et d° sont équivalentes et la séparabilité est une propriété topolo-

gique, on peut travailler avec d.
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Soit. By 'ensemble des fonctions ayant une valeur rationnelle constante sur chaque in-
tervalle de la forme [(p — 1)/k, p/k) et une valeur rationnelle a ¢t = 1, plus précisement

x € By ssi Hrphi<p<n C Q tel que :

[, sitelp—1/kp/k], p=1,k
(x)(t)—{ Tk sitzlp ey

Alors B = |J By, est dénombrable. Vérifions que B est dense dans D, pour cela soit
k>1
z € D et e > 0. Choisissons k tel que 1/k < ¢/2 et @,(1/k) < e. En utulisant le

lemme précédent avec 0 = {p/k}1<p<k : on aura d(z, A,x) < e. En effet d’aprés le
lemme ona d(A,x,z) < 1/kV @.(1/k), et comme 1/k < €/2 et @, (1/k) < €/2 il
vient que d(A,z,z) < e. D’autre part on peut toujours choisir y € By de sorte que
d(Asx,y) < €/2. Finalement :

d(z,y) <d(z, Asz) + d(Asx,y)
<e€/2+4¢€/2
<e

En conclusion Ve > 0, Jy € B t.q d(z,y) < €.

2.1.5 Compacité dans ’espace D

Nous passons maintenant au probléme de la caractérisation des ensembles compactes
dans D. En utilisant le module de continuité @,(d) nous pouvons prouver un analogue

du théoréme d’Arzela-Ascoli dans 'espace C.

Théoréme 2.5. Soit A une partie de D. A est relativement compacte pour la topologie
de Skorohod si et seulement si

sup ||z < oo
€A

et

61£n0 ilelg @, (6) = 0.

Preuve. .Suffisance
Soit o = sup,c4 ||z||. Etant donné € > 0, choisissons un e-réseau H de [—a, a]. Choisis-
sons un ¢ > 0 de sorte que 0 < € et @,(d) < € pour tout = dans A. Appliquons mainte-

nant le lemme 2.3 pour une partition o = {S,}1<,< satisfaisant lrilaé(sp —Sp-1) <6
<p<
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on a x € A implique d(x, A,z) < €.

Soit B I'ensemble fini des fonctions y qui prennent sur chaque intervalle de la forme
[Sp—1,Sp[ une valeur constante de H et satisfait y(1) € H. Puisque B contient é¢videm-
ment un y pour lequel d(A,z,y) < €, c’est un 2e-réseau fini pour A au sense se d. Donc
A est totalement borné par rapport a d.

Comme (D, d) est non complet on peut pas conclure, on a besoin de montrer que A
est totalement borné par rapport a d°, puisque c’est la métrique sous laquelle D est
complet. Pour cela soit € > 0, du fait que on peut choisir 0 tel que 0 < § < 1/2 et
40 + @,(9) < € pour tout x € A. Nous avons déja vu que A est d-totalement borné, et
donc il existe un ensemble fini B’ qui est §%-réseau pour A par rapport a d. Mais alors
par le lemme 2.3, B est un e-réseau pour A par rapport a d°.

Necessité.

Si A est compact, alors il est borné sous la métrique d, et puisque

sup [z(t)| = [|z[|e = d(z,0).
te(0,1]

est la distance d de = a la fonction 0, on aura donc sup||z||~. < co. Maintenant par le
€A

théoréme 2.1 on sait que @, (d) tens vers 0 lorsque § tens vers 0. Mais comme pour tout
9 > 0, la fonction = :— @s(x) est semi-continue supérieurement (voir [2] ) on aura la

convergence uniforme du module de continuité ws(z) sur les compactes.

2.2 L’espace D|0, 00, R]

Nous allons présenter la topologie de Skorokhod dans l’espace Do, = D|0,00[ des
fonctions cadlag sur Uintervalle [0,00[, ainsi que la structure topologique de [’espace
D muni de cette topologie. Considérons pour chaque t > 0 l’espace Dy = D|0,t] des
fonctions cadlag sur [0,t]. Toutes les définitions de Dy se généralisent a Dy : ||z||; =

suplz(s)|, A¢, || A5, df, di. Les résultas de la section précédente restent valable aussi.
s<t

La métrique sur Do, sera définie en fonction des métriques d;,(x,y) pour m entier,
mais avant de restreindre x et y a [0,m|, nous les transformons de telle sorte qu’ils

soient continues en m. Posons

1 sit<m—1,
gm(t) =¢ m—t sim—1<t<m,
0 sit>m.
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Pour x € Dy, , soit ™ un élément de Dy, défini par

™ (t) = gm(t)x(t), t > 0. (2.12)
Posons alors,
dy(w,y) = 2 (AN, (2™ y™)). (2.13)
m=1

St d(x,y) =0 cadd 0 271 ANd (@™ y™) =0, alors d,(z,y) = 0 et 2™ =
y™ pour tout m, cela implique x© = y. On a aussi dS, (z,y) = d5,(y,z) et Uinégalité
triangulaire. Donc d2 est bien une distance sur Do, et définie la topologie de Skorkhod

sur cet espace. St on remplace d;, par d,, on obtient une métrique d, équivalente a d2.

2.2.1 Les propriétés du d,

Soit maintenant Ay ['ensemble des fonctions continues, croissantes de [0, 00[—
[0,00[. On a alors la caractérisation suivante de la convergence des suites par rapport

\oJo
a d,.

Théoréme 2.6. Une suite {x, }nen converge vers x pour d2, dans D, si et seulement

sl existe une suite{\,} de A telle que

sup At —t| — 0 (2.14)
0<t<oo
et pour chaque m,
sup |z, (Ant) — x(t)| — 0. (2.15)
0<t<m

Une seconde caracterisation de la convergence sur Dy, est donné par :

Théoréme 2.7. Il ya convergence d (2, x) — 0 sur Do, si et seulement sid;,(xy, ) —

0 pour chaque point de continuité t de x.

[e}
[oops

Consernant la structure topologique de d2_, on a les résultas suivants :

Théoréme 2.8. L’espace Do, est séparable et complet.

Théoréme 2.9. Soit A C Do, A est relativement compact si seulement si , Ym € N,
i) sup||x||m < oo
z€A

i) lim sup O, (z,d) =0
0—=0 zeA



Chapitre 3

Topologie de Skorohod sur l’espace
D(E)

Dans ce chapitre, il s’agira de Uespace (D[0,1], E), ot E est un espace compléte-
ment régulier généré par une famille de pseudométriques {d;}ic;. Dans ce cas [’espace
(D[0,1], E) est un espace complétement régulier. ses caractéristiques topologiques dé-
penderont de celles de E. Nous présentrons aussi l’espace (D0, 00[, E). Nous verrons

que son étude se ramene en réalité a l’étude de (D]0, 1], E).

Commencgons par constater que :
Soit (E,T) un espace toplogique séparé. Notons par /D(E,7) = D([0,1] : (E,T))
Uespace des fonctions x : [0,1] — E qui sont continues a droite et admettent une limite

a gauche pourt > 0.

Proposition 3.1. Soit x € D(E, 7). Alors {x(t)|t € [0,1]} est relativement compact en

(E,T) et coincide avec

{z(t)/t € [0, 1]} U{z(t=)/t € [0,1]}

c’est a dire

{z(@[t € [0,1]} = {=(0)[¢ € [0, 1]} U {z(t=)[t € [0, 1]}

Si (E,7T) est un espace métrisable. Alors x € D(FE,T) a un nombre denombrable
de discontinuité , ce n’est pas vrai dans le cas général, c’est a dire si (E,T) n'est pas

métrisable on a pas forcément ce résultas :

29
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Exemple 1. Soit E = (RY)%Y qvec la topologie du produit T, condidérons lapplication :
te[0,1] — (z(t,.): [0,1]] = R € E

x(t, u) = I[u,l] (t)

C’est clair que x € D(E, 1) et il est facile de voir que ’ensemble des sauts des éléments

V' est non dénombrable :

{t' € [0,1]/x(t) # x(t—)} = (0,1]

par définition x(0—) = x(0).

3.1 Topologie de skorohod sur D([0, 1], F)

Soit (E,T) est un espace topologique complétement régulier. Alors il eziste une fa-

mille {d;}icr de pseudométriques sur E telles que
Va,be E, Ji €1, dia,b) > 0. (3.1)

VZ,] S I, dk € [, max(di,dj) < dk (32)

et les boules ouvertes pour les pseudométriques d;, i € I forment une base pour la
topologie T.(voir [1]). D’apres le travail de I. Mitoma [9] , on peut définir sur D(E,T)
une topologie complétement régulicre en considérant les pseudométriques d; définies pour

touti € I et tout x,y € D(E,T) par :

di(z,y) = /i\nf{max( sup |A(t) —t|, sup d;(x(A(t)),y(t))}, (3.3)
eA te[0,1] te[0,1]

ot A est l’ensemble des fonctions continues et strictement croissantes, définies sur [0, 1]

dans lui méme telle que A(0) = 0 et A(1) = 1. La famille des pseudométriques {d;}

vérifie les conditions (3.1) et (3.2). En effet :

o Soit v,y € D. Soitt=0, et A€ A, Ji tel que

el

posons d;(x(0),y(0)) = a > 0, alors

sup d;(z(A(t)), y(t)) = di(z(A(#)), y(t)), vt € [0,1]

t€(0,1]
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en particulier,
sup d;(z(A(t)), y(t)) = di(x(0),y(0)) = «

t€(0,1]
donc, VA € A
max([|A = Iflo, sup di(z(A(?)),y(t))) = sup di(z(A(1)),y(?))
te[0,1] t€[0,1]
> Q.

Finalement, Y\ € A,

di(w,y) = di(w,y) = wf {max(|[]A = I, sup di(z(A(1)), y(1))}

te(0,1]
>

> 0.

o Soiti,j €I, on sait qu’il existe k tel que d; < dj, et d; < d,.

On a alors; pour tous x,y € D,

dy) = o fmax( sup [M(2) — ], sup d(w(A(1), y(2))}

) t€[0,1] t€[0,1)

(. y) = inf {max( sup [A(t) — ¢, sup d;(x(A(1)), ()} et

) AeA te[0,1) te[0,1)

di(z,y) = inf {max( sup [A(t) — t|, sup di(z(A(?)), y(?))}-
ACA te[0,1] te[0,1]

comme d; < dy, et d; < d,
VYA €A, Ve,y € D, vVt €0,1],

di(z (A1), y(t)) < di(z(A(?)), y(1))

ce qui implique que

sup di(z(A(1)),y(t)) < sup di(z(A(t)),y(t))

te(0,1] t€[0,1]

et par suite

max( sup [A() — ], sup di((A()), y(1))) < max( sup A1) — t], sup de(z(A(1)), y(t))

te(0,1] te(0,1] te(0,1] te(0,1]
d’ot

inf {max( sup |A(t)—t|, sup d;(x(A(t)),y(t))} < inf max( sup |[\(¢)—t|, sup di(x(A(t)),y(t)))

AcA t€[0,1] te[0,1] AeA te[0,1] te[0,1]
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par suite, Yo,y € D,

c-a-d

De méme,

VYA €A, Vo,y € D, Vt € [0,1]

dj(z(A(t)),y(t) < dr(z(A(1)), y(1))
ce qui tmplique

sup d;(z(A(t)),y(t)) < sup di(z(A()), y(t))

tel0,1] t€[0,1]

et par suite

max( sup |A(¢) = t], sup d;(z(A(t)), y(1))) < max( sup |A(t) —t|, sup di(x(A()), y(t)))

te[0,1] te[0,1] t€[0,1] te[0,1]

d’ou

inf {max( sup |A(¢)—t|, sup d;(z(A(¢)),y(t))} < inf max( sup |A(t)—t|, sup dp(x(A(2)),y(t)))
AEA te[0,1] te[0,1] ACA te[0,1] te[0,1]

par suite, Yo,y € D,

dj<x7y) < k(x7y>

c-a-d

d;

!

IN
o

Et donc
IIla,X(CZZ‘7 CZJ) S Jk,

Les boules ouvertes pour les pseudométriques {OL} forme une base pour une topolo-

i€l
gie complétement réguliere sur D(E, 1), appellée topologie de skorohod sur D(E,T). Le

théoreme suivant nous montre que cette topologie ne dépend pas du choix de la famille
{di}ier.

Théoréme 3.1. Soit une famille {d;}ic; de pseudométriques sur E vérifiant les hypo-
theses (3.1)et (3.2). Soit T la topologie sur E générée par la famille {d;}ic;.

Alors la topologie de Skorohod sur D(E,T) définie par les pseudométrique {Ji}ief ne
depend que de la topologie T sur FE.
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La preuve de ce théoréme est répartie en les deux lemmes suivants :

Lemme 3.1. Soit p, = {0=1t,, <t <..<t,, =1}, n €N une suite de partitions

de Uintervalle [0,1]. Supposons que {p,}nen est normale c-a-d

Jim [p] = lim max |, — |
=0

et soit l'appliquation

T,=T(p,): D(E,7) — D(E,T)
x — T,(z).

définie par :

T (@)(8) :{ T(tn,) 80 tE [tugtugsl, k=0,1,..k, —1

x(l) sit=1.
Alors :
i) Pour tout x € D(E,T) et touti € I,

lim d;(T,,(z), ) = 0

n—oo
c-a-d la suite {T,(x)}nen converge vers x pour la topologique complétement régu-
liere sur D(E,T) généré par la famille {d;}

el -

ii) Pour tout n € N, l'ensemble
T.(D(E,7)) C D(E,T)

et de plus T,,(D(E, 7)) est homeomorphe a E*™Y muni de la topologie produit.

iii) L’ensemble |J T,(D(E, 1)) est séquentiellement dense dans D(FE,T).
neN

Preuve. i) Montrons que Ve > 0, soit i € [ et x € D Ing € N, ¥n > ng, on a
Ji(xn,x) < €, comme HETM|pn| =0, 3Ing € N, t.q Vk = 1, k,,, [tn, — tney| < €
D’aprés le lemme 2.3 appliquée a d;, on a : d;(T,,(z),x) < e.

ii) Soit n € N, et {p,} = {0 = t,,, < t,, < ... < tp,, = 1} une partition de [0, 1].

Considérons 'application

T :T,(D(E,7) — E**!
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To(x) — (2(tny), - x(tn,,))-

Alors T est un homeomorphisme, en effet @ D’apres la définition de T,, : D — D,
T est bijective.
e En utilisant la propriété (3.1) on vérifie que T est bicontinue de T, (D(E, 7), {d; }ie1)
dans E**! muni de la topologie produit.
iii) Soit z € D, il faut trouver une suite d’élément {z,, } ey dans 'ensemble T,,(D(E, 7))
t.q. Vi e I,
lim d;(x,, ) = 0

n—oo

or d’aprés i) on a lim d;(T, (), z) = 0. Donc il suffit de poser z, = T},(z).

Lemme 3.2. Soient {d; }ics et {7;}jes deux familles de pseudométriques sur E satisfai-
sant (3.1)et (3.2). Soient 7 et o les deux topologies générées par les familles {d;}ie; et
{v;};es respectivement. Supposons que la La topologie o est plus fine que la topologie
7. Alors évidemment : D(E,7) D D(E,0), et la topologie sur D(E, o) générée par la
famille {VNJ }jes est plus fine que celle de la topologie induite par D((E, 7), {d:}icr)

Preuve. On a pour chaque partition p, :
T(pa)(D(E, 7)) = T(pa)(D(E,0)) C D(E,7) N D(E,0).

Par la propriété iii) du lemme 3.1 et la propriété (3.2) pour les pseudométriques (aL)iE I

il suffit de vérifier que pour chaque xo € D de la forme :

To(t) = ay, pourt € [tg,tr1|, k=0,1,..,N—1
R B pour t=1.

Oul=ty<t; <..<ty=1estune partition de [0, 1], et pour chaque i € I et € > 0

la boule ouverte pour d; :
B, (xo,€) = {y € D(E, 7)/di(z0,y) < €}

contient une certaine boule ouverte pour la topologie o.

Soit pour k = 0, N, j, € J tel que pour un certain n > 0, n; < €,
{a € E/ di(ay,,a) < €} D{a € E/v,.(aj,,a) <n}

Lo . o '
Soit n 12(}1€1§11N77k et j telque ; > orgr}fgv Vie
Si

2 € By(xg,m) ={z € D(E70>/’~Vj(x07z) <n},
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alors il existe A € A tel que sup |\(t) —t| <n <eet

te(0,1]
sup 7j(2(A(t)),zo(t)) = max{ max ( sup 7;(2(A(t)),as)),7(2(1),a1)}
t€[0,1] 0<k<N—1 teltp,tpprl
n
€.

En particulier,
sup di(z(A(t)),ar,) <€, k=0,1,..,N —1et di(2(1),a1) <e.
€[t bt
D’ou
By (x9,n) C Br(xo, €).

Proposition 3.2. i) Le sous espace C([0,1] : (E,7)) des fonctions continues f :

[0,1] — E est fermé dans D(F,T) et la topologie de Skorokhod sur C([0,1] :

(E, 7)) coincide avec la topologie uniforme sur C([0, 1] : (E,7)).
ii) Si (E, ) est séparable alors D(E, T) est séparable.
iii) Si (E,7) est métrisable alors D(F, T) est métrisable.
iv) Si (F,7 N F) désigne un sous espace F' C FE avec la topologie 7 N F' induite par

(E, 1), alors la topologie de Skorohod sur D(F, TN F') coincide avec la topologie
induite sur D(F,7 N F') par la topologie de Skorohod sur D(E, 7).

v) Si G est un sous-ensemble ouvert de (E, 1), alors D(G, 7N G) est un sous ensemble
ouvert de D(E, 7). Méme chose si F est un sous ensemble fermé de (E, ) alors
D(F,7 N E) est un sous ensemble fermé de D(E, 7).

vi) Si H C D(E,7) est un compact, alors il existe un sous ensemble compact K C
(E,7) telque H C D(K, 7N K).
vii) Tous les sous ensembles compacts de D(E, ) sont métrisables si (E,7) a cette

propriété.

Preuve. i) La topologie uniforme sur C([0, 1], (£, 7)) est simplement la topologie com-

plétement réguliére induite par des pseudométriques uniformes

di(z,y) = sup dy(x(t),y(t) € I (3.4)

tel0,1]

ou {d;};cs est une famille arbitraire de pseudométriques sur (E,7) générant la

topologie 7. Des arguments tout a fait semblables du cas métrique montrent que
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les pseudométriques d; et fiisont équivalentes quand elle sont restreintes a C'(0, 1] :
(£, 7))

ii) D’aprés iii) du lemme 3.1, (E,7) est séparable, alors, 3A C E une partie dénom-
brable et dense dans E. Soit By, I’ensemble des fonctions ayant une valeur constante
dans A sur chaque intervalle de la forme [(p — 1)/k,p/k) et une valeur constante

at =1, plus précisement = € By, ssi 3{a, h1<p<i C A tel que :

ay site€lp—1/kp/kl, p=TFk
ar sit=1

)= {

Alors B = J B est dénombrable, et avec des arguments semblables au cas mé-
k>1
trique (voir la preuve du téoréme 2.4), on vérifie que B est dense dans D(FE, T)

c-a-d Ve > 0,Vi € [, Vo € D(E, 1), Jy € B t.q. di(x,y) <.

iii) , iii) et iv) sont conséquences directes du 3.1

v) Soit G un ouvert dans (E, 7), et soit zy € D(G, 7N G). Notons par 7y la fermeture
de l'ensemble {xy(t),t € [0,1]}. Par la proposition 3.1 'ensemble 7 est compact

dans (G,7 N G). Puisque G est un ouvert et z, est un compact, il existe d;

pseudométrique et un € > 0 tels que

{(l c E| di((l,fo) < 6} C G.

di(a,Zo) = inf d;(a, 2)

FASH )
=min d;(a, 2)
2ZETo
Donc on aura

Bj (wo,€) C D(G,7NG).

En effet, soit x € Bj (o, €), alors Jl(x, xg) < €, plus precisément,

inf {max[|A — If|oc, sup di(z(A(t)). y(t))} < e

te(0,1]

dott 3N € A t.q.

IAN =Tl < e et sup di(z(A(1)),y(t) < e.
te(0,1]



CHAPITRE 3. TOPOLOGIE DE SKOROHOD SUR L’ESPACE D(FE) 37

Soit alors ¢ € [0, 1],

di(x(t),40) < di(x(t), zo(A(2)))
< €

on déduit donc que
vVt €[0,1],z(t) e ACG

c-a-d que x € D(G, 7N G).
De la méme maniére et en utilisant le fait que si F est fermé F¢ est un ouvert on

montre que D(F,7 N E) est un sous ensemble fermé de D(E, 7).

vi) Soit H un compact dans D(E, 7). Pour tout © € H notons par T la fermeture
de I'ensemble {z(t),t € [0,1]}. Soit K = |J,.y 7. Comme Vz € H, Vt € [0, 1],
z(t) € £ C K ; on déduit que

HC DK, 7N K).

Montrons que K est un compact de E. Pour cela considérons un recouvrement de
K par une famille d’ouverts {Gq }aca c-a-d telle que K C |J,c4 Ga-

Par la proposition 3.1, on sait que pour tout x € H, l’ensemble & est compact
dans E, on peut alors extraire de la famille {G,}aca un sous recouvrement fini
{Goi (@) hri<icm tel que T C U, <<, Gay(z)- Considérons maintenant la famille d’ou-

verts de la forme G4, = (J,c4, G Ou Ag est un sous ensemble fini de A. On a

Hc |J D(Ga.mNGa).
Ao€A,Ag fini
Comme pour tout Ay C A, G4, est un ouvert de (E,7) ( réunion finie d’ouverts
de E), d’aprés v) pour tout Ag C A. P'ensemble D(G4,, T[] G 4, st un ouvert de
D(E, 7). En exploitant le fait que H est compact, on peut trouver une suite finie

Ay, Ay, ..., A, de sous ensemble fini de A telle que

H C UD(GAj,TﬁGAj)

j=1

Mais cela implique que
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U Ga,

1<j<n

= U G,.
OLGAJ‘ @

Finalement, on vient d’extraire du recouvrement ouvert { Gy, }ae 4 un recouvrement

fini de K. Par conséquent K est compact.

vii), vii) découle de i), ii) et vi).

3.2 Topologie de skorohod sur D(R*, F)

Soit 'espace D(RY : E) ou D(E) est tout simplement l’espace des fonctions cadlag

z:RT — E (qui sont continues a droites et ont des limites a gauche) pour tout t > 0.

Soit d une pseudométrique sur E. Notons par ds la pseudométrique sur D([0,s]: E)
définie par

ds(z,y) = /i\nf max( sup |A(t) — t|, sup d(z(A(t)),y(t))).

€A te(0,s] te(0,s]

Soit application g : D(RT : E) — D([0,s + 1] : E) définie par :

| z(t) site]0,s]

qs(z)(t) = { x(s) sit € [s,s+1] (3.5)

Fizons v € D(E) ety € D(E) et considérons la fonction ¥4 (z,y) : RT — RT definie
par :

Yz, y)(s) = dsy1(gs(2), 0 (y)) = V(2 y). (3.6)

Il est clair que cette fonction est un élément de D(R™ : R™), donc Borel mesurable. On

défini alors :
i, y) = / e~*min(1, 74z, 9))ds. (3.7)
0

v¢ est une pseudométrique sur D(FE) et la proposition suivante nous donne une caracté-

risation de la convergence des suites dans v¢ c’est bien " la convergence de Skorohod".

Proposition 3.3. Soit {z,}n,en une suite d’éléments de D(E).
Soit vy définie par (3.7). Alors pour un certains x € D(E) la convergence de x,, vers x

pour la métrique vy aura liew ssi il existe une suite

{ntnen C Ao = {A: RT — RT|\ est croissante, continue , \(0) = 0, \(t) — 400 sit — 400}
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telle que pour chaque t € Rt

sup |An(s) —s| — 0 (3.8)

0<s<t

sup d(z,(An(s)),z(s)) — 0 (3.9)

0<s<t

Théoréme 3.2. La topologie Skorohod sur D(R™, E') ne depend pas du choix particu-
lier de la famille {d;};cr.



Chapitre 4

annexe

4.1 Définitions

e Fspace régulier

Proposition 4.1. Dans un espace topologique X, les propriétés suivantes sont équiva-
lentes :

(1) L’ensemble des voisinages fermés d’un point quelconque de X est un systéme
fondamental de voisinages de ce point.

(2) Pour toute partie fermée F' de X et tout point x n’appartient pas a F, il existe

un voisinage de x et un voisinage de F qui sont disjoints.

Définition 4.1. On dit qu’'un espace topologique est régulier s’il est séparé et vérifie

I'axiome (1) ; sa topologie est alors dite réguliére.

Exemple 4.1. Les espaces suivants sont réguliers : x Les espaces métriques.

* Les espaces localement compacts.

e Fspace completement régulier En mathématique, un espace complétement régulier
(ou Tikhonov) est un espace topologique vérifiant une propriété de séparation plus forte

que la séparation usuelle et méme que la propriété d’étre régulier.

Définition 4.2. Un espace topologique est dit complétement régulier s’il est unifor-
misable et séparé. Tout espace complétement régulier est régulier, car un espace X est
uniformisable si et seulement si :

(3). pour tout point x de X et tout fermé F de X ne contenat pas x. Il existe une fonction

continue de X dans le segment [0, 1] valant 0 en x et 1 sur F.

40
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Exemple 4.2. Les espaces suivants sont complétement régulier : x Tout groupe topo-
logique séparé
* Les espaces normaux

* Les espaces localement compacts.
e Caractérisation de la compacité pour un espace métrique

Définition 4.3. Soit (E,d) un espace métrique. On dit que (E,d) est un espace mé-
trique compact si toute suite d’éléments de (F, d) admet une suite extraite convergeant
vers un point de E. Une partie A de E est dite compacte si le sous espace métrique
(A, d) est compact.

En d’autres termes, (E, d) est un espace métrique compact si toutes ses suites admettent

au moins une valeur d’adhérence dans E.

Corollaire 4.1. Soient (F,d) un espace métrique et K un compact de E. Alors 'espace

métrique (K, d) est complet (méme si E ne l'est pas).
Lemme 4.1. Tout espace métrique compact est complet.

Théoréme 4.1. Un espace métrique est compact si et seulement si il est & la fois

complet et totalement borné.
e Fquivalence des distances et des normes

Définition 4.4. Soit (F,d) un espace métrique. Soient d et d’ deux distances sur un
méme espace E. On dit qu’elles sont topologiquement équivalentes si elles définissent la

méme topologie.

Définition 4.5. On se fixe sur E deux normes ||||; et ||||2. Les deux normes sont dites
équivalentes si elle vérifient 'une des deux propriétés (équivalentes) suivantes :
1. L’application identité I de (E, ||||1) dans (E, ||||2) est un homéomorphisme (linéaire).

2. IL existe deux réels strictement positifs a et b tels que pour tout x dans E,
allzlly < |lz([y < bllx[|

e Homéomorphismes
En topologie, un homéomorphisme est une applications bejective continue, d’un es-
pace topologique dans un autre, dont la bijection réciproque est continue. Dans ce cas,

les deuz espaces topologiques sont dits homéomorphes.
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Théoréme 4.2. Soient X et Y des espaces topologiques, f une application bijective de

X sur Y. Les conditions suivantes sont équivalentes :
i) fet f~! sont continues;

ii) pour qu’une partie de X soit ouverte, il faut et il suffit que son image dans Y soit

ouverte;

iii) pour q’une partie de X soit fermée, il faut et il suffit que son image dans Y soit

fermée.

Définition 4.6. Une application f de X dans Y qui vérifie les conditions du théoréme
4.2 s’appelle une application bicontinue de X sur Y, ou un homéomorphisme de X sur
Y. (D’aprés 4.2 (ii), c’est la notion naturelle d’isomorphisme pour la structure d’espace

topologique).
e La topologie produit

Définition 4.7. En mathématiques, plus précisement en topologie, la topologie pro-
duit est une topologie définie sur un produit d’espaces topologiques. C’est de maniére
générale la topologie initiale associée aux projections de ’espace produit vers chacun
de ses facteurs , autrement dit c’est la topologie la moins fine rendant continues les

projections.
e Total bornitude

Définition 4.8. Un espace métrique est dit totalement borné si quel que soit € > 0 il

peut étre recouvert par un nombre fini de boules dr rayons au plus égal a e.

Lemme 4.2. Tout espace métrique compact est totalement borné.



Conclusion générale

L’¢étude de la structure topologique de l’espace D est un exercice assez difficile et
necissite une bonne maitrise des outils de [’analyse fonctionnelle. L’ldée ingénieuse de
Skorohod , a permis de donner une a cet espace une structure d’espace métrique complet
est séparable ( lorsque les foncyions sont a valeurs dans un espace métrique complet
séparable ).

Dans ce mémoire nous avons €étudie dans un premier lieu la topologie de Skorohod
sur les espaces D([0,1],R) et D([0,00),R) des fonctions cadlag. Les résultats énoncés
restent valables lorsque E est un espace métrique complet et séparable. Puis, nous avons
présenté 'étude structurale faite par A. Jakubowski dans son article de [’extension de

cette topologie dans un cadre plus général lorsque E est un completement régulier.
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