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Introduction

Dans de nombreux domaines des sciences expérimentales, I'étude d'un phénoméne exige
d’effectuer des observations sur de longues séries. Leur traitement et leur analyse nécessitent
d’une part 'utilisation de 'outil informatique, qui grace & des algorithmes performants, per-
met d’enregistrer les séquences et d’effectuer les calculs sur ces séquences, d’autre part 'outil
statistique pour I'étude de la signaficativité statistique afin d’expliquer et interpréter le phé-
nomeéne étudié. Nous citons & titre d’exemple dans le domaine de la biologie, le décodage du
génome humain. Une étude expérimentale flable nécessite de considérer des séquences trés
longues (c’est a dire de longues séries formées de quatre nucléotides a, g, ¢ et t qui consti-
tuent UADN), ce qui est difficile, voire impossible & réaliser de maniére manuelle. Parmi les
méthodes utilisées, il v a celles qui consistent & comparer entres elles des séquences d’ADN de
méme longueur, afin de distinguer les ressemblances et les dissemblances, celles qui consistent
A reconstituer une séquence d’ADN a partir de morceaux qui figurent dans la séquence, cette
méthode est appelée séquencage. Dans les deux cas on a recours a la détection et a la com-
paraison de répétitions significatives, c’est & dire a s’intéresser & la nature, au nombre et la
longueur, des répétitions. Pour cela, il est nécessaire de modéliser les séquences & comparer
aux séquences observées par des séquences aléatoires.

L’idée de 'étude statistique des répétitions chevauchantes maximales & gauche (les mots
répétés ne peuvent étre étendus a d’autres de longueur plus grande) de mots de longueur don-
née, est motivée par le travail de R.Arratia and al. (1996) [3] sur le séquencage par hybridation
(sequencing by hybridisation SBH), ou il s’agit de relier entre eux des fragments formés des
4 nucléotides a, g, ¢ et t non ordonnés appelés mots de longueur ¢, afin de reconstituer la
séquence d’ADN "exacte" qui est la séquence observée, de longueur n. La séquence a recons-
tituer est donc extraite d’une suite de variables aléatoires, autrement dit, elle est générée par
une suite de variables aléatoires a valeurs sur un alphabet fini qui est dans ce cas I'ensemble
{a, g, c,t}. Lors de cette reconstitution il peut y avoir des répétitions chevauchantes mazimales
o gauche et des répétitions non chavauchantes mazrimales & gauche de mots de méme longueur
t. Dans leur travail, R.Arratia and al. (1996) [3] se sont intéressés a 'approximation de la loi
de probabilité du nombre Ny de répétitions (chevauchantes et non chevauchantes) maximales
4 gauche dans la séquence, ol les variables aléatoires considérées sont indépendantes identi-
quement distribuées (i.i.d). Ils ont montré, en utilisant la méthode de Chen-Stein, que sous
certaines conditions, la loi de probabilité de N; est approximée par une loi de Poisson de
paramétre A, ott A = [E (IVy) est le nombre moyen de répétitions maximales & gauche.



La détection des répétitions est donc d’un grand intérét pour comparer une séquence ob-
servée a une séquence générée aléatoirement. Le cas (i-i-d) comme nous venons de le citer
dans le paragraphe ci-dessus a été traité par R.Arratia and al. (1996) [3]. Dans le cas o la sé-
quence aléatoire est extraite d’'une chaine de Markov homogéne et stationnaire sur un alphabet
fini (qui est un cas ou les variables aléatoires ne sont pas indépendantes), N.Touyyar and al,
(2008) [15] ont montré, en utilisant la méthode de Chen-Stein, que sous certaines conditions,
la loi de probabilité du nombre de répétitions non chevauchantes maximales & gauche N; est
approximeée par la loi Poisson de parameétre A, ot A = E (IVy).

Dans notre travail, nous nous intéressons a ’analyse statistique des répétitions chevauchantes
marimales & gauche, qui est dans notre cas I'étude de la significativité statistique des répéti-
tions chevauchantes maximales a gauche. Ceci nécessite de calculer la p-value P(N; > N£%),
c’est & dire la probabilité qu’il y ait autant de répétitions chevauchantes maximales & gauche
(dont le nombre est NP*) dans la séquence observée que dans la séquence aléatoire, quand
celle-ci est extraite d’une chaine de Markov homogéne et stationnaire sur un alphabet fini
(dont le nombre est Ny). Tout comme dans le cas N.Touyyar and al, (2008) [15], nous mon-
trons que sous certaines conditions, la méthode de Chen-Stein donne aussi 'approximation
de la loi de probabilité de N; par une loi de Poisson de paramétre A, ou A = E (Ny). Ce qui
permet done de calculer ou du moins de donner une approximation de la valeur de la p-value.

Les premiers travaux se rapportant aux répétitions chevauchantes maximales & gauche, ont
été réalisés pour l'étude de la fréquence des mots rares par G.Reinert et S.Schbath, (1998)
[7], et les familles de mots rares par R.Roquin et S.Schbath, (2007) [9], lorsque la séquence
aléatoire est modélisée par une chaine de Markov homogéne et stationnaire sur un alphabet
fini. Dans les deux cas la loi de probabilité du nombre de répétitions est approximée par une
loi de Poisson composée et non par une loi de Poisson. Contrairement aux cas traités par
G.Reinert et S.Schbath, (1998) [7] et R.Roquin et S.Schbath, (2007) [9], nous considérons
dans notre travail, les répétitions chevauchantes maximales & gauche sans tenir compte de la
nature des mots répétés. Une répétition chevauchante maximale & gauche dans une séquence
dans notre cas, est représentée par une position, qui est un couple de nombres entiers naturels
non nuls et différents, dont la valeur absolue de la différence est strictement inférieure a la
longueur du mot répété. Compter le nombre de répétitions dans la séquence revient donc a
compter le nombre de positions de ces répétitions dans la séquence.

Il s’agit dans cette thése d’analyse statistique des répétitions chevauchantes et maximales a
gauche, lorsque les séquences sont modélisées par une chaine de Markov homogéne et station-
naire sur un alphabet fini. En plus de l'introduction que nous venons de développer ci-dessus
sur les répétitions en général, et les répétitions chevauchantes maximales & gauche en par-
ticulier, ol nous avons situé notre travail par rapport aux travaux de recherches réalisés, le
manuscrit de cette thése est composée essentiellement de trois chapitres et une conclusion.

Le premier chapitre comporte les définitions et les notations du modéle qui sont utilisées
dans tout le travail. Nous définissons de maniére générale une répétition d’un mot de longueur
t en une position a = (4,7) (o 7 et j sont entiers naturels tels que i # j) dans une séquence
S de longueur n, et en particulier celle d’une répétition chevauchante maximale 4 gauche
d’un mot de longueur ¢, celle-ci étant de par sa définition un mot W, de longueur ¢ -+ £ o



=1i—jlavec{ =1,...,t—1. Nous donnons la caractérisation d’une répétition chevauchante
maximale & gauche d'un mot de longueur ¢, ot nous montrons qu’une répétition chevauchante
maximale & gaughe d’un mot de longueur ¢, est en fait la répétition des d (d étant un diviseur
de () premicres lettres du mot répété (d est alors appelé période de la répétition). Nous
présentons ensuite le modeéle markovien des séquences aléatoires dont les valeurs sont dans
un alphabet fini A, tout en donnant 1a aussi les définitions et les notations qui sont utilisées
dans ce manuscrit. Nous déterminons pour ce modéle Pexpression qui calcule le nombre NV
de répétitions chevauchantes maximales 4 gauche de mots de longueur ¢ dans la séquence S,

de transition d’une lettre & une autre dans la répétition. En majorant chaque probabilité de
transition de lexpression de A par £ (0 < £ < 1), nous obtenons l'ordre de grandeur de A, qui
pour ¢t = o(n) est majoré par n?£t, et nous montrons aussi que sous la condition n2¢t = O(1),
le parameétre A est borné sur |0, +o00].

Dans le deuxiéme chapitre, nous donnons la borne de Chen-Stein, qui est la borne supérieure
de la distance en variation totale dy7 (£ (Ny), Py ) entre la loi de probabilité £ (Ny) de NV et la
loi de Poissson Py de paramétre A, ot A = E (Ny). Il est montré dans R.Arratia and al. (1989)
[1], que la borne de Chen-Stein fait intervenir trois quantités by, by et bs, plus exactement que
la distance en variation totale dyy (£ (Ny),Py) est majorée par 2 (by + b + b3), ou by, by et
b3 sont des sommes de toutes les occurrences de répétitions en positions « et 3 voisines. Ces
répétitions peuvent étre (particuliérement dans les expressions de by et by) chevauchantes entre
elles, autrement dit, il y a recouvrement entre les deux répétitions (la répétition en [ recouvre
la répétition en « si elle est précédée par celle-ci ou la répétition en o recouvre celle en § dans
le cas contraire). Les répétitions dont il est question dans ce travail étant chevauchantes et
maximales a gauche, il est donc nécessaire de vérifier la maximalité & gauche des répétitions
quand il y a recouvrement entre elles. Ce qui nous conduit & donner dans la proposition 2.2.1,
le corollaire 2.2.1 et le corllaire 2.2.2, des conditions suffisantes de maximalité & gauche pour
de telles répétitions.

Le résultat principal de notre travail est le théoréme 2.2.1, qui montre que la quantité
2 (by + by + by), et donc dyr (L (Ny),Py), est majorée par une expression dépendant de n?¢?,
et que si n?¢* = O(1), la borne de Chen-Stein converge vers 0 quand la longueur n de la
séquence S est assez grande, par conséquent la loi de probabilité £ (IV;) est approximée par la
loi de Poisson Pj.

La démonstration du théoréme 2.2.1 repose sur la majoration des quantités by, by et by. Les
majoration by et by découlent directement de celles des sommes des probabilités des occurrences
données dans leurs expressions, tandis que la majoration de by dépend du recouvrement qu’il
y a entre les répétitions en « et en 3. Le recouvrement des ces répétitions forme un mot W, g
dont la longueur en dépend, ainsi majorer by revient & majorer la somme des probabilités
que le mot W, g occure pour toute position 3 voisine de o avec « # 3. De ces recouvrement
(nous supposons par symétrie que la répétition en o précéde celle en 3), nous déduisons deux
principaux cas, celui ot la longueur |W,, 5| du mot W, 3 est supérieure strictement a 2¢ (il y
a b cas dont un (k = 0) correspondant & la longueur maximale de W, g, ot les calculs sont
déterminés de fagon explicite, ce qui n'est pas le cas des autres), et celui ot la longueur |W,, |
est inférieure strictement & 2¢ (il y a un seul cas parmi 3, les autres sont exclus du fait que
d’apreés les conditions suffisantes de maximalité a gauche, la répétition en 3 n’est pas maximale
a gauche). Notons aussi que le cas Wy 3




est réalisé uniquement si la répétition en 3 n’est pas maximale & gauche. La quantité by est
donc décomposée suivant la longueur W, g| du mot W, g, en la somme de deux quantités
bo five et b , , dont les majorations entrainent celle de b,.
>2?{i}%>¢1/3i>’2t}' 2,{]1’\/(,‘,9]<2t}/ aont 1 Jord ns entraii celle ¢ 2

Dans le troisiéme chapitre, il est question d’élargir le résultat du chapitre 2 (le théoréme
2.2.1) au cas ol la séquence aléatoire S est générée par une chaine de Markov d’ordre m (o
m est un entier naturel supérieur ou égal a 1) noté modele Mm. Ce type de modélisation
est souvent utilisé en biologie ot 'alphabet fini A est 'ensemble {a, g, c, t} des 4 nucléotides,
quand Pinformation sur la séquence est fournie par exemple par un bloc de 2 nucléotides
(m = 2). En réécrivant alors la séquence S de longueur n en une succession de blocs de m

S est modélisée par une chaine Mm, alors la séquence S (m) peut étre considérée comme une
séquence extraite d’une chaine de Markov d’ordre 1 a valeurs dans 'ensemble A™ qui est aussi
un alphabet fini.

Par analogie aux définitions données dans le modeéle d’une chaine de Markov d’ordre 1, nous
donnons les définitions et les notations utilisées dans le cas de la modélisation des séquences par
une chaine de Markov d’ordre m. Nous montrons que la maximalité 4 gauche d’une répétition
chevauchante d'un mot de longueur ¢ dans la séquence S est identique & la maximalité & gauche
d’une répétition d’un mot de longueur ¢ — m + 1 dans la séquence S, et que le nombre N;

N

de répétitions chevauchantes maximales a gauche de mots de longueur ¢ dans séquence S5,
(m

est égale au nombre N 1 de répétitions chevauchantes maximales a gauche de mots de

...... .
longueur t — m + 1 dans la séquence S0™).

Nous montrons de méme, en majorant chacune des probabilités de transition de 'expression

du nombre moyen ANm) — | (Nt(fgl__+__1> de répétitions chevauchantes maximales & gauche pour
ce modele par € (0 < € < 1), que pour t — m + 1 = o(n), le nombre A est majoré
par n2€mH et si de plus n2¢mH = O(1), alors A est borné sur ]0, +ool. Sous ces

conditions nous énongons le théoréme 3.2.1 donnant 'approximation par une loi Poisson Py m)

de parameétre A on A = E (Nt(i':zz n 1)# de la loi de probabilité £ (Ny) de Ny, qui est en fait

un corollaire du théoréme 2.2.1. Nous avons donc aussi pour le modele Mm, Papproximation
de la loi de probabilité £ (Ny) de Ny par la loi de Poisson Py(m), pour de trés longues séquences.

Nous terminons le manuscrit par la conclusion, ol nous résumons et commentons les résul-
tats obtenus pour le modéle markovien, et proposons les perspectives pour la suite & donner
A ce travail.



T1

Chapitre

Nous donnons dans ce chapitre la modélisation mathématique d'une séquence de
longueur n et d’une répétition d’un mot de longueur ¢ dans la séquence, ainsi que les
notations qui seront utilisées dans la suite de ce travail.
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1.1 Définitions et notations du modéle

Comme nous 'avons cité dans l'introduction, les séquences & comparer & celles observées
sont générées aléatoirement. Nous supposons pour cela que (X,,),>1 est une suite de variables
aleatones a vaieurs <1ans un a,lphabet fini A et que S = X1 X5 X, est une séquence de n

1.1.1 Reépétitions dans une séquence

Un mot de longueur ¢ commengant a la position i (ot i = 1,...,n—t-+1) est une succession
de t lettres X; -+ X;1; 1 dans la séquence S que nous notons par w;.

Définition 1.1. 1 Le mot w; a la position i est répété a la position j (0@ j 5 i) si et seulement
st pour tout k = .., t—1, la lettre en position i + k dans w; est identique a celle en position
Jj+k dans w;.

On dit qu’en une position « = (i,7) on a une répétition d’un mot de longueur t, si le mot
a la position i est répété a la position j.



En vertu de la définition 1.1.1, dire qu’il y a répétition en a = (i,7) du mot w; revient a
dire que w; = wj, ce qui est équivalent a :

Xi = X
: (R)

Xitt—1 = Xjpe-1
Exemple 1.1.1. Soit la séquence « S = gatatatactactgatactac » de longueur 21, elle
contient 8 répétitions de mots de longueur 4. Le mot « gata » est répété en (1,14); « atat »

en (2,4); «tata» en (3,5); «atac» en (6,15); « tact » en (7,10) et (7,16); « acta» en
(8,17); « ctac» en (9,18) (figure 1.1),

1 14
1. gatatatactactgatactac
2 4

2. gatétatactactgatactac

3. gata%atactactgatactac

6 15
4. gatatatactactgatactac

7 10 16
5. gatatatactactgatactac

8 17
6. gatatatactactgatactac

9 18
7. gatatatactactgatactac

Fic. 1.1 — Les différents types de répétitions.

L’exemple 1.1.1 montre qu’il y a deux types de répétitons :
— celles ol les mots répétés se recouvrent, appelées répétitions chevauchantes,
rrrrrr celles ot au moins une lettre sépare un mot de sa répétition, appelées répétitions non
chevauchantes.
Formellement ces deux types de répétitions sont données dans la définition ci-dessous.

Définition 1.1.2. On dit qu’a la position o = (i,]) une répétition est :

2. chevauchante si : i — j| < t.

Si de plus la condition suivante (appelée condition de maximalité a gauche) est vérifiée :

i=1
oU

X1 75 ‘X.i"—l st 1 >1

la répétition en « est dite maximale & gauche.

10



Remarque 1.1.1. La condition i = 1 de la maximalité & gauche d’une répétition de la
définition 1.1.2, signifie que 'on ne tient pas compte de la lettre qui précéde la premiére lettre
de la séquence, on dit qu'il y a effet de bord. La deuxiéme condition pour 7 > 1, signifie que la
répétition ne peut étre élargie & gauche.

Exemple 1.1.2. Reprenons la séquence S de I'exemple 1.1.1. Parmi les 8 répétitions de mots
de longueur 4, il y a celles qui sont (figure 1.1) :
»»»»»» non chevauchantes et maximales & gauche : « gata» en (1,14) et « atac » en (6,15);
— non chevauchantes et non maximales & gauche : « tact » en (7,16), «acta» en (8,17)
et « ctac» en (9,18);
— chevauchantes et maximales & gauche : « atat » en (2,4) et « tact » en (7,10);
rrrrr chevauchantes et non maximales & gauche (il y a une seule) : « tata» en (3,5).

Les répétitions auxquelles nous nous intérésserons dans ce travail sont chevauchantes et
maximales & gauche, c’est a dire celles vérifiant la condition 2. et la condition de maximalité
a gauche de la définition 1.1.2.

La condition 2. de la définition 1.1.2 étant réalisée, posons :

Xi= Xite

Wi = Wit :
Xipt-1=X

ainsi la condition de maximalité & gauche devient :

1=1
ou (%)
X4 # Xi+é‘—i sio1>1

En une position o = (i,i + ¢) d'une répétition chevauchante et maximale a gauche, la
position 7 + £ du mot répété w;.p est telle que :

la répétition en o = (i,7 -+ £) est alors un seul mot de longueur ¢ -+ /.
Nous adoptons donc les natations suivantes :
»»»»» la répétition en a = (¢,7 + £) du mot w; est un mot X; -+ X;1 0141 de longueur ¢ + ¢
que nous notons par Wy, ;
— l'ensemble des positions des répétitions chevauchantes et maximales & gauche de mots
de longueur t est noté :

T=da="_(i+0)/l=1...t—-1i=1....n—t—L+1}

N
§

Dans toute la suite a la position « de 7, une répétition chevauchante maximale & gauche est
considérée comme un mot W, de longueur £ + £.

11



1.1.2 Caractérisation d’une répétition chevauchante et maximale & gauche

t+ £, les lettres qui composent w; ne peuvent étre toutes distinctes, elles sont la répétition des
£ premiéres lettres de w;. En effet les £ premiéres lettres de w; sont les £ premiéres de w;y,
et les t — £ derniéres lettres de w; sont parmi les £ premieéres de w; g, et donc de w; (figure 1.2),

¢ t— 4
7. . zl}--t ------ 1 ,
i—I}-K '17+£I'+t—1

Fia. 1.2 — Les lettres de w; ne sont pas toutes distinctes.

Le mot W, étant lui méme formé de la répétition de w; en o = (4,7 -+ £), il est par conséquent
la répétition périodique des £ premiéres lettres dans cette ordre. On dit alors que £ est la
période de W, ou le mot W, admet pour période £.

Si parmi les ¢ premiéres lettres de w; il y en a d (ou d est le plus petit entier naturel tel
que 0 < d < ) qui sont répétées, elles sont alors répétées dans Wy, la période de W, sera d,
et c’est la plus petite période. Dans ce cas £ est un multiple de d, et la condition de maximalité
a gauche (x) est équivalente a :

1= 1
ou ()
Xio1# Xiya—1 si i>1

Exemple 1.1.3. Soit la séquence « § = tacttgacttgacttgacttgactg » de longueur 25.

« wg = acttgacttgact » de longueur ¢ = 13. Les lettres de wy ne sont pas toutes distinctes,
elles sont composées des £ = 10 premieres de wy. Le mot Wy 19 est alors de longueur ¢+ = 23
(£ = 10) et a pour période d = 5, en effet les 5 premiéres lettres « acttg » sont 2 fois répétées
dans cet ordre parmi les £ premiéres lettres de wo (figure 1.3),

£ =10 t o f ==
tacttgacttgacttgacttgacteg

2 12

F1G. 1.3 ~ Les lettres de wq ne sont pas toutes distinctes, et Wy 19) a pour période d = 5.

Dans toute la suite de ce travail nous nous placons dans le cadre général, ol en une position
« de 7 ¢'il y a une répétition chevauchante maximale a gauche d'un mot de longueur ¢, le mot

Etant donné que le mot W, admet pour période d (0 < d < (), nous allons déterminer
combien de fois des d premicres sont répétées dans W,,. En effectuant la division euclidienne
de t+ ¢ par d nous obtenons t + ¢ = qd +r ol q est le quotient et r (0 < r < d) le reste. Ainsi
les d premiéres lettres sont répétées g fois, et les r derniéres sont les r premiéres des d lettres
dans le méme ordre, par conséquent les lettres du mot W, sont telles que :

12



1.sii=1:
ot | (L.1)
Xoarr - Xgapr = X1--- X,

2. 8ii>1et X; 1 74‘» ~X‘1i--{--d ...... 1
Xivo Xipd1 = Xigpd - Xigad-1 = = Xip(g-1ya*** Xitrgd—1
N (1.2)

Kivgd Xivgdrr—1 = X+ Xigr

Exemple 1.1.4. Reprenons la séquence S de U'exemple 1.1.3. D’apreés la division euclidienne

d = 5) lettres « acttg » qui forment la période, suivies des 3 (r = 3) lettres « act » (figure 1.4),

d=5 lettres d==5 lettres d==5lettres d==5lettres r=3Ilettres
A ——
tacttgacttgacttgacttg act g
2 12

Fi1a. 1.4 — les lettres « acttg »sont répétées 4 fois, les lettres « act » sont les 3 restantes.

1.2 Choix du modéle markovien

La premiére étude faite par R.Arratia et al (1996) |3] est basée sur des séquences extraites
d’une suite de variables aléatoires de Bernouilli indépendantes identiquement distribuées (i-i-
d). Dans ce cas 'information sur la séquence est entiérement déterminée par les propriétés de
chacune des lettres qui la composent indépendamment les unes des autres et donc des places
qu’elles occupent dans la séquence. La probabilité qu’il y ait répétition en une position donnée
dans la séquence est alors détérminée par la probabilité des occurrences des lettres qui sont des
variables aléatoires indépendantes. Les cas rencontrés dans la pratique notamment en biologie
(ot I'alphabet A est I'ensemble {a,c,g,t}), Uinformation sur la séquence est fournie par 2
nucléotides voire plus, autrement dit, par des blocs de mots de longueur dépassant 1, d’on
Pexistence d'une dépendance entre les variables aléatoires de la séquence. Il est donc naturel
de supposer la séquence aléatoire extraite d’une suite de variables aléatoires dépendantes.

La dépendance dont il s’agit dans notre travail est une dépendance markoviénne, c¢’est a
dire que les lettres d’une séquence sont extraites d’'une chaine de Markov. Nous nous intéressons
plus précisément aux séquences générées par une chaine de Markov d’ordre 1, homogéne et
stationnaire. Nous commencons par donner les définitions, les notations ainsi que les propriétés
des chaines de Markov pour cette modélisation.

1.2.1 Deéfinitions et notations

Soit (X,,), une suite de variables aléatoires dépendantes & valeur dans un alphabet fini A.

Définition 1.2.1. La suite (X,,),, est dite chaine de Markov, si pour tout entier naturel n > 1
et tout ay,...,a, dans A :

HD(-Xn = Qp / Xpn-1=ap-1,...,X1 = a'l) - P(Xn = Qn / X1 = Qp— 1)



le membre de droite est appelé probabilité de transition en une étape.

L’ensemble A est appelé espace des états de la chaine de Markov, et pour tout 7 > 1 et
a,b de A, la probabilité de transition et la loi initiale sont notées respectivement par :

w(a,b) =P(X, =b/ X1 =a) et wla) =P(Xy = a)

Définition 1.2.2. Si pour tout a,b dans A les probabilités de transition w(a,b) ne dépendent
pas de linstant n, la chaine de Markov est dite homogéne (dans le temps).

Ce qui signifie dans notre cas que les probabilités de transition ne dépendent pas des
positions des lettres dans la séquence.

Pour tout a,b dans A les probabilités de transition 7 (a,b) forment les ccefficients d’une
matrice dite matrice de probabilités de transition, elle est notée :

II = (7(a,b))apena

Proposition 1.2.1. Si (X,), est une chaine de Markov a valeurs dans A, alors pour tout
at,...,a dans A, on a :

k-1
P(X1=ay,..., X =ar) = play) H (@i, i) (1.3)

i=1

Une chaine de Markov est donc caractérisée par :
— sa loi initiale pu,
— sa matrice de probabilités de transition II.

Définition 1.2.3. Soient (X,,),, une chaine de Markov sur un espace d’état fini et I1 sa matrice
de probabilités de transition. La matrice 11 est dite stochastique si ses ceefficients vérifient les
conditions suivantes :

VYa,be A 7(a,b) >0 et Vae A Zﬂ(avb)xl
be A
Remarque 1.2.1. La matrice I est de dimension
— finie si ’ensemble des états de la chaine de Markov est fini,
— infinie si 'ensemble des états est infini dénombrable.
Dans notre cas la matrice 1l est de dimension finie car A est un alphabet fini.

1.2.2 Chaine de Markov stationnaire

Soit (X, ), une chaine de Markov a valeurs dans A. Soient a, b deux éléments de A, notons
par : \
7" (a,b) = P(Xpp1 = b/ X1 = a)
la probabilité d’étre en b a U'instant k& + 1 en partant de ’état a & instant 1.
Pour tout a, b dans A, les nombres (%) (a, b) représentent les coefficients de la matrice 1)
de probabilités de transition en k étapes.

Proposition 1.2.2. Soit (X,,),, une chaine de Markov & valeurs dans A. Pour tout k > 0, la
matrice de probabilités de transition en k étapes est telle que :

k) =t
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du produit matriciel on déduit la relation suivante (équation de Chapman-Kolmogorov) :

Ya,be A 7 (a,b) = Z?T<kl)((l, c)n®2) (¢, b) ol ki+ky =k
cEA

et la probabilité P(X}, = b) = u(b) d’étre a 'état b a U'étape k est telle que :

Vbe A P(Xp=0b)= 2 w(a)m =V (a, b) (1.4)

acA

Définition 1.2.4. Soit (X,,),, une chaine de Markov & valeurs dans A de loi initiale p et de
maltrice de probabilités de transition IL. Si p vérifie la relation suivante :

Vae A  pla)= Z,ur(b)ﬂ(b, a)

elle est dite invariante pour 11, et la chaine de Markov est dite stationnaire.

D’apres la définition 1.2.4, la relation (1.4) est vraie pour tout k. Sous forme matricielle,
la relation de la définition 1.2.4 s’écrit :

P/ =PIl
ot P’ désigne le vecteur transposé de P = (u, ..., 1) dont les composantes sont des probabilités.

Proposition 1.2.3. Soit (X,,), une chaine de Markov a valeurs dans A de loi initiale p et
de matrice de probabilités de transition 11, si la chaine (Xy), est stationnaire, alors :

vk € N* P’ = P'1IF

1.3 Dénombrement des répétitions

Soit 8 = X1Xo---X,, une séquence aléatoire de longueur n extraite d'une chaine de
Markov homogeéne et stationnaire (X,),>1 d’ordre 1, a valeurs dans un alphabet fini A. Soit
Wy lemot X+ X401 formé en o = (4,47 + £) par la répétition du mot w; = X; -+ X141
(foni=1,....n—t+1;£=1,...,t— 1) dans la séquence S. On note par :

Il = (7(a,b))apea ou Vabe A w(a,b) >0

la matrice de probabilités de transition et par u la loi initiale qui est aussi la loi stationnaire
vérifiant :

Vae A pula) = Z,u,(b)ﬂ"(b, a)

beA

1.3.1 Nombre moyen de répétitions

Soit Y, la variable aléatoire indicatrice qui vaut 1 si une répétition occurre en une position
« de Z, ou 0 sinon, elle est définie par :

V. = 1{11;_1:111]",..(;} si 1= 1
(:Y - 1 ) q' ‘,' > 1
{Xic1#Xjpde1, wi=w;qe}p ST
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Pour 7 fixé, i a n —t — £ + 1 positions, le nombre de répétitions N; est donné par :

le nombre moyen de répétitions A n'est autre que l'espérance mathématique E(N;) du nombre
de répétitions N;. D’apreés la linéarité de Uespérance mathématique, A est donné par :

A=> > E() (1.5)
f=1 1=1
ou E (Y,) est la probabilité d’une occurrence en «, elle est donnée par
P(wy = wy4¢) sioi=1 ,
E(Y,) = : . . 1.
(Ya) { P(Xj1 # Xijvgo1, wi =wipg) si i>1 (1.6)

La détermination de A revient d’apres (1.5) et (1.6), a calculer en premier lieu, la probabilité
de 'occurrence de la répétition en c.

Soient aq, ..., aq les valeurs prises par les t+ £ variables aléatoires dans (1.1) ou dans (1.2) :
e Si ¢ =1, nous avons en vertu de (1.1) :

—sir=0:

q fois ay ...aq

{wy = wye} = U Wit =01...a4...a1...a4
ai,...,ag €A

—sir#0:

q fois a1 ...aq

{w) = wie} = U Wiiee =01...04...01... a4 a1 ...y
ay,...,ag€A

En passant au calcul de probabilités, il s’en suit en utilisant les probabilités conditionnelles et
les propriétés des chaines de Markov,
-pour r=10:

g fois a1 ...ayg
o~

Plwy = wyyy) = P U Wai4e) =01...aq...01...aq
ai,...,ageA

g fois ay ...aq

= Z P W’v(l?l_}_g) =a1...04...041...044

1,00 €A

- Z ;:D(Xl :ala"'uXd:advad—Fl :alﬂ"'aXd:a‘dﬂ*‘(l-ihd:a'h

ai,...,.aq€A
» Xqd = aq)
d—1 d—1 q—1
- Z pa) H”(a.:"ea';i--%-ii) H”@; aj+1) (w(aq,a1))?"!
a1,y Gg €A je=1 J=1
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- pour rs# 0
q fois a1 ...aq

Plw; = wyye) = P U Wity =@1...aq...a1...ad ar...a,
at,...,ag€A

= Z P(Xy =ay,...,Xqg=aq, Xgr1 = a1,...,Xq = aq,

ai,....ag€A
Xiva=a1,...,Xga = ag, Xgay1 = 01, .., Xgdtr = Q)
d—1 d—1 1
= > wla) | [I#@a00) ) [ T]7(a5.0541)
a,0geA j=1 j=1
r—1
(m(ag, @) | w(ag, a1) [ ] w(aj,a541)
j=1
nous obtenons dans les deux cas :
d—1
Plwy = wiyp) = Z play) H m(aj,a541) | T (1.7)
ay,eeaq€A j=1
ol :
d—1 -1 r—1 irz0}
U= |]]r(a.a) (m(ag,a1))" " | wlag,a1) [ [ 7(aj, a541)) (1.8)
Jj=1 Jj=1

e Sii > 1, le méme raisonnement que ci-dessus, donne en vertu de (1.2) tout en tenant compte
de la condition de maximalité a gauche (xx), pour r =0 :

q fois a1 ...aq

{X; ...... 1 # X_ri_;_d_]r, w; = ’w.i+g} = U X/‘y ...... 1= Z), VV(M(/) =a1...Qq...01...04

et pour 7 # 0 :

g fois a1 ...aq

{)(iﬁl 7/2 X‘H—d—ls w; = ’I.Ui_;,g} = U /Yi—l = b, V\T(H__[) =ai...aq4...a1...44 ay...0ap

b,ay,...,aq€
b#ay

le passage au calcul de probabilités, donne en utilisant les probabilités conditionnelles et les
propriétés des chaines de Markov, pour r = 0 :
P(Xi 1 # Xivd—1, wi = Wiye)
= E P(X.Ij_l = b, Xz‘ = Ay .. ,Xvﬂ.d_l = A, ‘¥i+d =AYy ... 7Xi+(q—l)d—l

bat,....,agcA
b#ag

=AYy ,Xi+qd_]_ = (Ld}

d—1 d—1 g—1
- > unban) | [T ez 500 | | T w(as 0500 (m(ag,a1))*"
b,ai,...,aq€A g=1 j=1
b#ay
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et pour 7 3£ 0 :

= Z P(Xi1 =0, X; = a1,..., Xiyqg1 = ag, Xivag = a1, .., Xiy (g=1)d—1 = a1,
bai,....,aqeA
b#ag
- 7Xi+qd—1 = Qd, Xi+q<i = A1, Xi+7’—l+qd - a‘r)
d-1 d-1 -t
= > uOrba) | [T# a0 | { []r(a5.0500) | (w(ag 1))
bay,....agcA j=1 7=1
b#ag
r-—1
m(ag, a1) [ [ w(as, a511)
j=1
ainsi :
d—1
P(Xio1 # Xitd—1, W = Wipp) = Z wu(b)mw (b, ay) H m(aj,a541) | T (1.9)
bay,...,ag€A j=1
""" 2%}

ot I' est donné par (1.8).

Lemme 1.3.1. Soient aq,...,aq les valeurs prises par les t + { variables aléatoires dans (1.1)
ou dans (1.2). Le nombre moyen de répétitions chevauchantes et maximales & gauche de mots
de longueur t est :

t—1 d-1 a r—1 L0y
A= Z Z /1,.((1,1) H 7r(a,j, (Lj+1) (’/T(Cl.d, (L]_))q_l 7T((Ld7 (L]_) H 7T((L'7', aj—}—l)
(=1 ay,...,agc.A 7=1 J=1
t—1 d—1 4
Ym0 Y ) | [0 | rlaa))
£=1 b,ai,...,aq€A j=1
S0y
1 Lirzo)
7(ag,a1) H m(aj, ajy1) (1.10)
J=1

Démonstration. 11 suffit de remplacer E (Y,,) respectivement par (1.7) pour i = 1 et (1.9) pour
i > 1, dans l'expression (1.5). C.Q.F.D

1.3.2 Ordre de grandeur du nombre moyen de répétitions

Le calcul explicite de A nécessite de calculer 'expression (1.10) et donc de connaitre toutes
les probabilités de transition, ce qui ne peut étre déterminé avec exactitude. Néanmoins nous
pouvons donner une expression qui domine A en fonction des longueurs n et t respectivement
de la séquence S et du mot w;, et de trouver ensuite des conditions sur n et ¢ pour que A soit
borné sur ]0, +o00].

Posons :

= max b 0<é<1
3 (I;;)&?r(a,) (0<&<1)
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Lemme 1.3.2. La probabilité de 'occurrence de la répétition en «, est telle que :
E(Ya) < & (1.11)

Démonstration. Soient ay,...,aq les valeurs prises par les t + ¢ variables aléatoires dans (1.1)
ou dans (1.2). Etant donné que I'expression (1.8) est un facteur quon retrouve dans chacune
des expressions (1.7) et (1.9), nous avons alors en majorant dans (1.8) chaque probabilité de
transition par £ (0 < £ < 1) :

........ Eqd—d+‘fl {r5£0}
— ét-H"‘—d

comme { —d > 0 alors £ < 1, par suite :

en remplgant cette majoration dans (1.7), celle-ci devient : :

d—1
Plw; = wiye) < z wulay) H w(aj, aj41) &t (1.12)
alz“’va’dEA 7:1
et d’aprés les propriétés des chaines de Markov :
d—1 7
> ) | [ 7taja0) | = D0 D0 mla)x " ar, aq)
al,..,a0€A j=1 ageA \areA
= Z plag)
ageA

il s’en suit alors :
t
Plwy = wipe) < €

de méme nous avons en remplacant I' par sa majoration ¢ dans (1.9) :

d—-1
P(Xio1 # Xiva—1., wi = wipp) < Z pu(b)ym(b,ar) H m(aj,aj41) | | €
bai,...a €A j=1
bstag

en utilisant les propriétés des chaines de Markov, la somme entre parenthéses de I'expression
ci-dessus est majorée par 1, et nous obtenons en remplacant dans la méme expression :

P(Xi 1 # Xiva—1, wi = wipe) <&
En réunissant ces deux cas nous déduisons (1.11). C.Q.F.D

En nous basant sur le lemme 1.3.1, nous allons déterminer des conditions sur n et t pour
que A soit borné sur |0, 4+o00].

19



Proposition 1.3.1. Pourt = o(n) on a :
A< 77,25
Sin2¢t = O(1), alors X est borné sur |0, +o0].

Démonstration. En appliquant le lemme 1.3.2 pour majorer 'expression (1.10) du lemme 1.3.1,
nous aurons :

1 -1
A< S eSS n-t-0¢t
/=1 /=1

f=1

t—1
((t —D A (E—Dn—t) =Y 2) 3

1 3t
= (1+—-=Z2)ne-1¢ 1.13
(14235 - (113)
Pour t = o(n) et t > 1, nous avons
1 t
14—~ E— <1
n  2n

Si de plus n2¢? est borné par une constante positive, c’est a dire n?¢! = O(1), alors A est borné

sur |0, +o0]. C.Q.F.D
Corollaire 1.3.1. Sit =0 (l()g%(n)), alors A est borné sur |0, +oo].

Démonstration. 1l s’agit de trouver I'ordre de grandeur de ¢ par rapport a n. Si n?¢t = O(1),
alors :

& tln(€) < 2In <i>
o

&t 2103;%(71)

par conséquent :

ce qui donne en appliquant la proposition 1.3.1, que A est borné sur ]0, +o0o. C.Q.F.D
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Chapitre

Chen-Stein

Dans le cas ol la séquence aléatoire est extraite d’une suite de variables aléatoires de
Bernouilli indépendantes identiquement distribuées (i-i-d), R.Arratia and al. (1996) [3] ont
montré en utilisant la méthode de Chen-Stein, que la loi de probabilité du nombre de
répétitions maximales & gauche est approximée par une loi de Poisson. Dans notre cas
I’étude de Vapproximation de la loi de probabilité de N; repose aussi sur la méthode de
Chen-Stein, en nous basant sur celle-ci nous énoncons le théoréme donnant 'approximation
de la loi de probabilité de Ny par une loi de Poisson pour notre modéle. Ce qui nous permet
de calculer ou du moins de donner une approximation de la p-value.

Sommaire
2.1 Méthode de Chen-Stein et choix du voisinage . . . . .. .. ... 21
2.1.1 Méthode de Chen-Stein . . . . . . . .. . .. ... ... .. ... 21
2.1.2 Choix du voisinage . . . . . . .« . v e 22
2.2 Théoréme d’approximation . . . . . . .« v v v v v v v v 000w e 23
2.2.1 Conditions suflisantes de maximalité & gauche . . . . . . . .. .. .. 23
2.2.2  Enoncé du théoreme d’approximation . . . . . . . .. ... ... .. 25
2.3 Démonstration du théoréme d’approximation . . ... ... ... 25
2.3.1 Majorationde by . . . . . ... 26
2.3.2 Majorationde by . . . .. L 27
2.3.3 Majorationde by . . . . . ... 51
2.3.4 Preuve du théoréme 2.2.1 . . . . . . ... 54
2.4 Application a la significativité statistique . . . . .. .. ... ... 55
2.4.1 Significativité statistique . . . . . . ... Lo L o 55
2.4.2  Calcul pratique de 'approximation de la p-value . . . . .. .. ... 56

2.1 Meéthode de Chen-Stein et choix du voisinage

2.1.1 Meéthode de Chen-Stein

La méthode de Chen-Stein consiste a déterminer la borne supérieure de la distance en
variation totale notée dyp entre deux lois de probabilité, elle est appelée borne de Chen-Stein.
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Définition 2.1.1. Soient (Q, F,P) un espace probabilisé, soient X et Y deux variables aléa-
toires de lois de probabilités respectives L(X) et L(Y'), la distance en variation totale entre
L(X) et L(Y) est définie par :

dyr (L(X),L(Y)) = sup |[P(X € A) —P(Y € A)]
AeF

Pour notre modele, il s’agit donc de déterminer la borne supérieure dyp(L(Ny), Py) ou

par (1.10).

R.Arratia and al (1990) [2] ont montré que la borne de Chen-Stein fait intervenir trois
quantités by, by et b, c’est & dire que la majoration de la distance en variation totale est telle
que :

dyr(L(Ne), Px) < 2(b1 + b + b3)

ol les quantités by, by et b3 sont définies respectivement par :

b= 3 E(Y.)E(Y))

o€l BEBA

52 B Z Z E (§CXS/L3>

o€l feEBo
BH#a

by=> RIE (Yo —E(Ya)lo (Vs 8¢ Ba))

o€l

B, étant le voisinage de «, c’est & dire est une partie de 7 contenant les indices § woisins
(nous définirons cette notion dans la sous-section 2.1.2 ci-dessous) de a.

En nous basant sur 'expression ci-dessus de la borne de Chen-Stein établie par R.Arratia
and al (1990) |2], nous allons montrer pour notre modéle que sous les conditions de la propo-
sition 1.3.1 et du corollaire 1.3.1 (chapitre 1), la distance en variation totale dy7(L(Nz), Py)
converge vers 0, et donc L£(N) est approximée par la loi de Poisson Pjy.

2.1.2 Choix du voisinage

Les quantités by, by et by dépendent de B,, il est donc indispensable de bien choisir le
voisinage B,. Dans le cas ot la séquence aléatoire est extraite d’une suite de variables aléatoires
indépendantes identiquement distribuées (i-i-d), le voisinage B, est choisi en général de telle
sorte que si 4 n'appartient pas a B, la variable Y, est indépendante de Y3 (8 ¢ B,), et donc
E(E(Y,) o (Ys; 8¢ Ba)) =E(Y,), par conséquent bz = 0 (R.Arratia and and al. (1996)]3]).

Dans notre cas la séquence aléatoire est extraite d’'une chaine de Markov, si 8 n’appartient
pas a B, alors les variables Y3 et Y,, ne sont pas indépendantes, ainsi b3 # 0, d’olt la nécessité
de calculer ou du moins de majorer bs.

Soient o = (2,0 -+ L) et § = (I',i' + ) ou £,¢ =1,...,t — 1 deux éléments de Z (positions
de deux répétitions de mots de longueur ¢ dans la séquence S de longueur n).

Définition 2.1.2. On dit que les positions o et [ sont :
1. non voisines 57l existe au moins une lettre qui sépare les mots W, et Wg,
2. voisines si elles ne sont pas non voisines.

L’ensemble des éléments 3 de T wvoisins de « est appelé voisinage de o, il est noté B,.
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D’aprés la définition 2.1.2; les composantes des positions o = (4,7 + ¢) et § = (¢, + ')
non voisines sont telles que :

.7 . y . - T4
7 —4—0 >t ou i—1 0 >t

suivant le cas ot le mot W, précéde ou non le mot Wy (figure 2.1, le cas ot le mot W, précede
le mot Wpg).

i i+t—1 i i +t—1
-——- . } ————- } { t - —-
e—- —-
i+ 4L i+ l4+t—1 i+l A+l +t—1

F1c. 2.1 — Les positions a = (i,i+£) et 3 = (¢/,¢'+¢)ou £,¢ = 1,...,t— 1 sont non voisines.

Il vient aussi de la définition 2.1.2 que pour tout «, 3 dans B, les mots W, et Wy forment
un seul mot W, g dont la longueur |W, g| est telle que :

] Wa Ne) |

min — 17701 max

oit Wa sl €6 Wa gl désignent respectivement les longueurs minimale et maximale du
mot W, g, elles sont données par :

Weagl i =t + max(¢, (') et Wagl =26+ 0+

min max

2.2 Théoréme d’approximation

2.2.1 Conditions suffisantes de maximalité a gauche

Les répétitions auxquelles nous nous intéressons étant chevauchantes et maximales a
gauche, d’aprés la définition 2.1.2, il existe (sauf un seul cas) un recouvrement entre les mots
W, et Wg c’est a dire des recouvrements entre les mots qui forment les répétitions en o et en
3. Ces recouvrements conduisent & des situations ou la répétition en 3 (si celle-ci est précédée
par celle en ) ou la répétition en « (dans le cas ou elle est précédée par celle en 3) n'est pas
forcément maximale a gauche. Afin de ne considérer que les répétitions maximales & gauche,
nous sommes donc ramené a donner des conditions suffisantes assurant la maximalité a gauche
d’une répétition lorsque de telles situations se présentent.

Supposons par symétrie que la répétition en « préceéde celle en 3, et est maximale a
gauche. D’aprés la définition 2.1.2, les mots W, et Wy dans cet ordre forment le mot W, g.
La proposition et les corollaires qui vont suivre, donnent dans tous les cas de recouvrement,
des conditions suffisantes pour que la répétition en /3 soit maximale a gauche.

Proposition 2.2.1. Soient o = (i,1 + () et 3 = (i/,7' + ¢) deux positions voisines de W,

appartiennent aux lettres communes & W, et W, alors la répétition en 3 n'est pas mazimale
@ gauche s’il existe des entiers naturels non nuls K et K' tels que les lettres Xy 14 5q et
Xir—14xra sont a la méme position dans le mot W, g.
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Démonstration. Soit X, la premiére des lettres communes (elle appartient &4 Wg), alors la
i - : B

et K1 dans N* tels que Xy 14 xq et Xy q o K1 soient des lettres communes a W, et Wg,
il s’en suit que :

X1 =Xvoiyka et Xppoor =Xy o (2.1)

Xirvor—1=Xp_14(K,-K)& (2.2)

la répétition en § n’est donc pas maximale & gauche. C.Q.F.D
Corollaire 2.2.1. Siles d et d’ lettres W, et Wg sont répétées parmi les lettres communes
W, et Wy, alors :

est la période de Wy, g, et la répétition en (3 n’est pas maximale & gauche.

Démonstration. Supposons par symétrie que d < d’. Nous avons alors :

Sid —d>doud —d< dnous aurons aussi :
X,,j/ = Xi’+(d’—2d} ou X}/ - ;X'i’+(2d-d’}
en continuant le méme procédé, nous obtenons en utilisant 'algorithme d’Euclide que :
Xir = Xiryp(dndr)

ou d A d' désigne le p.g.c.d de d et d’, qui est aussi le p.g.c.d de £ et ¢/ (car £ est un multiple
de d, et ¢ est un multiple de d’). 1l s’en suit alors que :

dNd =N

est la période de W, et Wy et donc de W, 5. Comme d et d’ sont les plus petites périodes de
W, et Wg respectivement, alors :
d=d

et en prenant K = K’ = 1 dans la proposition 2.2.1, nous déduisons que :
il -1 = Al pd—1

ainsi, la répétition en 3 n’est pas maximale & gauche. C.Q.F.D
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Corollaire 2.2.2. S les composantes des positions « = (1,7 + () et 3 = (7,7 + ') des deux
répétitions sont telles que :
i<d <d 0 <i+t

alors la répétition en 3 n’est pas maximale & gauche.

Démonstration. D’aprés les hypothéses la composante ¢/ + ¢ de la répétition en 3 (c’est a dire
la position du mot w), +£”> est telle que :

alors les ¢/ (donc les d') premiéres de lettres de W appartiennent a celles du mot en i de la
répétition en a (c’est a dire & w; ), elles sont donc répétées parmi les lettres communes a W,
et Wy, ce qui donne en appliquant le corollaire 2.2.2 que :

(N =dnd

est la période de W, g, ainsi la répétition en [ n’est pas maximale a gauche. C.Q.F.D

2.2.2 Enoncé du théoréme d’approximation

Nous nous plagons dans les hypothéses de la proposition 1.3.1 et du corollaire 1.3.1 (cha-
pitre 1), sous lesquelles le nombre moyen de répétitions chevauchantes maximales & gauche A
, +00[. Le théoréme qui va suivre donne approximation par la loi de Poisson
de la loi de probabilité de N; pour le modéle considéré.

est borné sur

Théoréme 2.2.1. Soit S une séquence de longueur n générée par une chaine de Markov
homogéne et stationnaire, d’ordre 1 a valeurs sur un alphabet fini A. Soient Ny le nombre de
répétitions chevauchantes maximales o gauche de mots de longueur t dans S, et A = E (Ny) le
nombre moyen de répétitions donné dans (1.10). Si t = o(n), il existe deux fonctions positives
w et Y definies par :

248+t 3¢ t 4 4C(€)

tn) =" 4 1 (tn) =
o(t,n) + 3 anc (t,n)

ns n

ot C(&) est une constante positive telle que :

dyr (L(Ny),Py) <2 (ap(t, n) (n.QL_:t)Z +(t,n) 712£t>

iir{ﬁ dyr (L(N¢),Py) =0

La démonstration du théoréme 2.2.1, nécessite d’aprés la borne de Chen-Stein exprimée
par R.Arratia and al (1990) [2], de tenir compte de tous les cas de recouvrement des répétitions
en a et 3, elle fera I'objet de la section qui va suivre.

2.3 Démonstration du théoréme d’approximation

Jomme nous 'avons cité dans la sous-section 2.1.1, la borne de Chen-Stein fait intervenir
les quantités by, by et b3, cela revient 4 montrer plus précisément que sous les conditions du
théoréme 2.2.1, la somme de by, by et b3 est telle que :

by + b + b3 < p(t,n) (712§t)2 +(t,n) n¢t

il suffit donc pour cela de majorer chacune des quantités by, by et bs.
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2.3.1 Majoration de b,

Soient o = (i,i + £) et B = (¢/,i + ') deux éléments de 7 tels que pour tout « fixé, 3
appartient au voisinage B.

Proposition 2.3.1. Pour t = o(n), nous avons :
¢ 2
by <3 (5> (n?¢')?

Démonstration. Nous avons d’aprés Uexpression de la quantité by :

€T BeBa
=Y E(¥a) | D E(Yp)
acT BeBa

et en remplacant E(Y3) par sa majoration dans (1.11), nous obtenons :

by < -E(Yoa)tBatgt (23)

a&el

ol |B,| est le nombre de positions (3 voisines de «, ainsi majorer by revient a majorer |B,|.
La position « de la répétition en « étant fixée, les positions de 3 de la répétition en 3 sont
déterminées suivant que celle-ci occurre avant ou aprés celle en «. Pour cela deux cas sont a
considérer.
1. La répétition en 3 occurre avant celle en « :
La composante ¢ de 3 est alors telle que i’ < 7 (figure 2.2),

la composante i’ telle que i’ < i

la répétition en 3 i i+ Ig —1 P +I C4+t—1

la répétition en «

Fi1c. 2.2 — La répétition en 3 occurre avant celle en a.

pour chaque valeur de ¢ fixé, il y a t + ' positions possibles pour ¢’ et donc (t + )¢’
pour la position 3, et comme ¢/ = 1,...,1— 1 alors le nombre de positions possibles pour
la répétition en 3 est :

nip, = (2t —1)(t—1)

2. La répétition en [ occurre apreés celle en « :
La composante i’ de 3 est dans ce cas telle que ¢ < ¢'. La aussi deux cas sont & envisager,
celui ou 7" appartient a {¢,...,i+ (+t— 1}, et celui on ¢/ > i+ £+t — 1 (figure 2.3),

i it -1

Gl At -1 la répétition en 3

la répétition en «

FiG. 2.3 — La répétition en [ occure aprés celle en «.
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(a) pour tout ¢’ dans {i,...,i + ¢+t —1}, il y a pour £ fixé t + ( positions possibles
pour 7’ et donc (¢ + £)¢ positions possibles de 3, or £ =1, ...t — 1, alors le nombre
de positions de 3 est (2¢—1)(t—1). Comme d’apreés le corollaire 2.2.1 et le corollaire
2.2.2, parmi ces positions il y en a au plus (¢ — 1)? pour lesquelles la répétition en 3
n’est pas maximale & gauche, ainsi le nombre positions possibles de 3 dans ce cas
est :

nop, = (2t =)t —1) — (t — 1)?

(b) pour i/ > i+ £+t ~1,il y a d’aprés la définition 2.1.2 une seule position pour 7/,
c’est celle qui correspond & 7' = i+ +t, et comme ¢/ = 1,...,t— 1, alors le nombre
de positions possibles pour la répétition en 3 dans ce cas est :

Il en découle de 1. et 2. que :

Ba| < nip, + nop, + naw,
= (2= 1)t — 1)+t — 1)+ (t—1)

ce qui nous donne aprés avoir majoré t — 1 par ¢ :
042
|Bo/,1 <3t

en remplagant dans (2.3), nous obtenons :

b < 3t (ZE(S@)) 3

aET
o2 P
= 3t°A¢ (2.4)
et en appliquant la proposition 1.3.1, nous déduisons en remplacant A par sa majoration :

b < 31‘,271,26%

=3 (i>2 (712£t)2
n O

C.Q.F.D

2.3.2 Majoration de b,

D’apres 'expression de by, les positions o = (4,7 +£) et S = (i/,7 + £') des répétitions en
« et § sont telles que :

(,B) €T? /B eBy et B#a (%)

Supposons que la répétition en « précede celle en 3 (le méme résultat est obtenu si la répétition
en « est précédée par celle en [3).
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Il vient de la définition 2.1.2 que la longueur (W, g/ de W, g est déterminée suivant qu'un
mot ou les deux de la répétition en /3 recouvrent ou non la répétition en «. Etant donné que
YoYs détermine la réalisation ou non du mot W, g, calculer E(Y,Y}3) revient donc & calculer
la probabilité que le mot W, g occurre a la position (¢, 3). Cette probabilité dépend de la
longueur W, | du mot W, g, c’est a dire du nombre de lettres qui forment W, 3, et donc du
recouvrement qu’il y a entre les mots W, et Wg.

En vertu de la définition 2.1.2, nous avons donc neuf cas de recouvrement entre les deux
répétitions. Le premier cas que nous notons k = 0, est celul ol aucune lettre ne sépare les
mots W, et Wy (figure 2.4),

| . it lt—1
L |
‘ il '

le mot Wy est "décalé" vers la gauche «—

R

[
i+
FiG. 2.4 — k = 0 : Cas aucune lettre ne sépare W, et Wg.

les huit autres cas k = 1,...,8 sont obtenus en "décalant" la répétition en 3 vers la gauche,
autrement dit, ce sont les cas ol il y a réellement des recouvrements de la répétition en o par
au moins un mot de la répétition en 3 (figure 2.5,...,2.12).

Soit G (k = 0,...,8) I'ensemble des couples (a, 3) de I? vérifiant (), Pexpression de by
est réécrite comme suit :

8
by > bak (2.5)
ol :
o= E(YaVp) (2.6)
a,ﬁEGk

Comme Y, Y3 est un produit de deux fonctions indicatrices, alors majorer by revient a
majorer la probabilité de 'occurrence du mot W, 3. Celle-ci dépend comme nous I'avons dit
ci-dessus de la longueur |W, | de W, g, ce qui nous rameéne a répartir les neuf cas en deux
principaux suivant la longueur |W, g| de Wy 3 :

»»»»» celui ot W, 5| > 2t pour k= 0,...,5 (figures 2.5,...,2.9).

— celui ott (W, g| < 2t pour k = 6,7,8 (figures 2.10, 2.11 et 2.12).

Remarquons que le cas |W, g| = 2t, réalisé pour k =4 ou k =5 (figures 2.8 et 2.9), ot la
position ¢’ -+ ¢/ du mot w}, , de la répétition en 3 est telle que i’ + ¢/ = i+t avec i 4+ £ < i’
ou i+ £ > 1, dans ce cas la répétition en 3 n’est pas maximale & gauche. En effet :

1. sii+ £ <7, les deux répétitions ont £ + ¢ lettres communes (figure 2.13),

nous avons ainsi :

(a) sid < Letd </, les det d premicres lettres des répétitions en o et 3 sont
répétées parmi les £+ ¢/ lettres communes aux deux répétitions, ce qui rend d’aprés
le corollaire 2.2.1, la répétition en § non maximale a gauche.

(b) sid = /letd =/, les lettres Xy_q, Xypp_1 et Xyyp o1 appartiennent a la
répétition en « et sont identiques, et donc la répétition en 3 n’est pas maximale a
gauche.
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) ittt —1
v i+l '
¢ Z’AI—E’ I
FIG. 2.5 — k= i<i+l<itt—1<i<itl+t—1<i+{
i+t —1
: — i lrt—1
¢ ik 4 . '
’ P '
F16.26 k=2 i<i4+ b <i <i+t—1<i+l4+t—-1<i+10.
it -1 . )
I i ikt 1
: i+l ! .
i - |

g
Fi6.27-k=3:i<i

it 1
| i il t ]
' L 7/-{:.[} r— I
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i! i +[f’
FIG. 29 k=5 :i<i <itl<itt—1<i+0 <i+t—1
it 1
— ittt —1
¢ i+ e '
. _—'|

o t— 1
| _— i lt—1
k i+ L '
.I _—'I
v i+
FIG. 211 ~k=T:i<i <i+l<i+0 <i+t—1et (i,i+0) £ i+0)
----- t—1
|—L—)| itl+t—1
v vt '

Fig. 2.12 -
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4t -1

‘ il +;_:; =44t
Fig. 2.13 - V\/mg} =2tavec i <i-4+ <V <i+t—1<i+0 =0+t

2. sii+ £ >4, les lettres communes aux deux répétitions sont les ¢ lettres du mot w;., de
la répétition en a (figure 2.14),

il =0t

'i,

et les d (d < /) et d (d </?) lettres des périodes des répétitions en a et 3 sont répétées

parmi ces t lettres communes, et nous obtenons 14 aussi d’aprés le corollaire 2.2.1, que
la répétition en 3 n’est pas maximale a gauche.

Il en résulte de 1. et 2. que si W, g| = 2t, la répétition en 8 n’est pas maximale & gauche,
ainsi le cas |W, | > 2t est réduit au cas W, g| > 2t.
La relation (2.6) se décompose donc comme suit :

Dok = by g 1w, sl526} + ok {|w ] <2t} 0
ou :
bWz} = S E (YoY3) (2.8)
(l,//j(':“(:k‘{1‘/\)&?’3!>21}
et
by (| <2} = S E (YaY3) (2.9)
QVﬁEGk‘,,{ 1‘/”70,{3 | (::2{'}
ol :

Gk,{iwwqpm} = {(,B) € Gk / [Wap| > 2t} et Gk?{iwwai(\’?t} ={(a,B) € G / Wags| < 2t}

Comme les six premiers cas (k = 0,...,5) correspondent a |[W,, 3| > 2t, et les trois derniers

(k =6,7,8) correspondent & W, g| < 2t, en posant :

5
Dy {1 Wo 5|52t} = sz,k,{|w(w]>zt} (2.10)
k=0
et
8
Dy [[Wa 5] <2t} = sz,k‘{]wmkzt} (2.11)
k=6

la relation (2.5) est équivalente a :

by =2 (bz,{l)f\/&ﬁb%} + bz,{iwf,,,ﬂ(\fzt}) (2.12)

majorer by revient donc & majorer b, g o €t by,
aj 2 a mayj 2,{|Wag|>2t} 2,{[Wa,s

<ot}
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1°"cas : la longueur W, 3| du mot W, 3 est telle que W, 3| > 2t.

Lemme 2.3.1. Si la longueur [Wy, g| du mot W, 3 est telle que
k=0,...,b:

Wea. gl > 2t, alors pour tout

Wapl —npp, > 2t et E(Y,Ys) <€

ot Ny p, est le nombre de lettres a priori différentes répétées dans Wy g, et on a :

bz?{ Wa.s

N\ 3 )
Sar} <12 (%) (n%¢")” (2.13)

Démonstration. D’aprés Uexpression (2.10), et done (2.8), il suffit de montrer en un premier
temps que pour tout k =0,...,5:
E(YaYs) < &% (2.14)
Etant donné que le calcul de E (Y,Y3) dépend du nombre de lettres qui forment le mot
W3, et donc de sa longueur, nous procédons en deux étapes :
rrrrr la premiére étape, est celle o la longueur de W, 3 est maximale (c’est & dire

lwﬁﬁgmax) / )
------ la deuxieme étape, est celle ou la longueur de W, g n'est pas maximale (c’est a dire

2t < !Waﬂf < ]Wf¥7ﬂ3lnuax)'

Nous commencons par traiter le cas ou la longueur du mot W, g est maximale (figure
2.4), du fait que Y,Yj s’écrit de maniére explicite, ce qui nous permet d’exprimer E (Y,Y}3) en
fonction de toutes les probabilités de transition d’une lettre a une autre du mot W, g.

A- Cas ou la longueur (W, 3| est maximale.

Ce cas correspond a celui ot aucune lettre ne sépare W, et Wy (figure 2.4), la longueur
de W, 3 est telle que :

Wapl =240+ 0

max

Les lettres de W, g sont les ¢ 4 ¢ premiéres lettres de W, suivies des t + 7 lettres de
Wpg, qui sont d’apres la caractérisation des répétitions chevauchantes et maximales & gauche
respectivement la répétition des d et d’ premiéres lettres de chacune des deux répétitions.
Donc le mot W, 5 bien qu’il n’a pas de période (car les d lettres de W, ne se répétent pas
dans Wg et les d' lettres de Wy ne se répétent pas dans W) est la répétition des d et d’
lettres a priori différentes, répétées dans chacune des deux répétitions. Le nombre de lettres a
priori différentes répétées dans W, g est dans ce cas :

v
by = d+d
Placons nous dans le cadre général 7 > 1 (le méme calcul est obtenu si 7 = 1), en tenant
compte de la condition de maximalité & gauche, nous avons :
{Xi_l#A\yi“}.d._“J ,Xi_:,_g_*"t_:,_g/_l%Xi“i_.y._;..g....,l,’U)nb':’(l)j..l..({7’11171;,:’(1);,+él}
ot w; et wipp (resp. w), et wy, ) sont les mots qui forment le mot Wy, (resp. W), par suite :
Vd . I e D1y e a1y, Y
E(YoYp) =P (Xim1 # Xigdo1: Xiprrtdo—1 # Xitrt—1, Wi = Wipe, Wy = W)

Soient ay,...,aq et af,...,a}, des éléments de A qui sont les valeurs prises par les lettres de
We, et b un élément de A, la maximalité a gauche des deux répétitions est donnée par :

b # ag et (adl{,:g} -+ a,,»].{,,?gg}) # a,:i,
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Le méme calcul que celui dans la sous-section 1.3.1 (chapitre 1), donne en utilisant les proba-
bilités conditionnelles et les propriétés des chaines de Markov :

" . . ' 7
E(YaYs) = P(Xio1 # Xivdt, Xivtrtrt—1 # Xiptpt—1, Wi = Wi, Wy = W)

d—1
= > u(b)m(b,a1) | [T #(aj,a541) | T (m(ag, ai) =0y
b,a1 . s04,0Y 5000, €A Jj=1
b#ay
(0a g0y +ar o) )#al,
d'—1
+ 7 (ar, ah)Lirz01) H m(aj, ajyq) | T’ (2.15)
j=1
ou I' est donné par (1.8) et IV par :
d'—1 v , r/—1 1{7’;&0}
-1
= H w(af, af ) (m(aly,a}))? w(aly,al) H m(ay, ajq)
j=1 je=1
Posons
d—1 d'—1
¢ = M(b)ﬂ(baal) Hw(ajva]-Fl) (71—(0’(170"/1)1-{7“:0'} +7T(a’rvaj)1{r750}) H 7‘—(“770’]} L)
J=1 J=1
et
=171

posée par les puissances des autres probabilités de transition qui figurent dans Uexpression de
®, l'expression (2.15) est réécrite en fonction de ® et ¥ comme suit :

E(YaYp) = > > (2.16)
b,ay ,...,ad?a’l,...,ail,e.A
b‘?f(ld ’

(aalgrmoy+arl oy )#al,
en majorant chacune des probabilités de transition dans Uexpression de W par £ (0 < £ < 1),
nous obtenons :

P < O DD oy =D -4 = L)

§t+(£—d)+t+(£’ —d')

........ E’W(x,13| —N0,by

max

comine !

l—dy+ @ —d)y>o0 car (—d>0 et (—d >0
alors :
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il s’en suit :

Wa sl
,fa 281
ainsi :
I < 5215
en remplagant dans (2.16) on aura :
E(Y,Y3) < > ol (2.17)
bavg.,‘.‘,ad,,a,,’p...,afj,eﬂ
b ad

(aql{r—otarlisgoy)#a,
et en appliquant les propriétés des chaines de Markov pour majorer la somme de & dans le
membre de droite de (2.17), nous avons :
e pour r =0 :

la maximalité & gauche est donnée par aq # a/,, expression entre parentheéses dans (2.17) est
majorée comme suit :

d—1
. /
g o < E w(b)m(b,ay) HW((L;,‘,a.j...|..1) m(aq,a})
b,(117...,ad,(l'—'l,...,(1.:i,EA b,(,},},w,ad,a{i?...,a,:i,EA J=1
b#‘hi
ag#al,,
d'—1
H m(a),ay )
j=1
=1

epour r #£ 0 :

aglip—oy + arlyrzoy = ar
la maximalité & gauche est donnée dans ce cas par a, # al,, de méme Pexpression entre
parenthéses dans (2.17) est majorée comme suit :

d—1
Z ® < Z M(b)ﬂ—(bﬂ al) H ﬂ-(ajﬂ a,j+1) ’/T(CLT, ag)
b,at,. 4,0 .00, €A b,a1,..,0q,0),....00, €A Jj=1
b#aq
ar#al,
d'—1
H m(aj; @j41)
Jj=1

en remplagant dans les deux cas la majoration de la somme de ® par 1 dans (2.17), nous
obtenons :



B- Cas ou la longueur W, | est telle que 2t < W, 5| < Wa g,

Contrairement au cas précédant, dans les 8 autres cas k = 1,...,8, au moins un mot de la
répétition en 8 chevauche avec la répétition en «, ce qui peut étre interprété en tenant compte
du cas précédant, par « la répétition en § est "décalée" vers la gauche » (figures 2.5,...,2.12).

Parmi les lettres du mot W, g, il y a celles qui sont communes aux mots W, et Ws, qui
par ailleurs se répétent d’aprés les périodes des deux répétitions simultanément dans W, et
W, par suite dans W, g. Ainsi, les lettres de W, 3 sont la répétition de ny, lettres a priori
différentes dont au moins quelques unes sont communes aux deux répétitions.

Notons que le mot W, g, ne peut avoir de période, sinon d’apres corollaire 2.2.1 la répétition
en 3 ne serait pas maximale & gauche. Les ny,, lettres a priori différentes ne peuvent donc
constituer une période de W, . D’apreés les conditions du corollaire 2.2.1 sur les d et d’ lettres
des répétitions en o et 3, le nombre nyp, est tel que :

Ngp, < min(d,d') < d+d avec d</l et d </

Il v a 5 cas de recouvrement & considérer :
I- Cas ou W, et Wy ont ¢ (1 < ¢ < min(4,(')) lettres communes (figure 2.15).

. ikt i+ l+t—1
T L r}
¢ ) 7 ¢ c U -c
.I - ]
Zl ﬁl 7:/|_+— (1/ 1

Le mot Wy est "déplacé" vers la gauche de c lettres Xy --- Xy, .y, qui sont a la fois les ¢
premiéres et derniéres lettres seulement des mots w), et w;4¢. La longueur du mot W, g dans
ce cas est telle que :
— W . _
IW@#@] - 5)/\/(1-,#3“11&}( g

En tenant compte des périodes d et d’ de W, et W, les ¢ lettres contiennent les d et d’ lettres,
ou bien elles sont contenues parmi les d ou d’ lettres.

1. Les c lettres contiennent les d et d' lettres : Nous avons deux sous-cas ¢ > d > d' et

donc a étudier le cas ¢ > d' > d (figures 2.16, 2.17 et 2.18),

lettres de W <i, lettres de Wy

Fi1g. 2.16 - Casou: c=d + d'.

lettres de Wy

lettres de Wy PRI lettres de Wg

i’
Xy d Xitot—1

Fic. 2.18 - Cas ot : ¢ = d'.
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Le nombre de lettres communes ¢ est tel que :

c=d+d — z ou 0<z<d

Xy =Xy 1pdra et Xijo1=Xpja-1 = Xytaid-1

et done Xy_1 = Xyp.p_1, la répétition en 8 n’est pas maximale a gauche.
Ce qui nous raméne donc & considérer uniquement le cas ol z s 0, qui comprend deux
cas, celui ot 0 < z < d, c’est a dire ¢ = d + d' — z (figure 2.17), et celui ou z = d, c’est
a dire ¢ = d' (figure 2.18).
Les g (g < d) premiéres lettres des ¢ communes, sont identiques aux g derniéres des d’
car d est la période de W,, comme elles sont aussi répétées parmi les derniéres lettres
des ¢ car d’ est la période de W, alors les d’ lettres contiennent les d lettres de la période
de W,,. Le nombre de lettres a priori différentes répétées dans W, g dans ce cas est au
plus égal a d, donc :

Ny, < d

et on a:

ainsi :
Wa.gl — nip, > 2t

. Les ¢ lettres communes sont contenues parmi les d ou d’ lettres : Il y a 4 sous-

casd<c<d,d <c<d c<d<detc<d <d(figures 2.19, 2.20, 2.21 et 2.22),

lettres de We <d—, lettres de Wg

Fic. 219 - Casou:d < e < d'.

lettres de W ¢ 5 lettres de Wpg

Fi1c. 220 - Casou : d < ¢ < d.

lettres de Wy d lettres de Wy

Fig. 221 - Casou:c<d< d.

lettres de Wy




(a) Les cas d < ¢ < d et d < ¢ < d (figure 2.19 et 2.20) : Ces cas étant
symétriques, nous supposons alors d < ¢ < d’. Les ¢ lettres sont contenues parmi
les d’ et contiennent les d derniéres de W, (figure 2.19). Parmi les premiéres lettres
des ¢ lettres, et donc des d' premiéres de W, certaines se répétent avec une période
égale & d car elles appartiennent & W,. Comme ¢ < d, il reste d’ — ¢ lettres des d’
qui n’appartiennent pas a W, mais qui sont répétées dans Wy, donc le nombre de
lettres a priori différentes répétées dans W, g est :

(b) Les cas ¢ < d < d et ¢ < d < d (figures 2.21 et 2.22) : Ces cas étant
symétriques, nous supposons de méme que ¢ < d < d'. Les ¢ lettres sont contenues
parmi les d derniéres lettres de W, et les d’' premiéres lettres de la période de Wy
(figure 2.21), elles sont donc les seules répétées a la fois dans W, et Wy. Il restent
d — ¢ lettres de W, qui ne sont répétées que dans W, et d — ¢ lettres de Wy
qui sont répétées uniquement dans Wy, le nombre de lettres a priori différentes
répétées dans W, g est :

Nipy = (d—c)+c+(d —c)

il vient de (a) et (b) que :

Wl ~ 1y = Wl — ¢~ (d+ ' — )

max

=4l +0 —c—d—-d +¢

et donc :

itt—1 ¢

b i Lot ]
i M, i
i+ 4 oc & |
" 1
¢ ¢ oy '

F1G. 2.23 — Le mot Wy est "déplacé" vers la gauche de £ + ¢ lettres avec { + ¢ < ' et ¢ < £.

En vertu du corollaire 2.2.1, nous avons :
4 !
d=1 et d =14 avec c</

autrement dit, £’ ne peut étre supérieur ou égal a un multiple de ¢. La longueur du mot W, 3
est dans ce cas :

|Wa3f = 1Waﬁ‘ ~l—c

max
Deux cas se présentent, celui ot e = 0 (c’est dire aucune lettre ne sépare W, du mot w), i
de la répétition en ), et celui on e # 0 (il y a e lettres qui les séparent).
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1. Cas ou e = 0 (figure 2.24) :

s ¢ - Xirtore
______ e
lettres de Wq - - - - : lettres de Wg
Xy Xiwg ¥ Xigott—1 !
F1G. 2.24 — Cas ot : £/ = + c avec ¢ < L.

Le mot W, g est la répétition des £ lettres de la période de W, sans que ¢ ne soit une
période de W, g, ainsi :

et nous obtenons :

tWa?ﬁi —MN2by, = Waﬁlmacx’ —l—c—t
= A+ L+0—Cl—c—(

= U+l +l+c—Lt—c—/

= 2t
2. Cas ou e # 0 (figure 2.25) :
< ¢ 5 Xitotete
—————— ! '| — —— —— — — —
lettres de Wq ” - lettres de Wy
Xy Xigr—1 £ Xidori—1 '

Fi1c. 225 - Casou: ! =0+ c+e avec ¢ < /L.

La longueur du mot W, g est dans ce cas :

]Wan@% - ]Wa,ﬁ] - /Z" + e

max

et les lettres qui le forment, sont la répétition des £ lettres de la période de W, et les e
lettres de Wg, ainsi :
Nop, =L +e

et nous obtenons :

Wagl = n2py = Wapl e —L—c—L—¢
=244+ —b—c—L—e¢
=2+ L+l+ct+te—L—c—l—e
= 21

ITI- Cas ou W, et Wi ont ¢/ + ¢ (1 < ¢ < ¢') lettres communes (figure 2.26).

Gt -1 ¢
I 1 - i+ l+t—1
L 3
i | ——— |
' I‘_I/j (‘ll 1
- /l 1 '
y L, 1
! Oy oe

F1G. 2.26 — Le mot Wz est "déplacé" vers la gauche de £/ + ¢ lettres avec £ > ¢/ + c.
Le mot Wy est "déplacé" vers la gauche de ¢’ + ¢ lettres avec ¢/ + ¢ < ¢. Contrairement au
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cas précédant les ¢ premiéres lettres de w;,m}" » (qui sont aussi des lettres de w},) recouvrent
seulement le mot w;,, de la répétition en «, ainsi le mot w; de la répétition en « est séparé
de Wg par ¢/ = € — ¢/ — ¢ lettres.

De méme que dans IT, nous avons en vertu du corollaire 2.2.1 que :

d=1/ et d =10 avec c</{

c’est & dire que ¢ ne peut étre un multiple de ¢'. La longueur du mot W, g est dans ce cas :

WCHB - ]W,QL.B] ~ 8 —c

max

ne sépare le mot w; de la répétition en a et Wg) et € # 0 (il y a € lettres qui les séparent).
1. Cas ou ¢ =0 (figure 2.27) :

Xigt—1 14 Xiteqrt—1

x | } }
lettres de Wq X, 7

= lettres de Wg

Xitger
Fi1a.227 - Casou: =0+ cavecc < ¥.
les répétitions sont formées des mémes lettres, et on a :
) 0! N ) 0!
{=0+c ou c</{

La répétition des ¢/ lettres de la période de Wy forment le mot W, 3, sans que ¢’ ne soit
une période de W, g. Le nombre de lettres a priori différentes répétées dans W, g est :

]Walal - n'3<,b2 - ]Wyﬂ'u"}]max - fl —¢
=4l 4+l 0 —c—- V0
=2+ tctl -4 —c-— ¥

=2t

2. Cas ou ¢ # 0 (figure 2.28) :

lettres de W e’ € : —> lettres de W,
“ Xy O Xppp © 7

Fig. 228 ~Casou: =0 +c+¢ avec c < U,

les ¢’ lettres appartiennent uniquement au mot W,. En utilisant le méme raisonnement
que dans II-2., le nombre de lettres a priori différentes répétées dans le mot W, 3 est
tel que :

N3 by = U4 é
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et comme ¢ = ¢ +c+ €, alors :

]V\/’a’g] = N3 hy = ]Wa‘ﬁémax - 5’ B (?l - 6’,

IV- Cas ot W, et Wgont (+c =0+ (d <l c</{) lettres communes (figure
(2.29).

it -1
, _ 0 itl+t—1
) e —
‘ RS =
% / — - |
' ¢ it

F1c. 2.29 — Le mot Wy est "décalé" vers la gauche de ¢/ + ¢ = £ + ¢ lettres.

Le mot Wy est "décale" vers la gauche de ¢/ + ¢ lettres, le mot en w), de la répétition en
recouvre les mots w; et w;.y respectivement de ¢ et £ + ¢ lettres. Il y a donc ¢/ — ¢ = { — ¢
lettres qui séparent w; du mot ‘“—«’9-4--('/ de la répétition en 3.
Remarquons que si (c= L et ¢ =) ou (¢ =L et ¢ =1'), la relation £ + ¢ = ¢/ + ¢ donne
{ = (', ce qui rend d’aprés le corollaire 2.2.1 la répétition en 3 non maximale a gauche. Nous
supposons donc :
c < min(/, (') et ¢ < min((,0)

La longueur du mot W, g est dans ce cas :

7
0 —¢

max

1W{Lr,ﬁ§ - ]Wa,,ﬁ

Les mots W, et Wg sont formés de la répétition de mémes lettres du fait de la nature du
recouvrement qu’il y a entre ces mots, il en est donc de méme du mot W, 3. Nous avons d = ¢
et d = (" avec { # (', sinon d’aprés corollaire 2.2.1, la répétition en 3 ne sera pas maximale &
gauche.

Les lettres a priori différentes répétées dans W, g, sont donc a déterminer parmi les ¢ ou
¢ lettres des périodes de Wy, et Wy, leur nombre ngy, est alors tel que :

Ny, < min(l, ) avec [ # [/

Supposons par symétrie que £ < £/, les lettres communes aux deux répétitions sont alors
Xiryoo o, Xywpaw 1, leur nombre est tel que :

(4c=0+¢

il est donc supérieur au nombre £ de lettres de la période de W, et au nombre ¢’ de lettres
de la période de Wg. Les na4y, lettres a priori différentes répétées dans le mot W, g sont a
déterminer plus précisément parmi les lettres Xy ,..., Xy pyre—1, car elles proviennent a la

De la relation £ +c = ' + et £ < ¥, nous avons ¢ > ¢, ainsi ¢ < £ (sinon on aurait
i+ 0 <i+t—1cequiest vérifiéc uniquement pour k = 6, k = 7 et k = 8 (figures 2.10, 2.11
et 2.12) ot W, | < 2t). Deux cas se présentent alors, ¢ < c<flet d <l <c.
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1. Cas ou ¢ < ¢ < (¢ : En tenant compte des périodes £ de W, et ¢/ de Wpg, les ¢ lettres
sont répétées parmi les lettres communes (figure 2.29), elles sont telles que :

Xio Xipoo1=Xpqo - Xppoo1p = Xpqo—o - X - 1404

ainsi elles sont contenues aussi parmi les premiéres et les derniéres lettres des c lettres,
elles sont alors soit chevauchantes ou non entre elles.

lettres de W, < d {—cd—-n ¢ lettres de Wy
______ ——— S —— - — — — — —
Xy € Xiptai e —c Xirpp Xigegi—1 derniére lettre de Wy

F1G. 2.30 — Cas on il n’y a pas de chevauchement entre les ¢ lettres.

Compte tenu de la période £ de la répétition en «, les ¢ lettres sont parmi les £
premiéres de W, du fait qu’elles sont égales aux derniéres du mot W, qui sont
aussi les premiéres lettres de Wg. Ces ¢ lettres, sont donc telles que :

Xir e+ Xp o1 = X Xy

-1

pour les mémes raisons, les 77 lettres sont aussi contenues parmi les ¢ lettres, et sont
telles que :

Xi’+c’ T ){i’%—n’—i-n’—l - ){i’%—c’—i-ﬁ T Xi’+c’+77+€—1
car elles sont avant les ¢ derniéres de W,. Le nombre ngp, de lettres a priori
différentes répétées dans le mot W, g est dans ce cas :

Nap, = —c —n)+n

(b) Il y a chevauchement entre les ¢ lettres : Les ¢ premicres lettres et les ¢/
derniéres lettres des ¢ ont en commun « (avec 0 < v < ) lettres (figure 2.31),

lettres de Wy ¢/ ;—&_(/) b—d -7 T ¢ lettres de Wpy

F1G. 2.31 — Cas ou il y a chevauchement entre les ¢’ lettres (on a posé 7 = ¢ — 7).

Comme £ est la période de la répétition en «, les ¢ — v premiéres lettres des ¢,
sont alors telles que :

X+ Xippetome1 = X+ Xy o/ y—1

et donc les ¢ — ~ lettres figurent une seule fois parmi les ¢ — ¢ lettres, le nombre
de lettres a priori différentes répétées dans le mot W, g est dans ce cas :



2. Cas out ¢ < ¢ < ¢ : 1l existe un entier naturel non nul y tel que ¢ = ¢ + y. Nous
supposons que y < £ (le cas y > € se déduit du cas £+ y du fait que £ est la période
de la répétition en «). Etant donné que ¢ > ¢, entre les ¢ premicres lettres et les ¢

X‘i.:"

Remarquons 1a aussi que si y = ¢ alors ¢ = £ + ¢/, ce qui donne en remplacant dans
légalité ¢/ + ¢ = €+ c que ¢! = 24, et dans ce cas d’aprés le corollaire 2.2.1, la répétition
en [ n’est pas maximale a gauche. Les cas qui restent a étudier sont, y > ¢ et y < (.
(a) Siy > : Les ¢ lettres sont contenues parmi les y lettres et les y — ¢ lettres sont
contenues parmi les 7 lettres (figure 2.32),

lettres de Wqo, ¢ 7 4 0 —c ¢ lettres de Wg
—————— —S—— - — — — — e ) — — — — — —
X,,;/ Z Y A\—,;__|__t _____ 1 4\’7-,/ W Xi-i—é—i—t—l derniére lettre de WQ;

Fi1G. 232 - Casottc=f +y avec 0 <y < £.

La aussi deux sous-cas sont a examiner, y — ¢ > et y — ¢ < ¢.

i. Siy—c > : Etant donné que £ est la période de W, les ¢/ premiéres lettres
Xiry ..., Xy w1 sont contenues parmi les y — ¢ lettres, les y — 2¢ lettres qui
séparent les ¢ premiéres et derniéres lettres figurent une seule fois parmi les
0~ lettres, le nombre de lettres a priori différentes répétées dans le mot W, 3
est :

ii. Siy— ¢ < : De méme que dans i., en tenant compte de la période ¢ de la
répétition en «, les y — ¢ lettres Xy, ..., Xy 1y -1 sont contenues parmi les
¢ premiéres lettres, et elles figurent une seule fois parmi les £ — ¢ lettres, le
nombre de lettres a priori différentes répétées dans le mot W, g est dans ce
cas :

=0
(b) Siy < (figure 2.33) :
lettres de Wq 4 7 e ey ¢ lettres de Wg
Xy ¢ Y Xigt—1 Xiryper Xigopgt—1 derniére lettre de W,
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i

ii.

Sicd —y >y :Comme (et ¢ sont les périodes des répétitions en « et 3, les y
premiéres lettres Xy --- Xy, 1 des ¢ lettres sont identiques aux y derniéres,
qui elles, sont contenues parmi les ¢ — y premiéres, par conséquent parmi les
d lettres. Donc les ¢ lettres sont la répétition de y + ((¢ —y) —y) = —y
lettres différentes, qui ne figurent qu'une seule fois parmi les ¢ — ¢ lettres, le
nombre de lettres a priori différentes répétées dans le mot W, g est :

Sid —y < y: En utilisant le méme argument que dans le i., comme ( est la
période de la répétition en «, les ¢ lettres sont la répétition au plus de ¢ —y
lettres, et comme celles-ci ne figurent qu’une fois parmi les ¢ — ¢ lettres, le
nombre de lettres a priori différentes répétées dans le mot W, g est :

Des cas 1. et 2., nous déduisons que le nombre de lettres a priori différentes répétées dans le
mot W, s est tel que :

/
Napy, =L — ¢

ce qui entraine que :

----- -1
| . ¢ it ltt—1
i . .<—> > 1
i+ 4 C - h

| ——  —__|

. ——
R v i

F1G. 2.34 — La répétition en 3 est "décalée" vers la gaughe de t -+ h lettres.

/

Les mot w), et w}, 4o de la répétition en 3 sont "décalés" respectivement de £+ c+h et d+h
lettres ot (0 < b < min(¢,¢)) du fait que h =i + ¢ — i, ainsi le mot Wy est "décale" vers la
gauche de ¢ + ¢+ h lettres.

(+c+h=0++h=t+h ot c=t—0, =t/

il ¢’en suit que :

{—c —h=0—c—h

et la longueur du mot W, g est dans ce cas :

aWaﬂ - 1W€¥7/3] —l—c—h

max

=244+l ~€—c—h
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De méme que dans IV, les période d et d’ des répétitions en « et 3 sont telles que d = £
et d = (', et o les £ et ¢/ lettres ne sont pas répétées parmi les ¢ + h lettres communes aux
mots W, et Wg, sinon d’aprés le corollaire 2.2.1, la répétition en 3 ne sera pas maximale &
gauche. Aussi nous écartons le cas ot £+ ¢ = t -+ h car dans ce cas, les lettres Xy 1 et Xy o4
sont identiques a la lettre Xy pp 01, qui est commune aux mots W, et Wg, ce qui rend la
répétition en § non maximale & gauche.

En écartant donc les cas que nous venons de citer, et en utilisant le méme raisonnement
que dans IV, en prenant h+c et h-+¢ au lieu de c et ¢, le nombre de lettres a priori différentes
répétées dans le mot W, g sans que ce nombre ne soit une période, est tel que :

nous obtenons alors :

Remarque 2.3.1. Remarquons que dans lescasIVet V,sif—cd =1loul—c¢ —h =1, une
seule lettre est répétée dans le mot W, 3, et d’apres le corollaire 2.2.1 la répétition en 3 n'est
pas maximale & gauche, ce que nous excluons aussi.

Del II, II1, IV et V, il en résulte que pour tout k=1,...,5:

Le nombre total de probabilités de transition d’une lettre & une autre est égal & W, g/ —1,
comme le mot W, g est la répétition de ny 4, lettres a priori différentes, en utilisant le méme
principe que dans le paragraphe A, le produit des |W, g| — 1 probabilités de transition est
décomposé en un produit ®*¥* de deux quantités ®* et ¥*, ou :

Mg by 1
" = p(b)r(b,a) H m(aj, aj41)
j=1
et
Ur = H ﬂw(‘%mﬁ;;—i ) a??kt‘bg} T 7'['((1"11/\/’0,;? —Npe by —17 a’[vv,xy/gf—'nk,‘hg)
%}/V(,‘ /;! ----- Tk by Probablités de transition
Nous avons done, pour tout k=1,...,5:

E (YaY3) = Z P

byay seesng g
la répétition en a est maximale & gauche
la répétition en 3 est maximale a gauche
qui devient, en remplacant ®* par son expression, et W* par le produit de toutes les majorations
de chacune des probabilités de transition qui la composent par £ (0 < £ < 1) :

M by — 1

E(Y,Yp) < >

b‘n’l"”’a’”/v,bg ‘7_.1

la répétition en « est maximale & gauche
la répétition en B est maximale & gauche
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comime
Wa.gl — iy > 2t = gWas|=nis, < g2t

nous obtenons pour tout £=1,...,5:
T by =1
E(YaYs) < > (u®rba) [] wlaj,a54) | 6 (2.18)
b,a.l,...,av,,hb2 Jj=1

en utilisant les propriétés des chaines de Markov, 'expression entre parenthéses dans (2.18)
est majorée par 1, la relation (2.14) est alors vérifiée pour tout k= 1,...,5.
Il s’en suit de A et B, que expression (2.14) est satisfaite pour tout k = 0,...,5, ce qui
donne en remplagant dans la majoration de (2.14) dans (2.8), pour tout k =0,...,5 :
2t

bz,k,{ W g|>2t} = ka,{twa,ﬁ

ou |G K, {'}Wu,ﬂi>2f}| désigne le nombre de positions (a, 3) des mots W, et W3 pour les lesquelles
Wa sl > 2t.
Il reste donc d’aprés (2.19) a majorer ]Gk7{1w,&ﬁ]>2t}§. Nous avons pour tout k=0,...,5
et pour a = (4,1 + £) fixé :
rrrrr la position ¢, a au plus 2t positions et ¢ a t — 1 valeurs possibles, ainsi 4 a au plus
2t(t — 1) positions,
— la position 7, a au plus n positions du fait de la longueur de la séquence S qui est n, et
£ ayant t — 1 valeurs possibles,
nous avons donc au plus 2nt(t — 1)? positions pour « et £, il s’en suit alors en majorant ¢ — 1

-

par t, que pour tout k=0,...,5:
~ s
'Gk*{]Wa,;,a]ﬁt}l < 2nt

ce qui donne en remplagant dans (2.19) :

< 2nt3£2i

o1 ’ 241\ 2 P
— Y (néj) (2.20)

bz,k,{ (Wa,s|>2t}

n

et en faisant la somme de k = 0 a k = 5 dans (2.20), nous obtenons (2.13). C.Q.F.D

2°cas : la longueur (W, 3

du mot W, 5 est telle que |W, 5| < 2t.

Les mots w/, et '31:';,",["[., de la répétition en 3 recouvrent le mot w;, et donc w;yp de la
répétition en « (figures 2.10, 2.11 et 2.12). Le nombre de lettres communes ¢ aux mots W, et

obtenues pour £+ ' + 1 avec £ = ¢/ =1, et t + min(¢,¢) avec min(¢,¢') =t — 2.

Pour 7 < ¢ nous avons i/ + ¢ < i+t —1,lesd (d < ) et d (d < ') lettres sont donc
répétées parmi les ¢ lettres communes, ce qui rend d’aprés le corollaire 2.2.2, la répétition en
3 non maximale & gauche. Il reste donc a étudier le cas ot 7 = ¢’ qui est réalisé pour k = 7 ou
k =8 (figures 2.11 et 2.12). La longueur du mot W, g est telle que :

1 Wo/, Ne)

=t + max((,£') ot max((,l') <t et (#/
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Supposons par symétrie que ¢/ > ( et donc i+ ¢ < i’ + ¢’ (figure 2.35), la longueur du mot
W, s dans ce cas est précisément :

’W(x,ﬁi =t+ 4

| _— it -1
i ¢ it '

;- 7 —
g ¢ il

Le mot W, 3 est alors formé des deux répétitions en a = (i,i +£) et § = (i, + '), et en
utilisant le fait que ¢ et ¢ sont les périodes de W, et W avec ¢ < ¢/, les { premiéres lettres
de W, g vérifient la relation suivante :

Xi=Xipe = Xiyo = Xip(o-p

qui en plus sont telles que :

Xi=Xiygs==Xj=Xippps = = Xjyp

KNits—1= Xigos—1 =+ = Xjpppo-1 = Xjgpg2s—1 = -+ = Xjpprps-1

Ainsi les s premiéres lettres a priori différentes du mot w; qui est commun & W, et Wg,
forment la période du mot W, g. Les premiéres composantes des positions a et 3 de W, et
W étant les mémes, nous supposons donc par la suite que la répétition en a (et donc aussi
la répétition en ) est maximale a gauche.

Soit G7’ {|Was| <2t} la partie de 7 telle que 3 appartient au voisinage B, de «a avec 8 # «,
elle est définie par :

G77{]Wa,ﬁ <2f} = {Cl,,@ S I/‘i s ’i/, l < (ﬂ, (N0 =5 > ].}

Nous avons :
<t} = Z E(Y,Yp) (2.21)

I | Wa <2t}

bz,z{ [Wa.s

et nous avons aussi par symétrie :

G&{]WM <2t

<} = > E (YY)

a’ﬁeG&{]w%ﬁ <2t}

en excluant le cas k = 6 ou la répétition en 3 n’est pas maximale a gauche, alors :

bz,&{ [Wa.s

Dy [1Wa sl <2t} = Yo7 {5l <2t} T O28 LI, 5] <2t}




Lemme 2.3.2. Si la longueur du mot W, s est telle que Wy 5| < 2t. Sit = o(n), il existe

une constante positive C(§) telle que :

20
Dy [[Wa p] <2t} = (%) n?¢t (2.22)

Démonstration. Le méme raisonnement utilisé pour majorer b, {[Was|<2t} donne par symé-
Syt o, f )

trie la méme majoration pour b27& {|Wa 5] <2t} il suffit donc de majorer 1)277? W,

.,,,9!<

2t} dont

Vexpression est donnée dans (2.21).

Soient ai,...,as des éléments de A, qui sont les valeurs prises par les s lettres répétées dans
le mot W, 3, nous avons d’apres la caractérisation des répétitions chevauchantes et maximales
a gauche, en posant t + (' = gs +r avec 0 <r < s :

s—1
EVYp) = > prba) | [[rlaa0) | T (2.23)
bay,..,as€A 7=1
b#ag
ol :
o1 -1 el Lm0y
I’” — H’/’T((L{ﬁﬂj*.}) (F(a/s,ai))q_i 7&'((1/5./0,1) ’/T((.Irj,(,lj.;.l)
j=1 j=1

En utilisant le méme procédé de calcul pour majorer 'expression (1.8) dans la démonstration
du lemme 1.3.2 (chapitre 1), nous avons en majorant chacune des probabilités de transition
dans I par £ (0 < £ < 1), tout en tenant compte de la division euclidienne de ¢ + ¢ par s
donnée ci-dessus :

INA < £t+€’—s

en remplagant cette derniére dans (2.23), nous obtenons :

51
E(YaYp) < Z p(b)ym(b, aj) H w(aj, ajp1) gitli=s
byay,...,ageA le

b#ag

et comme d’aprés les propriétés des chaines de Markov :

s—1
> umb,a) | [ 7laj.0500) | <1
bay,...,as€A 7=1
b#as
alors : ‘
E (YoYy) < €707 (2:24)

La majoration dans (2.24) dépend de s (donc de £ et ¢/ car s = £ AL), il en sera alors de méme
d’apreés (2.21) de b, , [ Wes

<2t}
Comme s > 1, nous avons deux cas :
----- celui ol £ et ¢ sont premiers entre eux, ce qui correspond & s = 1;
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Ce qui nous ramene & partitionner 'ensemble G, [|Wa 5|<2t} 1 deux sous-ensembles comme
3 o, f
suit :
N
<ot} {s=1} Y C’v,{}w(,,ﬁ

Al e
G {Was<2t} = G7{Wa s

<2t} {s>2}
ol :

G7s{lw(,«,e]<2t}s{s:1} ={a,fel/i=i <l INl=5s=1}
et

G7~,{|W(\'ﬂ|<2t}ﬁ{$22} = {(1'7/3 € I/T - i/’ é’ < [/” (] A [/’ =52 2}

ainsi I'expression (2.21) réécrite en y remplagant (2.24), devient :

<ot} S Z ght=s | Z gt =s  (2.95)

“"/36(;7.{[1/\} <ot} {s=1} a’ﬁecz{]waﬁ!at},{sgg}

b’z,?,{ [Wa, s

a8

et la majoration de b, ! est déduite alors des majorations des quantités :

T [Wa, | <2t

Z é‘f-l-é/—t? et Z gt-i—@/—s

“”JBEG«",{ [Wa,p|<2t }.(5=1) “”»’BEG«",{ [Wa,g|<2t o {s22)

qui représentent respectivement le premier terme et le deuxiéme terme du membre de droite
de Pexpresion (2.25).

e Majoration du premier terme.

Dans ce terme la somme se fait pour tout £ et ¢ premiers entre eux (s = 1), une seule
lettre est donc répétée dans le mot W, g. Donc ¢ a n — t — 2 positions possibles, par suite on
a:

n—t—2
~ ) . . g | /‘/' - a
G { W | <2t {s=11 = U U fesery
p=]1 €<f_’
InE! =1
YT a) ]/ g | D ’ g ) < ) als al < ™ p 1 1 (36 &e aley / /I’ al 2
comme £, ¢ = 1,...,t — 1, dans la somme sur C”?,{§WQ“@§<2t},{s:1.}‘/ les couples (o, 5) de T

sont tels que £ AV =1 avec £,/ =1,...,t — 1, la somme du premier terme est donnée par :
n—t—2

Z ft%’—}. — Z Z £t+£’—1

7{ [Wa,p|<2t} {s=1} =1 /;\,(:ll

n—t—2

a,BeG
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Pour t = o(n), nous avons :

Z gf'-f--/f/ ------ 1 < Z 5(/,/ ----- 1 né-t (226)
a,BeG, 1.0t .

"{;Wa,;ﬁ]‘(’zt},{s:”

0,0 =1,....t—1avect < .
b) )
Nous avons :

t—-2 11
41 1
>, €Ed ) ¢
0=1,..1—2 (=1 0r=0+41
O =041,..., t—1
ING =
1 t—2 t—2
— v t—1
(B v
=1 =

= (—(1 f£)2> (1+ (=21 = (t—1)6?)

comme 0 < & < 1, alors pour tout ¢ > 2 :

par suite :

ainsi :

gﬁ’—i < S
ﬂ:]Zf ...... P] (1 o {)2‘
=041, t—1
A =1
en posant :
S
Ci(§) = =
iep
que l'on remplagera dans (2.26), le premier terme est donc majoré comme suit :
/
> gt < ai©ne (2.27)

(x,ﬁGGT‘{ t]/v

e Majoration du deuxiéme terme.
Les lettres du mot W, 3 sont la répétition des s (s > 2) premiéres lettres. Dans le deuxiéme

<2t} {s>2} = U U {a,8 €T}

=1 o<t

AN =5>2
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Le deuxiéme terme de (2.25) s’écrit donc :

n-—t—4
Yoo oeesY oy e
BEG . . =1 f¥=1,.t-1
@l 7| Wa,a| <2t} {522} £t 1Y
t 4 of
:;(1_.___ ngt Z EC 8
n n -
00=1,. 1
£<l!
N =522

Pour t = o(n), nous avons :

2.

()",HG(‘.;?,{ 1\/\/’017‘31<2t},{s§5_2}

g'[;-‘rg/—S S

(2.28)

ce qui nous rameéne donc aussi & majorer le facteur entre parenthéses du membre de droite de

Pexpression (2.28).

La plus grande valeur de s étant £, alors de £ A ¢/ = ( pour £ (£ < t — 1) assez grand

N-—1 N
> = > X
0,0'=1,...t—1 s=2 L_q £ _¢.
(<! # s oF
INE =522
1757 ] N—1 ol
=2 25
s=2 £__
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par suite : '
1+ (N —1)gNs - NeW-Ds <

ainsi :

0,0'=1,...,t—1 §=2
o<t
N =5>2
<

“+o0 58
2(8) = a———)
; (l ....... 53)2

nous obtenons en remplagant Co(&) dans (2.28) :

> §HT < Oy né! (2.29)
(,\',HGG?’{ [Wa,g|<2t o 4s>2)

En remplacant de nouveau (2.27) et (2.29) dans (2.25), nous obtenons :
52’7‘{1V\;aﬂ1<2t} < CL&)ng + Co(é) e
_ <C](f) i 72(5)) n? ¢t

n

et en posant :
C(§) = Ci(§) + ()

nous obtenons :

_(CE)Y o 5.
b2,7W{ Wa,g|<2t} = ( ol L £ (2.30)
étant donné que par symétrie, nous obtenons aussi :
CE)Y 2 ,
b2,8,{lwa,3|<2t} < ( L 3 (2.31)

la majoration dans (2.22) est alors déduite en additionnant membres & membres les expressions
de (2.30) et (2.31). C.Q.F.D

3 ) ,
by < 24 (%) ('"25t)2 + (fﬂ@_) -n?gt

Démonstration. En appliquant le lemme 2.3.1 et lemme 2.3.2, la majoration de by est obtenue

en remplagant dans (2.12), les quantités b, {|Was|>26} et by {[Was| <2t} PAL leurs majorations
bl [t o, 3 el

dans (2.13) et (2.22). C.Q.F.D
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2.3.3 Majoration de b3

Nous commencons par rappeler Pexpression de bs :

by = EI|E(Ys—E(Y)|o (YVs; 8¢ Ba)

acl
D’aprés expression de b3, les positions o et [ des répétitions en « et  sont non voisines
(c’est a dire qu'il y a au moins une lettre qui sépare les deux répétitions). Etant donné qu’il

s’agit de majorer bz, placons nous dans le cas ot une seule lettre sépare la répétition en a de
celle en (3 (figure 2.36), car ce cas contient tous les autres.

positions de la répétition en 3

X o o =X X} 4 positions de la répétition en 3
]

. “ . 0 1 )()(—————————____x

X1 Xi—a X; 1 X, o XD ;

FiG. 2.36 — Positions des répétitions en 4 non voisines de celle en «.

Supposons que la répétition en a occure a la position « = (7,7 +£), la position 3 étant non
voisine de «, alors la répétition en 3 est générée par les variables aléatoires autres que celles de
la répétition en a. Ces variables aléatoires sont X1,..., X; 2, Xjisiea1,..., Xy (figure 2.36),
la o-algebre o (Yg; 8 ¢ B,) est donc telle que :

o(Ys; B¢ Ba) Co (X1, Xio, Xivogtrt, - Xn)

Proposition 2.3.3. Pour t = o(n) nous avons :

b3 S (%) (712€i>2 o+ (%) n2£t

Démonstration. En vertu des propriétés de Pespérance conditionnelle par rapport a une o-
algébre (appliquées pour o (Yg; 8¢ By) et o (Xq,..., Xi—2, Xisvstr1,. .., Xp) vérifiant la re-
lation d’inclusion ci-dessus) et des chaines de Markov, nous avons :

E[E(Yo — E(Ya)lo (Ys; B ¢ Ba)l|
= [E[E(Ya ~ EE(a)lo (X1, X2, Xiseseas -, Xa) |0 (Va3 ¢ Bl
- E[E (K} - E“?( QEXZ'_QHY,L-_M_H;_H))H

il s’en suit :

EE (Yo — E (Ya|Xi—2, Xitrere11))]| <E| [ L (Yo ) — E (YolXi-2, Xivrrer1)ll

et en remplacant dans 'expression de b3, nous obtenons :

by < E|[E(YalXiz2, Xitere+1) — E (Ya)]] (2.32)

o€l

ce qui nous rameéne ainsi & commencer par majorer en premier, pour tout « dans Z, le terme
EE (Yo Xi-2, Xito4t+1) — E(Y,)]| de la somme du membre de droite 'inégalité (2.32).
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Nous avons d’aprés la définition de I'espérance mathématique :

E

ElYo|Xi—o, Xivorer1] — E(YL)]

z,yEA
= > E(ValXico =2, Xiporer1 = y)P(Xiog = 2, Xiyrp41 = y)
z,yeA
""" E(Yo)P(Xi2 = &, Xitores1 = y)| (2.33)

en posant :

et
Py = E(Yo)P(X; 2 =2, Xiyore01 = V)

il en résulte alors, en remplagant dans (2.33) :

BYalXi-2, Xirorer1] —E(Ya) = D |[PL— Py
r,ycA

< Y PP (2.34)

les expressions de Py et Py.
e Majoration de P;.
Pour tout b,aq,...,aq,c dans A tels que b # ay et pour tout x et y dans A, nous avons :

P= Y  PXip=x,Xi1=bX;=ay..., Xiters1 = agl_op + ar Lisoy,
byay,...,aq,c€A
b#ag

Xivort = ¢ Xivoge1 = V)

D’aprés la définition des chaines de Markov, et la caractérisation des répétitions chevauchantes
et maximales & gauche appliquée pour le mot W, ayant pour période d et longueur ¢ + £ telle

d—1
P = Z w(x)m(z,b)m (b, ay) H w(aj,a541) | D7 (ar Loy + aa Lp—oy, ©)
boay,...,aq,cEA 7=1
bs#ag
x 7(e,y) (2.35)

ot I' est donnée par (1.8).

(démonstration du lemme 1.3.2 (chapitre 1)) que nous remplacons dans (2.35), qui devient
alors :
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olt A, est donnée par :

d—1
Dpy = Z w(x)m(z,b)m (b, ay) H m(aj, aj41) | 7 (ar Lgz0) + ag 1p—oy, c)
b,u,l,};;Zi.CGA J:l
x7(c,y) (2.37)

® Majoration de P,.
De méme que ci-dessus pour tout b, aq,...,aq,c dans A tels que b # aq et pour tout x et
y dans A, nous avons :

P, = E(Y,) Z PXi2 =2, X1 =0, X; = a1, .., Xiyope-1 = ag Loy + ar Lipasoys

byay,...,ag,c€A
btag

Xivort = ¢ Xivortr1 = ¥)
en utilisant les mémes arguments que ci-dessus, P, s’écrira :

P =E(Y,) Y pl@)w(z,bw(bar) H7r aj,ai1) | 7 (ar 1oy + aa =0y, €)

by, ag,ceA

(e, y) (2.38)

ot I est donnée par (1.8), en appliquant (1.11) du lemme 1.3.2 (chapitre 1) et (2.37), a (2.38),
nous obtenons :

Py < Ay € (2.39)

ot Ay, est donnée par (2.37)
En remplacant (2.38) et (2.36) dans (2.34), celle-ci devient :

EYalXia, Xiverer1] ~EYa) < | D Apy | (€487 (2.40)
z,yEA
comme :
d—1
Z Agy = Z Z w(z)m(x,b)w(b,ar) H m(aj,aj41) | 7 (ar Lgrz0p + d 1—o} €)
z,yEA z,YEA bay,. o ag.c€A J=1
D (L(l

x m(c,y)

= Z wl(x)w(x,b)m (b, ay) H m(aj, aji1) T (ar 1irz0y + ag 1{,,‘:0},(3)

c,y€ A \ @bay,...ageA
b#a,

x m(e,y)

Nous avons d’aprés les propriétés des chaines de Markov, d'une part :

Z pw(z)m(z,b)m(b, ar) Hﬂ' (aj,aj41) | <1

@bay,..,age A\ g=
bsta g
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et d’autre part :

Z Al‘,y < Z ™ (a"r 1{'7“#0} +aq 1{7’:0}7 C) F(Ca Y)

z,ycA c,yeA
=1

en remplagant ces sommes par leurs majorations dans (2.40), nous obtenons :

E[YalXi—2, Xiterer1] — E(Ya)| < & + &% (2.41)

il s’en suit en remplagant de nouveau (2.41) dans (2.32) :

by <> (¢ +¢¥) (2.42)

a&T

Comme il y a une lettre qui sépare le mot W, du mot Wpg, la position 7 a au plus n — ¢ — 2
possibilités, et ¢ au plus t — 1 positions (car c’est la longueur minimale du mot Wp), la
majoration dans (2.42) est exprimée par :

n—t—2 t—1
by > Y (€+EY)
i=1 =1
=m—t-2)(t-1) (¢ +&*)
t 2
(o - 2 “ et 2t
=n(t—1) <1 - n> (& +¢*)

b < nt (it + 52@)

/

C.Q.F.D

2.3.4 Preuve du théoréme 2.2.1

La démonstration du théoréme 2.2.1 résulte directement de 'addition membres & membres
des majorations respectives des quantités by, by et by données dans la proposition 2.3.1, la
proposition 2.3.2 et la proposition 2.3.3, ainsi :

2 3 ¥
by +ba+b3<3 (%) (nz ft)z 4+ 24 (%) (n‘) {ft)z + (@) n? € + (%) (nzft)z

7
.t.

+ (—) 712§t
n

WM+t 32\, 5 n2  [tH4CE)\
(5 g (OO

-

en posant :

243+t 3t? , t+4C
o(t,n) = —5 + — et Y(t,n) = t+4CE)




nous obtenons alors la majoration suivante de la distance en variation totale dyp (L(Ny), Py) :

Pour n?¢! = O(1), nous savons d’aprés le corollaire 1.3.1 (chapitre 1) que t = O (Iogl /g(n)>,

Pexpression donnant la majoration de la distance en variation totale dyp (L(N¢), Py) devient :

0 (log]_/g(n)>3 +0 (10g1/§(n)) . O (logl/f(n)> +4C(¢€)

n3 n

dyr (ﬁ(]\/rt), 73)\) <

(108"1 /g(“)) +logise(n)  log, se(n) +1
n3 + n

comime !

3
<1og1/§(n)) +logy ¢ (n) logye(n) +1
lim - + -

00 n3 n

=0

alors dyr (L(Ny), Py) tend vers 0 quand n tend vers +oo. Donc pour de trés longues séquences,
la loi de probabilité £(N;) de Ny est approximée par la loi de Poisson Py ou le paramétre A
est donné dans (1.10) .

2.4 Application a la significativité statistique

2.4.1 Significativité statistique

La significativité statistique a pour objet de discerner entre un événement qui est di au
hasard et un événement qui ne U'est pas. Nous dirons qu’un événement est :
— non significatif si sa réalisation est di au hasard,
rrrrr significatif s’il a une probabilité (aussi faible qu’elle soit) de se réaliser, un tel événement
est dit exceptionnel.
L’étude de la significativité statistique nécessite de calculer la p-value, elle est donnée par :

p=P(X =)

olt X est la variable aléatoire utilisée pour décrire 'événement considéré, c’est donc une fonce-
tion de la suite de variables générées aléatoirement, et x est déterminé a partir des valeurs
observées du phénoméne étudié.

Dans notre modéle, il s’agit d’étudier la significativité statistique du nombre de répétitions
chevauchantes maximales a gauche N;’bs dans la séquence observée, c’est & dire de le comparer
au nombre de répétitions chevauchantes maximales & gauche Ny, qui aurait pu se réaliser si
la séquence est générée aléatoirement, autrement dit, voir si ’événement { Ny > N,?bs} est di
ou non au hasard. La p-value dans ce cas, est donnée par :

=1 Z P(N; = k)
k=1
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La loi de probabilité de N; étant approximée d’apres le théoréme 2.2.1 par la loi de Poisson
Py, ot le paramétre A\ donné dans (1.10), nous pouvons alors obtenir une approximation de

la p-value, donnée par :
7ob:
]\/ ;:1 DS — 1 _ A
gl

prl-— Z AR Ck— (2.43)
k=1

2.4.2 Calcul pratique de 'approximation de la p-value

La formule (2.43) nécessite pour avoir une valeur de la p-value de connaitre la valeur de
A donnée dans (1.10). Ce qui revient a estimer A, et & montrer aussi que 'approximation de
la loi de probabilité de Ny par la loi de Poisson ayant pour paramétre Pestimateur de A, reste
valide.

Théoréme 2.4.1. Soit A Uestimateur de X\, sous les mémes conditions du théoréme 2.2.1, si

dyr (ﬁ(l\"}), 793;) = 0(1)
Démonstration. L’inégalité triangulaire appliquée & la distance en variation totale dy7 donne :
d'VT (ﬁ(l\"yt)-, ,P)‘\) < dVT (ﬁ(f\’}), ’P)\) -+ dVT (7—7}\, PX) (2.44)
D’aprés le théoreme 2.2.1, il reste a montrer que pour n?¢ = O(1) :
dyr (Px,P3) = o(1) (2.45)
Nous avons d’apres P.S.Rusakin (2004) [10] :

dvr (Py,P5) < [X= ) (2.46)

I1 vient de la relation (1.10), que déterminer l'estimateur X de A revient & déterminer les
estimateurs de la loi initiale 4 et de chacune des probabilités de transition 7. Notons par [ et
7 respectivement les estimateurs du maximum de vraisemblance de p et m, elles sont d’aprés
la loi du logarithme itéré appliquée aux chaines de Markov (R.Senoussi (1990) [13]), telles que
pour tout a et b dans A :

Vioglogn Vvioglogn

7i(b) = u(b) i()(T> ps et #(a,b) =m(a,b) ;o<7> p.s

en remplacant p et 7 respectivement par i et 7 dans (1.10), nous obtenons en posant aussi
Vieglogn
ep =0 | ——== ] :
Jn

t—1 d—1 t—1
A= Z (ulay) +ep) H (m(aj,aj41) +en) | T+ > (n—t—10)
=1 a,...,ag€A j=1 =1
d—1 .
ST (ulb) +en) (w(byar) +en) | [ (7lajiaj1) +e) | T (2.47)
bay,...,aq€A 7=1

b#“’d
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avec

d—1 g—1
f - H (ﬁ(a’j? a/j-—}--l) -+ €n> (7"(0'01, all) + &.n)q ----- 1
J=1
r—1 1irz0y
x | (m(ag,a1) + €n) H (m(aj, aj11) + £n)
j=1

en développant le produit (2.47) en gardant uniquement A et les termes d’ordre &,, nous

o~

obtenons l'écriture de A au voisinage de A, autrement dit, un développement limité de A au
voisinage de A, ainsi :

t—1 d-1 t—1
A= Adbea (>, D maj,a541) | T+Y_ (n—t=0 > a(ba)
=1 ag,..,aq6A \j=1 £=1 Ayt €A
d-1
X H?T(aj,(lﬂj..f..i) r (2.48)
j=1

ot I' est donné par (1.8), et qui d’aprés la démonstration du lemme 1.3.2 (chapitre 1) est
majoré par £¢ quand chacune de ses probabilités de transition est majorée par £ (0 < & < 1),
et comme :

d-1 d-1
> {IIram) ) =1 et > wba) | [T#a5.a50) | =1
a2,..,00€A \j=1 a1,.,agE€A =1

il s’en suit alors en remplagant dans (2.48), aprés avoir utilisé des calculs similaires a ceux de
la démonstration de la proposition 1.3.1 (chapitre 1), pour ¢ = o(n), qu'au voisinage de A :

A=A+0 (n%¢ey)
ce qui donne pour n?¢f = O(1) :

A4 0 (wioglogn)

Jn
en remplagant par la suite dans (2.46), nous retrouvons (2.45). En remplacant de nouveau
(2.45) dans 'inégalité triangulaire (2.44), en appliquant en plus le théoréme 2.2.1, nous dé-
duisons le résultat. C.Q.F.D
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Chapitre

d’ordre m

Dans le chapitre 2, nous avons montré que sous les hypothéses de la proposition 1.3.1 et
du corollaire 1.3.1 (chapitre 1), pour lesquels le paramétre A est borné sur |0, ++oo[, que la loi
de probabilité de Ny est approximée par la loi de Poisson Py avec A donnée dans (1.10).
Dans ce chapitre nous donnons une généralisation du théoréme 2.2.1 dans le cas ou la
séquence S est extraite d’'une suite de variables aléatoires (X,,),, modélisée par une chaine de
Markov d’ordre m otv m > 1.

Sommaire
3.1 Le Modéle Mm . . . .« i i i i e e e e e e e e e e e e e e e e e e e 58
3.1.1 Modélisation d’une séquence a l'aide d’une chaine Mm . . . . . . .. 58

3.1.2  Nombre moyen de répétitions A et ordre de grandeur . . . . . . . 62
3.2 Théoréme d’approximation pour le modéle Mm . ... ... ... 64

3.2.1 Choix du voisinage pour le modéle Mm . . . . . ... .. ... ... 64
3.2.2 Enoncé du théoréme d’approximation pour le modéle Mm . . . . . . 65

3.1 Le Modéle Mm

Dans la suite une de chaine de markov d’ordre m (m > 1) est dite chaine de Markov Mm,
que nous appelons aussi modéle Mm.

3.1.1 Modélisation d’une séquence a 'aide d’une chaine Mm

Définition 3.1.1 (Chaine de Markov d’ordre m). Soit (X,,)
a valeurs dans un espace d’état A. On dit que (X,,)
pour tout ay,...,a, dans A :

., une suite de variables aléatoires

., est une chaine de Markov d’ordre m si

P(Xn = an/-Xl =y, Xl = Qe 1) - HD(XH = On /-Xn ----- m = Qnepmy ooy Xp—1 = Op— l)

D’apres la définition 3.1.1, la connaissance de la valeur du m-uplet (X, _p,, ..., X,—1) suffit
pour déterminer la probabilité pour la variable aléatoire X,, de prendre la valeur a,, la proba-
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bilité P(X,, = an / Xpn—m = Gpnm, -, Xn_1 = an_1) est appelée probabilité de transition de

Gy * Q1 & A, elle est notée 7w(ay_m -+ An_1,an).
La loi initiale p est définie par :
play, . .. 7a’m) =P (Xi =AYy, Xy = am)
Dans ce chapitre les séquences sont modélisées par une chaine de Markov Mm. Soit donc
sur un alphabet fini A. Soit II = (7(A,b))aeam pea la matrice de probabilités de transition

définies par :

VA=ay - -a, € A" VbeA W(A,b)EIP(XZ‘“—'ZIb/z7;_7-,12“(117...,17;_] ::a,m)

Vi=1l,...n—-m+1 X" =X, X;t1 Xitm1 (3.1)

un bloc de m variables aléatoires, il s’en suit de (3.1) que :

. (m . . . . . N ’
(a) le bloc X?;( ) (oti=1,...,n —m+ 1) est une variable aléatoire & valeurs dans A" ;
(b) la séquence S est réécrite sous la forme d’une séquence S (m) " que nous désignons par :

gm) X,fm) o xm)

ayant pour longueur n — m + 1.
Il en découle de (a) et (b) que X;11 -+ X;4m—1 appartiennent aux deux blocs de variables

X l-(m) et X L(m>7 la transition de X l-(m) a Xfﬁ) correspond donc a la transition de la variable

dans A™, la probabilité de transition 7, de A & B par :

71'(“4, bm) si ag -Gy = bl co bm—l

0 sinon

Siw; = X; -+ Xjre—1 est un mot de longueur ¢ dans la séquence S, dans § (M) ¢est un mot

wfm) = Xikm) caxm - de longueur t —m+1. En une position « = (4, j) de Z, une répétition

i+t—m
; . . N m LN
est donc chevauchante, si au moins les m premiéres lettres de 'wg ) vecouvrent les m derniéres
m . .
de wf ) , ce qui ce traduit par :
(=i —j| <t—m
De méme que dans la sous-section 1.1.1 (chapitre 1), nous supposons par symétrie que i < j,

la position j alors est telle que j = i -+ £. Une répétition chevauchante maximale & gauche &
. , o 7(m)
la position « dans la séquence S est un mot Wc(l de longueur t -+ £ — m -+ 1. Comme la

positions, et 'ensemble des positions « des répétitions chevauchantes maximales & gauche dans
la séquence S est donc :

59



Exemple 3.1.1. Considérons la séquence « 5 = tacttgacttgacttgacttgactg» de l'exemple
1.1.3 (chapitre 1), S est de longueur n = 25. Si S est extraite d'une chaine de Markov d’ordre
m = 3, prenant ses valeurs dans A4, en posant :

T=tac, A=act, B=ctt, C=ttg, D=tga et E=gac
elle devient alors en la réécrivant avec ces blocs de 3 lettres, la séquence :
S® =T ABCDEABCDEABCDEABCDEAF
a valeurs dans A%, ayant pour longueur n —m + 1 = 25 — 3+ 1 = 23.

En une position o = (4,7 +¥¢) de T (m) une répétition chevauchante et maximale & gauche
s 3 =}
dans S(m) est définie par .

XM AXTL et w™ = wf) (3.2)

Exemple 3.1.2. Reprenons la séquence S@) de Pexemple 3.1.1 et Uexemple 1.1.3 (chapitre

mot wy = acttgacttgact dans la séquence S, devient dans la séquence S le mot :

W§§)12> — ABCDEABCDEABCDEABCDEA

qui est la répétition du mot :

w®?) = ABCDEABCDEA

a donc pour longueur

de longueur t — 3+ 1 = 11 dans la séquence S®). Le mot Wg)u)

=10
TABCDEABCDEABCDEABCDEATF
2 12

FiG. 3.1 -~ Le mot va,)m est la répétition du mot wg’%} en (2,12).

Lemme 3.1.1. La mazimalité & gauche de la répétition en o dans la séquence S donnée
dans (3.2), est équivalente o :
Xio1 # Xite

Démonstration. Nous avons d’apres (3.2) :

w™ =) : (3.3)
(m)  _ y-(m)
X " - Xzf2+t—rn

comme d’aprés (3.1) :

m ) ~(m)
Xj.< ..... ]? = Xi1Xi - Xigm—2 et )&i(Jrg_ 1= Xipe1Xive Xiporm—1

alors les blocs de variables aléatoires X; - X, 0 et X,y Xjipim—1 sont d’aprés (3.3)
égaux, ainsi seules les premieres lettres X; 1 et X;. 41 des blocs X 1<mj> et Xi(i?_l sont diffé-
rentes, d’ou le résultat. C.Q.F.D
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Exemple 3.1.3. Dans 'exemple 3.1.2, nous avons st) T et X| (3) = E, et on a bien :

T#E & tac#gac & t#¢g
(m)

Pour tout o = (7,7 + ¢) dans T (m) " on définit la variable aléatoire indicatrice Yo qui
compte les répétitions chevauchantes maximales & gauche dans la séquence S (m) par :

1 (m) (m) si =1
(m) J'wl :wl+€} .
Ya™ 1 ” sioi>1 (34)
{X(m)7L \v/(:'n[\ Lw ’( ) U(m)} e A
Lemme 3.1.2. Les variables aléatoires indicatrices Ya(:m et Yy, qui comptent les répétitions

chevauchantes mazimales & gauche respectivement dans S et S, sont égales.

(m

Démonstration. D’aprés la définition de Yy ) dans (3.4), nous avons a considérer deux cas,
celui ot ¢ = 1 et celui ot 7 > 1.

1. Pour i = 1. Nous avons en vertu de (3.1), (3.3) et (3.4) :

ym=1 & 1{ (™) = =1

14+¢

~(m) (m) -(m) (m)
& X Xy =Xy Xy

/Yl te Xm - Xl-H"‘ co X1+€+m

Xiem X = Xeyportom KXoy
& Xy X=X X

1{w1=w1+€} =1
< Y, =1

2. Pour i > 1. De méme que dans 1. ci-dessus, nous avons aussi en appliquant en plus le
lemme 3.1.1 :
Y?Ti 1 =4 ]—{\(ﬁil

(m) U”) ______ (m)y\ — 1
FX W “’z+(}

< )l ) xe(m)
}‘7: "'Xz+t 17 XL-FI} Xz‘+t+é—1
Xi—1 # Xiye-1
Xio Xitm—1 = Xipo Xigorm—1
& .
)(L—f—t m— )(L—f—t—l = X Ftt-b—m—1 """ Dt —f—1

{ X?—l 7!' Xl+€ 1
= . <
Ko Xigpr = Xigo - Xipgre

hd 1{»Xi—17'éX'[+l’Z—1?wi:"—”z‘—{-l’i} =1
& Y,=1

Nous déduisons de 1. et 2., que Yém) =Y,. C.Q.F.D
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3.1.2 Nombre moyen de répétitions \™ et ordre de grandeur

D’apres (a) et (b), ainsi que le lemme 3.1.1 et le lemme 3.1.2, la séquence S de longueur
n générée par une chaine de Markov d’ordre m a valeurs dans A. Ecrite sous la forme d’une
séquence S de longueur n—m -+ 1, elle est considérée comme une séquence générée par une
chaine de Markov d’ordre 1 & valeurs dans A™.

. (m) o aiegs ) ) . N ) .

Soit N;_,, 1 le nombre de répétitions chevauchantes maximales a gauche dans la séquence
S5m) Soit AU le nombre moyen de répétitions chevauchantes maximales a gauche dans la
séquence S(m) nous avons :

r (m ) () T
N = >0 v et A =g (N L)
acZ(m)
pour £ fixé,ia(n—m+1)—(t+{—m+1)+1=n—1t—{+ 1 positions, ainsi :

t—m n—t—F{+1

N = }: Z yim

Remarque 3.1.1. Notons qu’en vertu du lemme 3.1.2, le nombre N t( Tzz 4 est tel que :
(m)
Nt—m+1 =Ny

ot Ny est le nombre de répétitions chevauchantes maximales & gauche dans S.

Le nombre moyen A de répétitions chevauchantes maximales & gauche dans la séquence
S(m) est donné par :
----- m n-—t-—f+1

\("”—Z z ( >)

Lemme 3.1.3. Soient Ay, ..., Ay les valeurs prises les t-+0—m-+1 blocs de lettres de W(m) le
nombre moyen X" de répetztzons chevauchantes mazimales o gauche dans la séquence 5(’”)
est tel que :

A = A g (3.5)
o :
t—m d—1 q
A = Z Z 1(Ay) H Tm(Aj, Ajr1) | (mm(Ag, A1))T
------ =1 Ap,.,AgEA™ j=1
1 Lirzoy
X | Tm(Ag, A1) Hﬂ—m A]~Ag+l) (3.6)
7=1
et
t—m d—1 q
WY = S a—t-0 Y uB)wa(B, A HTm Aj Aiyy)
£=1 B,AL,...,AgeA™ j=
B#Ay
re1 Lm0y
X (Wm (Ada Al))q—l Tm (Ada Al) H Tm (Aj7 Aj+l) (37)
J=1
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Démonstration. D’aprés la linéarité de I'espérance mathématique appliquée a A(™  nous avons :
P I q ppliq

—m n—t—f41

A — f ( (m) _ l--i--v/> ______ Z Z (XI(T1) ) ‘le("rfni)1 uévn) _ w(rlnp))

b=r A= 1 i>1
Posons :
t—m )
/\g:m) _ Z P (wgﬂm) _________ w }r}:}) (3.8)
=1
et
)imni/-H () () ) -
m m m m
/\(m Z Z (X ------ 7 Xipo—13 W ':1U§+g) (3.9)

i>1

en utilisant le méme raisonnement que dans la sous-section 1.3.1 (chapitre 1), d’aprés la ca-
ractérisation des répétitions chevauchantes maximales & gauche, le mot W& ™) est la répétition
des d (d < £) premiers blocs de m lettres de u'( ™ ot d est tel que :

¢ =kd (k € N¥) et t+l—m+1=qd+r (0 <r<d)

Soient Aq,...Aq les valeurs prises par les lettres du mot W(a nous avons donc :
1. pouri=1:

d—1 4
Plof™=wf) = 3w | [T mn(454500) | (r(Ag A1)*!
A, AgeA™ j=1
e {r o}
X ’Tnm(zid,xll H’Tnm 11 A ..i..vj) (5 10)
J=1
2. pour i >1:
P (X # X o™ = wil)
d-1 1
= Z w(B) mm(B, A1) T (A, Ajr) | (T (Ag. A7)0
B,A{,... Age A j=1
B#A,
_____ 1 Lirzoy
x| mm(Ag, Ar) HWm Ay, Ajyr) (3.11)
J=1

nous obtenons en remplagant (3.10) dans (3.8), et (3.11) dans (3.9) tout en tenant compte pour
ce cas de la condition de maximalité a gauche, respectivement (3.6) et (3.7), et en additionnant
membres a membres (3.6) et (3.7), nous déduisons (3.5). C.Q.F.D

Posons pour tout A et B dans A™ :

¢= max mm(4,B)  (0<{<l)
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Proposition 3.1.1. Pourt—m-+1=o0(n), on a:
)\(m) -0 (nz Ei-m-H)
Sin? - = O(1), alors A™ est borné sur |0, +oo].

Démonstration. En utilisant un raisonnement analogue & celui utilisé dans les démonstra-
tions de la section 1.3.2 (chapitre 1), nous obtenons en majorant chacune des probabilités de
transition dans (3.10) et (3.11) par £ (0 < £ < 1) :

(™ = uf) <€ o (X Xl <l < g

)\(m) < 712 gtwm—i—l

et si n? £+ = O(1), alors A™) borné sur sur |0, +ool. C.Q.F.D

3.2 Théoréme d’approximation pour le modéle Mm

Comme dans le chapitre 2, les quantités by, by et b3 dépendent du choix du voisinage des
positions de répétitions. Nous commengons par définir la notion de voisinage de deux positions
de deux répétitions dans la séquence S (m),

3.2.1 Choix du voisinage pour le modéele Mm

chevaucha.ntes mdxmmle&, a gau(he de mots de longueur t—m + 1.

Définition 3.2.1. On dit que les positions « et 3 sont non voisines s’il existe au moins un
- - m m o . .
bloc de m lettres qui sépare les mots VV((Y ) et Wg ), et voisines sinon.

D’aprés la définition 3.2.1, les positions « et 8 sont non voisines si les composantes de «
et 3 sont telles que :

(a) sid — (i+0)>t—m+1silemot W™ occurre avant W(' ") (figure 3.2),
(b) sii— (' +¢) >t—m+1silemot W™ occurre apres W( v,

. . B % —
t itt-m m lettres vitem
—_—— ' } g } } - ———
——- —-
i+ 4L i+l+t—m 7+ 4+l +t—m

F1G. 3.2 — Les positions a = (i,7 + £) et 3 = (¢/,7 + ¢') sont non voisines.
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Les quantités b1, by et bg sont définies et notées dans le modéle Mm par :

= > Y E(vm)E(vm)

aeZ(m) /36]3‘(;")

aez(m) ﬁ&;&(gﬂ
= 3 Bl (075l (017 08|

aeZz(m)
. m o . 5 < . PR 4 “ o
ol Bg ) est le voisinage de «, ¢’est & dire Pensemble des éléments 3 de ZU™ voisins de « au
sens de la définition 3.2.1.

3.2.2 Enoncé du théoréme d’approximation pour le modéle Mm

D’aprés la remarque 3.1 et le lemme 3.1.2, majorer dyp (£ (Ny), Py ) ot Ny est le nombre

de répétitions chevauchantes maximales a gauche dans la séquence S, revient a majorer la
TN+

borne supérieure de dyr (ﬁ (me +1> Py im) ) ol N( ™) .1 est le nombre de répétitions che-

vauchantes maximales a gauche dans la séquence S(™).

Théoréme 3.2.1 (Corollaire du théoréeme 2.2.1). Soient S une séquence générée par une
chaine de Markov d’ordre m a valeurs sur un alphabet fini A, et N; le nombre de répétitions
chevauchantes mazimales a gauche, et soit \™) le nombre moyen de répétitions chevauchantes
mazimales & gauche donné dans (3.5). Sin? ™ = O(1), alors :

dVT (E (‘/\Tf> 77)/\(771)) = O(l)

Démonstration. En réécrivant la séquence S extraite d’une chaine de Markov d’ordre m en
regroupant les variables aléatoires qui la composent en blocs de m variables consécutives, nous
obtenons la séquence S ou ces blocs sont des variables aléatoires extraites d'une chaine de
Markov d’ordre 1 & valeurs dans A" . Par analogie & ce qui a été fait dans chapitre 2, pour
les séquences modélisées par une chaine de Markov d’ordre 1, cela revient & montrer que :

dvr (E <N t(fizz+1) P ,\(m)) <2 (blm) + bg’"’) + bg’”’))

En appliquant le théoréme 2.2.1, nous avons bien que pour n? £+ = O(1)

dv:l (E ("7\71(27721,-}*1) q’;"'j)\('rrr)) —_ O(i) (312)
et le résultat se déduit en remplacant dans (3.12) d’aprés le lemme 3.1.2, le nombre Ny ( 1
dans la séquence S par le nombre N; dans la séquence S. C.Q.F.D

Ainsi si n? €™+ = O(1), la distribution de probabilité du nombre de répétitions chevau-
chantes maximales & gauche dans une séquence générée par une chaine de Markov d’ordre m,
est aussi approximée par une loi de Poisson de parameétre A™ | donné par (3.5).
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Chapitre

Conclusion

L’analyse statistique du nombre NP de répétitions chevauchantes maximales a gauche
de mots de longueur ¢, dans une séquence observée de longueur n donnée, que nous avons
évoquée dans notre travail, consiste a étudier la significativité statistique du nombre N2 11
de répétitions chevauchantes maximales & gauche dans une séquence générée aléatoirement,
que 'on compare a la séquence observée. Ce calcul ne peut se faire sans la connaissance de la
loi de probabilité exacte £ (N;) de Ny, ou du moins d’une approximation de £ (Ny) par une
loi de probabilité usuelle, si la loi de probabilité exacte ne peut étre déterminée. Le travail
développé dans cette thése, a pour objectif de montrer que sous certaines conditions, la loi
de probabilité £ (Ny) de Ny est approximée par une loi de Poisson Py de parameétre A, ol
A = E(N) pour de trés longues séquences, lorsque la séquence aléatoire est extraite d’une
chaine de Markov d’ordre 1, homogeéne et stationnaire a valeurs sur un alphabet fini. De cette
approximation, celle de la p-value est alors déduite, ce qui permet donc de voir, si le nombre
NPP observé est statistiquement significatif ou non.

Nous avons commencé par donner la caractérisation d’une répétition chevauchante maximale
a gauche, a partir de laquelle, nous avons déterminé 'expression de Ny, ainsi que celle du
nombre moyen de ces répétitions A = E (Ny). L'expression de A est composée essentiellement
de produit de probabilités de transition. En majorant ensuite chacune des probabilités de
transition dans 'expression de A par £ (0 < £ < 1), nous avons montré que pour que t = o(n),
le paramétre A\ est majoré par n?¢f) et que si de plus n?¢! = O(1), alors A est borné sur
10, +oo[. Ce qui justifie par la suite, 'utilisation de A comme paramétre de la loi de Poisson
Py pour montrer approximation de £ (N;) par Py.

La contribution que nous avons apportée dans ce travail, a été en un premier temps de
donner des conditions suffisantes de maximalité a gauche pour les répétitions chevauchantes
lorsqu’il y a recouvrement entre les répétitions chevauchantes, car dans ce cas la répétition qui
recouvre 'autre n’est pas forcément maximale & gauche. Ensuite de montrer, en nous basant
sur la méthode de Chen-Stein, que sous la condition n?¢! = O(1), la distance en variation
totale dyp (L (N;),Py) tend vers 0 pour des séquences trés longues, autrement dit, la loi de
probabilité de N; est approximée par la loi de Poisson Py. Nous avons montré aussi que si
le paramétre A est estimé par A, la distance en variation totale dyr (E (Ny) ,’P;\-) tend vers

66



0 pour de trés longues séquences, dés que la condition n?¢! = O(1) est réalisée. Partant
de cette approximation poissonnienne, nous avons présenté un calcul pratique permettant
d’obtenir une valeur approximative de la p-value. Suite au résultat établi pour la modélisation
par une chaine de Markov d’ordre 1, homogéne et stationnaire des séquences aléatoires, nous
avons montré en utilisant une modélisation par une chaine de Markov d’ordre m (m > 1),
homogeéne et stationnaire a valeurs sur un alphabet fini, que sous la condition n2¢t—"+1 =
O(1), Papproximation de la loi de probabilité £ (N¢) du nombre de répétitions chevauchantes
maximale a gauche, par une loi de Poisson de paramétre A(™) | déterminé pour ce modele, reste
encore valide.

Par ce travail, nous avons donc donné une extension et complété des résultats établis aupa-
ravant. D'une part, par R.Arratia and al. (1996) |3], concernant approximation poissonnienne
de la loi de probabilité du nombre de répétitions maximales & gauche (chevauchantes et non
chevauchantes) quand la séquence aléatoire est extraite d’une suite de variables aléatoires indé-
pendantes et identiquement distribuées (i-i-d). Et d’autre part, par N.Touyyar and al. (2008)
[15], concernant aussi 'approximation poissonnienne de la loi de probabilité du nombre de
répétitions non chevauchantes maximales & gauche, lorsque la séquence générée aléatoirement
est extraite d’une chaine de Markov d’ordre m (m > 1), homogeéne et stationnaire sur un
alphabet fini.

La méthode de Chen-Stein donne uniquement une borne supérieure de la distance de varia-
tion totale entre deux lois de probabilité, elle ne nous renseigne pas sur 'ordre de grandeur de
la majoration. Il peut exister d’autres majorations plus petites que la borne de Chen-Stein.
Cependant, il serait intéréssant de faire des simulations afin de savoir le degré de précision de
Papproximation. Ceci nécessite de trouver une majoration plus petite que la borne de Chen-
Stein, et de développer des algorithmes de simulations, ce qui sera 'objet d’'un nouveau travail
que nous comptons faire ultérieurement, et élargir ensuite ce travail & d’autres modéles.
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Résumé

L’étude de la significativité statistique du nombre de répétitions chevauchantes maximales
a gauche dans une séquence, est importante pour Panalyse statistique des séquences. 1l est pour
cela indispensable de comparer le nombre de répétitions chevauchantes maximales & gauche
dans deux séquences de méme longueur, I'une étant observée, 'autre aléatoire. La significa-
tivité statistique du nombre NP¥ de répétitions chevauchantes maximales a gauche dans la
répétitions chevauchantes maximales a gauche dans la séquence aléatoire. Le but du travail
développé dans cette thése est de montrer, en utilisant la méthode de Chen-Stein, que sous
certaines conditions, la loi de probabilité de N; est approximée par une loi de Poisson de
paramétre A = [E (Ny) quand la séquence aléatoire est modélisée par une chaine de Markov
homogene et stationnaire sur un alphabet fini. La détermination pratique de la p-value néces-
site de connaitre A, ce qui revient a estimer A par A, nous montrons pour cela que la loi de
probabilité de N; est approximée par une loi de Poisson de parameétre A. Pour une extention de
la modélisation de la séquence aléatoire a une chaine de Markov d’ordre m avec m > 1, nous
montrons 14 aussi que Papproximation de la loi de probabilité de N; par une loi de Poisson de
paramétre A déterminé pour ce modele, reste encore valide.

Mots clés : Nombre de répétitions chevauchantes maximales a gauche; Approximation
de Poisson ; Méthode de Chen-Stein ; Chaine de Markov.

Abstract

The statistical significance study of the number of self-overlapping leftmost repeats in a
sequence is important for the statistical analysis of sequences. It is essential for this to compare
the number of self-overlapping leftmost repeats in two sequences having the same length, where
one is observed while the other is random. The statistical significance of the number N of
self-overlapping leftmost repeats in the observed sequence requires to calculate the p-value
sequence. The aim of the work developped in this thesis is to show using the Chen-Stein
method that under some conditions the probability distribution of N; is approximated by the
Poisson distribution with the parameter A = E (N;), when the randon sequence is generated
by an homogeneous stationary Markov chain on a finite alphabet. In practice the calculus of
the p-value needs to know A, which leads to estimate A by A. We also show that the probability
distribution of N; is approximated by the Poisson distribution with the parameter A. Moreover
we extend the approximation to a m-order Markov chain model where m > 1, and we show
that the approximation of the probability distribution of N; by the Poisson distribution with
a parameter A\(™) determined for this model, remains valid.

Keywords : Number of self-overlapping leftmost repeats; Poisson distribution; Chen-
Stein method ; Markov chain.



