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Introduction générale

Les méthodes d’intégration numérique sont largement utilisées dans divers domaines
tels que l'ingénierie, la physique, la chimie, et méme les sciences sociales [2], [5]. Leur
importance réside dans leur capacité a transformer des problemes continus en problemes
discrets, rendant ainsi possible 1'utilisation des ordinateurs pour simuler et analyser des
systemes complexes [2}, 5]. Par exemple, en automatique, les méthodes numériques sont
souvent employées pour simuler le comportement dynamique des systemes, pour impléme-
nter des techniques de commande basée sur I'optimisation comme la commande optimale,
la commande prédictive, la commande a modele interne, et la commande adaptative a

modele de référence [IJ.

En effet, les méthodes d’intégration numérique jouent un role crucial dans la résolution
des équations différentielles ordinaires, c¢’est-a-dire les modeles, particulierement lorsque
les solutions analytiques ne sont pas disponibles ou sont difficiles a obtenir [2} [5]. Ces
méthodes numériques permettent de déterminer des approximations des solutions de
maniere simple, efficace et fiable en utilisant des formules de récurrence généralement
simples a établir. Cependant, le recours a des approximations numériques des solutions en-
gendre ce qu’on appelle une erreur d’approximation, qu’on souhaite avoir faible. Néanmoi-
ns, en pratique comme cette erreur d’approximation s’accumule au fil du temps, et peut
devenir importante au point de fausser la solution. Par conséquent, le controle de cette

erreur est essentiel pour garantir une solution avec la précision souhaitée [3, [4].

Les méthodes d’intégration numériques explicites, a un seul pas ou a pas multiples,
sont parmi les méthodes les plus populaires, car la solution est obtenue en utilisant des
formules récursives simples a implémenter sur une machine [2}, [5]. Les méthodes a un seul
pas, comme la méthode d’Euler sont simples et intuitives, faciles a mettre en ceuvre mais
peuvent introduire des erreurs d’approximation significatives pour des pas d’intégration
importants ; par conséquent elles peuvent conduire a une instabilité numérique [5]. La
méthode d’Adams-Bashforth, qui est une méthode a pas multiples, est plus complexe
mais offre une meilleure précision pour les mémes conditions [5]. Néanmoins, sur le plan
pratique, aucune de ces méthodes n’est exempte d’erreurs, et ces erreurs doivent étre

controlées efficacement pour réduire leur accumulation afin d’avoir des solutions (approxi-
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mations) tres fiables [2], [5].

L’utilisation des techniques de commande des systemes dynamiques pour controler
I'erreur d’approximation d’une méthode d’intégration numérique constitue une idée tres
intéressante lorsque la solution analytique est disponible. Le principe consiste a déterminer
le modele dynamique régissant la dynamique de I'erreur d’approximation, et de chercher
par la suite un correcteur en utilisant les outils de la théorie de commande des systemes
[2, B] qui permet de générer une action correctrice afin de minimiser cette erreur d’ap-
proximation.

La commande linéaire quadratique (LQ) est une méthode de commande optimale qui
réalise, via un retour d’état ou de sortie, un placement de poles optimal en boucle fermée
[2], 13, [6,, @]. Cette technique de commande permet de trouver le meilleur compromis entre
la poursuite de trajectoire (précision en sens automatique) et I'effort de commande mis en
ceuvre, en minimisant un critere de performance qui integre a la fois ’erreur de poursuite
et le cotit associé a application des commandes [9]. Ainsi, dans le contexte des méthodes
d’intégration numérique, 'utilisation de la commande L(Q), en se basant sur le modele de
la dynamique de l'erreur d’approximation, est une solution intéressante pour controler
I'erreur d’approximation, et réduire davantage son accumulation au fil du temps; ce qui

conduit a des solutions fiables dont la précision est avantageusement améliorée[9].

L’objectif de ce présent travail consiste a utiliser la technique de commande LQ pour
corriger en ligne les méthodes d’intégration numérique. Pour concevoir la commande LQ),
nous allons utiliser la programmation dynamique [6] basée sur le principe d’optimalité
de Bellman sous sa forme discrete [3l, 9], c’est-a-dire en utilisant ’équation fonction-
nelle de Bellman qui est une équation de récurrence. Ainsi, une démarche de synthese
est présentée et illustrée par deux exemples d’application (méthode d’Euler et méthode
d’Adams-Bashforth).

La présent mémoire est structuré comme suit :

Le premier chapitre est consacré a la modélisation des systemes dynamiques par des
équations différentielles ordinaires. Nous y introduisons les concepts fondamentaux et les
différentes représentations mathématiques des systemes, ainsi que les principales tech-

niques de modélisation.

Dans le deuxieme chapitre, on s’intéresse a la résolution numérique des équations
différentielles ordinaires du premier ordre. Nous nous focalisons sur les méthodes expli-
cites, c’est-a-dire sur les méthodes utilisant des formules de récurrences pour déterminer la

solution de I’équation différentielle [2] [5]. Nous présentons en détail les méthodes d’Euler
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et d’Adams-Bashforth tout en mettant en évidence leurs avantages et leurs limites.

Le troisieme chapitre est dédié a la commande LQ des systemes dynamiques. Nous
allons d’abord formuler le probleme de commande optimale, puis nous utilisons la pro-
grammation dynamique [6], basée sur le principe d’optimalité de Bellman sous la forme
discrete [3, 9], pour déterminer la commande optimale sous forme d’un retour d’état ou

de sortie. Un exemple d’application est présenté a la fin du chapitre.

Dans le quatrieme chapitre, nous allons utiliser la technique de commande LQ pour
minimiser I'erreur d’approximation des méthodes d’intégration numérique afin d’améliorer
la précision de la solution. Nous commencons par la formulation du probléeme de com-
mande en précisant le modele régissant la dynamique de 'erreur d’approximation et le
critere de performances caractérisant la précision de la solution. Deux applications concer-
nant les méthode d’Euler et d’Adams-Bashforth sont présentées avec des résultats de
simulation démontrant 'apport de la commande LQ dans I'amélioration de la qualité de

la solution.

Le mémoire se termine par une conclusion générale sur I’ensemble de I’étude présentée

tout en indiquant quelques perspectives futures.



Chapitre 1

Modeles mathématiques des

systemes dynamiques

1.1 Introduction

La modélisation mathématique est une méthode essentielle pour traduire des phénome-
nes observables en équations mathématiques. Elle joue un role crucial dans de nombreux
domaines scientifiques et techniques en permettant de formaliser et de comprendre les com-
portements complexes des systemes réels. En effet, la complexité du modele mathématique
nous permet d’approcher au mieux les caractéristiques effectives des phénomenes phy-

siques.

Dans ce chapitre, nous allons présenter des généralités sur la modélisation des systemes

dynamiques par des équations différentielles ordinaires.

1.2 Notion de systeme dynamique

Un systeme dynamique, de maniere simple, peut étre défini comme un ensemble
d’éléments interconnectés de maniere a former une entité destinée a accomplir une certaine
tache ou de réaliser un objectif spécifique. Cette définition englobe une grande variété de

structures et de processus, allant des machines complexes aux phénomenes naturels.

Prenons l'exemple d’'un moteur électrique, qui est un systeme composé de divers
éléments, tels que le stator, le rotor et d’autres éléments, agencés de maniere a convertir
I’énergie électrique en mouvement afin de démarrer par exemple un véhicule électrique.
Dans ce cas, le stator et le rotor interagissent de maniere coordonnée pour produire le
mouvement nécessaire au fonctionnement du moteur et, par extension, a la mise en marche
du véhicule [7].
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Les systemes peuvent étre de nature physique, comme les machines, les dispositifs
électroniques, ou encore les systemes biologiques, mais ils peuvent aussi étre abstraits,
comme les systemes d’information ou les systemes de gestion. Dans tous les cas, la notion
de systeme implique une organisation spécifique des éléments en interaction, visant a at-

teindre un objectif bien déterminé.

Un systeme dynamique est caractérisé par un certain nombre de variables (Figure [1.1])

qu’on peut classer comme suit [9] :
1. Les états : ce sont les variables internes qui décrivent 1’état du systeme dynamique.

2. Les sorties : ce sont les variables mesurables qui représentent le résultat ou le com-
portement du systeme. Généralement, ce sont les variables qu’on doit commander
pour leur imposer un comportement désiré. On peut distinguer les variables a me-

surer et les variables & commander.

3. Les commandes : ce sont les variables qu’on peut manipuler pour modifier le com-

portement des sorties du systeme.

Perturbations

Commande — > Systeme ———— Sortie

Etats

FIGURE 1.1 — Diagramme d’un systeme dynamique.

1.3 Notion de modele mathématique

Le modele d'un systeme dynamique est une structure mathématique qui, soumise
aux meémes signaux d’action que le systeme réel, reproduit le méme comportement d’une
expérience [7), 8]. C’est-a-dire que les variables calculées a partir du modele sont voisines
des valeurs mesurées sur le systeme. Il faut toujours rester prudent sur 'aptitude d’un
modele & reproduire la réalité [7,, [8]. En effet, si le modele a été validé a partir d’une
expérience, il se peut que, pour d’autres conditions expérimentales, le modele ne four-
nisse plus des résultats voisins des mesures. Il est d’usage de parler d’'un modele établi

pour un domaine de fonctionnement donné et de préciser les hypotheses simplificatrices
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considérées [1].

Un modele, quelle que soit la valeur du signal appliqué a I’entrée, donnera un résultat ;
par contre pour le systeme réel, le signal appliqué peut le détruire (par exemple, un mo-
teur électrique peut supporter une certaine tension d’alimentation maximale). La réalité
physique d'un phénomene est généralement tres complexe, et, bien souvent, on est amené
a faire des hypotheses simplificatrices pour traduire cette réalité en équations [I]. L’apti-
tude du modele a décrire une expérience sera sa qualité essentielle, mais un modele exact

n’existe pas. Le modele doit satisfaire deux exigences opposées :
1. Reproduire la réalité le plus précisément possible et,

2. Avoir une structure mathématique la plus simple possible (pour une utilisation

aisée) [1].

Ainsi, un modele mathématique reste un compromis dans un ensemble de contraintes.

1.4 Obtention du modele mathématique

Dans cette section, nous explorerons les différentes méthodes utilisées pour obtenir
un modele mathématique représentatif d'un systeme dynamique. Nous aborderons la
modélisation mathématique [1}, 8], la modélisation expérimentale (identification) [1], et
présenterons quelques exemples illustratifs de modeles mathématiques. La modélisation
mathématique conduit a un modele appelé de connaissance, et la modélisation expérimentale

conduit & un modele de comportement [1].

1.4.1 Modélisation mathématique

Un modele mathématique est représenté par des équations dont les termes sont des
collections ou des arrangements de symboles combinés avec des opérations mathématiques
telles que I'addition, la soustraction, la multiplication, etc. Les mathématiques permettent
de rendre les modeles aussi abstraits et rigides que possible en utilisant des symboles
uniques et une logique qui définit les relations entre les symboles et donc entre les com-
posants réels du systeme représentés par ces symboles. C’est un avantage majeur dans la
modélisation, car les modeles mathématiques peuvent étre manipulés, simplifiés, résolus

ou transformés a ’aide de théoremes et d’autres résultats mathématiques établis.

Le modele mathématique est obtenu en considérant les points suivants [1] :
1. les limites du systeme physique,

2. les variables caractéristiques,
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3. les phénomenes physiques a prendre en compte,

4. les hypotheses simplificatrices.

En général, le modele est obtenu en écrivant les lois de la physique [7] (lois de Kirch-
hoff, lois de Newton, formalise de Lagrange, lois de Bernoulli, bilan de masse, bilan
énergétique, ...). Lorsque le modele mathématique est élaboré a partir des lois de la phy-
sique et ses parametres sont connus, le modele obtenu est appelé modele de connaissance
ou boite blanche [1].

1.4.2 Modélisation expérimentale

Lors de la construction d’un modele mathématique, il est souvent nécessaire d’intro-
duire certains coefficients appelés parametres du modele ou du systeme. Ces parametres
peuvent avoir une signification physique, comme dans les modeles de connaissance, ou n’en
avoir aucune, comme c’est le cas pour les modeles de comportement. Dans les deux cas,

leur valeur numérique doit souvent étre déterminée a partir de données expérimentales.

Cependant, la détermination des parametres a des objectifs différents qu’il s’agisse
d’un modele de connaissance ou d’un modele boite noire. Les termes utilisés pour décrire
cette étape different également : on parle plutot d’estimation des parametres dans le pre-
mier cas et d’identification dans le second. En effet, I'objectif de I'identification est de
calculer les parametres d’'un modele de processus a partir de données expérimentales de
maniere a ce que le comportement du processus et celui du modele soient identiques, et

ce pour toutes les séquences de variables d’entrée habituellement utilisées [I].

Le modele expérimentale est obtenu en suivant les étapes suivantes [1] :
Mise au point du protocole expérimental,

Réalisation de la campagne de mesure,

Prétraitement des données (filtrage pour éliminer le bruit),

Choix de la structure du modele (linéaire ou non linéaire),

Calcul des parametres du modele (identification ou estimation),

S

Validation des résultats.

Le modele obtenu par modélisation expérimentale représente le comportement du systeme
en se basant sur des mesures d’entrées et de sorties collectées. Il est souvent linéaire et sa
validité est limitée a de petites variations autour du point de fonctionnement considéré.

Ce modele est désigné sous le vocable modele de comportement ou boite noire [1].
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Dans ce mémoire, on s’intéresse aux modeles obtenus par la modélisation mathématique,

c’est-a-dire les modeles de connaissance (boite blanche).

Remarque 1.1. Il existe un autre type de modélisation qui combine les modélisations
mathématique et expérimentale. Dans ce cas, la structure du modele est obtenue par
modélisation mathématique (écriture des lois de la physique), et les parametres sont ob-
tenus par modélisation expérimentale (en utilisant les mesures des variables). Ce type de

modele s’appelle boite grise [1].

1.5 Types de modeles mathématiques

Dans le domaine de la modélisation des systemes dynamiques, il existe une grande
variété de types de modeles, chacun ayant ses propres caractéristiques, ses avantages, ses
inconvénients, et les domaines d’application. Comprendre ces différents types de modeles
est essentiel pour choisir 'approche la plus appropriée en fonction des besoins spécifiques
de modélisation. Dans ce qui suit, on s’intéresse aux représentations mathématiques dans

le domaine temporel d'un systéme monovariable (une seule entrée et une seule sortie).

1.5.1 Modele sous forme d’équations différentielles ordinaires

En général, la modélisation mathématique conduit a un ensemble d’équations différenti-
elles ordinaires. Une équation différentielle ordinaire établit la relation entre la variable
de sortie du systéme y, de ses dérivées g, j, ..., y™ , de la variable de commande u, et
de ses dérivées w, i, ..., u™. Ainsi, le modele mathématique est décrit par I'équation

différentielle suivante :

Ft,y@),g@), i), .. y™ @), w(t), a(t), i), .., u™ () =0 (1.1)

Les variables dépendantes u et y dépendent de la variable indépendante du temps
notée t. Selon la nature de la fonction F', le modele peut étre linéaire ou non linéaire. Le
nombre n représente ’ordre du systeme. Pour compléter le modele, des conditions initiales
doivent étre spécifiées, généralement, elles sont données par les valeurs de la sortie et de

ses dérivées a l'instant initial %y, c’est-a-dire

Y (to) = Yo, ¥ (to) = Y1, -, ¥ (to) = yn (1.2)

Souvent on prend ty = 0, et yo, y1, ..., Yy, sont des constantes connues [4].
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1.5.2 Modele d’état d’un systeme dynamique

Les modeles d’état sont utilisés dans divers domaines pour représenter le compor-
tement dynamique des systemes, en particulier en automatique. Le modele d’état d'un
systeme dynamique est donné sous forme d’un ensemble d’équations d’état du premier
ordre. Il est obtenu directement a partir des équations différentielles ordinaires du systeme
en introduisant de nouvelles variables, appelées variables d’états, qui représentent des va-
riables internes du systeme. Ces dernieres sont regroupés dans un vecteur x désigné sous

le vocable vecteur d’état. Ce vecteur est de dimension n.

Un modele d’état comprend deux équations [3}, [8, 9] :

1. Equation d’état : Il représente la relation entre le vecteur d’état x et de la com-
mande u. Cette relation est donné par un ensemble d’équations différentielles or-

dinaires d’ordre un comme suit :

g1 (t)=fi(zi (), 22(t), ..o, 2 (t), u(t)), w1 (to) =210
Zo (t) :f2 (1’1 (t)’ T2 (t)a ceey T (t)’ u(t))’ X2 (tO) = T20 (13)
i (8) = S (21 (1), 2 (8) s 2 (£), w (), an (fo) = Zno
qu’on peut écrire sous la forme générale suivante
@ (t) = f(z(t), u()) 1.4
x (tg) = xo (1.5)

ou ty représente l'instant initial, xy et x sont respectivement les vecteurs de condi-

tions initiales et d’état donnés comme suit :

10 T (t

x To (T
_— 20 o (t) _ 2 (

Tno Ty (t)

2. Equation de sortie : Il représente la relation entre le vecteur d’état x et de la sortie
u. Cette relation est donné par une équation algébrique de la forme (dans le cas

d’une seule sortie)
y (@) =h(@ (), x2(t), ..., zn(t), u(t)) (1.6)

ou encore
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En résumé, un modele d’état est de la forme

1.6 Exemple d’application

Dans cette section, nous allons déterminer le modele d’état du systeme mécanique de
la Figure en utilisant le formalisme de Lagrange. On désigne les déplacements angu-
laires des deux masses my et mg respectivement par 0 (t) et 0, (t). Les grandeurs 7 et 7o

sont des couples qu’on applique au systeme pour réaliser le déplacement des masses.

Calculons les énergies cinétique et potentielle du systeme. Le systeme mécanique com-

prend deux masses, alors ’énergie cinétique totale du systeme est :
1 2 42 1 2 42
Concernant 1’énergie potentielle du systeme, on a un seul ressort, alors :
1, 1 .
V:§kAa: :§k(X1—X2) (1.10)

et comme les déplacements rectilignes des extrémités du ressort sont X (t) = r sin 6 (t)
et Xy (t) = r sinfy (t), alors

V= %k 2 (sinb; (t) — sin s (t))° (1.11)

FIGURE 1.2 — Systéme mécanique (deux pendules).

Chaque masse est soumise aux efforts (couples) appliqués et celui engendré par leurs
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poids. Ainsi, la masse m; est soumise au couple appliqué 7; et au couple engendré par
son poids ¢; = —my gl sinf; (t). De méme, la masse my est soumise aux couples 75 et

o = —mg gl sinby ().

En utilisant le formalise de Lagrange, on obtient pour la masse m; :

d (0T* or+ oV
— - — — = 1.12
ar (801) 96, T o8, @ (1.12)
% <m1 126, (t)> + kr® (sinb; () — sin6s (t) )2 costh (1) =Wi+mn (1.13)
% (m1 126, (t)) + k1’ (sin; (t) — sin6s (t) )2 cosb (t) — Wy =n (1.14)
my 120, (t) + kr® (sin; (t) — sin b (t) )2 cost (t) — Wy =n (1.15)
avec W, = —my gl sinf; (t). Pour la masse my :
d (0T~ or~ v
Rl () o 1.1
di (ae2> 06, " 06, (1.16)
% <m2 120, (t)) — kr® (sinb; () — sin6s (t) )2 cosby (t) = Wy + 7o (1.17)
% <m2 12 0, (t)> — kr® (sinb; () —sin6s (t) )2 cosly (1) — Wy =1 (1.18)
mg 120, (t) — kr® (sin; (t) — sin 6 () )2 cosly (t) — Wy =1y (1.19)
avec W, = —mggl sinby (t).

En résumé, le modele du systeme est donné par les deux équations différentielles

ordinaires de deuxiéme ordre suivantes :

my 126, (t) + kr® (sin6; (¢) — sin6s () )2 cosfy (t) +myglsinb, (t) =mn (1.20)
Mo 12 0, (t) — kr® (Sin 01 (t) — sin by (1) )2 cosfy (t) +magl sinby (t) = 7 (1.21)

Ainsi, en introduisant les variables d’état suivantes :

x 291, o =01, x3 =09, T4 =05

et en considérant comme sorties y; = 60 et yo = 03, on peut mettre le modele (1.20]) et
(1.21]) sous la forme du modele d’état (1.8)) comme suit :
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x'l = X2
. krd . 2 g .
Ty = — 5 (smxl — smxg) COST| — = sinxy + 571
my l l my |
$3 = T4 (122)
. krd . 2 g .
Ty = — 5 (smxl — 81111;3) COST3 — — SINT3 + 572
mgl { mgl
=
Yo = T3

Le modele obtenu est fortement non linéaire. Par exemple, dans le cas ou on considere
que les déplacements angulaires 6 et 6, sont faibles (hypothese simplificatrice), alors on
a:

cosxy ~ cosxy =1

et

sinry &~ r1, sinxg~ 3

Le modele d’état fortement non linéaire (1.22)) prend la forme suivante :

T1 = T2
. ko3 2 1
i) —m l2 (1’1 — Ig) — 7!E1 + l27'1
1 1
i = 14 (1.23)
. k3 2 g 1
x4——m2l2 (1'1—1'3) —7Q33+ 2l27'2
=T
Yo = T3

Les évolutions des positions angulaires 61 et 6 obtenues avec les parametres m; = 1
kg, mo =4 kg, k=1N/m, [ =1metr=1/2m, et les conditions initiales 6; (0) = 30
et 0, (0) = 45" sont données par la Figure .
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0.8 T T T T T T T T T

0.6 4

04r

Position (rad)
o
o N

-0.2

0.4 -
06 0,] -

02
_0.8 L L L L L L L L Il

Temps (s)

FIGURE 1.3 — Evolution des positions angulaires des masses.

1.7 Utilisation d’un modele mathématique

Le modele mathématique est une représentation abstraite du systeme physique. Ce
modele mathématique sera utilisé a la place du systeme physique. Cette approche présente
plusieurs avantages. En effet, il est intéressant d’effectuer des tests sur le modele que sur
le systeme physique pour les raisons suivantes :

— Sécurité : certains tests peuvent étre dangereux pour le systeme et ’environnement.
Par exemple, appliquer des commandes importantes pour un moteur électrique ou
un réacteur nucléaire.

— Economique : certains tests physiques sont tres cotiteux. Par exemple, étudier I'in-
fluence de la concentration d’un produit chimique sur le produit final nécessite
d’utiliser des produits avec différentes concentrations.

— Gain en temps : certaines expériences pratiques peuvent nécessiter un temps im-
portant pour observer le résultat, par contre avec une simulation directe sur le
modele, le résultat est immeédiat.

L’utilisation d’un modele mathématique repose essentiellement sur la résolution des équati-
ons différentielles ordinaires. Ainsi, 'exploitation d’'un modele mathématique nécessite
la résolution des équations du modele. Cette derniere peut se faire analytiquement ou

numériquement selon la complexité du modele [2, [5, ®]. Souvent la résolution se fait
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numériqu-ement en utilisant des méthodes d’intégration des équations différentielles ordi-
naires [2), 5]. Ainsi, le choix d’'une méthode numérique appropriée et sa paramétrisation

jouent un réle important pour la validation du modele [2], [5].

Les différentes applications du modele mathématique basées sur la résolution des

équati-ons du modeles sont :

— Simulation du comportement du modele mathématique : la résolution numérique
d’un modele mathématique permet de reproduire le comportement dynamique du
systeme physique pour certaines conditions de fonctionnement, par exemple pour
étudier I'influence des conditions initiales ou d’un parametre physique sur la sta-

bilité du systeme, et des perturbations externes.

— Validation d’un modele mathématique : un modele mathématique issu de la modélis-
ation est généralement entaché des erreurs due principalement aux hypotheses
simplificatrices considérées [I]. En effet, il est impossible de considérer tout les
phénomenes physiques lors de la modélisation [8]. Par conséquent, avant toute uti-
lisation du modele I’étape de validation est primordiale. Cette derniere consiste a
confronter les prédicti-ons, obtenues par résolution numérique du modele mathéma-
tique, avec des mesures expérimentales collectées pour d’autres signaux de com-
mandes [1]. Sur la base de cette confrontation, on peut juger la validité du modele

élaboré.

— Analyse des propriétés fondamentales du systeme : on peut utiliser la simulation
numérique pour étudier les propriétés fondamentales d'un systeme dynamique, par

exemple la commandabilité et la stabilité.

— Validation des lois de commande : avant d’implémenter les lois de commande sur
le systeme physique, il est important de les valider sur le modele mathématique en

évaluant leurs performances de poursuite et de régulation.

— Utilisation en ligne du modele mathématique : pour I'implémentation de certaines
lois de commandes ou techniques de diagnostic, I'utilisation d’un observateur d’état
est indispensable. Ce dernier est construit sur la base d’un modele mathématique,
par conséquent la résolution en temps réel du modele du systeme est inéluctable.
Aussi, dans certains types de commande, la résolution du modele mathématique
joue un role du premier plan, par exemple dans le cas de la commande prédictive [1],
a chaque instant d’échantillonnage, un probleme d’optimisation faisant intervenir

le modele mathématique doit étre résolu. Dans le cas de la commande adaptative
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a modele de référence, le modele du systeme doit étre résolu en ligne pour définir
I’erreur de poursuite. Dans le cas de la commande a modele interne, le modele est
utilisé pour assurer une certaine robustesse vis-a-vis des incertitudes [1], et aussi
pour le rejet de perturbation. En effet, une erreur entre la sortie commande et celle
du modele interne est définie. Cette derniere est utilisée pour calculer la commande

permettant de minimiser cette erreur.

1.8 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté des généralités sur la représentation mathématiq-
ue des systemes dynamiques dans le le domaine temporel. Nous avons présenté les deux
approches utilisées pour 'obtention du modele mathématique basée respectivement sur
I’écriture des lois de la physique et sur une campagne de mémes entrée-sortie. Puis,
nous avons axé ’exposé sur les modeles mathématiques donnés sous formes d’équations
différentielles ordinaires dont le modele d’état est cas particulier. Ensuite, nous avons
présenté un exemple d’application. A la fin du chapitre, nous avons présenté les différentes
utilisations du modele mathématique ot on a souligné I'importance de la résolution en

ligne des équations du modele mathématique.

La résolution numérique des équations des modeles fera 1'objet du chapitre suivant.



Chapitre 2

Résolution numérique des équations

différentielles ordinaires

2.1 Introduction

L’utilisation d’un modele mathématique passe inéluctablement par la résolution de ses
équations. Ainsi, la solution peut étre obtenue analytiquement ou numériquement selon
la complexité de ces équations. Si la solution analytique peut étre obtenue dans le cas des
équations linéaires et particulierement pour certaines équations non linéaires, la solution

numérique des équations est toujours possible.

Dans ce chapitre, on s’intéresse a la résolution numérique des équations différentielles
ordinaires du premier ordre. Rappelons qu'une équation différentielle ordinaire ou un
systeme d’équations différentielles ordinaires d’ordre supérieur peuvent étre écrits sous
forme d’un systeme d’équations différentielles ordinaires d’ordre un en utilisant les va-

riables d’état.

2.2 Position du probleme

Un systeme d’équations ordinaires d’ordre un est de la forme :

dzx (t)
dt

= [t x (1)) (2.1)

ou t est la variable indépendante, x (t) est la fonction vectorielle inconnue qu’on cherche
a déterminer, et f est une fonction vectorielle donnant le taux de changement de x par
rapport a t. La solution de cette équation est la fonction z (f) qui satisfait I’équation
différentielle ordinaire et la condition initiale z (¢y) = .

16
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Avec les méthodes numériques de résolution d’équations différentielles, il n’est plus
possible d’obtenir une solution pour toutes les valeurs de la variable indépendante ¢. On
obtient plutot une approximation de la solution analytique seulement a certaines valeurs
de t notée t; et distancées d'une valeur constante h = ;.1 — t; (h est appelé le pas de
t). Ainsi, on désigne par z (¢;) la solution analytique de I’équation différentielle en
t = t;, et x; la solution approximative (numérique) en t =+¢; obtenue a l'aide d’une

méthode numérique.
L’utilisation des méthodes numériques permettent de déterminer la suite suivante :

[El:[L’(tl),$2:$(t2),Qfgzx(tg),...,ﬂfi:l'(ti),... (22)

qui représente la solution numérique de I'équation différentielle ordinaire (2.1]). Notons
qu’avec une méthode numérique, il n’est pas possible d’obtenir une solution pour toutes
les valeurs de la variable indépendante t. Néanmoins, les valeurs de la solution entre ¢; et

t;11 peut étre obtenue par des techniques d’interpolation.

Dans ce qui suit, on va présenter quelques méthodes qui permettent de construire la
suite de valeurs (2.2)), ¢’est-a~dire la solution numérique de I’équation différentielle ordi-
naire ([2.1)). L’étude sera limitée a une équation différentielle dont f est un scalaire, mais le

développement peut étre généralisé facilement pour le cas ou f est une fonction vectorielle.

2.3 Méthodes numériques a pas multiples

On appelle méthode numérique a s + 1 pas, toutes méthodes qui permettent de cal-
culer la solution z; de I’équation différentielle ordinaire (2.1)) en utilisant 1’équation de

récurrence suivante

Tiy1 = (ti, Tisticy, Tica, .., ticg, Timg, ) (2.3)

ol v est une fonction non linéaire. Le nombre de pas s+ 1 représente le nombre de valeurs

de solutions précédentes nécessaires pour calculer une nouvelle solution [2].

L’intérét des méthodes a s+ 1 pas, vient du fait qu’on peut obtenir un ordre élevé pour
une complexité de calcul nettement inférieure a celle des méthodes de Runge-Kutta par
exemple [2], 5]. L'un des problemes essentiels, néanmoins, est de s’assurer que la stabilité

numérique reste suffisamment bonne.

Par exemple, une méthode a un pas (s = 0) permet de déterminer la solution en
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utilisant la formule suivante

Tir1 = ¢ (tl, Xy, h) (24)

et une méthode a deux pas (s = 1) utilise la formule suivante

Tiy1 = U (t;, i tio1, xio1, ) (2.5)

2.4 Méthode d’Euler explicite

La méthode d’Euler (explicite) est de loin la méthode a un pas la plus simple de
résolution numérique d’équation différentielle ordinaire. Bien que son emploi soit facile,
toutefois, elle est relativement peu utilisée en raison de sa faible précision et d’instabilité

numérique si le pas h est mal choisi [5].

L’idée fondamentale de la méthode d’Euler est de discrétiser le temps avec un pas h
constant et d’utiliser la pente de la solution a chaque étape pour estimer la valeur de la
solution a l'itération suivante. Dans ce cas, la fonction non-linéaire v est donnée comme
suit

c’est-a~dire la suite des valeurs de la solution sont obtenues en utilisant 1’équation de

récurrence suivante

d’apres la formule (2.7)), il est clair que pour calculer la solution 2,1, on a besoin de la

solution z;, par conséquent la méthode d’Euler est une méthode a un pas (s = 0).
Une méthode a un pas converge a l'ordre p si [5]

gi (h) = max |z (t;) — x;| = O (h*) (2.8)

1<i<N
ou N est le nombre total de pas de temps. L’ordre de convergence d’une méthode a un pas
dépend de I'erreur commise a chaque pas de temps caractérisée par ’erreur de troncature

locale £;41. Ainsi, pour t = t;, Uerreur €;,1 est définie comme suit [5]

it () = S~ f (t (1) (2.9)

L’erreur de troncature locale mesure la précision avec laquelle la solution analytique

vérifie ’équation de récurrence (2.7)). Par conséquent, on peut conclure que cette précision
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dépend du pas h.

Par exemple, pour la méthode d’Euler, en effectuant un développement de Taylor de

la solution x;.; autour du point ¢ = ¢;, on obtient

Tiy1 =X (tz + h)
2

=x(t;)+hat;)+ %x (t;) + O (r?) (2.10)

En substituant x;,; par son expression donnée par (2.10]), on obtient I'erreur de tron-

cature locale suivante

gip1 (h) = 2 (t;) + gm (ti) + O (h?) — [ (t, z (t;)) (2.11)

et comme = (¢;) = f (¢, z (t;)), alors
gir1 (h) = gx (t;) + O (R?) (2.12)

ol simplement

En utilisant la relation ([2.8]), on déduit que la méthode d’Euler explicite converge a
lordre 1 (u = 1).

Pour illustrer la méthode d’Euler explicite, on considere I’équation différentielle ordi-

naire suivante

T(t)=—x(t)+t+1 (2.14)
x(0)=1 (2.15)

dont la solution exacte est
v(t)=e '+t (2.16)

En considérant un pas h = 0, 1; ’équation de récurrence est donnée comme suit

Le Tableau donne les résultats des cinq premiers pas de temps.
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0| 0 | 1.00000000 | 1.00000000 0.00000000
110,11 1.00483742 | 1.01000000 0.00516258
210,2 | 1.01873075 | 1.02900000 0.01026925
3 10,3 |1.04081822 | 1.05610000 0.01528178
4104 | 1.07032005 | 1.09049000 0.02016995
510,50 | 1.10653066 | 1.13144100 0.02491034

TABLE 2.1 — Solution numérique avec la méthode d’Euler.

Les résultats du tableau montrent une différence entre la solution numérique et la
solution analytique. On remarque aussi que cette erreur augmente lorsque ¢ augmente.
Pour montrer I'influence du pas h sur la précision de la solution numérique, on représente
Ierreur ; pour h = 0,025, h = 0,05 et h = 0,1 . Les résultats obtenus sont donnés par

la Figure [2.3] On remarque que lerreur devient importante avec augmentation de h.

0025 T T T T T T T T T ,)
0.02 4
—©—h=0.025
h=0.05
—©—h=01
0.015 4
W
0.01 .
D
0.005 [ .
0(/ Il Il Il Il Il Il Il Il
0 0.05 0.1 015 02 025 03 035 04 045 05
t

FIGURE 2.1 — Méthode d’Euler : évolution de ’erreur pour différentes valeurs de h.

2.5 Méthodes d’Adams-Bashforth

L’idée de base des méthodes a pas multiples consiste a intégrer I’équation différentielle
(2.1]) dans l'intervalle [¢;, t;11] comme suit
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/ = re @) ai (2.18)
ce qui donne
v (ti) — 3 (1) = _M £t 2 (1)) dt (2.19)
ou encore Z
vt =z )+ [t (b)) dt (2.20)
P L T (2.21)

t;

Il reste a trouver une approximation de l'intégrale présente dans I’équation .
Pour y arriver, on utilise une interpolation de la fonction f (¢, z (¢)) a partir des valeurs
de z (t) calculées aux itérations précédentes. On note f; = f (¢;, x;) approximation de
[ (ti, x (t;)). On peut évaluer la fonction f (¢, z (¢)) au moyen d'un polynéme p, (t) dans
I'intervalle [t;, t;41]. L’évaluation de p; (t) ne requiert que des valeurs connues provenant
des itérations précédentes. En augmentant successivement le degré du polynome, on ob-

tient des approximations de plus en plus précises [5].

Par exemple, si I'on utilise le polynome de degré n = 0 (une constante), on a I'ap-

proximation
f (b)) = po(t) = fi (2.22)

et en utilisant 1’équation (2.21]), on obtient

tit1
t;
tit1
=x; + fz dt

t;
=2 + fi (tiy1 — 1)

Dans ce cas, on obtient la formule de la méthode d’Euler explicite.

Si on utilise, un polynome d’ordre = 1, on a 'approximation suivante

ftz@)=pi(t) = fi+ % (t—t;) (2.24)
i+1 %
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Ainsi, en utilisant I’équation (2.21]), il vient

tit1
_xi+li+1 [fz'*‘%(t_ti) dt
h
=z; + 5 (3 fi = fiz1)
= w0 3 (to @) — f (tir, 21 (2.25)

Dans ce cas, on obtient la méthode d’Adams-Bashforth a deux pas. En effet pour

calculer la solution x;, 1, on a besoin des deux solutions précédentes z;_; et x; (deux pas).

Ainsi, en considérant des polynomes p, (t) d’ordre n = 2 et n = 3, on obtient les

méthodes d’Adams-Bashforth a trois pas et quatre pas dont les formules sont respecti-

vement
h
Tiv1 = T4 + E [23f (t” ZL’Z> - 16f (ti—17 171’—1) - 5f (ti_g, ZL'Z'_QH (226)
h
Tig1 = Tj + 21 155 f (i, xi) — 59 f (tic1, xim1) + 37 f (tice, Tice) — 9 f (tims, Tis)]

(2.27)

On constate qu’en utilisant un polynome de degré 7, on obtient une méthode a s + 1
pas dont I'erreur de troncature locale est d’ordre a + 1. On définit I’erreur de troncature
locale liée aux méthodes a pas multiples d’'une maniere semblable a ce que 'on fait dans

le cas des méthodes a un pas.

Pour illustrer la méthode d’Adams-Bashforth a deux pas, on considere le méme

exemple étudié précédemment avec la méthode d’Euler explicite

T(t)=—z(t)+t+1 (2.28)
z(0)=1 (2.29)

dont la solution exacte est
z(t)=e "+t (2.30)

En considérant un pas h = 0,1; I'équation de récurrence obtenue avec la méthode



Chapl tre 2. Résolution numérique des équations différentielles ordinaires

d’Adams-Bashforth est donnée comme suit

Tip1 = T + 5

Le Tableau rassemble les résultats des cing premiers pas de temps.

2

[3 (—SCi + ti + 1) — (—371;1 + tifl + 1)]

0| 0 | 1.00000000 | 1.00000000 0.00000000
110,11 1.00483742 | 1.00000000 0.00483742
2 10,2 | 1.01873075 | 1.02500000 0.00626925
3 10,3 | 1.04081822 | 1.05625000 0.01543178
4104 | 1.07032005 | 1.09406250 0.02374245
510,50 | 1.10653066 | 1.13776562 0.03123497

23

(2.31)

TABLE 2.2 — Solution numérique avec la méthode d’Adams-Bashforth.

Les résultats du tableau montrent une différence entre la solution numérique et la
solution analytique. On remarque aussi que cette erreur augmente lorsque ¢ augmente.

Pour montrer I'influence du pas h sur la précision de la solution numérique, on représente
Ierreur ; pour h = 0.025, h = 0.05, h = 0.1 et A = 0.15. Les résultats obtenus sont
donnés par la Figure [2.2] Ces résultats démontrent I'impact du choix du pas de temps

sur la précision de la solution numérique.

0035 T T T T T T T T T
—6—h =0.025
—O—h=0.05 |4
0.03 - h=0.1 ]
0.025 - .
0.02 - i

59

0.015

0.01

0.005

FIGURE 2.2 — Méthode d’Adams-Bashforth : évolution de l'erreur pour différentes
valeurs de h.
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2.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté le principe général des méthodes d’intégration
numérique des équations différentielles ordinaires a un pas et a pas multiples. Nous avons
démontré les formules des méthodes d’Euler et d’Adams-Bashforth a deux pas. Ces
deux méthodes ont été illustrées par un exemple d’application ol on montre I'influence

du pas d’intégration sur la précision et la stabilité numérique de la solution.

Le pas d’intégration numérique joue un role important pour assurer la stabilité de
la méthode et obtenir une solution avec la précision souhaitée. Néanmoins, en pratique,

le choix de ce pas est difficile surtout dans le cas des équations différentielles non linéaires.

Alinsi, pour assurer la stabilité et la précision d’une méthode d’intégration numérique, il
est intéressant, pour un pas donné, de controler ’erreur de troncature donnée, c’est-a-dire
forcer cette erreur a étre faible. Cet objectif peut étre achevé en utilisant des techniques de
commande automatique, par exemple la commande LQ. Le chapitre suivant sera consacré

a la commande LQ.



Chapitre 3

Commande linéaire quadratique

(LQ)

3.1 Introduction

La commande optimale permet de transférer I’état d’un systeme dynamique d'un état
initial vers un état final, imposé ou libre, tout en minimisant un critere de performances
et en respectant un certain nombre de contraintes physiques [3}, [6, [9], par exemple la

saturation des actionneurs.

Pour formuler un probleme de commande optimale, on doit préciser le modele du
systeme sous forme d’état, les conditions terminales (état initial et final), le critere de
performances, et les contraintes physiques. Lorsque le modele est linéaire et le critere de

performances est quadratique, on parle d'une commande linéaire quadratique (LQ) [6].

Une commande LQ permet de réaliser un placement de poles optimal. Elle vise a
minimiser deux objectifs : 'erreur et ’énergie mise en ceuvre. Dans ce chapitre, nous nous
intéressons a la conception d’une commande LQ par la programmation dynamique basée

le principe d’optimalité de Bellman.

3.2 Probleme de commande linéaire quadratique

Un probleme de commande LQ & horizon de commande fini prend la forme suivante
[3, 6]

25
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minJ (u(t), t) = [ 27 (t) QT (t) + u” (t) Ru(t) dt

u(t) to
sujet a : (3.1)
z(t)=Ax(t)+ Bul(t)
x (tg) = xo
ou x est I’état du systeme, u est le vecteur de commande, A € R et B € R"*™ sont
les matrices d’état et de commande du systeme, Q = QT > 0 et R = RT > 0 sont des
matrices de pondération, ¢y et ¢y sont les instants initial et final, zo est I’état initial du

systeme. Dans ce qui suit, on suppose que 1’état final est libre.

L’objectif consiste a chercher la commande u qui permet de minimiser le critere J. En
utilisant le principe du minimum de Pontryagin, on peut démontrer que la commande

optimale est un retour d’état de la forme [3]

u(t) = Kax(t) (3.2)

En substituant ’expression de la commande dans le modele du systeme, on obtient en

boucle fermée le systeme suivant

i(t) = (A+ BK) z (1) (3.3)

On remarque que le choix de la matrice K permet de fixer ou réaliser un placement
de poles pour le systeme en boucle fermée. Comme la matrice K est déterminée en mini-

misant le critere de performances J, alors le placement de poles est optimal.

Pour déterminer la matrice K, on va utiliser la programmation dynamique basée sur

le principe d’optimalité de Bellman.

3.3 Programmation dynamique

La programmation dynamique [3], @] est I'une des méthodes utilisée pour la résolution
des problemes d’optimisation dynamique (les solutions recherchées sont des fonctions),
comme le cas de la commande optimale ou on cherche a déterminer la fonction u comme
une fonction de la variable ¢ qui minimise le cout J. La programmation dynamique est

basée sur le principe d’optimalité de Bellman [3].
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3.3.1 Principe d’optimalité de Bellman

Le principe d’optimale de Bellman s’énonce comme suit [3] :

Si B est un point intermédiaire de la trajectoire optimale allant de 1’état initial A
a létat final C (Figure ), la portion BC de cette trajectoire constitue la trajectoire

optimale reliant 1’état intermédiaireBa 1’état final C.

A

FI1GURE 3.1 — Principe d’optimalité de Bellman.

3.3.2 Discrétisation du probleme de commande optimale

L’application de la programmation dynamique pour concevoir une commande opti-
male peut se faire de deux manieres. Ainsi, en considérant le probleme de commande op-
timale sous sa forme continue, le principe d’optimalité conduit a I’équation de Hamilton-
Jacobi-Bellman qui est une équation aux dérivées partielles dont la résolution est sou-
vent difficile |3, 9]. En considérant le probleme de commande optimale sous sa forme
discrete, le principe d’optimalité conduit a 1’équation fonctionnelle de Bellman qui est
une équation de récurrence simple & manipuler [3]. Cette deuxieme forme est la plus uti-

lisée en commande optimale.

Pour appliquer I’équation fonctionnelle de Bellman, on doit alors mettre le probleme
de commande optimale (3.1]) sous la forme discréte. Pour discrétiser le systeéme, on utilise

la méthode d’Euler, ce qui donne[3]

v (k+1) = Agz (k) + Bgu (k) (3.4)

avec

Ag=T+AtA, By=AtB

ou At est la période échantillonnage, I est une matrice identité de méme dimension que



Chapltr e 3. Commande linéaire quadratique (LQ) 28

la matrice A, et t = k At.

La discrétisation du critere en utilisant la méthode des rectangles [2, [5], utilisée pour

le calcul approché des intégrales, donne :

Ja(u(k), k)= a" (k) Qu (k) +u" (k—1) Ru(k—1) (3.5)

1=1
3.3.3 Détermination de la commande optimale

Dans cette sous-section, on va appliquer le principe d’optimalité de Bellman pour
résoudre le probleme de commande LQ. Ainsi, de maniére générale, en prenant A = z (k),
B=x(N)etC=uxz(k+1),et en utilisant le principe d’optimalité de Bellman, le cout
total pour transférer le systeme de I'état x (k) a I’état final x (V) (qui est libre dans notre
cas) est donné par la somme du cott partiel 27 (k+1) Qz (k+ 1) +u” (k) Ru (k) et du
cout optimal J; (x (k+ 1), k+ 1), c’est-a-dire

Jo(x(k), k) =27 (k+1) Qu(k+1)+u” (k) Ru(k)+ J; (z(k+1), k+1)  (3.6)

Comme le coiut J} (z(k+1), k+ 1) est supposé connu, alors le probleme revient
a déterminer la commande wu (k) qui minimise le cout total Jy (z (k), k), c’est-a-dire a

résoudre le probleme de commande d’optimisation suivant

Iﬁ}fr)le(.%(k), E)y=al (k+1) Qu(k+1)+u” (k) Ru(k)+ J; (v (k+1), k+1) (3.7)

Notons que x (k + 1) est la conséquence de I'application de la commande wu (k). Ainsi,
en utilisant le modele discret du systeme (3.4)), le probleme d’optimisation (3.7]) prend la

forme suivante

Iﬁ}cr)l(]d (z (k), k) =[Agz (k) + Bau (k)" Q [Agz (k) + Bau (k)] + u” (k) Ru (k)

(@ (k+1), k+1) (3.8)

ou encore sous la forme simplifiée

I&g(}d (z (k), k) =u" (k) [Bj Q@ Ba+ R] u (k) +2z" (k) A Q Byu (k)

+ a2t (k) ATQAqax (B)+ T (x(k+1), k+1) (3.9)
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On peut démontrer en utilisant le principe du minimum de Pontryagin que le cofit

optimal est de la forme [9]

Ji(x(k), k) =27 (k) P(k) (k) (3.10)

ou P est une matrice a déterminer.

Dans ce cas, le probleme d’optimisation (3.9)) prend la forme suivante

I&%Jd (z(k), k) =u" (k) [B] QBs+ R] u(k) + 22" (k) A] Q Byu (k)

+al (k) A QAqx (k) +2" (k+1) P(k+1) z(k+1)  (3.11)

et en utilisant ’équation du modele discrétisé (3.4)), on obtient

r&}cr)ll]d (z(k), k) =u" (k) [By Q Ba+ R] u(k)+ 22" (k) AL Q Byu (k)

+a” (k) A Q Agx (k) + [Agx (k) + Bau (k)" P (k+1)
[Agz (k) + Bau (k)] (3.12)

qu’on peut simplifier comme suit :

rﬁgud (z(k), k) =u" (k) [By Q Ba+ R] u(k)+ 22" (k) A] Q Byu (k)

+ ot (k) AT Q Agz (k) + 27 (k) AL P(k+1) Agx (k)
+22" (k) AL P (k+1) Byu (k) +u” (k) B P(k+1) Byu (k)

(3.13)
Ainsi, en calculant le gradient de J; (x (k) , k) par rapport a u (k), on obtient :
aJ, k), k
% —2 [BTQBy+ R] u(k)+2 [z7 (k) ATQ BJ]"
+2 [&" (k) AY P(k+1) Ba)" +2BY P (k+1) Bau (k)
=2 [BT (Q+ P(k+1)) Byi+ R] u(t)
+2 [BsQA] + Bj P(k+1) Ag] x (k) (3.14)

et en annulant ce gradient, on obtient I’équation suivante
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[BY (Q+ P(k+1)) Bi+R] u(t) + [BaQAL + BY P(k+1) Ag] (k) =0 (3.15)

la résolution de ’équation (3.15|) par rapport a u (k) permet de déterminer 'expression

de la commande optimale suivante

w (k)= —[BY (Q+ P (k+1)) Bs+R]" [BiQAT + B P(k+1) Ay =(k) (3.16)
qu’on peut écrire sous la forme
u (k) = K (k) = (k) (3.17)
avec
K(k)=—[BY (Q+P(k+1)) Bi+R] ' [BsQAL +BIP(k+1) A  (3.18)

On remarque que la commande optimale (3.16]) dépend de la matrice P (k) qui est a
déterminer. Ainsi, d’apres I’équation (3.13)), on peut écrire

J;y (x (k) , k) =u*" (k) [By Q Ba+ R] u* (k) + 22" (k) By Q Agu* (k)
+ a2t (k) AL Q Agx (k) + 27 (k) AL P(k+1) Agx (k)
+ 22" (k) AL P (k+1) Byu* (k) + " (k) B} P (k+1) Bgu* (k)
(3.19)

et en utilisant les expressions du cott optimal (3.10]) et de la commande optimale (3.17)),
I’équation (3.19]) prend la forme suivante

o' (k) P (k) (k) =2" (k) K" (k) [By QB+ R] K (k) x (k)
+a” (k) AL QALK (k) o (k) + 2" (k) AL P(k+1) Agx (k)
227 (k) AY P(k+1) BaK (k) z (k) + 2" (k) K™ (k) B} (3.20)
P (k+1) B4K (k) = (k)

L’équation (|3.20)) peut étre réécrite sous la forme

27 (k) P (k) x (k) =27 (k) M (k) z (k) (3.21)

avec
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M (k) =K" (k) [Bf @Ba+ R] K (k) +2A; QA K (k) + A] P(k+1) Aq
+2AY P(k+1) B4K (k) + K (k) B P (k+1) B4K (k) (3.22)

Ainsi, par identification, on obtient :

P (k) =M (k)
=K" (k) [BjQBys+ R] K (k) +2Bj QA K (k) + Aj P(k+1) Aq
+2AY P(k+1) ByK (k) + K (k) BY P(k+1) ByK (k) (3.23)

En substituant K (k) par son expression ([3.18]) dans (3.23]), et apres simplification

on obtient

P (k)= A5 [Q+ P (k+1) = (Q+ P (k+1)) Ba [Bf (Q+P(k+1)) By+F]™
BY (Q+ P (k+1))] Ag (3.24)

Par conséquent, les valeurs de la matrice P (k) sont déterminées en utilisant I’équation
de récurrence (13.24)), d’apres 'expression du critere (3.5)), il vient pour k = N

Ji (@ (N), N) = Onxn (3.25)

et en utilisant 1’équation (3.6)), on a

Ji(x(N), N)=2" (N) P(N) z(N) (3.26)

Ainsi en utilisant les deux équations (3.25)) et (3.26]), on déduit que

P (N) = 0pxn (3.27)

En résumé, I'implémentation d’un correcteur LQ) sous sa forme discrete passe par les

étapes suivantes :

1. Détermination, en temps inversé, de la matrice P (k) en utilisant 1’équation de
récurrence ([3.24]) en partant de la condition (3.27]),

2. A chaque instant k, on calcule la commande optimale u* (k) en utilisant 1’équation
(3.16).

3. Appliquer la commande optimale u* (k) obtenue au systeme.

4. Répéter les étapes 2 et 3 jusqu'a ce que k = N.
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3.4 Exemple d’application

Considérons le probleme de commande optimale définie par

T(it?Jd (w (k) k) = 22°(k) +u® (k — 1) (3.28)
k=0
sujet a :
z(k+1)=xz(k)+u(k) (3.29)
z(0) =5 (3.30)

L’identification des différentes matrices donne

Ag=1,Bi=1,Q0=2 R=1
En utilisant I’équation (3.24]), on obtient :

Py =F (k:+1)+6];((::11)):312P(k+1)+8 (331)

avec P (3) = 0.(Equation (3.27)).

L’expression de la commande optimale, obtenue en utilisant la relation (3.16]), est

w (k) = K (k) = (k) (3.32)
K (k) = —% (3.33)

Les résultats de calcul sont donnés par le Tableau [3.1] On remarque que la commande
optimale force I’état du systéme a converger vers zéro, puisque notre objectif consiste a

minimiser ’énergie de I’état, c’est-a-dire son évolution.

(k] P[] K(k) | u (k) [ a(k) ]
0 | 378.3825 | —0.9522 —4.7610 5
1| 17.9340 | —0.8235 —0.1968 0.239
2 2.6666 | —0.6666 | —2.8130 x 1072 | 4.22 x 1072
3 0| —0.6666 | —9.3990 x 1073 | 1.41 x 1072

TABLE 3.1 — Commande optimale de ’exemple d’application.

Les résultats des simulations sont présentés graphiquement ci-dessous, illustrant la
variation de P(k), K(k), u*(k), et z(k),en fonction de k.
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Variation de P(k) Variation de K (k)
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F1GURE 3.2 — Commande optimale de I’exemple d’application.

3.5 Conclusion

Dans ce chapitre, on s’est intéressé a la commande L(Q) des systemes dynamiques. Cette
commande permet de réaliser un placement de poles optimal pour un systeme en boucle

fermée de sorte a minimiser 1’évolution de ’état et ’énergie mise en ceuvre.

Pour déterminer 'expression de la loi de commande optimale, nous avons utilisé la
programmation dynamique basée sur la forme discrete du principe d’optimalité de Bell-
man. Ainsi, nous avons déterminé ’expression de la commande optimal sous forme d’état
dont le gain de retour est variable en fonction du temps. Nous avons aussi, présenté un

exemple d’application pour montrer les performances de la commande LQ.

Dans le chapitre suivant, nous allons utiliser la commande L() pour minimiser I’erreur

lors de l'intégration numérique en ligne des équations différentielles ordinaires.



Chapitre 4

Correction des méthodes
d’intégration numérique des

équations différentielles

4.1 Introduction

Dans certaines techniques de commande, par exemple la commande prédictive, la
commande adaptative a modele de référence, et les techniques de commande basées sur
I'optimisation de parametres ou de fonctions, I'intégration des équations du modele sur un
horizon de commande généralement fini est indispensable. Nous avons montré au chapitre
3, que les méthodes d’intégration numérique introduisent une erreur d’approximation qui
s’accumule au cours de l'intégration pour devenir importante si 1’horizon d’intégration
est grand. Par conséquent, les performances des techniques de commande utilisant cette

solution numérique peuvent se détériorer et devenir médiocres.

Lorsqu’une solution analytique du modele est disponible, par exemple pour les systemes
linéaires et une classe de systémes non linéaires, alors on peut penser a controler ’erreur
d’approximation en utilisant une technique de commande. Dans ce chapitre, nous allons
présenter le principe de correction des méthodes d’intégration numérique en utilisant une
commande LQ. L’approche sera illustrée en considérant deux exemples de méthodes a
savoir la méthode d’Euler (un seul pas) et la méthode d’Adams-Bashforth (a deux

pas) présentées aux chapitre 2.

4.2 Correction des méthodes d’intégration numeérique

Dans ce chapitre, on s’intéresse a la correction en ligne des méthodes d’intégration

numérique des équations différentielles ordinaires de la forme

34
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x (0) =x¢ (4.2)

en utilisant une commande LQ présenté dans le chapitre 3 . On suppose que ’équation
différentielle ordinaire (4.1)) admet une solution analytique notée z, (t), c’est-a-dire que
la fonction f est Lipschitzienne sur I'intervalle de temps sur lequel on veut résoudre cette

équation.

Pour illustrer, en général, le principe de la correction basée sur le correcteur LQ, on
considere le cas d'une méthode numérique a un seul pas. Le principe reste valide méme
pour les méthodes a pas multiples. Dans le cas d’'une méthode numérique (explicite) a
un seul pas, la solution numérique, noté z, (k) est obtenue en utilisant la formule de

récurrence suivante

o (At (k 4+ 1)) = 2, (Atk) + F (AL, x, (AtE)) (4.3)

ou F (At,x, (Atk)) estune fonction (incrément) qui dépend du pas de discrétisation At
et de la solution x,, (At k) a l'instant At k. La forme de cette fonction dépend de la méthode

numérique utilisée.

On définit 'erreur d’approximation comme la différence entre la solution numérique

et la solution analytique, a I'instant At k, donnée comme suit

e (AtE) = @, (Atk) — 2, (ALR) (4.4)

Dans ce qui suit, pour simplifier la présentation, on va omettre le pas d’intégration

At. Ainsi, pour l'instant k£ + 1, on a 'erreur suivante

e(k+1)=x,(k+1)—x,(k+1) (4.5)

En substituant la solution numérique x, (k + 1) obtenue en utilisant 1’équation
dans I’équation (4.5)), on obtient
e(k+1)=uz,(k)+ F(At, z, (k) —x, (k+ 1) (4.6)

qu’on peut manipuler mathématiquement dans le cas linéaire pour la mettre sous la forme

suivante
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e(k+1)=Ae(k)+d(k+1) (4.7)

ou d (t + 1) représente la perturbation correspondant a l’accumulation de I'erreur d’ap-
proximation. L’objectif de la commande LQ revient a réduire l'effet de la perturbation d

dont la forme générale est

d(k+1) =G (@, (k), zq (k), At) (4.8)

Ainsi, pour compenser l'effet de la perturbation d, on propose d’introduire une com-

mande u (t) pour corriger le systeme d’erreur donnée par I’équation (4.7)) comme suit

e(k+1)=Ae(k)+Bu(k)+d(k+1) (4.9)

Par conséquent, le probleme de la correction de I'erreur d’approximation e (k) revient a
déterminer une commande u (k) qui permet de compenser l'effet de la perturbation d. Du
point de vue automatique, on va concevoir une commande u (k) qui force l'erreur e (k + 1)

a étre proche de zéro le long de I'intervalle de résolution de 1’équation différentielle ordi-

naire (4.1)).

Pour réaliser cet objectif, on propose d’utiliser la commande LQ, pour concevoir un

retour d’état de la forme

w(k) = K (k) e (k) (4.10)

ce qui donne en boucle fermée le systeme d’erreur suivant :

e(k+1)=(A+BEK &) e(k) +d(k+1) (4.11)

Ainsi, en choisissant un K (k) qui donne une matrice d’état A + B K (k) stable per-
met de garantir que le systéeme est stable en boucle fermée, c’est-a-dire lorsque k tend
vers U'infini, l'erreur e (k) soit borné et proche de zéro. Si et comme la perturbation d (k)

dépend de lerreur e (k), alors son effet devient insignifiant quand k tend vers I'infini.

Pour réaliser cet objectif, on propose de concevoir un retour d’état de la forme (4.10))

qui permet de minimiser le critere suivant

J(u(k), k)= €' (k) Qe(k)+u" (k—1) Ru(k—1) (4.12)

i=1
Ainsi, le probleme revient a concevoir une commande LQ dont le principe et la synthese
sont présentés dans le chapitre 3.

Dans la section suivante, on va appliquer I'approche présentée pour corriger deux
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méthodes de résolution des équations différentielles ordinaires, en I'occurrence la méthode
d’Euler (a un seul pas) et la méthode d’Adams-Bashforth (a deux pas).

4.3 Exemples d’applications

Dans cette section, nous allons appliquer la commande LQ pour corriger les méthodes
d’Euler et d’Adams-Bashforth présentées au chapitre 2. La méthode d’Euler est une

méthode a un seul pas, et la méthode d’Adams-Bashforth est une méthode a deux pas.

4.3.1 Méthode d’Euler

Pour illustrer 'approche de correction présentée dans la section précédente, on considere

I’équation différentielle ordinaire du premier ordre suivante

La solution analytique de cette équation est

7, (t) = 2 (0) et (4.15)
La discrétisation (en mettant ¢ = Atk ) de la solution analytique (4.15]) donne

zq (k) =z (0) Atk (4.16)

La solution numérique de I’équation différentielle ordinaire (4.13)), avec la condition
initiale (4.14), en utilisant la méthode d’Euler, est obtenue en utilisant 1’équation de

récurrence suivante :

o (k) =1+ XNAt) z, (k—1) (4.17)
L’erreur d’approximation définie comme la différence entre la solution analytique
(4.16]) et la solution numérique (4.17]) est donnée comme suit
e (k) =z, (k) — z, (k)
=1+ XAz, (k—1) — AP (4.18)

Pour l'instant £ + 1, on a
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e(k+1)=(1+NAt)xz, (k) — At EHD) (4.19)

Pour exprimer e (k + 1) en fonction de e (k), on propose d’ajouter et de soustraire le
AALk

terme e au terme a gauche de ’équation (4.19)) comme suit :

e(k+1) =z, (k) — 2k L ABE L XAtz (k) — ) ATEFD (4.20)
et comme e (k) = x, (k) — e}t alors
e(k+1)=e(k)+ 24 XNAta, (k) — A AtE+D (4.21)
En posant
d(k) = AF L XAtz (k) — D (4.22)

L’équation (4.21)) prend la forme suivante

e(k+1)=e(k)+d(k+1) (4.23)

Ainsi, pour corriger cette erreur d’approximation, on doit utiliser la commande u (k)

comme suit :

e(k+1)=e(k)+u(k)+dk+1) (4.24)

En identifiant I’équation d’état (4.24]) avec 1’équation (4.9)), on obtient les matrices

d’état et de commande suivantes

A=1
B=1

Pour déterminer le correcteur L.QQ, on considere la minimisation du critere quadratique
(4.12]) avec les matrices de pondérations suivantes

Q=1
R=1

Ainsi, en utilisant les résultats du chapitre précédent, le correcteur LQ est donné

comme suit :
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w (k) =K (k) e (k) (4.25)
14+ P(k+1)

K=~ 5 peeD) (4.26)
(14 P(k+1)°

PO =S paT (4.27)

P(N) =0 (4.28)

Pour montrer 'apport du correcteur LQ dans ’amélioration de la précision de la solu-
tion (ou de 'approximation de la solution), on va comparer 'erreur d’approximation e (k)
avec et sans correction pour un pas de temps h = 0.1 avec plusieurs temps de simulation
en prenant A = 1. Les résultats obtenus sont donnés par les Figures [@d.1], [4.2] et [4.3]

i

sans la commande LQ
avec la commande LQ

-20

-25

-30

35 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 35 4 45 5
Temps (s)

FIGURE 4.1 — Evolution de Perreur dans le cas de la méthode d’Euler pour t; =5

2000

-2000

sans la commande LQ
avec la commande LQ

©  -4000 F

-6000

-8000

-10000
0

Temps (s)

FIGURE 4.2 — Evolution de Perreur dans le cas de la méthode d’Euler pour ty = 10
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8
05 x10 ‘

sans la commande LQ

05¢ avec la commande LQ

25

a5 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
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FIGURE 4.3 — Evolution de Perreur dans le cas de la méthode d’Euler pour t; = 20

On remarque clairement que plus le temps de simulation est grand, plus ’erreur d’ap-
proximation sans correction devient importante. Contrairement a l’erreur d’approximation
avec correction qui est borné et proche de zéro. En conclusion, la commande LQ permet
de controler effectivement l'erreur d’approximation en la forcant a étre tres proche de

Zér0.

4.3.2 Méthode d’Adams-Bashforth

Pour illustrer la correction de la méthode d’Adams-bashforth, on reprend 1’équation
différentielle ordinaire dont la solution analytique z, () discrétisée est donnée par
I’équation . En utilisant la méthode d’Adams-Bashforth, la solution numérique
,, (t) est obtenue par la formule de récurrence (4.16]), ¢’est-a-dire

xn(k—l—Q)zxn(k+1)+%[3)\xn(k+l)—)\xn(k)] (4.29)

Pour corriger I'erreur d’approximation, on considere le systeme dynamique discret

équivalent suivant :

xn(k+2)—xn(k+1):;(u(kJrl)—u(k)) (4.30)

et en appliquant la transformée en Z, on obtient
(22 = 2) X, (2) = ¢T3 U(z) (4.31)

Par conséquent la fonction de transfert discrete entre la solution analytique X, (k) et
U (2) est
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3 1
X5 (2) _ 52_5
U(z) z(z-1)

dont la réalisation minimale (commandable et observable) est donnée comme suit

(4.32)

w(k+1)=Aw((k)+ Bu (k) 4.33

x, (k) =Cw (k) (4.34)
avec - B
A:[ll, B:[o1y C= g
2

Pour corriger le systeme (4.33]) et (4.34)), on propose d’utiliser la loi de commande

basée sur un retour de sortie sous forme linéaire suivante

u(k) = XNAtx, (k) +v (k) (4.35)

et en utilisant 1’équation de sortie (4.34]), on a

u(k) = XAtCw (k) +v (k) (4.36)

Le probleme revient a chercher la commande v (k) qui permet de réduire I'erreur d’ap-

proximation et d’améliorer la précision de la méthode d’intégration numérique d’Adams-
Bashforth.

Le systéme en boucle fermée (systeme(4.12)) (4.24) commandé par (4.36))) est donnée

comme suit :

w(k+1)=Aw(k)+ Buv (k) 4.37
z, (k) =Cw (k) (4.38)
A=A+ NAtBC (4.39)

Introduisons maintenant I'erreur d’approximation e (k) qui est définie comme la différence
entre la solution numérique x,, (k) et la solution analytique (4.15)), c’est-a-dire

e (k) =z, (k) — Ak (4.40)
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et en utilisant 1’équation (4.38)), il vient

e(k) = Cw (k) — Ak (4.41)

Ainsi, pour les instants k+ 1 et K+ 2, on a

e(k+1)=Cw(k+1) - = C Aw (k) 4+ C Buo (k) — AHEHD (4.42)
e(k+2)=Cw(k+2)— D = C A2y (k) + C Aw (k) + C Bv (k) — A *+2)
(4.43)
avec

A= [O _CLO] (4.44)

Comme la matrice A est carrée d’ordre 2, et son polynome caractéristique est

P(Z)=|ZL—-Al=2Z*+awZ+a (4.45)

alors d’apres le théoreme de Cayley-Hamilton [2], en remplagant formellement Z par

la matrice A dans le polynome P (z), le résultat est une matrice nulle 0y, c’est-a-dire
AZ + alf_l + ap [2 = 02 (446)

Ainsi,

age (k) +are(k+1)+e(k+2)=C (A +a A+ agls) w(k)+ (a1 CB+CAB) v (k)
+CBv(k+1)— (a0+ale’\m+e2’\m) Atk

(4.47)
et en tenant compte de I’équation (4.46)), il vient
ape (k) +are(k+1)+e(k+2)=(aCB+CAB) v(k)+CBuv(k+1)
— (ag +ay X2 4 2A21) AAEF (4.48)

Ainsi, en utilisant la transformée en Z, on obtient
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0yCB+CAB) +CB=

E(z):(

V
ap + ay z + 22 (2)
1 AA 2AALY AAtk
o Tas e Pellao a2 ) 5 (4.49)
ou sous forme d’état
X (k+1)=A. X (k) + Bov (k) +d (k) (4.50)
e(k)=CX (k) (4.51)
avec B
- 0 — _ CB+CAB _
— a/() s B = al + 5 O - |: O 1 i|
1 —a leg
et la perturbation
d(l{) — (a0+a1 eAAt+62AAt) GAAtk (452)

Pour déterminer la commande v (k) qui permet de réduire l'effet de la perturbation
et améliorer la précision de la méthode d’intégration numérique, on propose d’utiliser la

commande LQ qui permet de minimiser le critere suivant
N

T(u(k), k) =Y €' (k) Qe(k)+v" (k—1) Rv(k—1) (4.53)

=1

10
QZ[O 1]’ =t

Ainsi, en utilisant les résultats du chapitre précédent, le correcteur LQ est donné

avec

comme suit :

avec
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_ 2 (ko1 + ko2 + kos — koa + kos — kos + kor + kos — Koo)
ko + ki1 + Kkig 4 k13 — kg + kis — ke + ki 4 kis + kg — koo

ki (k) (4.58)

et

koo =3ap+5a1+3p1(k+1)—18py (k+1)+27ps (k+ 1) (4.59)
koo =18agar +3aopr (k+1)+4agps (k+1)+arp1 (E+1) (4.60)
kos = 3agps (k+1)+5a1ps (k+1) +39aip (k+ 1) (4.61)
koa = 3aop; (k+1) +3aipy (k+1) —a1p; (k+1) (4.62)
kos = 27 a2 ps (k+1) +15a7ps (k+ 1) +39a3 + 1543 (4.63)
kos = 27agps (k+1) = 3aip3 (k + 1) +2Tagpy (k + 1) ps (k + 1) (4.64)
kor =3aip (k+1) p3s(k+1)+18agaypi (k+1)+24aga; (k+1) pa(k+1) (4.65)
kos = 18apa1ps (k+1)+3agpr (k+1) ps(k+1)+aipi (k+1) p3s(k+1) (4.66)
koo = 18apar p3 (k+1) +18agar py (k+ 1) ps (k + 1) + 42 (4.67)

kio=18ap+30a; +15p (k+1) —84py (k+ 1) + 131 ps (k + 1) (4.68)
ki1 =54aga; + 18 agpy (k+ 1) +24agpe (k+ 1) +6a1p; (k+ 1) (4.69)
kig =18aop3 (k+1) +30a1ps (k+1) +pi (k+1) p3(k+1) (4.70)
ki3 =11Taipy (k+1) —18agps (k+1)+9aips (k+1) (4.71)
kiy=6a,p5(k+1)+8laips(k+1)+45a3ps(k+1) (4.72)
kis = 117a3 +45a7 — p5 (k +1) — 81agp3 (k + 1) (4.73)
ko = 9aip; (k+1) +8lagps (k+1) ps (k+1) (4.74)
kg =9aip (k+1) ps(k+1) +54agarpy (k +1) (4.75)
kis = T2ag a1 p2 (k+ 1) + 54 agar ps (k + 1) (4.76)
kig=18aop1 (k+1) ps(k+1)+6aipi (k+1) p3 (k+1) (4.77)
koo = 54 agay p3 (k + 1) +54agar p1 (k+1) ps (k+1) + 201 (4.78)

De méme, ky (k) est défini par :

2Nj2

ks (k) =
2 () kss + ks + ks7y — ksg + kg + Kkao + ka1 + kao + Kag — kaa

(4.79)
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Nia = koy + koo + kos — koa + kos + kog + Koz — kas + kag — k3o — k31 + kso + ks + kas
(4.80)

avec

koyn =42a; —19a9 — 12apa; —2agpy (k+ 1) +6agp2 (kK +1) ( )
ke =3arpr(k+1)—14agps(k+1) —18a1 pa (k+ 1) (4.82)
kys =27aips(k+1)+18agal +39aja (4.83)
kow =9aip (k+1)+aops (k+1) —12a5ps (k+ 1) (4.84)
kos =aipr(k+1) =9agps (k+1)+3ajp (k+1) (4.85)
koo =50a2ps(k+1)+15a3ps(k+1)—9ai+5a3 (4.86)
kyr =154 +9agps® —aips (k+1) —3ajp3 (k+1) (4.87)
kas =9agpi (k+1) py(k+1) +aipi (k+1) ps (k+1) (4.88)
koo =3aipi(k+1)ps(k+1)—18agaip; (k+1) (4.89)
ksy =2Tagarpy(k+1)+4agayps(k+1)—12agas ps(k+1) (4.90)
kst =aopr (k+1) ps (k+1) +18agaip (k +1) (4.91)

ksy =39ala;pi (k+1)+24agalpy (k+1) (
kss =18agaips(k+1)+27a3a;ps (k+1) (
kss =18apaipy (k+1) p3(k+1)+27aiarpy (k+1) p3 (k+1) (
kss =18ag+30a; +15p (k+1) —84py(k+1) +131ps(k+ 1) +5dapar  (4.95
ks = 18aop1 (k+1)+24agpa(k+1)+6arpi(k+1)+18agps (k+ 1) (
kyy =30a1ps(k+1)+pi(k+1) ps(k+1)+117aap; (k + 1) (
ksg = 18aops (k+1)+9aip, (k+1) —6a1p3 (k+1) (
ksg = 8lagps (k+1) +45a3ps3 (k+1) + 117a] (
kao = 45ai —p3 (k+1) —8lagps (k +1) —9aip; (k + 1) (
ko =8laip (k+1)ps(k+1)+9aip (k+1) p3(k+1) (
kg =bHdapgaypr (k+1)+T2apar1ps (k+ 1)+ 5dagas ps (k+ 1) (4.102
kys =18agp1 (k+1) ps(k+1)+6a1p1 (k+1) ps(k+1) (
ki = bdagar ps (k+ 1)+ 5daga; p1 (k+1) ps(k+ 1)+ 201 (
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Les termes p; (k) , pa (k) et ps (k) sont calculés comme suit :

N
p1 (k) = D—pi (4.105)
p

avec

Npp=-py(k+1)+p(E+1)+5ps(k+1)+p (k+1) ps(k+1)+5  (4.1006)
Dp=pr(k+1)=6py(k+1)+9ps(k+1)+14 (4.107)

_ P11+ P12 — P13+ Pu

k‘ p—
b2 ( ) P15

pi1=3ay+5a;+3agpr (k+1)+4agpe (k+1) ( )
p2=a1p1 (k+1)+3aops (k+1)+5a,p3(k+1) ( )
pi3=3aops (k+1)—a;p5(k+1) (4.111)
pru=3aopr (k+1) ps(k+1)+arp (k+1) ps(k+1) ( )
pis=p1(k+1)—6ps(k+1)+9ps(k+1)+14 ( )

_ P16 T P7 — P18 + P19 + P20 + P
D22

b3 (k) =

pie=6aga; +13aipy (k+1)+alip (k+1)+9aips (k+1) ( )
pir=5aips(k+1)+13aj+5a] —9agps (k+ 1) ( )
pis = aipy (k+1) +9agpy (k+1) ps (k +1) (4.117)
pro=aipy (k+1) ps(k+1)+6agarps (k+1) (4.118)
P20 =8agarpz (k+ 1) +6agarps (k+1) —6agar p3 (k + 1) ( )
po1=6aparpi (k+1) p3(k+1) ( )
p=p(k+1)—6p(k+1)+9ps(k+1)+14 (4.121)

Pour montrer I’'apport du correcteur LQ dans I’amélioration de la précision de la solu-
tion (ou de I'approximation de la solution), on va comparer I'erreur d’approximation e (k)
avec et sans correction pour un pas de temps h = (0.1 avec plusieurs temps de simulation
en prenant A = 1. Les résultats obtenus sont donnés par les Figures ¢pl4.4], [4.5] et [4.6]
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FIGURE 4.4 — Evolution de 'erreur dans le cas de la méthode d’Adams-Bashforth pour
ty=>5
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FIGURE 4.5 — Evolution de I'erreur dans le cas de la méthode d’Adams-Bashforth pour
ty =10
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FIGURE 4.6 — Evolution de 'erreur dans le cas de la méthode d’Adams-Bashforth pour
tr =20
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Les résultats obtenus montrent clairement que I'erreur d’approximation sans correc-
tion diverge. Contrairement a l'erreur d’approximation avec correction qui converge ra-
pidement vers le zéro. On peut conclure que la commande LQ synthétisée permet de

controler 'erreur d’approximation en la forgant a converger rapidement vers zéro.

4.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons implémenté la commande LQ pour améliorer la précision
des méthodes d’intégration numérique des équations différentielles ordinaires. Nous avons
formulé le probleme sous forme d’un probleme de commande LQ dont le modele est
I’équation d’évolution de l'erreur entre la solution analytique et la solution numérique.
Puis pour controler, 'erreur d’approximation et de la forcer a étre tres proches de zéro,
nous avons considéré un critere de performances dont 1’objectif consiste a minimiser
I'intégrale du carrée de cette erreur tout en réduisant I’amplitude de I’action correctrice

(terme qui permet de controler I'erreur).

Le probleme de commande LQ a été résolu en utilisant la programmation dynamique
basée sur le principe fonctionnelle de Bellman. La commande obtenue est un retour
d’état linéaire. Deux exemples d’application ont été présentés, ils concernent la méthode
d’Euler (un seul pas) et la méthode d’Adams-Bashforth. Les résultats de simulation
obtenus ont montré que la correction des méthodes numériques en utilisant le correcteur
LQ permet d’améliorer davantage la précision comparativement a I'implémentation de la

méthode sans correction.



Conclusion générale

Le travail présenté dans ce mémoire s’inscrit dans le cadre de I'amélioration de la
précision des méthodes d’intégration numérique des équations différentielles ordinaires. Il
est axé principalement sur I’application de la commande LQ pour minimiser les erreurs
d’approximation des méthodes explicites a un seul pas et a pas multiples dans la résolution

en ligne des équations différentielles ordinaires.

Pour atteindre cet objectif, nous avons structuré notre travail en plusieurs parties.
Nous avons tout d’abord rappelé les concepts fondamentaux liés a la modélisation des
systemes dynamiques par des équations différentielles ordinaires. Ensuite, nous avons
présenté le principe des méthodes d’intégration numérique explicites tout en mettant en
évidence leurs avantages et leurs limites. Apres, nous avons introduit le probleme de la
commande LQ), et sa résolution en utilisant la programmation dynamique basée sur le
principe d’optimalité de Bellman [3}, [9]. L’intérét de la commande LQ réside dans le fait
que le correcteur est congu de sorte a minimiser I’écart entre la sortie réelle (observée) et
celle désirée. Par la suite, nous avons exploité cette technique de commande pour conce-
voir un correcteur capable de réduire I'écart entre la solution numérique et la solution
analytique d’'une équation différentielle ordinaire; ce qui permet d’améliorer davantage
la précision et réduire 'accumulation des erreurs d’approximation. Ala fin, nous avons
illustré 'apport de la commande LQ a travers des exemples d’applications, en occurrence
la correction des méthodes d’Euler et d’Adams-Bashforth.

Les résultats de simulation obtenus montrent clairement que 'utilisation de la théorie
de commande pour controler ’erreur d’approximation d’une méthode d’intégration numér-
ique est une idée tres intéressante et prometteuse. En effet I'utilisation de la commande
LQ a permis de réduire considérablement ’erreur d’approximation, méme en utilisant un
pas d’intégration relativement grand, et d’améliorer la précision de la solution numérique.
La qualité de la solution dépend de la méthode d’intégration numérique utilisée. En effet,
les méthode & pas multiples (cas de la méthode d’Adams-Bashforth) sont plus précises
par rapport aux méthodes a un seul (cas de la méthode d’Euler) pas mais nécessitent
un développement mathématique plus poussé pour formuler le probleme de commande

optimale.

49
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L’application de la commande LQ pour corriger les méthodes d’intégration numérique
des équations différentielles ordinaires ouvre plusieurs perspectives qui méritent d’étre ex-
plorées. Ainsi, ’approche de synthese d’'une commande LQ présentée dans ce mémoire peut
étre étendu pour développer des lois de commande pour d’autres méthodes d’intégration
numérique. Aussi, il est intéressant de penser a explorer le cas des méthodes d’intégration

numérique implicites.
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