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Introduction générale

Le mouvement transversal d'une corde vibrante est modélisé par 1’équation

Pu  Ou ( 2L | t . |ds> 0%u Ly

oux € [0,L] et t > 0, u(t,x) est le déplacement verticale du point = a l'instant ¢, p la densité de
masse, h la surface de la section de corde, L la longueur de la corde, py la tension initiale de la corde,
7 le module de résistance, E le module de Young du matériel et f la force extérieure (par exemple
l'action de la pesanteur). Lorsque f = 0, cette équation a été proposée en 1876 par le physicien
allemand G.Kirchhoff [13], représentant elle méme une extension de ’équation de d’Alembert des
ondes. L’équation de Kirchhoff a été reprise par plusieurs auteurs dont entre autres, Carrier [2] et
Narasimha [22]. En 1960 Oplinger [23] a fait une étude numérique tout en validant ses résultats par
des essais expérimentaux.

La généralisation naturelle du I’équation de Kirchhoff est donnée par le probleme non linéaire mixte

suivant o

r U 9
o a(/Q Vaul(t, z)| dx)Axu = f dans (0,T) x €2,
u=0 surdQ x[0,7T),

(P)

u(z,0) = ¢o(x) surf,
0

| 5 (@0) = i(x) sure,

oll a est une fonction continue sur R, a valeurs dans R’ . Le probleme (P) est appelé non local en
raison de la présence du terme a( fQ ‘Vu’zdx) qui implique que I'équation n’est pas une identité
ponctuelle. Cela provoque certaines difficultés mathématiques qui rendent I’étude d'un tel probleme
intéressante.

Plusieurs auteurs (voir par exemple [1], [8], [25] ) se sont attachés a I’étude de probleme (P) dans le
cas 1,2, ..., n dimensionnelle.

Dickey et Bernstein ont étudié le cas n =1 et = (0, L). Ils ont considéré ¢ et ¢; comme fonctions
analytique avec certaines conditions de croissance. Sous la condition a(s) > m > 0 exprimant le
caractere hyperbolique strict de I’équation, des résultats d’existence dans certains espaces de Sobolev

ont pu étre établis. Reprenant les travaux de Pohozaev [24], dans un cadre abstrait, J. L. Lions [17] a
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proposé plusieurs orientations de recherche pour ce type de probleme. La premier consiste a considérer
ce type d’équations dans le cas dégénéré, i.e. sous une condition d’hyperbolicité faible (a(s) > 0). Dans
ce cadre, P.D’Ancona et S.Spagnalo [8] ont pu résoudre le probleme dans la classe des fonctions C?
par apport a t, et analytique par apport a x. La deuxieme idée de J. L. Lions consiste a considérer
la fonction a dépendante de ¢ et x. Dans le cas non dégénéré, Froto [9] a obtenu des solutions non
locales et Limaco et al. [12] ont obtenu des solutions globales pour un modele viscoelastique (i.e.
f = f(t,z,u')) moyennant certaines restrictions sur les données initiales (et ce dans les deux papiers).
Gourdin et Mechab [7] ont prouvé l'existence (globale) de solutions du probleme (P) dans le classe
des fonctions C? en t et analytiques en x, sous ’hypothése d’hyperbolicité mais avec des conditions
sur la taille des non linéarités. La technique utilisée repose sur la méthode des approximations de
Galerkin. Dans le méme contexte, les problemes non locaux elliptique et parabolique associé a (P)
ont été considérés dans [18, 20, 19, 3] en utilisant le théoreme de point fixe de Schauder. La question
d’existence, d’'unicité ainsi que le comportement asymptotique de la solution est aussi considérée.
Récemment, dans [10], S. Guesmia a proposé un modele couvrant tous les problemes de Kirchhoff-
Carrier considérés dans les références citées précédemment. Dans un premier temps, il a examiné le
probleme dans le cas dégénéré et a démontré I'existence de solutions locales. En suite, en examinant le
cas non dégénéré, il a démontré un résultat d’existence de solutions locales et non locales. La technique
utilisée dans sa démarche repose sur le théoreme de point fixe de Schauder combiné avec quelques
méthodes asymptotiques. L’objectif de ce mémoire consiste a développer I'article [10].

Le mémoire est organisé comme suit:

e Le chapitre 1 est entierement consacré a I’exposé des définitions et résultats nécessaires a la suite
du travail. Nous rappelons tout d’abord quelques définitions et résultats de base sur les espaces
de Sobolev. Nous exposerons ensuite le probleme d’évolution linéaire du type hyperbolique. Nous
donnons un résultat d’existence et d’'unicité de la solution grace aux approximations de Galerkin.
Nous achevons ce chapitre en rappelant quelques inégalités classiques et certaines variantes du

théoreme de point fixe.

e Le chapitre 2 est consacré a I’étude de l'article [10]. On présentera deux résultats d’existence

pour quelques problemes de Kirchhoff-Carrier de la forme suivante

— V.(a(.l(w)Vu) = f(.,u,l(u) dans Qp

/

u/
(P) < uw=0sur (0,T) x 09,
u(0) = 0 et ' (0) = 0 dans ©,

ou Qr = (0, 7)xQ (© un ouvert borné de R"), a ( resp. f) une fonction a valeur réelle dépendant

de terme non-local I(u) (resp un terme non-local I(u) et la vitesse u').



Chapitre 1

Outils de base pour ’analyse des EDPs

L’objectif de ce chapitre est de rappeler I'essentiel des notions et résultats utilisés tout au long de
ce travail. En premier lieu, nous donnons quelques définitions et résultats sur les espaces de Sobolev.
Nous exposerons ensuite le probleme d’évolution linéaire du type hyperbolique. Nous donnons un
résultat d’existence et d’unicité de la solution grace aux approximations de Galerkin. Nous achevons
ce chapitre en rappelant quelques inégalités classiques et certaines variantes du théoreme de point

fixe.

1.1 Généralités sur les EDP

Définition 1.1.1. Une équation aux dérivées partielles (EDP en abrégé) est une équation dont 1'in-
connue est une fonction et portant sur les dérivée partielle de cette fonction:

- I'inconnue: u: R" — R

- I'équation F'(z,u(z), Du(x), ..., DPu(z)) = 0 Vo € R™ (ou ) avec

F:R"xR xR x...x R"” — R est donnée. L'indice p s’appelle ordre de cette E.D.P.
Définition 1.1.2. (Le probléme de Dirichlet) On appelle probleme de Dirichlet une équation de
Laplace avec conditions aux limites de type de Dirichlet. Pour tout 2 ouvert de R™ et I' := 012, le
probleme de Dirichlet s’énonce de fagon suivante: Déterminer une fonction v dans un certain espace

fonctionnel V' telle que
—Au=f dans )

u=0 surl,

ou f est une fonction dans un certain espace fonctionnel H.

1.1.1 Exemples et classification si ’ordre est < 2

Les E.D.P sont de transcription mathématique de phénomene intervenant en physique, chimie,

finance, biologie,.... On distingue trois grandes catégories d’'E.D.P:
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1. Les E.D.P de type elliptique dont le prototype est 1’équation de Poisson:

n
9%u

i=1

= f(x) VeeQCR"

2. Les E.D.P de type parabolique dont le prototype est I’équation de la chaleur:

oT

E(m,t) —aAT(z,t)=0 VeeQCR" Vt>0,a>0.
Il s’agit d’un probleme d’évolution car la variable ¢t du temps intervient.
3. Les E.D.P de type hyperbolique dont le prototype sont

-I’équation de transport:

ou

ou
BT —(z,t)=0 YzeQCR" Vt>0, ack

—(z,t) +a s

- I’équation des ondes:

9%u 0%*u

at2(xt) a2(:1:15)—0 Vee QC R Vt>0.

Si on considere une E.D.P d’ordre < 2 a coefficient constants du type

2u o%*u (92

0
az—5(et) +1 e (z,t) + fu=0,

u ou
—(z,t)+d o

Gt e )+

avec a, b, ¢, d, e, et f des réels donnés alors si la forme quadratique
q(z,y) = ax® +bry + cy* +dr +ey + f

- est une ellipse (b* — 4ac < 0) 'E.D.P est dite elliptique
- est une parabole (b* — 4ac = 0) 'E.D.P est dite parabolique
- est une hyperbole (b* — 4ac > 0) 'E.D.P est dite hyperbolique.

1.2 Les espaces de Sobolev
1.2.1 Définitions et propriétés
Dans tout le travail, ) sera en général un ouvert borné de R” pour un n € N quelconque.

Les espaces L”

Définition 1.2.1. (Fonction mesurable) Une fonction f : 2 — R est dite mesurable si pour tout
a € R, 'ensemble
Eo={z e Q] f(z) > a}
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est mesurable au sens de Lebesgue.

Définition 1.2.2. (Fonction intégrable) On dit qu’'une fonction f : 2 — R est intégrable au sens de

/\f\dm< 00,
Q

ol dx désigne la mesure de Lebesgue sur R”.

Lebesgue si

Définition 1.2.3. (Espace de Lebesgue) Soit p € R, 1 < p < 0o. On appelle I'espace de Lebesgue
LP(Q2) 'ensemble
LP(Q) ={f:Q — R | f mesurable et |f|P integrable}

De plus, pour toute fonction f € LP(Q2), on pose:

1£lle = ( / |f(x)|”dx>;.

Sip=o0et f:Q— R mesurable, alors on définit ||.||«~:

Al = nf{oa - [f(z)] <o pp.}

Théoreme 1.2.1. On a les trois propriétés suivantes:

1. L est un espace vectoriel et ||.||1» est une norme pour tout 1 < p < oo.
2. LP est un espace de Banach pour tout 1 < p < oo.

3. LP est séparable pour tout 1 < p < oo.

Théoréme 1.2.2. (Convergence dominée) Soit (fn)n>1 une suite de fonctions mesurables telles que
|ful < g p.p., 0t g est une fonction intégrable. Supposons de plus que lim,,_, fn(x) = f(z) p.p. Alors
f est intégrable et

lim fn:/f
Définition 1.2.4. Soit 1 < p < o0; on dit qu'une fonction f : 2 — R appartient a L} () si
flx € LP(Q) pour tout compact K € (.

Définition 1.2.5. (Support d’une fonction continue) Soit f : € — R une fonction continue. On

appelle support de f I’ensemble

supp(f) = adh{x € Q: f(z) # 0}.

Définition 1.2.6. (L’espace C.(€2)) On désigne par C.(Q2) 'espace des fonctions continues sur €2 a
support compact dans €.

Définition 1.2.7. (L’espace C'°(€2)) On désigne par C°(Q2) l'espace des fonctions de classe C'™
définie sur €2 qui sont a support compact dans €2

Théoréme 1.2.3. (Théoréme de densité) Pour tout 1 < p < oo, l'espace C°(R2) est dense dans

LP(QY); c’est-a-dire que pour toute fonction f € LP(Q) et pour tout € > 0, il existe une fonction
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fe € C(Q) telle que ||f — fe||r < €.
Remarque 1.1. Le théoreme ci-dessus n’est pas vrai si p = co. En effet, si f. € C°(§2) converge vers

une fonction f dans L*>°(2), alors f est continue. En effet,

|f = fello <€

et donc f. converge uniformément vers f, ce qui nous assure la continuité de f.

Définition 1.2.8. (Exposant conjugué) Soit 1 < p < oo; on désigne par ¢ l'exposant conjugué de p
qui vérifie % + % =1

Théoréme 1.2.4. (L’inégalité de Cauchy)

2 2

a
< — 4 — R).
ab_2—|—2(a,b€ )

Preuve.
0 < (a—0b)*=a®>— 2ab+ b*.

Théoréme 1.2.5. (Inégalité de Young) Soit 1 < p,q < oo, %—k% = 1. Alors

a?  b?
ab < — + —.
p q

Preuve. La fonction x — exp(x) est convexe, et par conséquent

ab b

p q p q

1 pyl q 1 P 1 q
loga+ log b S—(Bbga +_elogb _

ab = elogaJrlogb — ep

1 1

Théoréme 1.2.6. (Inégalité de Hélder) Supposons 1 < p,q < oo, —+ — = 1. Alors si u € LP(2),
p q

ve L), ona

/Q|uv|dx < ||| o)l |v]| e

Preuve. Par homogenes, on peut supposer ||ul|rr@) = ||v||za@@) = 1. Puis I'inégalité de Young

implique pour 1 < p,q < oo que
1 p 1 q
luv|de < — [ |ufPde + = [ |v|%de =1 = ||u|r@)||v]| L2
Q P Ja 4 Ja
Théoréeme 1.2.7. (Inégalité de Minkowski) Supposons 1 < p,q < oo et u,v € LP(Q). Alors
lu+vllr @) < [|ullLe@) + [|0]]Lr @)
Preuve. On a

u+ ol —/]u+v[”dw</|u+v|p_1(\ul+]v|)

/|u+v]pdx P /|u]pdx P+ /|v|pdx117
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= [Ju+ ol Lo @ ([l o) + ([0l o),

ceci implique que

[lu+ollee@) < |lullr@) + V][

Théoréeme 1.2.8. (Inégalité Cauchy-Schwarz)
[zyl < |zllyl (z,y € R").
Preuve. Soit € > 0, et note
0 < |z £ eyl =nlx|* £ 2exy + E|y>.

Par conséquent
1 €
+ry < —|z]* + |y
v < olal + Sy
On prend € = §, a condition que y # 0, on obtient

vyl < lzllyl (z,y € R").
Théoréeme 1.2.9. (Inégalité de Gronwall) Soit z une fonction continue de [0,T] dans R telle que
t
2(t) <a-+ b/ z(s)ds Vt € [0,T],
0
ol a, b sont deux constantes positives ou nulles, alors
2(t) < ae Yt € [0,T).
Preuve. Soit v(t) = a+ bfot 2(s)ds. La fonction v est de classe C! et
v (t) = bz(t) < bu(t).

Ainsi,
(v(t) exp(—bt)) = exp(—bt)(u (£) — bu()) <0,

et v(t) exp(—bt) < v(0) = a. Comme z(t) < v(t), on a montré que
2(t) < aexp(bt).

Convergence faible dans les espaces L?

Définition 1.2.9. Soit 2 C R" un ouvert.

1.Si1 <p< oo, on dit qu'une suite u,, converge faiblement vers u dans LP si u,, u € L et si

lim | [un(z) — u(2)]p(z) =0, Ve e LP ().

n—oo Q
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On note dans ce cas-1a u,, — u.
2. Si p = o0, on dit que la suite u,, converge (*)-faiblement vers u dans L™ si u,, u € L™ et si

lim [ [u,(z) — u(z)]p(x) =0, Vo e L'(Q).

n—oo 0

On note u,, —* u dans L.
Théoreme 1.2.10. Soit 2 C R™ un ouvert borné. Les propriétés suivantes sont vérifiées:
1. 8% u, — u, alors u, — u dans LP, pour tout 1 < p < 0.

2. 811 <p< oo etsiu, —udans LP, alors il existe une constante C' > 0 telle que
[lunllr < C et ||u||lpe < liminf ||u,||e.
n—oo

3. 5i1 < p< oo ets’il existe une constante C > 0 telle que ||u,||r» < C, alors il existe une sous suite
{un,} et u dans LP tel que

Uy, —u dans LP.

7

Sip = oo et s’il existe une constante K > 0 telle que ||u,||r» < K, alors il existe une sous suite {u,,}
et u dans LP tel que

Up, =" u dans L.

Exemple 1. Soit {f,}nen une suite de fonction définie par

fn() ().

1
:_1n n
\/5[72]

Alors f,, converge faiblement vers 0 dans L*([0,00|). En effet, si g est une fonction a support compact,

alors il existe une constante C' tel que fooo g(x)dz < C pour tout x dans [0,00]. Ainsi

i [ 1)~ s@late) =t [ ot
C

< —=0.
R

Cependant, f, ne converge pas fortement vers une fonction f dans L*([0,00]). En effet, si c’est le cas,
alors il existe une sous suite de f,, qui converge presque partout vers f, et donc f = 0 est la seule

limite possible. Mais

1
||an%2 = _1[n,2n]($)dx
0 n

1 2n
:—/ dr = 1.
n n

pour tout n, donc || f,||r2 ne converge pas vers || f||2 = 0.
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Produit de convolution

Définition 1.2.10 (Suite régularisante). On appelle suite régularisante toute suite (p,),>1 de

fonctions telle que
1
pn € CX(RY), Suppp, € B(0,-), /pn =1, py > 0surRY,
n

ou B(0, %) désigne la boule ouverte de centre 0 et de rayon %

Théoréme 1.2.11. (Produit de convolution) Soient f € L*(RY) et g € LP(RY) avec 1 < p < oo.
Alors, pour presque tout x € RY | la fonction y — f(x —y)g(y) est intégrable sur RN . On pose

(Feola) = [ rle =ty

Alors f*g e LP(RY) et
F = gllee < [1F1rllgll e

Théoreme 1.2.12. Soit (p,)n>1 une suite régularisante. Prenons f € C.(I) et définissons une suite

de fonctions
fu() = [ on(2).
Alors pour n suffisamment grand, f, € C°(I). On a
| i@lds = [ 15 ntoide < [ 1)
De plus, f, — [ uniformément. Si par ailleurs f € LP(RY) avec 1 < p < co. Alors p, * f — f dans
LP(RY).
Propriétés 1.2.1. Soit f € L}(RY), g € LP(RY). Alors

Supp(f * g) C Supp(f) + Supp(g).

Remarque 1.2.1. Si f et g sont a support compact, alors f * g est a support compact. Cependant,

si I'un des supports seulement est compacte, alors f * g n’est en général pas a support compact.

Lemme 1.2.1. Soit k un entier, f € C*(RN) et g € CL.(RY). Alors
feg € CHRY) et D(f #g) = (D°F) g

Dérivée des distributions

Définition 1.2.11. (Espace des fonctions test) Soit {2 un ouvert non vide de R"; on appelle espace

des fonctions test et on note D(2) 'ensemble

D) = {f: Q@ — R'|f € CF(Q)}.
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Définition 1.2.12. (Espace des distributions) On appelle distribution toute forme linéaire continue
sur D(Q), et on note D' () I'ensemble des distributions.

Définition 1.2.13. (Distribution réguliere) Soit f un élément de Lj,.(Q). La distribution :

loc

[f]1:D(Q) = Ruw (f,u) = /Qf(:c)u(a:)dx,

est appelée distribution réguliere associée a la fonction f.

Définition 1.2.14. (Dérivation des distributions) Soit 7" un élément de D' (2). Pour tout multi-indice
a € N", on appelle ordre de « et on note || entier |of = > 7 | ;. La dérivée d’ordre || de T' est

I’application suivante, notée DT :
DT : D(Q) — R,u — DT (u) = (=1)*NT, D).

Remarque 1.2.2. Cette définition sert d’extension a la définition usuelle de dérivation. On obtient
ainsi que toute distribution (qui n’est pas forcément une fonction) devient indéfiniment dérivable.
Remarque 1.2.3. Si u est une fonction de R” dans R et a € N”, on note D* la dérivée d’ordre a de

w:
olely

oy ... 09

D%y =

1.2.2 Les espaces de Sobolev en dimension n

L’espace W?(Q)

Soit €2 € R™ un ouvert et soit p € R avec 1 < p < .
Définition 1.2.15. L’espace de Sobolev Wh?(Q) est définir par

Wh? = {u € LP(Q)|3g; € LP(Q) telque / u@gp

—— | q CNVi=1.... N
Yo, lﬁwWEQ()W ,...,N}

Lorsque p = 2, on pose

HY(Q) = Wh2(Q).

Pour v € W2(£2), on note

ou ou ou

Remarque 1.2.4. En d’autre terme, W2(Q) est 'ensemble des fonctions u : Q@ — R, u € LP(Q)

dont les dérivées partielles , prises au sens faible, sont dans L”(Q2) pour tout i = 1,... n.
i
L’espace W' 2() est muni de la norme

n
lullwne = lluller + 3124
wi, Lr = axi Lp-
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L’espace H'(2) muni du produit scalaire

(u,v) i = (u,v) 2 —I—Z 80; g;}l /Q(u(x)v(x) + Vu(z)Vo(z))dz,
est un espace de Hilbert. La norme ||.||y1.2 est celle induite par le produit scalaire (., )g1.
Remarque 1.2.5. On définit de maniere analogue a la dimension une les espaces de Sobolev d’ordre
entier quelconque. Si k > 0 est un entier, on note W*?(2) 'ensemble des fonctions u € LP(2), dont la
dérivées partielles prises au sens faible D*u sont dans LP(€2), pour tout multi-indice o € N™ vérifiant
o] <k
Propriété 1.1. Soit Q C R™ un ouvert, 1 <p < oo et k> 1.
W*P(Q) muni de la norme ||.||yr.» est un espace de Banach, séparable si 1 < p < oo et réflexif si

1 <p<oo.

1.2.3 L’espace W, ?(Q)

Définition 1.2.16. Soit 1 < p < oo; W,'? désigne la fermeture de C3(2) dans W?(Q). On dit que
les fonctions W, P(Q) sont en gros les fonctions de W?(Q) qui s’annulent sur le bord. En supposant

() assez régulier, on a néanmoins le résultat suivant :

Théoréme 1.2.13. Supposons Q de classe C*. Soit

u e WhHP(Q)NC(Q avecl < p < 0.

Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. u =0 sur 0§2;

2. u € WyP(Q).

Théoréme 1.2.14. (Inégalité de Poincaré) Soit Q@ C R"™ un ouvert borné et 1 < p < oco. Alors il
existe v = (€, p) > 0 tel que

lullze < AVullze, Yu € Wy'(2)

ou de maniére équivalente

|| [y < ]|Vl |zr, Yu € Wy P(Q)

1.2.4 L’espace H!

Définition 1.2.17. On désigne par H'(Q), espace dual de H}(Q2). En d’autres termes, f € H ()
si f est une forme linéaire bornée sur H~*(€2). On écrira (.,.) pour désigner le crochet de dualité entre
H7YQ) et H} ().

On munit H~! de la norme dual définie comme suit :

11110y = sup {(f. ), u € HY(Q), llullye < 1}-
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Nous disposons du théoréme suivant caractérisant I'espace H~1(£2).

Théoréme 1.2.15. ( Caractérisation de H=*(Q)):
(i) Soit f € H Q). Alors, il existe fO, f1, ..., f* € L*(Q) telles que

<f,v>:/9(f%+2fivzi)dx (v e HY). (1.1)

(17) De plus

||f|]H71(Q) = inf{(z |fi|2dx)%,fvem'fiant(1.1)p0urf0,f17 e LQ(Q)}.

On écrit dans ce cas

n
=1

1.2.5 Les distributions vectorielles

Soit X un espace de Hilbert, ou plus généralement, un espace de Banach défini sur Q) (typiquement,
X =L%Q), HX(Q), ou C(Q)) , ]0,T[ un ouvert de R. dt désignera la mesure de Lebesgue sur ]0,TT.
Définition 1.2.18. Pour un entier k¥ > 0, on note C*([0, T']; X) I'espace des fonctions k fois contintiment
dérivables de [0, T] dans X. Si on note ||v||x la norme de X, alors C*([0, T]; X) est un espace de Banach

pour la norme
k m
lolleso i = S~ Csup 152 0]1x)

) 0<t<T

Définition 1.2.19. On note L*(]0, T[; X) I'espace des fonctions de |0 T'[ dans X telles que la fonction

t — ||v(t)||x soit mesurable et de carré intégrable, c¢’est-a-dire que

l|lv]]22(]0, T \// [|v(t)][3dt < +o0.

Muni de cette norme L?(]0,T[; X) est aussi un espace de Banach. De plus, si X est un espace de

Hilbert, alors L*(]0, T[; X) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

(u,0) 200, T[, X) = / (u(t) 0(t)) xdt

Remarque 1.2. Si X est l'espace L*(Q), alors L2(]0,T[; L*(2)) s’identifie & 'espace L?(]a,b[x2)

puisque, par le théoreme de Fubini, on a

T
0]l 220, 71220 / / lu(t)|*(z)dz)dt = /O /Q|U(9C>t)|2d$dt = ||vl12240, 7ix0)-
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Pour 1 < p < +00, peut généraliser la définition dessus en introduisant 1’espace de Banach LP(]0, T'[; X)
des fonctions de ]0, T'[ dans X telles que la fonction ¢ — ||v(x)||x soit mesurable et de puissance p-éme
intégrable.
Remarque 1.3. Pour tout 1 < p < oo, C(0,7; X) est dense dans LP(0,T; X).
Définition 1.2.20. (i) L’espace de Sobolev W?(0, T'; X)) consiste en toutes les fonctions u € L*(0,T; X)
telles que u au sens faible et ' € L?(0,T; X).
De plus, 1
(S5 Qraelle + 1l @I1)dt)” (1< p < o0)

[lullwr.ro,7x) =

suppo, 77 (|[u(®)]| + [[u'()]]) (p = o0).

(i7) On écrit H'(0,T;X) = WhP(0,T; X).
Théoréme 1.2.16. soit u € W1P(0,T; X) pour un certain 1 < p < oo.
Alors,
(i) ue C0,T;X), t
(1) u(t) = u(s) —|—/ w (T)dr pour tout 0 < s < s < T.

S
(17i) De plus, nous avons l’estimation suivante :

maxfu(®)]| < Cllullwro, ) (1.2)

ou C est une constante ne dépendant que de T

Preuve

Prolongent U sur R en posant u = 0 sur | — oo, 0[U|T, + ool, et posons u® = n. *x u, ot 1. est la
régularisée de U sur R. Un calcul élémentaire montre que u¢ = ne*u' sur|e, T — €[. On obtient alors
les convergences suivantes lorsque € — 0

u® — u dans LP(0,T; X),

p= o (1.3)
u® — u dans LP(0,T; X).

Fizons 0 <s <t <T, ona

u(t) = u(s) +/ u€ (7)dr.

En utilisant la convergences (1.3), on obtient
t
u(t) = u(s) +/ u (r)dr pp.0<s<t<T. (1.4)

Finalement, la continuité de de ’application t — f: u (7)dT permet de conclure (i) et (ii).
L’estimation (1.2) est une conséquence directe de (1.4).

Théoréme 1.2.17. Supposons u € L*(0,T; H}(2)) avec v’ € L*(0,T; H (). Alors

(1) w € C([0,T]; L*()).
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(17) L’application t — ||u||%2(9) est absolument continue, avec

)]0y = 200 (6, u(t)) p.t € 0.7).

(1i1) De plus, nous avons les estimations suivantes

gzt ey < (Ml ) *+ 10 o o))

ou C' est une constante dépendante uniquement de T

1.3 Formule de Green

Dans cette section on pose que Q est un sous-ensemble borné et ouvert de R"™, et 02 est C*.

Théoréme 1.3.1. (Théoréme de Gauss-Green) Soit u € C*(Q). Alors elle vérifie la formule de Green

ou

O () = / w()nds,
Q 8% o0

€

ou n; est la 1°™¢ composante de la normale extérieure unité de €2

Théoréme 1.3.2. (Formule d’intégration par partie) Soit u,v € C1(Q). Alors

ou ov o "
(x)v(x)de = —/Qu(x) (x)dx + /ag w(z)v(x)n;(z)dS (i=1,...,n).

Preuve. Il suffit d’appliquer le théoreme 1.3.1 sur uv.
Théoréme 1.3.3. (Formule de Green) Soit u,v € C*(Q). Alors

. _ [ Ou(z)
(1) /QAu(x)dx— ., 8n(m)ds’

(i) /Q Vo(z).Vu(z)de = — /Q w(@)Av(z)dz + /8 ) gzggu(w)ds,

—v(xr)Au(z)dr = uxav(x)—vx
(i) [ (@) o) = o(@)Mu(ayde = [ u()TEE (@) Fas,

Q

ou
3.751-

ou Vu = (
de €.

Preuve. On applique le théoreme 1.3.2.

, ou . s
> est le vecteur gradient de u, et — = Vu.n, et n est le vecteur extérieur unité
1<i<n

on

Définition 1.3.1. On dit qu’un ouvert Q de R™ est régulier de classe C* (avec un entier k > 1) s’il

existe un nombre fini d’ouverts (w;)o<i<r tels que
Wo C N, QCU_jw;, 00 C U_jw;,

et que, pour chaque i = {1,...,I}, il existe une application bijective ¢; de classe C*, de w; dans

’ensemble
Q={y=(.ya) ER" xR, |y| < 1,|ya| <1},
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dont I'inverse est aussi de classe CF, et telle que

¢Z(wlﬂQ) = Qm{y:(y/ﬂyn) eRn_l XR7yn>0}:Q+)
$i(wiNdQ) = QN{y=(y.y.) e R xRy, =0}

1.4 Injection de Sobolev

Définition 1.1. Soient (E.||.|g) et (F||.||r) deux espaces de Banach tels qu’il existe une application
linéaire injective de E dans F'. Cette application permet de considérer £ comme un sous-ev de F. On
notera £/ — F'. On dira que cette inclusion est :

- Continue, et on notera F — F' §’il existe une constante C' > 0 telle que:
lul|F < ||u|lg pour tous u € E.

- Compacte, notée E — [, si de toute suite bornée dans E (pour la norme de F), il est possible
d’extraire une sous-suite qui converge dans F' (pour la norme de F).
- Dense si pour tout u € F il existe une suite (u,), C E telle que lim, ., u, = u (la convergence

étant pour la norme de F).

Théoréme 1.1. (Rellich-Kondrachov)

On suppose que S est borné et de classe C'. On a:
1. 8i N <2 alors H(Q) — C ().
2. 8i N =2 alors H* (Q) — L9 (Q) Vq € [2,00].
3. 8i N >2 alors H' () — L7(Q) Vg € [2,25].
On particulier, on a toujours:
H' (Q) — L*(Q).

Donc, on peut déduit que :
D(Q) — H (Q) — L*(Q) — H ' (Q) — D' (Q).

Le théoreme suivant est du également a F'.Rellich : Le théoréeme suivant est di également a F.Rellich :

Théoréme 1.2. Soit Q un ouvert borné dans RY. Alors pour tout m € N :
Hy ™ (Q) — Hy' ().

En particulier, on a:

H! (Q) — L*(Q).



Outils de base pour ’analyse des EDPs 16

1.5 Probleme d’évolution linéaire hyperbolique

1.5.1 Modélisation et exemple d’équation hyperbolique

Le modéle hyperbolique que nous étudierons dans ce mémoire est I’équation des ondes dont [’origine
physique. Par exemple, en deux dimension d’espace elle est un modele pour étudier les vibration d’une
membrane élastique tendue. Soit Q0 un ouvert borné de R"™ de frontiére 0S). Pour des conditions auz

limites de Dirichlet ce modeéle s’écrit

( D?u
ﬁ—Au:fdanstRf
u=0 surdoQ xRS
(1.5)
u(t =0) = ug(x) dans
ou
\ a(t =0) = ui(z) dans )

Le probléme auz limites (1.5) modélise, par exemple, la propagation au cours du temps du déplacement
vertical d’une membrane élastique, ou bien de ’'amplitude d’un champ électrique de direction constante.

L’inconnue u(t, x) est ici une fonction scalaire.

1.5.2 [Existence et unicité dans le cas hyperbolique

La démarche a adopter pour établir [’existence et ['unicité de la solution de ce probleme repose sur
en trois étapes. Premiérement, on établit une formulation variationnelle, deuziémement, on démontre
l'existence et l'unicité de cette formulation variationnelle en utilisant une base hilbertienne de fonctions

propres, troisiemement, on montre que cette solution variationnelle vérifie bien le probleme auz limites.

A. Formulation variationnelle

L’idée est d’écrire une formulation variationnelle qui ressemble a une équation différentielle ordi-
naire du deuziéme ordre. Nous multiplions donc ’équation des ondes (1.5) par une fonction test v(x)
qui ne dépend pas du temps t. A cause de la condition aux limites nous demandons a ce que v s annule
sur le bord de l"ouvert Q). Un calcul formel conduit a

d2

ﬁ/Qu(t,x)v(:p)dx+/QVu(t,x)VU(x)dx:/Qf(t,x)v(x)dx. (1.6)

Il est clair que l'espace naturel pour la fonction test v est Hi (). On introduit alors le produit scalaire

de L*(Q2) est la forme bilinéaire a(u,v) définis par

(W, v)r200) = /Qw(x)v(x)dx et a(w,v) = /QVw(x)Vv(x)dx.
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Soit un temps final T > 0 (éventuellement égal a +00), on se donne le terme source f € L*(]0,T[; L*(2)).

On se donne aussi des condition initiales ug € Hg(Q) et uy € L*(). La formulation variationnelle
déduite de (1.6) est donc : trouver une solution u dans C([0,T]; H3(2)) N CY([0,T); L*(Q2)) telle que

%W(t%@wm +a(u(t),v) = (f(t),v) 12 Yv € Hy(Q),0 <t < T,
(1.7)
u(t = 0) = uo, %(t =0)=u

Les données initiales ont bien un sens dans (1.7) grace au choix de lespace d’énergie C'([0,T]; HY(Q))N
CL([0,T]; L*(Q)) pour la solution u. Nous justifierons encore ce choiz un peu plus loi en établissant
son lien avec des éqgalités d’énergie.

Finalement, la dérivée en temps dans la formulation variationnelle (1.7) doit étre prise au sens faible
puisqu’a priori la fonction t — (u(t),v) 2(q) n'est qu’une fois dérivable en temps puisqu’elle appartient

@ C1(0,T).

B. Un résultat générale

Soit V et H deux espaces de Hilbert tels que V- C H avec injection dense et compacte (typiquement
V =Hi(Q) et H=L*Q))
Théoreme 1.5.1. SoientV et H deux espaces de Hilbert tels que V' C H avec injection compacte et
V' est dense dans H. Soit a(u,v) une forme bilinéaire symétrique continue et coercive dans V. Soit
un temps final T > 0, une donnée initiale (ug,u1;) € V X H, et un terme source f € L*(|0,T[; H).

Alors le probléeme

2
%(U(t),@m(g) +a(u(t),v) = (f(t), v) L2 Vv € V,0 <t < T,
(1.8)
u(t = 0) =y, Wt =0) =,

(ot U'équation de (1.8) a lieu au sens faible dans |0,T[) a une unique solution
u e C([0,T]; V)N CY[0,T); H). De plus, il existe une constante C > 0 (qui ne dépend que de Q et
de T) telle que

ulleqo, 71:vy + uller o, 135 1y < C[|uollv + [fualla + (| £l 220, 7 ) (1.9)

C. Applications

prouvons que cette approche variationnelle a bien permis de résoudre I’équation aux dérivées par-
tielles d’origine.
Théoreme 1.5.2. Soit Q) un ouvert borné réqulier de R™, et un temps final T' > 0. On considére une

donnée initiale (u0,u1) € HL(Q) x L2() et un terme source
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f € £2()0,T[; L*(Q)). Alors l’équation des ondes

( 0%u
o2 Au = f p.p.dansQ2x]0,T|

u =0 p.p. sur 9Qx]0, T
(1.10)
u(z,0) = ug(x) p.p.dans 2

g—?(x =0) = ui(z) p.p. dans

\

admet une unique solution v € C([0,T]; V)N CY([0,T]; H). De plus, il existe une constante C > 0
(qui ne dépend pas de § et de T') telle que, pour tout t € [0,T],

/Q ( %(%t)P + \Vu(x,t)|2) < C(/Q (‘ul(flr,t) + ’Vuo(fl:,t)|2)dx

+/0t/9|f(x,s)|2dxds> . (1.11)

Démonstration.

Nous appliquons le théoreme 1.3.1 a la formulation variationnelle (1.7) de l’équation des ondes
obtenue a la section A (ces hypothéses sont facilement vérifiées avec H = L*(Q) et V = H}(QY)). Il reste
a montrer que l'unique solution v € C(0,T; H3(2) N C(0,T; L*(Q) de cette formulation variationnelle
est bien une solution de (1.10). Tout d’abord, la condition aux limites de Dirichlet se retrouve par
application du théoréme de trace d u(t) € H}(Q) pour tout t € [0,T], et la condition initiale est
justifiée par la continuité de u(t) ent = 0 comme fonction a valeur dans HY(Q) et de u'(t) ent =0
comme fonction a valeur dans L*(€2).

Pour que u est suffisamment réguliére, par intégration par partie la formulation variationnelle de

probléme (1.7) est équivalente a

2
/Q(% —Au—f)vdx:O,

pour tout v(x) € C§ et presque tout t €]0,T[. On en déduit donc ’équation de (1.10).

1.6 Théoremes de point fixe

St f est une application d’un ensemble E dans lui méme, on appelle point fize de [ tout élément
x de E tel que f(x) = x. De nombreux problémes, y compris des problémes d’équations aux dérivées
partielles non linéaires, peuvent étre (re)formulés sous forme de probleme d’existence d’un point fize
pour une certaine application dans un certain espace. Il est par conséquent intéressant de disposer de

théorémes assurant [’existence de points fires dans des contextes aussi généraux que possible.
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On rappelle d’abord le théoréeme de point fixe de Picard pour une contraction stricte dans un espace
métrique complet.
Théoréme 1.6.1. Soit (E,d) un espace métrique complet, T : E — E wune contraction stricte i.e.

telle qu’il existe une constante k < 1 telle que
Va,y € B, d(T(z),T(y)) < kd(z,y).

Alors T admet un point fize unique xg = T(x¢) € E. De plus, pour tout z € E, la suite des itérés
T™(z) converge vers xo quand m — +00.
Ce théoreme, ou des variantes de ce théoreme, est néanmoins utile dans le contexte des équations aux

dérivées partielles d’évolution, notamment pour établir le théoréme de Cauchy-Lipschitz.

1.6.1 Le théoreme de point fixe de Brouwer

Le théoréme de Brouwer est le théoréme de point fize fondamental en dimension finie. Soit B =
{z € R™ ||z|| < 1} la boule unité fermée de R™ muni de la norme euclidienne usuelle.
Le théoréeme de Brouwer affirme que:
Théoréme 1.6.2. Toute application continue de B dans B admet au moins un point fize.
Le théoréme de Brouwer est un résultat non trivial, sauf dans le cas m = 1 ou il se montre treés
simplement par un argument de connexité. Il en existe plusieurs démonstrations dans le cas général,
faisant toutes appel a des notions plus ou moins élémentaires.
Théoreme 1.6.3. Soit K un compact homéomorphe a la boule unité fermée de R™. Toute application
continue de K dans K admet au moins un point fize.
Théoreme 1.6.4. Soit C' un convexe compact non vide de R™. toute application continue de C' dans
C admet au moins un point fize.
Remarque 1.6.1. En général, il n’y a aucune raison pour que le point fixe de Brouwer soit unique.
Voici maintenant un résultat qui est également équivalent au théoreme de Brouwer.
Théoréme 1.6.5. Soit E un espace euclidien (donc de dimension finie) et soit P : E — E une
application continue telle qu’il existe p > 0 pour lequel tout point x sur la sphére de rayon p satisfait

P(x).x > 0. Il existe alors un point o, ||zo|| < p, tel que P(zg) = 0.

1.6.2 Les théorémes de point fixe de Schauder

Les résultats précédents utilisent de fagon cruciale la dimension finie, par exemple par l'intermédiaire
de la formule de changement de variable dans les intégrales ou la compacité de la boule fermée. En

dimension infinie, le théoréeme de Brouwer n’est plus vrai. En voici un exemple. On considére [’espace
. . 2 oo 2 . _ e 2\ 1
des suites de carré sommable I° = {(2;)ien, Y00 %; < +00}. Muni de la norme ||z||2 = (D2, 27)2,

c’est un espace de Hilbert de dimension infinie. Soit B sa boule unité fermée et S sa sphére unité.

T:B— B,T(z)= (,/1— ||.73H122,a:0,x1,$2,...>

Alors Uapplication :
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est continue mais n’a pas de point five. En effet, T est a valeurs dans la sphere unité, donc un éventuel
point fize devrait satisfaire a la fois ||z||z =1 et g = 0 et x4 = x; pour tout i > 0, soit x =0,

or T'(0) = (1,0, ...) # 0.

Le probleme vient en fait d’un manque de compacité, les espaces de dimension infinie n’étant pas
localement compacts. Nous avons besoin d’une propriété d’approrimation des compacts d’un espace
vectoriel normé par des ensembles de dimension finie qui va nous permettre de nous ramener a ce
dernier cas.

Lemme 1.6.1. Soit £ un espace vectoriel normé et soit K un compact de E. Pour tout € > 0, il
existe un sous-espace vectoriel F, de E de dimension finie et une application g. continue de K dans
F, tels que pour tout x € K, ||z — g.()||g < €. De plus, g.(K) C convK.

Note : convK dénote ’enveloppe convexe de K. C’est [’ensemble de toutes les combinaisons convezes
d’éléments de K, ou encore le plus petit convexe qui contient K. Le lemme exprime que tout compact

K peut étre approché arbitrairement prés par un sous-espace vectoriel de E de dimension finie.

Preuve. Comme K est compact, pour tout € > 0, il existe un nombre fini de points x;,7 =1, ... ,p, de
K, tel que K soit recouvert par les boules ouvertes de centre z; et de rayon e, i.e., K C U_; B(x;,€).

Pour chaque indice i, on définit une fonction positive sur F par
0i(x) = (€ = [|lz — zi|[)+-

Il est clair que §; € C°(E; R;) comme composée d’application continues et qu’elle est strictement

positive dans la boule ouvert B(z;, €) et nulle par ailleur. De plus,
P
Vo e K, > 6i(x) > 0.
i=1

En effet, quel que soit x dans K, il existe un indice j tel que x € B(z;,€) par la propriété de
recouvrement. Pour ce j, nous avons donc d;(x) > 0 et par conséquent, Y ©_, §;(x) > d;(x) > 0 (en
fait cette somme est méme minorée inférieurement par un ¢ > 0). Définissons alors

‘ i1 0iz)

i=1
D’apres ce qui précede, g, € C°(K, F.), o, F. est le sous-espace vectoriel de E engendré par le points
x;, ce qui implique que dimF, < p. De plus, il est clair par construction que g.(K) C convK.
Vérifions la propriété d’approximation. Pour tout x dans K et pour tout i, nous pouvons écrire
x; = x + h;, ou h; est tel que ||h;]|p < € si et seulement si §;(z) > 0.

On a donc b s
. . x .
ge ) =1 + =1 "1 ”L’
(@) Ty 0i()
et p P
Oi(@)hi _ dica i(0)|lhillm
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puisque, dans la somme du numérateur du deuxieme membre de I'inégalité, les seuls termes non nuls
sont ceux pour lesquels ||h;||g < €.

Nous sommes maintenant en mesure d’établir le théoreme de point fixe de Schauder.

Théoreme 1.6.6. Soit E un espace vectoriel normé. C' un convexe compact de E et T' une application
continue de C' dans C. Alors T admet un point fixe.

Preuve. D’apres le lemme 1.6.1 pour tout entier n > 1, il existe un sous-espace de dimension finie

F,, et une application g, continue de C' dans F, tels que
1
Ve e C) ||z — gu(2)||lg < — et g,(C) C convC = C.
n

On note convA 'enveloppe convexe fermée d’'une partie A dans F, c’est-a-dire ’adhérence de 'enve-
loppe convexe de A. Posons K,, = convg,(C'). C’est un convexe de F},, compact comme sous-ensemble
fermé du compact C. On considere application 7, : K, — K, définie par T,,(x) = ¢,(T(x)). Cette
application est continue comme composée d’applications continues, donc, par le théoreme 1.6.4, elle
admet un point fixe x,, € K, C C. Comme C' est un compact métrique, on peut extraire de la suite
T, une sous-suite z, qui converge vers un certain x € C.

L’application T" étant continue, on en déduit d’abord que T'(x,; — T'(x) quand n’ — oo. Puis, utilisant

I'inégalité triangulaire, il vient :
|z =T(@)[le < [l = 2wlle + [|zw = Tw(@w)lle + [T (@w) = T(@w)lle +[|T(2w) = T(@)]| 2.

Le premier et le dernier terme du membre de droite de cette inégalité tendent vers zéro quand n’ tend
vers 'infini, par la convergences que nous venons de montrer. Le deuxieme terme est identiquement
nul par la propriété de point fixe pour T},.
Enfin,

Too ) = Tl = Nl (T () = Tl < 25 = 0 quanda’ — +oo,

par construction de g,/. Par conséquent, x = T'(x) est point fixe de 7.

Dans le cas d’un espace de Banach, le théoreme de Schauder est souvent utilisé sous la forme suivante :
Théoreme 1.6.7. Soit E un espace de Banach, C' un convexe fermé de E et T une application
continue de C dans C' telle que T'(C') soit relativement compact. Alors T admet un point fize.
Preuve. Soit ¢ = convT(C). 1l s’agit d'un convexe inclus dans C. En effet, T(C) C C, donc
convT(C) C C car C est convexe, et convl (C')) C C car C est fermé. De plus, C’ est compact dans
espace complet.

On applique alors le théoreme de Schauder a la restriction de T a C".

Remarque 1.6.2. Dans les applications du théoreme de Schauder aux problemes aux limites non
linéaire, on dispose d’une certaine liberté. Il faut d’abord reformuler le probleme sous forme d’un
probleme de point fixe d’une certaine application T'. Il faut ensuite choisir un espace E sur lequel T

soit continue, puis un convexe fermé C' tel que T envoie C' dans C, qui soit compact ou tel que T'(C)
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soit relativement compact. Notons que pour cette derniere propriété, il suffit parfois de montrer que
pour toute suite x,, € C, il existe une sous-suite telle que T'(x,) converge dans E, sans nécessairement

montrer que la sous-suite z, elle-méme converge, ce qui n’est d’ailleurs pas forcément le cas.
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Chapitre 2

Résultats d’existence pour quelques
problemes de Kirchhoff-Carrier

2.1 Introduction

On considere le probleme viscoelastique non linéaire du mouvement transversal d’une corde élastique
vibrante de longueur L fixée a deux extrémités. Le déplacement verticale u(t,x) au point x € (0, L)

et au temps t est la solution du modele suivant, proposé par Kirchhoff [13],

0*u 1 o(t,z) (¥ [0u 0?u ou
o2~ Ld(t,2) (TO LY7 /0 (%) Ao | 5az TR ) 55 =0, (2.1)
Sd(t, )

d(t,z)
de l'introduction). En analysant le méme probleme physique, Carrier [2] a proposé un autre modele

oud(t,x), o(t,x), 10, k(t,x) = +n, n > 0 sont des parametres bien connus (voir ’exposé

qui dépend de l'intégrale du carrée de u, i.e., on remplace le terme non local dans (2.1)(c-a-d le terme

L 2 L
/ (%> dx) par / u?dz, on trouve
o \Oz 0

0*u 1 o(t,z) [* 2 0*u ou
8t2_Ld(t,x)<TO+ 5T /0 dq:)62+k(t x) — 5 = 0. (2.2)

En combinant les deux modeles (2.2) et (2.1), on obtient :

0*u 1 o(t,x) Ly L rou\? 0*u ou
o012 _Ld(t,x) <T0+ AL, </0 udx—l—/o (a_l‘) dx @—i‘k‘(t,l’)g—o,
soit encore
0%u 1 o(tz) (¥, o(t,z) [*[ou 0*u ou
o7~ Td(ta) <7’0 i /0 u“dx + AL /0 (%) dx 92 +k(t, ) T 0. (2.3)

o(t x)
AL2d (t, )

En posant mq (¢, x) = me (t,z) = et ms (t,z) =k (t,z),

t
Ld( ) 1 ( 71’.)
I'équation (2.3) peut se réécrire sous la forme suivante :

a2u L 9 L 8u 82 ou
5z (mo(t,x)—i-ml(t,x)/o u dx—i—mg(t,x)/o (8_x) dx >8 5 T ms(t,x) 5 =0, (2.4)
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qui est une équation hyperbolique non local.

Cette équation peut étre couplée avec quelques conditions initiales naturelles et des conditions aux

limites
u(0,2) =wuo(xz) dans(0,L),
%(0, xz) =ui(xz) dans(0,L),
u(t,0) =u(t,L) =0,

oum;: Rt x (0,L) — R pouri=0,...,3.
Soit zg une fonction a valeurs réelles solution du probleme linéaire hyperbolique suivant :

( 82 82
T
2(t,0) = z(t, L) =0,

2(0,2) = up(z)

0
\ 252(0,2) = wi(2),

En posant

z(t,x) = u(t,x) — z(t,x), t>0, x€]|0,L]
en retranchant la premiére équation de (2.7) de I’équation (2.4), on trouve:
0*u u 0%u ou 0 0?
comme u = z + 2y, alors

2

a_(z + 20) — <m0(z€, x)+my(t,x) /OL(,Z + 20)2dz + my(t, ) /OL <M>2dx> 0%u

Ot2 ox 0z
0?2 ou 0 Dz 0z
T e —m3(t,$)a—@Zo—m3(ta$)§+m3(t’x)a
d’ou
D%z L r g
@ — (TTLO(tax) +m1(t7‘7‘:)/ Z2d$—|—m1(t,l’)/ ng.ﬁl;—i-le(t,l’)/ ZZ()dLU‘i‘
0 0 0
L 9z\2 L 920\ 2 L9209z - \0%u
hdod Z=0 9 et U O Wi
mg(t,x)/o ((%) dx—l—mg(t,x)/o <8x) dx + 2my(t, x) e dx) o2
ou  0? 02 0z
= —m3(t, :E)E — @Zg — mg(t, .T)E + mg(t, ZL’)W
On pose

L L L
I(z) = (mo(t,:c) +m1(t,a:)/0 dex+m1(t,x)/0 zadx + 2m1(t,x)/0 zzodx

L L
5 (mo(t,x) + ml(t,x)/o u“dr + mg(t,m)/o ((%U) dx) o2 + ms(t, ) 5% 9 + 52 0

(2.5)

(2.6)

=0,

(2.8)
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+ ma(t, x) /OL <%)2dx) + ma(t, x) /OL (%)2(135 + 2my(t, x) /OL %%dw). (2.9)
En ajoutant [(z) (22;20 aux deux cotés de I’égalité (2.8), on obtient
O 1Tt 19T = )2 — ot 0) 2 ) 2 1 T2 T
ou de fagon équivalente
0%z 0? 0 020 0%z

Gl l(z)w(u — 20) = —mg(t,m)g(u — 20) — mg(t,x)ﬁ + (I(2) — 1)W’

ce qui donne
0%z 0%z
oz~ Con

8220

= (1) 0 (1) + (1)~ 1)L

ot

/

20
avec — - = 2.
On a aussi z(¢,0) = u(t,0) — 29(t,0) = 0 et z(t, L) = u(t, L) — z(t, L) = 0.
D’autre part, on a:
2(0,2) = u(0,z) — 20(0,2) = up(x) — up(x) =0,

et
0z Ou 0Oz
a—x_%—%—ul(x)—ul(x)—o,
d’ou
2(t,0) = 2(t, L) =0,
et P
z
2(0,z) = P 0.
Finalement, le probleme (2.4)-(2.6) prend la forme suivante :
( 0%z 0%z 0z , 9%z
T2 ()= = — ol —1)==0
8t2 l(Z) a$2 m3(t7$) 8t mg(t7x)z0 + (l(Z) ) 81'2 ’
2(t,0) = z(t,L) =0, (2.10)
\ 2(0,x) = %z(t,x} = 0.

ou [(z) est donné par (2.9).
Remarquons que [(z) contient différents types de termes non-locaux.
Motivé par ce modele, nous allons maintenant introduire un probleme plus général. Soit €2 un ouvert

borné de RY et T une constante positive. Posons

QT = (O,T) X Q,
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On note par x un point de RY et (¢,2) un point de R, x RV,
On pose
Vo = Vu = (Op,u, ... ,0pyu)", u' = o,

ou L désigne le symbole de transposition.
Notons par a = a(t,x,s) ( resp. f = f(t,x,r,s)) une fonction a valeur réelle dépendant d’'un terme
non-local s = [(z) (resp un terme non-local s = I(z) et la vitesse r = ).

Considérons le probleme d’évolution non-local défini comme suit :

u' = V.(a(., l(w)Vu) = f(.,u,l(u)) dans Qr
u=0sur (0,7) x 09, (2.11)

u(0) = 0 et v (0) = 0 dans .

Définition 2.1.1. On dit que le probleme (2.11) admet une solution local si il existe 7o < T' et une
fonction w : (0,7p) x £ — R satisfaisant (2.11) au sens faible.
Si Ty =T on dit que u est une solution non-locale.

Afin de généraliser les modele (2.8) et (2.10), on suppose que
l(u)(t,z) = ((Lho(t,x,y)UQ(y)dy)pO,(/Qhl(t,x,y)((?xw(y))Q(y)dy)pl,--.,
([ Pl 2@ @)™ ([ . pyat)dn)™), (212)
(/Qhl(t,%y)c%wy)dy)ql),---7(/9hN(t,wyy)c‘?mNU(y)dy)"ND

ou pour i = 0,...,N p;, q; sont des entiers et h;, h; sont des fonctions a valeurs réelles. L’existence
de solutions locales, dans le cas dégénéré aussi bien que dans le cas non dégénéré (dans des situations
naturelles plus générales motivées par le probleme (2.10) ) sera démontré en utilisant les méthodes
asymptotiques combinées avec le théoreme du point fixe de Schauder. On présentera également un
résultat d’existence d’une solution non-locale moyennant quelques hypotheses sur les données du
probleme.

Dans ce qui suit, pour un domaine donné w, on dénotera par (.,.), le produit scalaire de L?(w) (ou
tout simplement par (.,.) s'il y a pas d’ambiguité), et par (.,.), le crochet de dualité entre HJ(w) et
H~'(w) ou simplement (.,.)) et par |.|» la norme de L*(w).

A présent, nous présentons les hypotheses a imposer sur la fonctions a afin de définir les cas dégénéré
et non dégénéré. D’autres hypotheses seront imposées sur a dans la section suivante. Suppose que a

est une fonction continue, i.e.
a € O([0,T] x Q x R*V+2), (2.13)
On distingue deux cas selon les valeurs de la fonction a.
(I) Cas dégénéré
a(0,z,0) >0 Va €. (2.14)
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(IT) Cas non dégénéré

a>0 dans [0,T] x Q x R*N+2, (2.15)
En plus, on suppose que les fonctions h;, h; introduit dans (2.12), vérifient
hi, hi € C([0,T] x Qx Q) Vi=0,...,N,

et qu’il existe un constant 6 > 0 telle que

/ / 5
|hil, |7, [V RG], | VR < > pp.(t,x,y) € (0,T) xQxQ Vi=0,...,N, (2.16)
’ ! 6
|hilay [hil2, [V Ril2, [ V]2, < 5 PP (t,z) € (0, T) x Q Vi=0,...,N. (2.17)
En générale, la fonction f est supposée étre continue, c’est a dire que
feC(0,T] x QxR x R*N+2), (2.18)

d’autres d’hypotheses seront imposées sur f dans la prochaine section selon les cas dégénéré et non-
dégénéré.

Dans la section qui suit, on étudiera 'existence de solutions locales faibles de (2.11) dans le cas
dégénéré. Pour ce faire, on résout d’abord une suite de problemes réguliers en utilisant le Théoreme
du point fixe de Schauder, la suite de solutions ainsi obtenues, va converger vers la solution de notre
probleme. La troisieme section est consacrée a 1’étude de l'existence de solutions faibles locales et
non locales du probleme non-dégénéré, moyennant certaines hypotheses sur les données. Rappelons
d’abord une version du théoreme du point fixe de Schauder.

Lemme 2.1. : Soit ¢ une partie relativement compacte convexe d’un espace de Banach B. Soit
H : ¢ — ¢ une fonction continue sur tout partie de ¢ de dimension finie. Alors, il existe une suite
convergente u, € ¢ , telle que la suite H(u,) converge vers la limite de w,, i.e.

lim H(u,) = lim u,

n—oo n—oo

2.2 Solution locale du probleme dégénéré

Dans cette section, on va traiter l’existence de solution local du probleme quasi linéaire et hyper-
bolique donné par (2.11) avec un terme non-local I définir par (2.12) i.e. on suppose que a satisfait
(2.14). En effet, on va effectuer quelque hypothése sur les données. Alors par (2.13) et (2.14), il existe
P, A, 11 > 0 et un constante < T (qu’on notera toujours par T') tel que

la(t,z, s)| < %,a(t,x, s) > 2\, V(t,z,5) € (0,T) x Q x B,, (2.19)

ot Ep C R2V*+2 g boule fermée de rayon p et de centre & l'origine. En plus, on suppose qu’il existe

des constantes 7,7y, b > 0 telles que

|al], |Val, |Vsal, |Vs(Va)l, |Val], \Vsa'|, Vs(Vsa)| < = pp.(t,x,s) € (0,T) x Q x Em (2.20)

b2
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IVefl <90, IVsfl, 1F] <7 l0fl <bpp.(t,z,rs) € (0,T)x xR x B, (2.21)

ot Vy est le gradient par rapport a s. Comme conséquence de la derniére inégalité et (2.18) on obtient :

| [ osas| < [Nofla< [
0 0 0

|f(t,z,7,8)] — |f(t,2,0,5)] <blr| V(t,z,m5)€ (0,T)x 2xRx B,

alors

d’ot
|f(t,z,r,8)| <bo+blr| Y(tx,rs)e (0,T)x QxR x B, (2.22)
ot by = max; , s |f(t,x,0,s)|. Remarquons que (2.22) reste vraie pour le probléeme (2.10) car nous

prouverons avec la suite que [(z) est borné. On va commencer par introduire le méme probléme par

des données régulieres

2.2.1 Existence de solutions du probleme régulier

L’idée cruciale utilisée par S. Guesmia pour résoudre le probleme (2.11) est basée sur l'idée de
résoudre la suite des problemes réquliers en utilisant le théoreme du point fize de Schauder donnée
par le lemme 2.1. les solutions ansi obtenues convergent vers les solutions de notre probleme.
Introduisons les familles de fonctions suivante :

an € C*([0,T] x Q x B,) et b, h € C°([0,T] x Q x R x B,)

17"

pour chaque v = 0,...,N, telles que

! ! 7 ’
( a, — a,a, — a,Va, — Va,Va, — Va,V,Va, — V,Va,

Va, — Va,Via, — V. ,V.Va, — VVa,dans L((0,T) x Q x B,),
(2.23)
RY — hy,(BY) — B VR — Vhi,V(h})') — Vh; dans L=((0,T) x Q x ),

[ AP — hiy(h?) — VAP — Vhy,V(h?)) — Vh; dans L=((0,T) x ©; L*(Q)).
Comme on a (2.16) , (2.17) , (2.19) , (2.20) et (2.23) on peut supposer que, pour chaque n > 0,

an(t,z,8) > N\, V(t,z,5) € (0,T) x 2 x B, (2.24)

an] < 71, |a;L|7 |Vsanl, |[Vs(Vean)|, |Va;7,|7 Vay,|, |v5a;z|7 Vi(Vsan)| <
V(t,z,s) € (0,T) x Qx B, (2.25)
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IR N(BRY ] VB2 Ve (B | <6 Yt a,y) € (0,T) x QxQVi=0,...,N, (2.26)
W25, (B2 |2, [V oh? e, Vo (B |2 < 6, Y(t,x) € (0,T) x QVi=0,...,N. (2.27)

a laide du lemme qui suit nous allons construire une suite de fonctions réquliéres qui converge vers

f.
Lemme 2.2. : Soit f une fonction vérifiant les hypothéses (2.18), (2.21), alors il existe une suite de
fonctions f, € C>([0,T] x Q x R x B,) telle que:

|8tfn’a |stn‘ < Y, |8rfn| < b> V(t,.%’,T, S) € (OvT) X I x R x Fpa (228)
|fult,zr,s)| < b+ blr|, Y(tz,rs) e (0,T)x QxR x B, (2.29)
fult,,r,8) =0 surlebord 0Q V(t,r,s) € (0,T) xR x B,. (2.30)

En plus, pour toute suite z, convergente vers z dans L*(Q), on a:
Falo 2y ) = floz) dans I¥(Bj; LX(Q)). (2.31)

Preuve. On définit la fonction p € C°(RY) par:

1
2 =1

exp( ) si |zl <1

p:

0 st non,

telle que:
/ pdr =1, p>0.
RN

N

On définit la fonction p,, par:

pn(x) =17 p(n).

Alors (pn)nen est de classe C™, et satisfait :
1
/ pndx =1 supp(p,) € B(0,—), pourn — oo.
RN n
e De (2.20), on sait que [ est localement intégrable. Posons f,, = f * p,, qui s’écrit comme suit :
fult,z,m, 8) = § flt,x—y,r, s)pa(y)dy.
R

L’existence d’une suite de fonction f,, € C*([0,T] x Q x R x B,) est donc assurée.

e D’autre part, on a:

‘atfn‘ =

9, /RN ftx—y,r, S)f)n(y)dy‘,

grace au théoreme de Fubini, on obtient :

ufal = | [ st =] < [ 10— vl
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d’apres (2.19), on a:
0f] < 7/ p(y)dy,
RN

/ pn(x)de =1,
RN

et comme

alors

De méme pour V,f, et 0,f,, on trouve:

|V5fn| S ,y et |87’fn| S b’

d’ou
0cfuls Vsl <7y 10nful <b, Y(t,z,7,8) € (0,T) x QxR x B,,

e cn utilisant la derniere égalité et I’hypothese de f, € C°([0,7] x Q x R x B, on obtient (pour

r > 0):
\/ 0, | < / 0, fulde < / b
0 0 0
alors
|fult, 7, 8)| — | fu(t,2,0,8)| < blr| V(t,z,7,5) € (0,T) x QxR x B,
d’ou

[t ry8)| < [ fu(t 2,0, )] + blr|
<by+br| V(t,z,ms) €(0,T)x QxR xB,,

ol by = maxy 4 s | fult, 2,0, s)|.
1 1 1

e On a supp(pn) C B(0,—) alors p,(z —y) =0siz—y ¢ B(0,—), ce qui donne = ¢ B(y, —) Yy € Q.
n n n

D’ou

falt, . r,8) =0, sur le voisinage de 9Q  V(t,r,s) € (0,T) x R x B,

e On a z, convergente vers z dans L*(Q), ce qui donne lim,, . ||z, — 2||12(g) = 0.

Par définition, on a:

nh_{{.lo [ fn(s 200 ) = F( 2 ')HLOO(EP;LQ(Q)) = nh_{go sup [ fn(s 20, ) = F(s 2, ')HL2(Q)'
By

Or, par application de I'inégalité /(a + )2 < v/2(vVa? + Vb2) Ya,b > 0, on obtient :
nh_{go an(v “n, ) - f(? 2 ‘)||L°°(§,,;L2(Q)) < \/inh_{go SEp(an<7 Zn; ) - f(? “ns ')||L2(Q)
BP

+||f(7 “ny ) - f(7 <, ')||L2(Q))
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et comme f est continue alors

lim (|| (s 2ns ) = F( 2, )| 22@) = 0,

n—oo

et comme aussi f,, — f quand n — oo on trouve:

im (|| £a(es 20, ) — (s 2ns )ll22(@) = O,

d’ou
T [[£a (. 20,2) = FCo 20 ) eeB,02000) = O-
Il en résulte que:

falszn, ) — f(2,.) dans LOO(E,,;LQ(Q)).

Remarque 2.1. On remarque que ’estimation
IV.fl <, pp.(t,z,1r,5)€(0,T)x QxR x B, (2.32)

est utilisés seulement ici, elle n’est pas réellement nécessaire. Au lieu de (2.32), par exemple, on peut
seulement supposer que f est uniformément continue en x.

Nous établissons 'existence de solutions locaux des problemes réguliers non-locales suivants:
u' — V.(an(.,ln(u))Vu) = f(.,u/,ln(u)) dans Qr,
u=0sur (0,7) x 09, (2.33)
u(0) = 0 et ' (0) = 0 dans ©,

ou l,, est définie comme dans (2.12), en remplagant f;, h; par A}, h* respectivement pour i = 0, ... ,N.

Théoreme 2.1. Soit Q un ouvert borné réguliere de R™, soit f, la suite de fonction réguliere donnée

par le lemme 2.2. Supposons que (2.24)-(2.27) sont réalisées et on a
A
4(b + bo) (bgmes(Q) + bCqM?) < min (1,5) AM?, (2.34)

ot M est donnée ci dessous par (2.44). Alors, pour tout n et tout Ty €]0,T)] il existe au moins une

solution u,, telle que:
(u, € C(0,To; HY(Q)) N L®(0, Ty; HA()), 02u, € L>(0,Ty; L*(Q))

(2.35)
u,(0) = 0 etu, (0) = 0 dans €,

"

LU, — V,(an(.,ln(un))Vun) = fn(.,u;,ln(un)).
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En plus, pour chaque n, nous avons les estimations suivantes

| At | oo (0, 1 £2(92)) 5 |VUIn|L°°(0,To;L2(Q)) < M, (2.36)

|u;;|L°°(O, To; 12()) < R, (2.37)

ou R est une constante indépendante de n

Preuve. Pour appliquer le théoreme du point fixe de Schauder (lemme 2.1), on sait que pour chaque

w € C*(Q) qui s’annule sur [0, 7] x €, le probleme linéaire hyperbolique suivant :
Uy, = V(an (1 (@)))Vitn) = ful, iy, (@)
uy, = 0sur (0,T) x Q, (2.38)
u,(0) = 0, et Qyu,(0) =0 dans €,

admet une unique solution au sens faible.

Pour cette derniere affirmation, considérons le probleme suivant :

( d2 I ! 1

@(un,v) —I—/Qan(., ln(w))Vu, Vode = (fu(,,w, l,(w)),v) dansD (0,T),Yv € Hy(2)

u, € C(0,T; H (), u,, € C(0,T; L*()) (2.39)

| 4, (0) =0 etu,(0) =0 dans Q.

On pose V = H}(Q), H = L*(Q) et

a(tn,v) = / an (., In(w))Vu, . Vodz,
Q
et comme
frn € C=([0,T] x Q x R x B,) est régulicre alors, on peut supposer que
fn € L*(J0, T[xQ x R x B,; L*(2)).

Premiérement, on montre que af(.,.) est une forme bilinéaire, symétrique, continue et coercive
Il est clair que a (.,.) bilinéaire et symétrique. Il reste de montrer que a(.,.) est continue et coercive.

Pour montrer que af.,.) est continue, il suffit de montrer que

|an (un, 0)| < M[un][[|v]].

lan (1, 0)] = ]/an(.,ln(w))Vun.Vvdx| g/|an(.,ln(w))||Vun\.|Vv|dx,
Q Q
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d’apres (2.23), on obtient :
|y (up, v)| < 71/ \Vuy,|.|Vu|dz.
Q

En utilisant I'inégalité de Holder, on aura:

oatuns ] < ([ 19f?)" ([ 9)" < Mol

avec y1 = M,
donc a(.,.) est continue.

Ainsi, pour montrer que af(.,.) est coercive (elliptique), il suffit de montrer que

a(v,v) > V||U||2.

an(v,v):/Qan(.,ln(w))Vv.Vvdx:/Qan(.,ln(w))|Vv|2dx,

d’apres (2.22), on obtient :
an(v,v) > )\/ IVv|?dx > v||v|?,
Q

donc a(.,.) est coercive.

En effet, V', H deux espaces de Hilbert tel que V' C H avec injection compact et V dense dans H,
a(.,.) est une forme bilinéaire, symétrique, continue et coercive, ainsi un temps final 7' > 0, une donnée
initiale u, € V et u,, € H ou bien (u,,u,) € V x H, et un terme source

fn € L2(J0, T[xQ x R x Ep; H), implique que, d’apres le théoreme d’existence et 'unicité dans le cas
hyperbolique le probleme (2.39) a une unique solution wu,, € C'(0,7;V) N CY0,T; H).

Nous appliquons le résultat ci-dessus a la formulation variationnelle (2.39) de 1’équation du probleme
(2.38) (ces hypotheses sont facilement vérifiées avec H = L*(Q) et V = H}(Q)). 1l reste & montrer que
'unique solution u,, € C'(0,T;V)NC(0,T; H) de cette formulation variationnelle est bien une solution
du probleme (2.38). Tout abord, la condition aux limites de Dirichlet se retrouve par application de
théoreme du trace a u,(t) € Hy(Q) pour tout ¢ € [0,7], et la condition initiale est justifiée par la
continuité de u,(t) en t = 0 comme fonction & valeur dans H}(Q) et de u, (t) en t = 0 comme fonction
a valeur dans L?(Q).

Pour que u, soit suffisamment réguliere, par intégration par partie, la formulation variationnelle du

probleme (2.39) est équivalente a

/Q (u;;, — V(an(., l(w))Vuy,) — fn(-,w/, ln(w)>>dl' o,

pour tout v(x) € H} () et presque tout ¢ €]0, T[. On déduit donc 'équation de (2.38).
En particulier, d’apres (2.30) et la condition initiale nulle, on déduit que les conditions de compatibilité

pour les problemes hyperboliques d’ordre m sont réalisées, pour m € N (voir [22]). Alors, comme
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toutes les données de probleme sont régulieres et si on suppose que 0f2 est suffisamment régulier, pour

00 € C, il s’ensuit que u,, est réguliere, i.e.
u, € C®(Qr). (2.40)
En combinant (2.40) avec u,, = 0 sur (0,7") x OS2, on obtient :
OFu, =0 sur(0,T) x Q, Yk > 0. (2.41)
En utilisant les conditions initiales nulles et bornées, on déduit que:
% un(0) = (95214;(0) =0 dans$), pouri=1,... N, Vk > 0. (2.42)
On est maintenant en mesure de définir suite de fonctions (H,),, par:
w— H,(w) = uy,
et on considere les hypotheses suivantes

sup |02wly < B, sup (|0.Vw(b)2 + |Aw(t)2)® < M, (2.43)

t<Tp t<Ty

ou R, Ty > 0 sont des constantes indépendantes de n qui seront choisies ultérieurement. On a Ty < T'.
M est constante vérifiant la 2°™¢ inégalité de (2.43), telle que I, (w) € B, i.e.

M =sup {M'|Vw € CZ(Q), |[Aw|s < M = l(w) € B

}

(M)

(2.44)
Yw e C(Q), [Aw|s <M = 1,(w) € B,
La prochaine étape de la démonstration consiste a établir les estimations (2.36) - (2.37).
Pour cela, on a besoin d’écrire une certaine d’égalité.
Pour ce faire, on suppose que
u, € CHQr). (2.45)

Nous appliquons Laplacien a la 1¢¢ équation de (2.38), i.e.
O*Au,, — AV (an (., 1, (w))Vu,) = Afn(., W, ln(w)),

ensuite, les hypotheses (2.40) et (2.41) permettent de tester Iidentité ci-dessus avec

v = —0yu, et par intégration sur €2, on obtient :

_/85Aun.8tundw+/ [AV(an(.,ln(w))Vun)}atunda::—/Afn(.,w/,ln(w))@tundx.
0 0 0

Une intégration par parties, nous donne:

—/(93Aun.6’tundx:/afVunﬁtVundx— %.@unds,
Q Q o0 On
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(A T'aide de la formule de Green)
et comme 9Fu,, = 0 sur (0,7) x 09Q, Vk > 0, alors

Oy, = 0 sur (0,T) x 00

Ce qui donne:

au//
N d
o on @tun S = O
d’ou
/ —0?Aun.8tundx = / —8t2Vun.8tVundx = ( - GfVun, 8tVun),
(car L?(2) muni de produit scalaire (f, g) = [, f( dw)

et on a aussi:

/Q[AV(an(.,ln(w))Vun)]ﬁtundx: —/V[V(an(.,ln(w))Vun)]é?tVundx

Q

oV
+ /8 (a0 10 () Vi) g,

Qan

ce qui donne:

/Q[AV(an(.,ln(w))Vun)}ﬁtundx:—/QV[V(an(.,ln(w))Vun)]OtVund:E.

De la méme maniere, par la formule de Green on a:

—/Afn(.,w/,ln(w)).atundx:/an(.,w/,ln(w)).atVunda:— ——.Oyupds,
Q Q

aq o1

d’apres (2.41), on obtient :
_/Afn(.,w’,zn(ﬂ)).atundxz/an(.,w’,zn(w)).atvundx,
Q Q
d’ou

(—0?Vuy,, 0,Vu,) — /

9 [V 1)) V)]0t = /Q V(w1 (). 0 Vundr,  (2.46)

comme Oyu,, = 0 sur (0,7") x 09Q2. Comme conséquence de (2.41), du lemme 2.2 et de l'identité

V(s 1n (@) Vttg) = Py — fo(, 00, (),

pour tout ¢ € [0, 77, nous avons:

V(an(., ln(un))Vun) € Hy(Q),
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c’est a dire que
V(an(., ln(un))Vu,) =0, surdQ et AV (a, (., l(u,)) Vu,) € L*(Q).
Retournons a (2.46), il s’ensuit que:

(0, Opuy,) = ]Vun\Lg

2 dt
car, on:

1d,_ .,
3tV = 5 | [V

_ 2
/th\Vun] dx

= / &, Vu, .V, dx
Q

= / GfVunﬁtVundzv
Q
= (a?un, Qtun)

et on a aussi

—/QV[V(an(.,ln(w))Vun)}atVundx:/{V(an(.,ln(w))Vun)}Au;de

Q

o
- \Y n -aln \Y% n) o nd )
/aﬂ (a ( (w)) U )8nu s

(par la formule de Green)
et comme V(a, (., 1, (w))Vu,) € Hy () alors V(an(., l(w))Vu,) = 0 sur 9Q
d’ou

—/QV[V(an(.,ln(w))Vun)}atVundx:/Q{V(an(.,ln(w))Vun)}Au;dx,

d’autre part

/an(.,w/,ln(w))atVundx:—/fn(.,w/,ln(Q))atAundx—i-/ fn(.,wl,ln(w))ﬁu;ds,
Q Q o0 on

et par le lemme 2.2 on a f,, = 0 sur (0,7") x 052, alors / fn(.,w/, ln(w))aiulnds =0,
a0 n

implique que:
/an(.,w’,zn(w))atvundasz—/fn(.,w',zn(ﬂ))atAundx,
Q Q
d’ott

1d

2dt|Vun|Lz(Q —i—/ﬂ [V(an(.,ln(w))Vun)}Aulndx: —/an(.,w’,ln(w))(?tAundx. (2.47)
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On développe la deuxieme intégrale de (2.47), on trouve:

/Q 9 (a0 1o (@) V)| A = [

(. ,ln(w))AunAu;ldx—f—/ {V[an(.,ln(w))}Vun}Au;ldx,
Q Q

on remplace cette derniere égalité dans (2.47), on trouve:

2d |Vu |L2 /an(.,ln(w))AunAulndx: —/fn(.,w,,ln(w))atAundx
t Q Q

- /Q {V[an(.,ln(w))}.Vun}Au;dx. (2.48)

Comme toutes les quantités sont régulieres, la 1°7¢ intégrale dans l'identité ci-dessus s’écrit comme :

/an(.,ln(w))AunAu;da: = %/an(.,ln(w))ﬁt|Aun|2d$
Q Q
1d 1
= 57 Qan(.,ln(w))|Aun|2dx—5/Qﬁt[an(.,ln(w))ﬂAuanx
car, on a:
1d

Sa Qan(.,ln(w))|Aun|2dx—;/ ((9,5[%( ln(w ))]|Aun|2+an(.,ln(w))3t\Aun|2>dx
/at (o 1n())] [ et ? d:v+;/9 (o 1)) 04 A P

Remplagons cette derniere égalité dans (2.48) et nous intégrons sur (0,¢) pour ¢ < Tj, on obtient :

1d ) ! ;
/ 2dt|Vun|L2(Q)d0+/ 2dt/ )| Au,|*dzdo = —/ /fn Ww L (W) O Aupdado
/ /&t an Ln( ]\Aun| dxda—/ /{V an ln(w))]Vun}Aulnd:cda
d’ou I'égalité d’inergie suivante :
1d 1
2dt|Vun|Lz(Q + = 5 an( n(W))[Au,|? dx— 875 [an (., L)) ] |Au, [*dzdo

—/0 /an(.,wl,ln(w))@Aundxda—/O /Q{V[an(.,ln(w))]Vun}Aulnd:cda. (2.49)

Estimation 1

Nous allons, dans un premier temps, estimer les inégalités du coté droit de 1'équation (2.49).

i) Posons [, (w)(t, ) la quantité donnée par :

’ -1 ’ — ’
) = (ool [ )™ [ 2t + ot ([ m@a)" [ mionwone

71 ,
0@ ([ W0w?)" [ 200+ O (Dur
Q Q
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-1 ’ 1—1 ’
q(]( / hgw)% / hiw —i—@thgw,ql( / hgbamlw)q / 0y, w + Ouh Oy, w
Q Q Q Q

-1 ,
e / W Oyo) " / Wy 0s + O D00, (2.50)
Q Q

D’apres (2.26), on a:

-1 ,
’po(/ hgw2>p0 /2h8’u)w + O hyw?
Q Q

’ po—1 / i
< (6 [ P+ W) [ 2Aull] + ol + P
Q Q

’ 0—1 ’
< ([P P)5 [ (1)

puisque (a + b)? < 2(a® + b?), on déduit que

—1 ,
‘p()(/ hgw2>po /2hgww + Oyhyw?
Q Q

’ po—1 ’
< o ([P WP)" [ 2P +10P)
Q Q
2 n2\F°
2900 ([ Jol? + 1)
Q

2po6™ (Jwl3 + |w']3)"".

IA

IN

D’autre part Vi = 1,...,N, d’apres (2.26), on obtient :

pi< /Q hy(axw)p"_l /Q Qh?é?mwamw'+8th?(6xiw)2‘ §pi(5 /Q 10, w2 + iamw’ﬁ)“_l

6(/ 2|8xiw|]3xiwl| + |a:v1w’2 + |a’fz‘w/‘2)
Q

<o ([ 1onl + 100 F)" " [ (100 +10)

en appliquant 1'égalité (a + b)* < 2(a® + b?), il vient

pi—1 , ;S\ Pi—1

pi< / h;?(axiw)Q) / N8y w ) + O (O w)?| < pi(sp"( / 10,02 + 9w |2)

Q Q Q
/ 2(|axiw|2 + |axiw/|2)

Q
’ DPi
<90 ( [ 10l + 10
Q

< pz’&pi( axiwyg + |axiw/‘g)pi
< pid? (|Vl3 + [V [3)"

(la derniere inégalité est vraie puisque |0,,w|3 < |Vw|3)

De maniére similaire, avec l'inégalité (2.27), on a:

qo—1 , qo—1 ,
o [ )" [ g+ o] < an(Ihglalels)” (1881l + Ol
Q Q
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< o (Blle)* 5 (|2 + w2

de fait que:
(lal + o) < (2(1al* + [0/%)) .
on obtient :
go—1 1\ go—1 1
hg /h"'+8h”‘§ 5% ( (|wl3)? 2(|w'3 + |wf3) )
‘%(/Q ow> 0w+ Othow| < do <(|w|2) ) ( (Jw'l3 |w|2)>

201 1
< o0 (B + ') * (20w B+ @)’
q0

< V2000 ([l + 13) *

De la méme maniere, pour tout ¢ € {1,...,N} et par (2.27), on obtient :

¢i—1

ai( /Q h?axiwyw /Q PO+ 00| < (117 1210m0l2) " (1211002 + 100072l 0l2)

< 4i(000nb +10:':))" 5 (10n0le + 1),

-

et comme on a |a| + [b] < (2(|a!2 + |b\2)>5, alors

a;—1

Orol} + 100 B) 7 (100013 + 1020 1)

-

2

a / h?&mw)qu / h;lamw#athyamw‘ < Vg (
Q Q
< \/5%'5%(

Q

i

Oroly +10:13)

d’autre part:
[Vowlz = 10z,w] + .. + [0y w3,

on obtient alors Vi =1,... N
[Vwly > 0,03

ce qui donne:

s / h;laxiw)qi_l / h?@xiw/jtﬁth?@xiw‘ < Vg, (
Q Q

q,

Veld + V)"

D’ou la conclusion

N
’ ’ Po . ’ Pi
@)t 2)] < 2(pod (Wi + ') + D i (|l + V)
=1

a0 4
2

+ V2 (0% (Wl + |'13) * + S 4o (Ivl +Iva'l3) ).
=1
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D’apres 'inégalité du poincaré 4 Cq > 0 telle que:
wl3 < ColVwl3, et |3 < ColVW3,

ceci implique que:

(@)t 2)] < 2(pd (Ca (1w +1908) )" + im’”( Vuli +194)")
=1

0 N 4

+ ﬂ(qo(sqo (cﬂ(wwg + \Vw/|§>>7 + Zqiaqi( Vwl2 + |vw’|§)3).

=1

D’ou

N .
@)t @) < 2(po0™Cl (IVel3 + Vo) + 3 i (IVwli +193) ")
=1
a0 N %
+ \/E(qoéqu;TO (|Vw|§ + |Vw/|§> d + Zqiéq" (|Vw|§ + |Vw/|§> 2). (2.51)
=1

D’autre part, pour chaque v € H}(Q) tel que Av € L*(Q), et par I'inégalité du poincaré on a:

/|V’U\2d:13— /UAU (formuledeGreen)
e

< ([ 1aol)* ([ 108) < 9olabol

et comme

[v]3 < Ca| Vol
alors

ol < C4IVel,
d’ou

/ |Vo|2de = V|3 < C3|Av|s|Vols,
Q

ce qui donne:

En appliquant cette inégalité a (2.51), on obtient :

N .
()t @) < 2(pod™CE (CalAw + V') + > (Colaw3+ve'g)")

+V2(0Cg (Col A + |w’|§)§ + Zqﬁql(%lﬁwb Vel >;>

=1
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suit encore

N
’ ’ Po
(@)t 2)] < 2(podCl (CalAwl + |Awld + Vo' + CalVwld) + 3 pid™ (CalAwfi+
=1

, pi 490 ’
Awl + [V B+ CalVeld) ) + v2(900™Cof (Cal Awl} + |Awf + Vo' + Co| V)

N i
+ 3 0% (ICalAwl} + [Awl + Vo [} + Cal V) *).

i=1

d’ou

yz;(w)(t,xﬂg2(p05pocg°((cg+1)(mw\2+|w| ) +Zplap(cg+ yAw|2+|va)> )

a0
2

NI

+ﬂ@Wﬁﬂ%+MW£HWA)+§}ﬂ(%+mwmﬂww)

=1

).

D’apres (2.43), on a:
sup (|Ve' ()3 + |Aw(t)3)® < M,

t<Ty
et donc
(19w B+ 18wf) < M2,

Par conséquent, on en déduit que

N
|l;(w)(t, x)| < 2(27051)0050 (CQ + 1)P0M2po + Zpi(;pi (CQ + 1)piM2pi>

0
2

+2(go6"C (Ca+ 1) ¥ M¥ + Zqﬁq (Co+1)* M%),

D’ou

|1, (@) (t,2)| < T(6,M), (2.53)

ou

N
(6, M) = 2(pod™ C8 (Ca + 1) M¥ 4+ 3 pio™ (Co + 1) M)
=1

N .
+2(@"Cyf (Ca+1)% M® + 3 g% (Ca + 1) M), (2.54)

i=1

i1) Op,ln(w)(t, x) est donnée par:

Ouln(w)(t) = (p (/h )H/a hiw ,p1</hn(aﬁ )" 1/@ A0
pN(/Q )" _1/8 (Do) o /Qhow _1/93%110@
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42

q(/ham _{/@W%M w%(/%v qq/@ﬁ

D’apres (2.26), on obtient :

—1
([ 1) [ ot
Q Q

et pour tout 7,7 =1,...

d’un autre coté on a:
donc
D’ou

On a aussi

(] i)™ [ ol
<o ([ 1oF)"5 [ P
§p05p°(/§2|w|2>p0

S p06p0|w|gpo7
,N et par (2.26), on obtient :

le/am]h? mw>2) Spi</|h?|(a% /&;thn ;W

< pio" (|05, w[3)" 6100w

< pid” |0z, w3,

[Vwlz = 100,wl3 + - - + |02y w3,
0,05 < |Vwl; Vi=1,...,N.

pi—1
gﬂéw@Mﬁ /@ﬁﬂw‘<mm

Vw]QpZ

qo—1 -
ool [ 1) [ 0ukie] < ao(1hglals)™ 00 hilolel
Q Q

< o™ wlF T olwl

< god®|wl3’,

et Vi,j =1,...,N et par (2.27), on obtient:

qi( [ mone)

/8 h? O, w‘ < ]qi(|h?|2|3xiw|2)qi_l\a hi'l2|0n,wl2

xji' xi'
< g 5q1_1|azzw|q1_16|axiw)|2

< ¢;6%|0,,wl3',

et comme |9,,w[3 < |Vwl3, alors

ql‘(/gh?axiw)%_lAﬁmjhﬁﬁmw‘ < 0"
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d’ou

gpi + qi5q" |Vw

qi
2'

N
|02, 1 (W) (2, )| < pod?°|w]*° + qod®|w|P + Zpi5pi|Vw

=1

Enfin, par I'inégalité du poincaré et par (2.52), on aura:
1
wlz < CalAwly,  [Vwlz < Cg|Aw]s,

on obtient donc

N
9
02,8 (@) (1 )| < pod™ CF AW + o6 CF|Aw[P + Y pid” CF | Aw]s™ + ¢:6%Cf [Awly,

i=1

d’apres (2.43), on trouve:

[Awly < M7,
d’ott
N .
100, L (W) (£, 2)] < podP CoPo M + qod® CEM® + 3" p,d™ Ch M + ;0% C M.

i=1

Posons alors :

N 4
T((s, M) = poépoCéposzo + qo5q°ngoMq° + ZpﬁpiC’ng + qi(5q"C’gZ MY (2.55)
i=1
d’ou la conclusion

/

(12i) Finalement, 0,1, (t, ) est donné par:
O, (W) (t,2) = A+ B,
ou
1 , 1—1 ,
A= (po( / h8w2>p0 / 20, ww + 8,0, Hw?, p1< / h?(@xlw)2>p / 203, 1D, g,
Q Q Q Q
n 2 n 2\ Pyl n / n 2
+ 00, O (D)2, pN< 12 (0, 0) ) 20y, 1 Oy Do+ O, O (D)
Q Q
qo—1 , q1—1 ,
q0< / h8w> / By, hw +8mi8th8w,q1< / h?@x1w> / Dy, B + D, OOy, .|
Q Q Q Q

qN< /Q h’]v(‘)mele /Q Dy, B0y +8wi8th§i,8mw>
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et
po—2 ,
B = (po(po — 1)( / h8w2> / é)mih’ng( / Ol ww +8th§w2dy>, pipr— 1)
Q Q Q
n 2\ P12 n 2 n ! n 2
( / 1 (D) ) / O 1 (0, ) dly / DOy + O (D) dy, . ..
Q Q Q
n 2\ P12 n 2 n !
pn(pNn — 1)</hN(8wa) ) /axihN(awa) dy/QhNawaawNw
Q Q Q
qo—2 ,
8 (8o w) dy, dolgo — 1)( / h8w> / 0y, hiwdy / hiw' + O,hwdy,
Q Q Q
q—2 /
ailar = 1)( / PO / O, 1} Dy oly / 100, + OOy, wdy, .
Q Q Q
qN—2 ,
an(qn — 1)( / h’fvamw) / 8y, 10, wily / B D +ath§;amwdy).
Q Q Q
D’apres (i) et (i), on obtient :
A<TY(,M) et B<max(p;—1,q—1)Y(6,M) pouri=0,...,N,

d’ou
105,01, (t, )| < €Y (6, M), (2.57)

ou

c=1+max{p;—1,¢s—1 pour i=0,...,N}

Dans ce qui suit, pour des raisons de simplicité, on omettra dans Y (8, M) et T(d, M).
Nous allons maintenant estimer les trois termes de coté droit du (2.49).

On réécrit le premier terme comme suit :

//& an Ln( ]|Aun]2dxdo—/ /&gan Ln( \AunIdeda

+ / / V(e (@) Ly ()| Aty P (2.58)

En prenant en considération (2.25) et (2.53), on trouve:

‘/ /at (- L ( |Aun] dxda‘ </ /fy]Aun\ dxdo
Sf)// /|Aun]2dxda
0o Ja

t
0

¢ t
’/ /Vsan(.,ln(w)).l;(w)]Aundeda‘ §/ /7T|Aun|2dxda
0 Jo 0 Jo

ainsi
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t
§7T/ /|Aun|2dxda
0o Jo

¢
§7T/ |Aun|§da,
0

‘//atan 1 (@)} A Pdrdo| < 4(1+T) / A, o (2.59)

Revenons a (2.49) et estimant le deuxieme terme dans le coté droit, En intégrant par parties, on
obtient :

t t
//fn(.,w/,ln(w))ﬁtAundxdaz/fn(t,.,w/,ln(w))Aundx—/ /Btfn(.,w,,ln(w))Aundxda
0 Jo Q 0 Jo
t
:/fn(t,.,w/,ln(w))Aundx—/ /&[fn(.,w',ln(w))]w”Aundxda
Q 0 Jo
t t
_/ /8tfn(.,w/,ln(w))Aundxda—/ /{stn(.,w/,ln(w))l;(w)}Aund:ﬂdU.
0 Jo 0 Jo
Nous appliquons le lemme 2.2 et (2.53), on aura:
t ’ ! ¢ "
‘/ /fn(.,w,ln(w))@tAundxda‘ g/(b0+b\w ])\Aun\derb/ /]w |Au, |dzdo
0o Jo Q 0 Ja
t
+7(T+1)/ /|Aun|dxda.
0 Ja

En appliquant I'inégalité de Young au premiere terme de I'inégalité ci-dessus on obtient :

/(bo+b|w/|)|Aun|dx:b0/ |Aun|dx+b/ ||| Ay, |da
Q Q Q

([ 1+ ) o f (e s i)

b Q) b ,
bomes($2) —/ W' [2dx + < (by + b)| Aun2,
26 Q 2

<
- 2¢

et I'inégalité du poincaré, nous donne:

|W,|2 < C'Q|VW/|27

/\wIIQda;g/CQ]Vw/\Q
0 0

< Co|Vw'l5,

il vient que

d’ou
bomes(Q) b

/ (b0+b]wl|)]Aun\dx < 5 —CQ|Vw 5+ (b0+b)|Aun]2.
0
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De méme, pour le deuxieme et le troisieme terme, on utilise I'inégalité de Young, on obtient :
t 1" bt " 2 ]. t 2
b lw ||Auy|dedo < —sup |w |5+ = [ |Auy,l5do,
0 Q 2 O'STQ 2 0
“ ! T+1 )t T+1
N A / |Auy o,
o Ja 2 2
d’ou
t , b Q T+1 Ot b /
)/ / fn('vw ,ln(w))atAundde“ < 0m€8( ) + 'Y( i )mGS( ) + _Cﬂlvw |g
0 Ja 2e 2 2e
€ 2 bt "9 1 t 2
+=(bo + b)[Aun)s + = sup lw [+ s (b+ (T +1)) [ |Au,l3do,
2 2 o<1 2 0
ol € est une constante.
Rappelons par (2.43) qu’on a:
1
sup |0?w|s < R, sup <|8ti(t)|§ + |Aw(t)|§> <M,
t<Top t<Tp
donc
sup [w' |2 < R et |Vw|2 < M2
t<Tp
t ) b Q) + bCo M? t
‘/ /fn(.,w ,ln(w))ﬁtAundIda‘ < omes( )2+ & + (7(T + 1)mes(Q2) + bR2)§
0 JO €
1 t
+ S (b + )] A+ 3 (51X + 1))/ A, 2do (2.60)
0

D’apres (2.49) et U'intégration par parties du dernier terme sur le coté droit, on obtient :
/ /{V an (- L ]Vun}Au dxdo = /{ [an (., 1, (w))].Vu,) Y Au,dx
/ / an Ln( )] Vu Aund:cda — / / V(o] an l, ))]]Vun) Au,drdo

=1,...

=1,... Lyeeey

=1,..
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Puis, en utilisant (2.25) - (2.27), (2.53), (2.56) et (2.57), on obtient :

‘/ s(an-0u (W), . N.Vun}Aund:U‘ < \/NWT/Q |Vu,||Au,|dz,

‘/Q{(Van.Vun)}Aunda:’ < \/N7/9|vun)||ﬁun|dx.

Finalement, de facon similaire, on obtient :

t
‘/ / {V[an(.,ln(w))}.Vun}Au;ldxda‘ < VN~(T + 1)/ |V, ||Au,|dx
0 Jo 0
t t
FVE((T + 1)/ / IVl || Auy|dedo + (T + (e + 1T +TT + 1) / / Vit | Az ).
0 Jo 0 Jo
L’application de I'inégalité de Young, il vient :
t
’ v ’ 1
‘/ / {V[an(.,ln(w))}.Vun}Aundxda) < \/N%(T + 1) (€ |Auy 3 + 2|Vun|g)
0 Q7 B - g - t
+ 5@(@ +1) / IV, |2 4 |Aup)2do + (T + (c+ DT +TY + 1) / V|3 + yAun@do),
0 0
En prenant en considération (2.52), on peut écrire:
t ’ Y == ’ 2 1 2 Y —
’ / / {V]an (. lh(w))] .Vun}Aundxd(T’ < \/NE(T +1) (6 |Au, |5 + z[Vun|2> + EW((T +1)
0 Jo
t t t
(/ |vu;|§da+/ |Aun\§da> + (T4 (c+ )Y +TT+1) / Col Aun|2 + munygda),
0 0 0

d’ou

’ /Ot /Q {v[an(.,ln(w))}.Vun}Au;dxda‘ < \/N%(T—l— 1)<el]Aun\§ + §|Vun]§> + %W((T+ 1).
/Ot Vu,l3do + (T+ 1+ (T+ (c+ DT +TT +1)(Co + 1)) /Ot |Aun|§da). (2.61)

Finalement, en combinant (2.49) avec (2.59) - (2.61), il s’ensuit que:

+l/an(.,ln(w))|Aun|2d$§
2 Ja

t
+ (SVN(T +1) + S(bo+) ) [Aunf} + 2VN(T + 1)</ Vs o+ 2|Vl
0

bormes(§2) + bCq M?

2e

1 t
§|8tVun|%2(Q) + (Y(T + 1)mes(Q) + bR2)§

+{g+%[2+2r+\/N(T+1<T+(c+1)T+TT+1)(OQ+1))}}/t|Aun|§da,
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d’apres (2.24), on aura:

! A A
—/an(.,ln(w))|Aun|2dx2 —/ A, Pdz = 2| Ay 2,
2/, 2 /o 2

done

bomes(2) + bCoM

2¢

1 A t
§|8Nuny2m(m + §|Aun|§ < + (Y(T + 1)mes(2) + bR?)5

/

t
—_— Y ' 1
# (VAT 1)+ 5000+ 0) Al + SV ) ( [ V0o + oIV )
0

+{g+1[2+2T+\/N(T+ 1<T+(c+ 1)T+TT+1)(CQ+1))]}/t\AunlgdU-

2
En prenant e = — et e, = ; on aura:
P 4(by + ) VN +1) '
1d A 2(by + b)(bgmes(£2) + bCQMQ) t
2dt|vun|L2(Q §|Aun]§ <=2 ° . ( (T 4+ 1)mes(2) + bRQ)§
b _ _ _
+{§+%[2+2T+\/N(T+1(T+(c+1)T+TT+ )(Ca+1) /yAunlzda

A 2 — Lt

+ Z|Aun|2 + %N(T + 1)2|Vun|% + %\/N(T + 1)/ |Vun|§d0,
0

d’ou

2(bo + b) (bomes(Q) + bCo M?)

Zdt A

+bR2)—+{g+%[2+2T+\/ﬁ(T+ 1(T+(c+1)T+TT+1)(CQ+1))}}

/|Aun|2da+ ZEN(T + 1V + LVR(T +1) / Vi, do (2.62)

A
|V a3+ Z|Aun|g < + (7(T + 1)mes(2)

Estimation 11

Afin d’appliquer I'inégalité de Gronwall, le lemme suivant & pour but d’estimer le terme |Vu,,|3.

Lemme 2.3. On a pour chaque t < T
4 t
IVu,|3 < X(bgmes(Q) + ¥ CoMH)t? + %(1 + T)C’Q/O |Au,|3do.
Preuve. En analysant I’équation dans (2.39) avec v = u,, on obtient :

d> / / / /
o — (Un,u,, )+/Qan(.,ln(w))Vun.Vunda; = (fa(w, (W), u,),

2dt/|u OFde+ 3 / (- l"<w)>atlvun|2dxz/an(ww/’ln(w))ulndx-
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En intégrant sur (0,t), on aura:
I |
5 lu, (t)]“dx + 5 [ an (-, ln(w)) V. Vu,de = 8t [an (., (W) ]| Vu, Vu,dedo
Q Q

+/0 /an(.,w/,ln(w)).u;d:cda.

Nous calculons la premiere intégrale de coté droit, on obtient :

%/Qlu;(t)|2+%/ n (o I (W) Vg Vugde = + // ) V. Vu,drdo
+%/Ot/Q(Vsan(.,ln(w)).ln(w))Vun.Vundxda—|—/O Afn(.,w,zn(w)).u;dmda.

Ainsi, d’apres (2.24), (2.25), (2.53) et le lemme 2.2, on déduit que:

/| ul (D)2 + / o (s (W) V. Vundx< 2 (14+7) / |Vun\2da—|—/ / (bo + blw'|)|u,, |dzdo,

et comme

/an(.,ln(w))Vun.Vund:c > )\/ Vuy,|*dx
Q Q

1 / A t t / !
5/ |, (t)[* + §|Vun|g < %(1 + T)/ (Vuy,|5do —l—/ /(bo + blw |)|u,|dzdo.
0 0 0 Jo

Par I'inégalité de Young et pour € > 0, on obtient :

donc

I 1 t I t t !
(D2 + A Va2 < -(bgmes(n)t+b2/ 1 [3do) +7(1+T)/ \Vun|§da+2€/ Wi, [2do.
€ 0 0 0
Il s’ensuit que:

sup |u,,(0)[3 + AV (t)[; < Sg}t)(W'n(U)IQ +9|Vun(0)]3)

o<t

1 b '
< E(bgmes(Q)t + b2/ |w |§d0> +y(1+ T)/ [Vu,|3do
0 0

+ 2et sup |u, (o).

o<t

1
En choisissant € = e on obtient :

¢ ¢
sup |u,, (0))2 4+ M|V, ()2 < 4t<b§mes(§2)t + b2/ |w/\§d0> +v(14+7) / |Vuy,|5do
o<t 0 0

1 /
+ 5 sup |un(0->|§7

o<t
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ce qui donne:

1 , Lo, t
3 up |un(0)|g + )\|Vun(t)|§ < 4t <b(2)mes((2)t + b2/ |w |§d0> +v(1+7) / |Vun|§da,
o<t 0 0

d’ou

1, L !
§|un(t)|§ + A Vu,(t)]3 < 4t (bgmes(Q)t + b2/ |w |§d0> +9(1+7) / |Vuy,|5do.
0 0

Nous appliquons l'inégalité du poincaré et (2.52), on obtient :
1 b !
5Bl + AIVun(B)l5 < 4t(bgmes(9)t + bQOQ/ [Vw |§da) +y(1+ T)Cﬂ/ |Auy|3do.
0 0
Puis, par (2.43), il s’ensuit que:

1 ! !
Sl (O + XV (1) g4t(b3mes(9)t+b2cQM2/ o) +7(1—|—T)OQ/ A, 2do,
0 0

d’ou

1 t
Sl (O + AV (1)} < 4(bgmes(9) + b?cQM?)t2 (1 + T)CQ/ | Auy|2do,
0

1,
et comme §\un(0)]§ >0 et A >0, alors

t
V()2 < 4(bgmes(9) + bQCQM2>t2 Fy(l+ T)CQ/ | Au, 2do.
0

Revenons maintenant a (2.62) et en appliquant le lemme ci-dessus, on obtient :

2(bg + b)(bomes(Q) + bCo M?)

1 A t
§|8Nun\§ - Z\Aun@ < + (7(T + 1)mes() + bR2)§

A
8v% 2(12 2 2) 2 Y147 2
5 N(T + 12 (Fmes(9) + BCa?)t +{§[VN(T+1) (1+7)Cq+2+ 27T
_ _ — b t
+\/N(T+1+(T+(c+1)T+TT+1)(CQ+1))} +§} ></ | Auy [5do
0
t
+ LVN(T + 1)/ 0,V up|2do.
0
En posant :
G sn(M) = LY [0t (LN (T 4120+ 1) 4 24+ 27
oo M) = max (1,5) [b+7( S N(T + 121+ T)Ca + 2+
+\/N(2T+2(T+(c+1)T+TT+1)(CQ+1)))],
et
2 2y 87 2/72 2 24,2
F, 5p(t, M, R) = max (LX) X [(v(T—i—l)mes(Q)—i-bR )§+VN(T+1) (bymes(Q2) + b=CoM~)t*|,
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d’ou la conclusion

4> 2(b3 + b)(bomes(Q2) + bCq M?>
P )

t 2 o t
Gy op(M) / |Aun|§da + max (1, X)v\/N(T +1) / |8tVun|§d0.
0 0

10,V |2 + | Auy)? < max (2 + Fsu(t, M, R)t+

En effet, pour montrer que 'inégalité ci-dessus est vraie, il suffit de montrer que si a et b sont deux

constantes strictement positives et x, y et z sont des variables positives avec ax + by < z alors
11
T + 1y < max (—,—)z
a'b

1 cas: sia <balors

b 1
T+ -y < —z,
a a
et comme
~y 2y,
on obtient
z+y< -z
2 cas: méme étape, si b < a alors
1
—r+y < -z,
V=%
et comme
a4 >
—r >,
=
alors
+y < !
x —z.
V=%
D’ou
4y < (1 1)
x max(—,-)z.
v = a'b

Finalement, comme on a:

YWN(T +1) < G, 54(M)

alors

4\ 2(b? Q M?
) (b3 4 b) (bgmes(2) + bCq L sy (t M R)

|8tVun|%2(Q) + |Au, |3 < max <2’X :
t

G%57,,(M)</ |Au, |3 + |8Nun|§da>.
0

D’autre part |8tVun]%2(Q) + |Au,|3 est une fonction continue de [0, 7] dans RT et, on a:

4\ 2(b5 + b) (bomes(€) + bCo M?
) (b5 + b)(bgmes(£2) 4+ bCq )+F,67b et Gy s,

max <2’X 3
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sont deux constantes positives et par 'inégalité de Gronwall, on obtient :

4) 2(B2 + ) (bymes(Q) + bCo M?)

10, Van|2 + [Aun|2 < (max (2’X VR

) %&bt) exp Gospt.  (2.63)

Notons que les constantes ci-dessus sont indépendantes de n. Nous utilisons maintenant la deuxieme
dérivée de H,(w) pour obtenir le 1¢" estimation de (2.43). Alors avec (2.39) on obtient :

O = fu( 0, (W) = an(., (W) Auy — Van (-, 1n(w)) ] Vi,
d’ott
Oftn = fo (@ 1n(@)) = an (. 1a(w)) At = Ve (o 1n(w)) Vi = [Vt (o 1n(@)) Oaln(@)] -V,
Par ailleurs, pour tous réels a, b, ¢ et d de, on a:
(a—b—c—d)* <2[(a—b)*+ (c—d)’] <4a®+4b° + 4 + 4d
d’ott

‘8fun‘§ < 4}fn(.,wl, ln(w)) ‘; + 4|an(., ln(w)).Aun‘z + 4’Van(., ln(w))Vun‘;
+ 4‘ [Vsan(., ln(w))ﬁxiln(w)}

i=1,., N
En appliquant le lemme 2.2, (2.25) et (2.56) sur la derniére inégalité, on obtient :
‘82%‘; < 4(by + b|w/\2)2 + 493 Au, |3 + 4N~ (1 +TQ)\Vun|§,
et comme (a + b)? < 2(a® + b?), alors
‘8fun‘§ < 8mes(Q)bE + 8b%|w' |2 + 473 Au, |2 + 4N~*(1 —|—TQ)|Vun|§.
Or, en utilisant l'inégalité du poincaré et (2.52), on obtient :
|02u, |2 < 8mes(Q)DE + 802 Ca| Ve [2 + 4[4 + NA2(1+ T7)Ca) | Auy 2.
Alors par (2.43) et (2.63), on déduit que
[0l < Lss(M,R), (2.64)
ou

L sy(M,R) = 8mes(Q)b(2) + 8b2C'Q{Vw/‘§ + 4[7% + N~*(1 + TZ)CQ]

y <max (274> 2(b% + b) (bomes(Q) + bCo M?)

3 S + F«,,a,bt) exp G s pt- (2.65)
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Définition de ¢

Pour appliquer le théoreme du point fixe de Schauder, on doit vérifier que H,(w) satisfait les

inégalités similaires a celles données dans (2.43) pour w i.e.

(07 unly < B2, [0Vt 2 + | Aun(®)] (g < M2 (2.66)

|i2(9)

ca va éetre réalisé si on a:

(max ( 4) 2(b% + b) (bomes(2) + bCo M?)

X \ + F%(g’bt) exp G%@bt S MQ, (267)

et
I(M,R) < R*. (2.68)

Premieérement, grace a (2.34), on a:

%) 2(b% + b) (bomes(2) + bCoM?) < M2
A A
On distingue deux cas selon les valeurs v, 9, b et Tj.

(CY) Siy, ¢ et bsont fixés, on choisit R tel que

max (2,

R® > 8mes(Q)R + 862CoM? + 4[72 + N2 (1 + T)Cq]

4) 2(b% + b) (bomes(2) + bCo M?)

7)\ A 9

alors, il existe 0 < Ty < T indépendante de n pour tout (2.67) et (2.68) sont vérifiées pour chaque
t € (0,7p).

(C3) Maintenant, on fixe Ty = T" et on choisit R tel que

X max (2

%) 8bZvimes(Q)
7)\ A Y
alors, il existe 7, b > 0 ou d, b > 0 indépendants de n tel que (2.67) et (2.68) sont vérifiées pour

R? > 8mes(Q)bj + max (2

chaque t € (0,7p), puisque

lim F. 5.b — lim G 5[,:0.
’y,b—)O 'Yv ’ "Y,b—)o 77 k)

D’autre part, grace a (2.44), quand d, b > 0 est petit, M peut étre choisi suffisamment grand et le M,
dans (2.63), peut étre controlé par b.

Dans cette étude, on a juste besoin d’avoir supg i et supg, h suffisement petite afin d’avoir M suffisa-
ment grand.

Le deuxieme cas (Cy) est dédié a 'étude de I'existence de solutions non-locales(voir la prochaine sec-
tion), et la premier (C}) caractérise les solutions locales.

Finalement, on définit ¢ par:

¢ = {u € C*([0,Tp) x ), u(t,.) =0 sur 69,]8Nu|§ + ]Au]§ < M?|9fu|, <R Vte (o,TO)},
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et on conclut que H, envoie 'ensemble ¢ dans lui-méme. Il est clair que ¢ € W (0, Tp; H2(2), H} (2))
puisque on a:

H*NHi(Q) = {u € Hy(Q), Au e L*(Q)}.

Nous déduisons alors que ¢ est un ensemble convexe relativement compact dans L? (0, To; Hy (Q))

Fin de la preuve du théoréme 2.1

L’étape prochaine consiste a montrer que H,, : ¢ — ¢ est une fonction continue. Notons que ¢ est

muni de la norme de L?(0,Ty; Hj(€2)). On considere la suite w™ € ¢ convergente vers w € ¢ dans

LQ(O,TO; H&(Q)), i.e.
To 2 3
</0 }wm—w|H1dx> — 0,

To
/ ™ — w’Hldx — 0. (2.69)
0

et comme L? — L', on obtient:

Pour n fixé, on pose que w)* = H,(w™) € ¢. Comme on a aussi u", w™ € ¢ alors
up € L*(0,To; H*()) et opul} € L*(0,Ty; H*(Q)),

car ¢ C W(0,Tp; H*(Q), Hj(2)).
Ceci implique que la suite u" est bornée dans L*(0, To; H*(€2)), et bornée aussi dans C'(0, To; H*(Q))
(car C'(0,To; H2()) € L*(0,To; H*(Q))).
d’un autre coté on a HZ(2) est strictement plus petit que H*(Q),
c-a-d la suite u" est bornée dans C(0, Tp; HZ(2)), il existe alors une sous suite encore notée par ul
telle que
up — u, dans C(0,Ty; H(Q)),
et comme 'injection de HZ(Q) dans Hj(f2) est compacte, alors

up — u, dans C(0,Ty; Hy(Q2)), (2.70)

on a aussi la suite dyu" est bornée dans C’(O, To; H&(Q)), il existe alors une sous suite notée encore
par Oyu," telle que
Oy, — Oy, dans C(O,To; Hol(Q)),

et comme l'injection de H} () dans L?(f2) est compacte, alors
Ayt — yuy, dans C(0,Ty; L*(9)), (2.71)

ot u, € W(0,To; H*(Q), Hj ().
D’un autre coté on a w™ € ¢ alors la suite d,w™ est bornée dans L? (O7 To; Hé(Q)),

d’ou il existe une sous suite encore notée par w™ telle que

O™ — dw dans L* (0, Ty; Hy(Q)) (2.72)
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Enfin on a u]" € ¢, alors a partir de la définition de ¢, on obtient

fur € L*(0,Ty; L*(Q)),
et la suite 97ul" est bornée dans L2(0, Tp; L*(2))
D’ot1 il existe une sous suite encore notée par 92u™ telle que

Fpulr — 8fu, dans L*((0,Ty) x Q), (2.73)

ot u,, € WH(0,Ty; H*(2), H}(Q)). La 3" convergence (2.72) est réalisée puisque w™ € ¢. Puis on

réécrit la derniere équation dans (2.39) comme suit :

To To
2l v)pd (o L (W™) Vu™ Vodzdo = L (W™ L (w™)), v) edo,
/0( g00+/ /gpa )u vdxdo /O(f((w) (w))v)goa

pour chaque ¢ € D(0,Tp) et v € D(w). Ensuite nous passons a la limite quand m tend vers oo, en

utilisant (2.69) - (2.73) et la continuité de a, et f,, par rapport a s, on obtient:

To To To
/ (8 Up, U gpda + / / cpan Ln( Vun Voudxdo = / (fn(., (w),, ln(w)),v) pdo.
0 0

Notons qu’on a utilisé le théoreme de Lebesgue ,(2.29), la continuité de f,, et le fait que
ln(w™) = ly(w) p.p. dans (0,Tp) x Q.
On obtient aussi par (2.70) et (2.71) les conditions initiales suivants :
u,(0) = u,(0) = 0.

Ainsi, u, est la solution de (2.39) et H,(w) = u,. Comme u, est 'unique solution de (2.39) il suit que
la suite entiere u”" converge vers u,, dans L? (0, To,,H&(Q)). On obtient ainsi la continuité de H,,.
Finalement, grace au lemme 2.1, il existe une suite @’ € ¢ telle que u* et H,(u)') € ¢ ont méme
limite dans L*(0,Ty,Hg (%))

. En utilisant les premieres arguments que précédemment, on déduit que u, (la limite de @ et de

H, (@) est une solution du probleme (2.35). De plus, comme %] € ¢ il s’ensuit que:
AT — Ay, VT = O,Vu,, O;Vu) — 0;Vu, faiblement dans L*(0,Tp; L*(Q)).

Comme la norme est semi-continue inférieurement par rapport a la topologie de la convergence faible,
il s’ensuit que:

|0, Vuy,|, < liminf |9, Va)'|, < M,
’Aun}* < liminf |Aﬂm* <M,
|8t2un|>k < lim inf |8t2ﬂ:f .S R

La preuve du théoreme est ainsi achévée.
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2.2.2 Théoreme d’existence locale pour les problemes dégénérés

Maintenant, on va énoncer le résultat principal d’éxistence local dans le cas dégénéré.

Théoréme 2.2. (Probleme dégénéré) Sous les hypotheéses (2.13), (2.14), (2.16) - (2.18), (2.20) et
(2.21), en plus si (2.34) est vérifiée alors, pour tout Ty €]0,T), le probléeme hyperbolique non-local
swvant :
((ue C(0,To; Hy () NL>(0,Ty; H?), Ofu € L>(0,Ty; L*(RQ)),
(2.74)
u(0) =0 etu (0) =0 dansS,

\ u’ — V,(a(.,l))Vu) = f(.,u/,l(u)),

au moins une solution.

Preuve. En utilisant les estimations (2.36) et (2.37), il est clair que u, € L>(0,Ty; H*(Q)) et
Oy, € L™ (O,TO; H&(Q))

On suit les mémes étapes de (2.70) et (2.71), on obtient:

u, —u dans C(0,To; Hy()), (2.75)
et
Opun, — Ou  dans C(0,Tp; L*(2)). (2.76)
D’autre part on a ||02u,| |L°°(0,TO;L2(Q)) <R,

alors la suite 9?u,, est bornée dans L?(Q2), donc il existe une sous-suite notée encore (9%u,) telle que:
Oun — Ou  dans L™(0,Ty; L*(2)), (2.77)

ou u est une fonction qui satisfait la premiere ligne de (2.74).
Faisons un passage a la limite dans (2.35) terme & terme. Pour le premier terme en, utilisant (2.77)
pour chaque ¢ € D(0,1p) et v € D(2), on obtient :

To To
/ (07 tn, v)pdo — / (07 u,v)pdo. (2.78)
0 0

Ensuite, comme on a:

an(.,ln(un)) — a(.,l(u)) = (an(.,ln(un)) — a(.,ln(un)) + a(.,ln(un)) — a(.,l(u))),

en appliquant la premiere ligne de (2.23), on déduit que les premieres parentheses dans le c6té droit
de l'identité ci-dessus tendent vers 0 dans L>°((0,7p) x §2). Pour les derniéres parentheéses on utilise

premierement les deux dernieres lignes de (2.23) avec (2.75) pour montrer que:

ln(uy) — l(u) p.p. dans(0,Tp) x Q, (2.79)
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alors, grace a la continuité de a, on obtient :
a(.,ln(uy)) — a(., l(u))  p.p. dans (0,Ty) x €. (2.80)

Aussi, avec (2.75) et le théoreme de Lebesgue, on a:

T(] TO
/ /gpan(.,ln(un))Vun.VvdxdaH/ /goa(.,l(u))Vu.Vvdxda. (2.81)
o Ja o Ja

Finalement, réécrivons I’équation hyperbolique de coté droit dans (2.35) comme

/0 i (fn(, (un)/,ln(un)),v)goda = /0 i (fn(, (un)/,ln(un)) — fn(, (u)/,ln(un)),v)goda
—l—/o 0 (fn(.,(u)/,ln(un)),v)gpda,

Puis, en appliquant (2.29), (2.76) pour la premiere intégrale de coté droit et (2.31), (2.77) pour la

deuxieme, on obtient :

/00(fn(.,(un)/,ln(un)),v)gpda—>/0 (7 W) 1)), 0) do, (2.82)

En combinant (2.78), (2.81) et (2.82), I’équation de (2.35) quand n — oo, pour ¢ € D(0,Tp) et
v € D(Q), devient :

To To To
/ (07 u,v)pdo + / / ea(.,l(u))Vu.Vodedo = / (f(, (u), lo(u)),v)pdo.
0 0o Jo 0
On obtient aussi par (2.75) et (2.76) les conditions initiales suivants:
u(0) =u (0) = 0.

D’ou la preuve du théoreme.

2.3 Solutions locales et non-locales du probléeme non dégénéré

Comme mentionné ci-dessus, on dit que le probleme (2.11) est non dégénéré si (2.15) est vérifié

1.e. il existe A > 0 tel que
a(t,z,s) > 2\, Y(t,z,s) €[0,T] x Q x R*N*2, (2.83)

Sous cette supposition, le théoreme suivant montre 'existence de solutions locales et non locales de
probleme non dégénéré.
Théoréme 2.3. (Probleme non dégénéré).

Supposons que les hypothéses (2.13), (2.15)-(2.18) sont réalisées et (2.20), (2.21) sont réalisées pour
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p est suffisamment grand. Alors on a:

- Solution locale : Si on suppose de plus
A
4(by +b)bCq < min (1,5) A (2.84)

alors, il existe 0 < Ty < T tel que le probléme (2.11) admet au moins une solution.

- Solution non locale : Si on suppose que v ou & et b sont suffisamment petits, alors on peut prendre
To="T.

Preuve. Ici on travaille avec le probleme non dégénéré i.e. la deuxieme inégalité dans (2.19) est
réalisée sur une boule centrée arbitraire Ep C R?N*2 de rayon p. Dans ce cas, puisque on a (2.84), on

peut choisir M suffisamment grand pour obtenir (2.34). Alors, il existe p > 0 tel que
Vw e CP(Q), |Aw|, <M =l(w)e By.

Comme les suites hy, . . ., Ay, hg, . . . AR sont supposées étre uniformément convergentes vers hy, . .. ,hy,

ho, ... ,hy respectivement, on peut supposer que:
Yw € C°(92), ‘Aw|2 <M =l,(w) € B,.

Notons que toutes les suppositions du problemes réguliers données au Théoreme 2.1 sont vérifiées

pour ce choix de p et M. Ainsi, la suite de la preuve est similaire a la preuve de Théoreme 2.1 et le

167”6 2€m6

point de ce théoreme peut étre montre comme au Théoreme 2.2. Le point est donné par le
meéme argument en prenant en compte le cas (Cy) dans la section de définition de ¢ ci-dessus, comme
le choix de M ici est abstraite. Notons que la supposition que 7 est petit est similaire a celle que ¢

est, petit.

2.4 Etude de cas particuliers

Dans cette section on montre que, sous quelques suppositions régulieres sur f, on peut éliminer
les hypotheses (2.34) et (2.84).
Pour le faire, il est suffisant dans un premier temps de supposer que la suite f,, définie au lemme 2.2,

pour chaque n > 0, satisfait I'inégalité suivante :
Vol <7, V(t,z,r,8) €[0,T] x Q xR x B,. (2.85)

Concernant maintenant la fonction f, la supposition ci-dessus peut étre reformulée autrement. Il est
clair que si la suite f,, satisfait (2.85) et 'affirmation de lemme 2.2, alors f,, est uniformément bornée

dans H'(Q). Ceci implique aussi, en utilisant (2.30), que:

f(t,z,r, ) € HY)(Q), V(t,r,s) €[0,T] x R x R**2, (2.86)



Résultats d’existence pour quelques problémes de Kirchhoff-Carrier 59

Le lemme suivant montre que I'hypothese (2.86) avec la supposition que le gradient du f soit borné,

sont des conditions suffisantes pour construire une suite f, qui satisfait (2.85).

Lemme 2.4. : Soit f une fonction qui satisfait les hypotheses (2.18), (2.21) et (2.22). Supposons
que :
f(t,z,r,8) € Hy(), V(t,r,5) € [0,T] x R x B,, (2.87)

IVF] < sur(0,T) x Q xR x B, (2.88)

Alors, il existe une suite de fonctions f, € C’OO([O,T] x QxR x Fp), telle que :
fo=0sur[0,T] x 90 x R x B,, (2.89)

|atfn|7 ’vsfn|, ’vfn| S 0077 larfn’ S COb7 sur (OaT) X X R X Epa (290)

ou Cy est une constante positive indépendante de n. De plus, pour chaque suite z, convergente vers z
dans L*([0,T] x Q), on a:

fn(.,zn, ) — f(, z, ) dans L (Ep; LQ([O,T] X Q)) (2.91)

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer le théoreme suivant :

Théoréme 2.4. Soit Q un ouvert régulier et borné dans RY. Supposons que (2.13), (2.14), (2.16)
- (2.18), (2.20) et (2.21) pour p suffisamment grand, sont vérifiées. Soit f, une suite de fonctions
réqulieres données par lemme 2.4 satisfaisant (2.85), alors on a:

- Solution locale. Pour quelque 0 < Ty < T, il existe au moins une solution de probléme (2.34).

- Solution non-locale. Si on suppose que (2.15) est vérifiée, de plus pour quelque vy ou 0, et b suffisam-

ment petit. Alors, il existe une solution de probléme (2.34) telle que Ty =T .

Preuve. La preuve est presque la méme que la preuve du théoreme 2.2. Ici on traite la troisieme

intégrale dans (2.49). En intégrant par partie par rapport a x, on obtient :

t t
/ /fn(-;u}/,ln(W))atAunde'dO':—/ /V[fn(-aw/,ln(uJ))]@tVundxdg
0 Q 0 Q
__ /O /Q Vo (o (@) 0V tndedo — /O /Q Orfo (1) V) OV undado

_ /0 t /Q [Vaful ' 1n(@)) 00 ln(w)],_,  y-0:Vu,dado . (292)

.....

Notons que la fonction z — f,(., z,.) s’annule sur 9€2. Alors, en appliquant (2.56), (2.85) et le lemme
2.4, on obtient :

t t
)/ /an(.7w'7ln(w)).(‘?tVundxda‘ S\/N/ /7.|6tVun|dmda
0 JQ 0 JQ
¢
< \/Ny/ /|(9tVun\dJ:da,
0 Ja
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on a aussi:

=1,... ey

¢
SV\/NT/ /|(‘3tVun|dxd0,
0 Jo

et par rapport au deuxieme terme de 'égalité (2.92), on a:

t t
‘/ /@fn(.,w/,ln(w))Vw,.atVundxda} g/ /b\le].\ﬁtVun\dxdo
0o Jo 0o Jo
t
gb/ /|w’|.|atvun|da;da.
0o Jo
D’ou
t , o T t ,
]/ /fn(.,w,ln(w))atAund:cda‘ gm/ﬁ(ur)/ /‘&Vunwxda—l—b/ /\vw|.\atvun\dxda.
0o Jo o Ja 0o Jo
En utilisant I'inégalité de Young, on obtient :
o t o t 1 1
WN(HT)/ /|8tVun}dxda§fy\/ﬁ(1+T)/ /(512+§|8tVun’2)d:cda
0o Jo 0o Jo
t
< YN+ Tymes(@)t + LVRQ +T)/ 10, |*)do,
0
et on obtient aussi:

1 / 1
/ / IVW'[.10,Vuy|dzdo < b/ / §]Vw ? + §|8tVun]2)d:cda
—|Vw |*dxdo + b —|8tVun| dxdo
2 0 Ja?2

1Vu)/}zda—l—b/tlmVu ’2d0
2 2 0 2 t n|o )

\\

d’ou

/Ot /Q Fu(o W' 1n(w)) O Aupdado <

VN(1+ T)mes(Q)t + g /t 0,

1\9'“ wlg

t
(YN +T)+b) / |0,V |2 do.
0

Par (2.43), on obtient :
b [* P 2, o b o[t b,
5 i | tVun}zda_ 3 i M*do = §M t,

c’est-a-dire que:

/t/fn(-,w/,ln(w O Au,drdo < (7\/_(1+T)mes(Q)+bM2)t
0 Q
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LT 1) [ ol 299

Cela signifie que, 'hypothese (2.34) ou bien (2.84) et (2.59) est remplacée par (2.93). En utilisant
cette fois (2.59), (2.61) et (2.93), on obtient la formule équivalente a (2.62) suivante :

1 1 — _ ,
§‘GtVun‘§+g’Aun|§ 5(7\/N(1+T)mes(9)+bM2)t+%\/N(TH)(E |+ |Vl
t
—|—%/[\/N(T+1+(T—F(C+1)T+TT+1))(1+CQ)+1+T]/ | Auy[3do
0
%(27\/_(1+T +b) / }Vu{da

En prenant € = =% f et en appliquant le lemme 2.3, on obtient :

N(T+1)

2+A‘Aun

}2

2 < %(VW(I + T)mes() + bM?)t

|2

1
5}5’,5Vun
44 )\QN(T +1)2 (B2mes(Q) + B2Co M) + %
2
x [VNT 41+ (T+ e+ DT+ TT+1))(1+Ca) + 1+ T +2N15.Ca(l + 1) (T + 1)’]

/}Aun’ do + - (27\/_(1+T)—I—b / !Vu;l‘;da.
0
On pose:

F, 54(t, M) = max (1, ;) X [('y\/ﬁ(l +T)mes(Q) 4+ bM?) —|—4;Y\QN(T+ 1)2(bames(Q) +bQCQM2)t:| t,

et

Gy,5,5(t, M) = max (1 ;){H VNA(BT+3+ (T+ (c+ )T +TT +1))(1+ Cq)

+ (1+T)+2NIZC’Q(1+T)(T+ '}

Ceci implique que:
t
}@Vun‘z + |Aun‘§ S Fw,é,b + G%&b X / ‘Aung + ‘Aun}zda
0

En utilisant la méme étape que (2.64) (I'inégalité de Gronwall), on obtient :

2
|, < FexpGt (2.94)

|3tVun 2

[, + [ A

Notons que (2.64) est encore vérifie avec

I(M, R) = 8mes(Q)b; + 8v*CoM? + 4[y; + Nv*(1 + TQ)CQ] Fexp Gt.
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Maintenant on peut appliquer le théoréme du point fixe de Schauder, sans utiliser (2.34) dans le cas
dégénéré ou (2.84) dans le cas non-dégénéré. Nous notons dans le cas non-dégénéré que p peut étre

choisi suffisamment grand. La preuve est similaire a celle preuve du théoreme 2.2 et le théoreme 2.3.

Remarque 2.2. La supposition (2.84) peut étre remplacée par le suivant :
f(t,2,0,5) =0, V(t,z,s) € [0,T] x Q x B,.
L’hypothese (2.88) est aussi supposée. En effet, grace a (2.41) on a:

f(t L w'(t,.),s) € Hy(Q), Y(t,w'(t,.),s) € 0,T] x R x RN+, (2.95)

ol w € .
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