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Introduction générale 
 
L’automatique  consiste  à  étudier  des  systèmes  réels de  différentes  disciplines 

scientifiques  (électronique,  mécanique,  thermique,  chimie,  écologie,  biologie,  

économie, physique,…..), en vue de les analyser, les surveiller, les diagnostiquer, et les 

commander. Cela nécessite la disponibilité d’un modèle mathématique de ce système réel. 

Celui-ci est  un  objet  dans  lequel  des  variables  de  différents  types  interagissent  et  

produisent  des signaux observables. Lorsque le modèle du système n’est pas connu, il est 

nécessaire de procéder à son identification. L’identification consiste à rechercher des 

modèles mathématiques de système fiable et proche de la « réalité physique» à partir des 

données expérimentales et de connaissances disponibles  à  priori.  Ces  modèles  doivent  

fournir  une  approximation  fidèle  du comportement  du  système  physique dans  le  but  

d’estimer  des  paramètres physiques ou de concevoir des algorithmes de simulation, de 

prévision, de surveillance ou de commande. L’utilisation des données expérimentales pour 

déterminer les paramètres de modèle  mathématique  du  système   représente  une  

identification  paramétrique. 

  

Le pendule inversé a fait l’objet de nombreuses études de recherche tout au long de 

ces  dernières  années.  Cet  intérêt  est  dû  au  fait  que  le  problème  de  la  commande  

du pendule inversé est fondamentalement le même que ceux impliqués dans plusieurs 

autres systèmes, tels que le lancement des fusées, la propulsion des missiles et la 

stabilisation des satellites [1]. Le pendule inversé est un système SIMO (Single Input 

Multiple Output); sous- actionné, à plus d’un degré de liberté, très  sensible aux retard et 

aux frottements. 

 

 En  plus,  le  pendule  inversé  a  toujours  été  utilisé  pour  tester  les  nouvelles 

méthodes de commande, car il possède plusieurs caractéristiques intéressantes entre autre 

la non linéarité, le couplage et l’instabilité intrinsèque [1]. 

 

La  synthèse  d’une  loi  de  commande  pour  un système  non  linéaire  est  un  

important  problème rencontré en automatique. Dans  ce  cadre,  plusieurs  techniques  de  

commande  réputées robustes ont été élaborées ; à titre d’exemple, la technique de  

commande par régime glissant. 
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La  commande  à  structure  variable  est  un  sujet  qui  a  attiré  l’attention  de 

plusieurs chercheurs  depuis  longtemps.  Le  principe  de  cette  technique  de  commande  

est  de forcer  la dynamique du système à suivre, au mieux, une dynamique désirée, 

imposée par des systèmes autonomes  stables,  ce  qu’on  appelle  les  surfaces  de  

glissement.  Dans  la  littérature,  les surfaces  de  glissement  se  trouvent  comme  des  

systèmes  autonomes  stables  et  souvent linéaires [2]. 

 

Les commandes  à  modes  glissants  procèdent  de  manière  discontinue,  ce  qui  

conduit  à  exciter toutes les fréquences du système à contrôler et donc des modes pas 

forcément pris en compte dans  la  modélisation.  En  second  lieu,  dans  la  plupart  des  

cas,  les  discontinuités  de l’algorithme  de  contrôle  interviennent  directement  sur  

l’actionneur.  Si  cet  organe  n’est  pas conçu pour ce type de sollicitations, cela risque de 

conduire à son vieillissement prématuré et le système sera soumis à chaque instant à une 

commande élevée, afin d’assurer sa convergence vers l’état désiré. 

  

 La  commande par mode glissant d’ordre un  se  synthétise  en  deux  étapes :  on  

détermine  une sortie  fictive  s(x),  appelée  surface  de glissement  sur  laquelle  les  

objectifs  des  contrôles sont  réalisés,  ensuite  on  calcule  la  loi  de commande afin de 

ramener la trajectoire des états à cette sortie et de la maintenir sur cette surface tout le 

temps jusqu’à l’équilibre [3]. Malheureusement, cette loi de commande présente un 

problème majeur,  le  ‘‘chattering ”,  en  anglais,  ou  phénomène  de réticence  en  

français.  Celle-ci  se  caractérise  par  des  oscillations  persistantes  de  hautes fréquences 

qui sont  dues à la partie discontinue. Plusieurs techniques ont été proposées  par des 

chercheurs russes tel que M. levantovsky et M. Emel’yanov pour réduire ou éliminer ce 

phénomène. Parmi ces stratégies, on cite la commande par  mode glissant d’ordre 

supérieur. Ce dernier est basé sur le déplacement  du problème de discontinuité qui est dû à 

l’élément de commutation de la loi en régime glissant sur les dérivées d’ordre supérieur de 

la variable de glissement, au lieu d’agir sur la première dérivée. 

 

Le travail présenté dans ce mémoire s’appuie sur la commande par mode glissant 

de second ordre d’un pendule inversé à deux degrés de liberté. Il s’agit de l’algorithme de 

super Twisting. Son objectif est de remédier au phénomène de chattering de la commande 

par mode glissant d’ordre un, tout en gardant ses avantages. 
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Ce mémoire est structuré en quatre chapitres dont le contenu est brièvement résumé 

de la manière qui suit 

Chapitre 1 : 

Le premier chapitre est destiné à la description d’un système sous-actionné qui est le 

pendule inversé et à l’élaboration de son modèle mathématique, en se basant sur le 

formalisme d’Euler-Lagrange. 

Chapitre 2 : 

Ce  chapitre est consacré pour  la présentation des notions de base de la commande 

par régime glissant classique. Des méthodes de calcul des grandeurs de commande  telles 

que la méthode de Fillipov et la méthode de commande équivalentes sont 

abordées. Ensuite, l’inconvénient majeur de cette approche qui est le phénomène de 

chattering  est présenté, en proposant quelques solutions pour le réduire. 

Chapitre 3 : 

Dans ce chapitre, nous exposons  un bref rappel théorique sur le mode glissant 

d’ordre supérieur et son principe de fonctionnement, avec ses deux principaux régime 

(idéal et réel). Ensuite, nous présentons le mode glissant d’ordre deux et ses propriétés de 

convergence, en citant quelques algorithmes  qui s’appliquent pour éliminer le phénomène 

de réticence. 

Chapitre 4 : 

Après avoir élaboré le modèle dynamique du système pendulaire étudié dans le 

premier chapitre par le formalisme d’Euler-Lagrange, nous l’exploitons pour tester la 

commande par mode glissant d’ordre un et illustrer son inconvénient majeur qui est le 

phénomène de broutement. Ensuite pour remédier à ce problème, nous optons pour 

l’algorithme de super Twisting, une des techniques de commande par mode glissant de 

second ordre. Une série de tests par simulations est effectuée pour mettre en évidence 

l’efficacité de ces deux lois de commande.  

Enfin, nous terminerons notre travail par une conclusion générale résumant les 

différents résultats obtenus et les perspectives qui découlent de l’étude effectuée. 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Chapitre  1 
 

 

Modélisation et description           

d’un pendule inversé 
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1.1 Introduction  
 

Nous avons déjà presque tous un jour joué avec un bâton de bois (manche à balai), le  

jeu consiste à faire tenir en équilibre ce bâton  sur notre index le plus longtemps possible. 

Afin d’éviter la chute de celui-ci, nous devons déplacer notre doigt de façon à contrecarrer 

en permanence son basculement. 

 

C’est exactement le même défi que propose la commande d’un pendule inversé. 

Celui-ci   est un outil didactique puissant utilisé en automatique depuis maintenant plus de 

50 ans. Nous pouvons d’ailleurs retrouver une vaste littérature à son sujet, puisque de 

nombreux services universitaires d’automatique ou de mécatronique l’ont exploité pour 

tester des nouvelles techniques de commandes. 

 

Ce présent chapitre est consacré à la présentation du système pendulaire et à sa 

modélisation dynamique. 

 

 

1.2 Définition d’un pendule inversé  

 

Un pendule inversé est un pendule simple, cependant la masse est située en l'air. Le 

pendule présente une position d'équilibre instable que l'on cherche à stabiliser en position 

verticale, relié par une liaison rotule à un chariot mobile  qui se déplace le long d’un rail de 

guidage horizontale [4]. 

 

Le dispositif  pendule – chariot possède deux degré de liberté exprimés en � pour le 

déplacement  horizontal du chariot et �  pour la rotation de pendule au tour de l’articulation 

de rotation. Le système est schématisé par la figure (1.1). 
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Le schéma  de l’ensemble pendule inversé - chariot est représenté par la figure 

suivante.      

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1.3 Principe du fonctionnement  

 

Le principe de fonctionnement du système est très simple en théorie : 

Quand le pendule penche vers la droite, le chariot doit le rattraper en effectuant un 

mouvement vers la droite, et inversement. 

La difficulté c’est de régler l’intensité  et la forme de la réaction du chariot en fonction de 

l’angle que le pendule fait avec la verticale [4]. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure  (1.2) : Pendule inversé 

�→ 

� (�, 
) � 

 (� 
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1.4 Modélisation dynamique du système pendule – chariot  

    

Toute formulation d’un modèle mathématique des systèmes mécaniques nécessite la 

représentation des forces subies par ces systèmes. Cela est représenté par la figure ci-

dessous.  

    

 

 

 

 

 

 

 

   

 

 

 

 
 
Les paramètres du système pendulaire sont donnés dans le tableau suivant : 

 

paramètres unités description � � Demi-longueur de pendule � �� Masse de pendule �  �� Masse de chariot � ��. �� Inertie de pendule par rapport à son centre de gravité �� 	� Frottement de pendule �� � Frottement de déplacement de chariot ���� � Position longitudinale de chariot ���� ��� Position angulaire de Pendule  ��� � Force appliquée au chariot 

 

Tableau (1. 1) : variables et paramètres du pendule inversé 
 

 

 

Figure  (1.3) : représentation des force aux quelles soumis le système 
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Le système possède deux degrés de liberté  ���� et  ����, pour le modéliser nous 

utilisons la méthode de d’Euler-Lagrange, définie par les équations suivantes : 

 

 = ""# $ "%"&' () − "%"&( + ",-"&.'                                                        �1.1�  
Le Lagrangien étant défini par :  L = Ec − Ep                                                                       �1.2� 
 

Avec : 56 : C’est l’énergie cinétique. 57 : C’est l’énergie potentielle. 

Afin d'obtenir ces équations, on isole l'ensemble (Chariot + pendule) pour calculer 

les déférentes  énergies liées à l'ensemble du système. 

Soit 56  l'énergie cinétique et 5� l'énergie potentielle. 

 

 

1.4.1  Énergie cinétique 

 

L'énergie cinétique se calcule par la somme des différentes énergies cinétiques liées 

au système.  

 56  =  567 + 566                                                                                          �1.3� 
 

L’énergie cinétique de pendule est exprimée par l’équation (1.4). 

L’énergie cinétique de chariot est donnée par l’équation (1.5). 

   

9567     =     12  � :7� + 12  ;<�                                                                   (1.4�
566     =    12  M :6�                                                                                      (1.5� 
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1.4.1 .1 L’énergie cinétique du pendule   

 

La position du centre de gravité du pendule à partir de ses coordonnées est donnée 

par : @7AAAAB 	= 	 �7CAAAAAAB + @7DAAAAAAB                                              	= @7CEB+ @7CFB	 
Donc : @7AAAAB = 	 G	� + � 	sin���K	EB+ � cos��� FB                                               �1.6� 
 

Le vecteur de vitesse du centre de gravité du pendule est calculé de la manière 

suivante : 

:7AAAAB = NN� @7AAAAB =		 :7CEB+ :7DFB 
D’où : 

 :7AAAAB = 			 O	�' − ��' cos���	P	EB− O��' sin���PFB                                      �1.7�    
 

Le module de vecteur de vitesse du centre de gravité du pendule est calculé comme 

suit : 

R		:7 	= S:7S = 		TU:7CV� + U:7DV�		W	 
	⇒	 Y		:7� =			 O�' + �	�' cos���P� 	+ 	 O��' sin���P�		Z 

Ce qui donne : 

 :7� = �'� + ��	�'� 	+ 2��'�' cos���	                                                �1.8�       
 

On remplace l’équation (1.8)  dans l’équation (1.4), on obtient l’expression de 

l’énergie cinétique du pendule: 

 

567 = 12 	m		O�'� + ��	�'� 	+ 2��'�' cos���	P + 12 	;�'� 

567 = ]� 	m	�' � 		+ ]� 	m	��	�'� +���'�' cos���	 + ]� 	;�'�                          �1.9�   
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1.4.1.2  Énergie cinétique du chariot  

 

La vitesse de chariot 		:6 est donnée par la dérivé partielle de  ���� par rapport au temps.  

 

566 =	12 	M	�'�																																																																																										�1.10� 
 

On substituant les équations (1.9) et (1.10) dans (1.3), on aura l’expression de 

l’équation de l’énergie cinétique du système  pendule - chariot.  

       

56 = 12	�m +M�	�' � 		+ 12 	m	��	�'� +���'�' cos���	 + 12 	;�'�																																									�1.11� 
  

 

1.4.2  Énergie potentielle  

 

L’énergie potentielle du système pendule – chariot est donnée par la somme des deux 

énergies potentielles de chacun des deux  éléments du système. 

 5�  	= 577 + 576	 = 0 +��� cos��� 
Ce qui donne : 

 5� = ��� cos���                                                                  �1.12� 
 

 

1.4.3  Équation de Lagrange 

  

Le Lagrangien est défini par : ` = 56 − 57 

 

On substituant les équations (1.11) et (1.12) dans (1.2) on aura :  
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` = ]� 	�m + M�	�' � 		+ ]� 	m	��	�'� +���'�' cos���	 + ]� 	;�'� −��� cos���																				�1.13� 
 	
Le système a deux degrés de liberté,  a] = ���� et  a� = ���� 
 

 

1.4.3.1 Équation de Lagrange pour le degré de liberté bc = 
�d�	 
 F = ffg $fhfi') − fhfi + fjkfi'                                                             �1.14� 

 

Où:   est la force à appliquer sur le chariot. 

La dérivée partielle de Lagrangien suivant ��� ,�'��� et �	s’exprime par les équations de 

l’accolade suivante : 

 

lmm
mn
mmm
oN`N�' 													= 			 �m + M��' 		+ ���' cos���	 																																																																			�1.15�NN� pN`N�'q 				= 		 �m + M��r − ���'� sin��� + ���r 																																																								�1.16�N`N� 													= 					0																																																																																																															�1.17�N5sN� 												= 	 �6�' 																																																																																																																�1.18�	

 

 

 

On substituant les équations (1.16), (1.17) et  (1.18) dans l’équation (1.14),  on aura 

la première équation de Lagrange. 

   ] = �m +M��r − ���'� sin��� + ���r cos���	 + ���' 	=	                                    (1.19) 

 

 

1.4.3.2 Équation de Lagrange pour le degré de liberté bt = ��d�	 
 

 0 = ""# $"%"u' ) − "%"u + ",v"C'                                                           �1.20� 
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La dérivée partielle de Lagrangien suivant ��� ,�'��� et t s’exprime de la manière 

suivante : 

 

lmm
mn
mmm
o N`N�' 									= 		m	���' + ���' cos���	 + 	;�' 																																																																				�1.21�NN� pN`N�'q 	= 		m	���r + 	���r cos��� − ���' θ' sin���	 + 	;�r 																																							�1.22�		N`N� 									= 		−���'�' sin��� +��� sin���																																																																	�1.23�N57N� 							= �7�' 																																																																																																																		�1.24�

 

 

On substituant les équations (1. 22),  (1.23) et (1.24) dans l’équation (1.18), on aura 

la deuxième équation de Lagrange. 

 �m	�� + ;��r + ���r cos���−��� sin���	 + ���' = 0																																						�1.23� 
 

 

Dans le but de simplifier les calculs, on néglige les forces de frottement ��, �� et 

l’inertie dans les équations (1.19) et (1.23). On  obtient les deux équations  suivantes : 

 

R	�m +M��r + �� cos����r 	 −�� sin��� �'� =  																																																											�1.24�	�� cos����r + m	���r −�� gsin���	 = 0																																																																								�1.25�  

 

En multipliant l’équation (1.25) par 
]��  et en remplaçant	  par y, on obtient 

l’équation dynamique décrivant le mouvement du système pendulaire. 

 

R	�m +M��r + �� cos����r 	 −�� sin��� �'� = y																												�1.26�	cos����r + ��r − gsin���	 = 0																																																											�1.27�  

 

 

 

1.5 Calcul du modèle d’état   

 

Le modèle d’état non linéaire s’écrit sous la forme suivante : 

 �	' = �U����V+	�U����Vy���																																																																			�1.28� 
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On pose les variables d’état : 

9�] = ��� = �'�z = ��{ = �'         
	⇒		9�'] = ���'� = �r�'z = �{�'{ = �r 			 

 

Tel que :   

  �] = � (Position rectiligne du chariot). �� = �'   (vitesse du chariot). �z = �  (Position angulaire de la tige). �{ = �'  (vitesse angulaire de la tige). 

 

1.5.1 Calcul de 
r  et �r   
 

De l’équation (1.27), on aura la valeur de �r  en fonction de �r  
 

�r = − cos����r� + gsin���� 																																																																																																�1.29� 
 

En substituant l’équation (1.28) dans  (1.26), on aura la valeur de �r  en fonction des 

variables d’état. 

 

�r = mlcos����'� − g cos��� sin���� +� sin���� + 1� +�sin���� y																																		�1.30� 
 

En substituant l’équation (1.29) dans  (1.28), on aura la valeur de �ren fonction des 

variables d’état. 
 

 

�r = gG� +�Ksin��� − ml sin��� cos����'��G� +� sin����K − cos����G� +� sin����K y															�1.31� 
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1.5.2    Le modèle d’état 

 
 

�' = }�']�'��'z�'{~						= 						
�
���
���

��	mlcos��z��{� − g cos��z� sin��z�� +� sin��z��	�{	gG� +�Ksin��z� − ml sin��z� cos��z��{��G� +� sin��z��K �
���
���

 

 

+						
�
���
���

0	1� +�sin��z��	0	cos��z��G� +� sin��z��K�
���
���y																																						�1.32� 
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Les paramètres utilisés lors de la modélisation sont résumés dans ce tableau. 

 

paramètres description ` L’équation de Lagrange  56 Énergie cinétique 567 Énergie cinétique de pendule 566  Énergie cinétique de chariot 5� Énergie potentielle  5�� Énergie potentielle de Pendule 5�� Énergie potentielle de Chariot :7  Vitesse de pendule :6  Vitesse de chariot � Le temps a��� Degré de liberté  ���� Position Angulaire de Pendule ���� Variable d’état  ��� Force Appliquer Au Chariot � La gravité  y La commande de système 

 

Tableau 1. 2: variables et paramètres du pendule inversé. 
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1.6  Conclusion  
 

          Le pendule inversé  est un système non linéaire et instable. Il est souvent utilisé 

pour tester l’efficacité de nouvelles commandes. C’est pour cette raison que nous l’avons  

choisi comme application, afin de mettre en évidence l’efficacité de notre stratégie  de 

commande. 

 

      Dans ce chapitre, nous avons présenté la structure du système pendulaire ainsi 

que sa modélisation dynamique qui est déduite à partir du formalisme d’Euler-Lagrange.  
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2.1 Introduction 

  

Dans toute formulation d'un problème de commande, le modèle mathématique 

développé dans le but d'établir la loi de commande ne reflète pas exactement le processus réel. 

Ces différences peuvent par exemple être dues à des dynamiques non modélisées, à des 

variations des paramètres du système, aux perturbations et aux non linéarités. 

 

La commande par mode glissant relève le défi à ce problème, voire sa propriété de 

convergence rapide et en temps fini des erreurs, ainsi, que la grande robustesse par rapport 

aux erreurs de modélisation et certains types de perturbations extérieures. Alors c’est une 

commande adéquate à mettre en œuvre.  

 

Tous ces aspects positifs n’empêchent pas la présence de certains inconvénients. Les 

commandes à modes glissants procèdent de manière discontinue, ce qui conduit à exciter 

toutes les fréquences du système à contrôler et donc des modes pas forcément pris en compte 

dans la modélisation, appelé le (phénomène du chatring). 

 

Le mode de glissement est un mode particulier de fonctionnement des systèmes à 

structure variable. Basé essentiellement sur la résolution des équations différentielles 

discontinues initiée par Fillipov [6] telle que la théorie originellement introduite par 

Utkin[7]et  Emelyanov[8]. 

 

 

2.2 Principe et concepts de base 

 

La technique des modes glissants consiste à amener la trajectoire d’état d’un système  

vers la surface de glissement en temps fini  et d’y demeurer jusqu’à l’équilibre. Alors c’est la 

convergence vers la surface glissant et ensuite le glissement le long de celle-ci. 

 

Cette surface étant une relation entre les variables d'état du système, elle définit une 

équation différentielle, et donc détermine totalement la dynamique du système, pourvu qu'il 

reste sur cette surface. L'évolution d'un système soumis à une loi de commande qui le fait 

rester sur une surface donnée ne dépend donc plus du tout du système lui même ou des 
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perturbations auxquelles il peut être soumis, mais uniquement des propriétés de cette surface. 

Le système bouclé est  robuste vis à vis des incertitudes (propres au système) et perturbations 

(extérieures au système), aussi est totalement insensible à ces incertitudes et perturbations, 

moyennant qu'elles puissent  effectivement être rejetées par la commande. [9] 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Cette commande se fait en deux étapes :  

� Détermination d'une région d'espace d'état telle qu'une fois que le système se trouve 

dans cette région, il ait le comportement  désiré. 

� Définition d'une loi de commande qui conduise le système jusqu'à cette région d'espace 

d'état. voire (Figure 2.2) [10]. 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 2.1 : À  gauche : commande, 

 À droite : trajectoire dans l’espace d’état et surface de glissement 

�� 

surface de glissemet 

Mode de glissement  

État désiré      

�� 

Mode de  
Converge 

Figure 2.2 : différntes mode de convergence pour la trajectoire 
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2.3  Définition de régime glissant. 

 

Considérant le système non linéaire suivant [11]: 

 

	�		�� = 	
�, �, 
�							����					�
��� = ��			� = ℎ
��																																																	                                               (2.1) 

 

On souhaite que cette équation d’évolution suis la surface définie par : 

�
�, �� = 0														�: ℜ� ∗ ℜ → ℜ   

	 le champ de vecteur suffisamment différentiable.  

�	le vecteur d’état. 

�� l’état initial. 

� la sortie de système. 

 

  �
�, 
� = �
�				��			�
�� > 0
!				��			�
�� < 0					
� ≠ 
!                                         (2.2) 

 


 ∈ Ω	∁	ℜ	: est la commande de système.  


���	
!  étant des fonctions continues.  

 

Il est à noter que c'est le caractère discontinu de la loi de commande qui permet 

d'obtenir une convergence en temps fini sur la surface ainsi que des propriétés de robustesse 

vis-à-vis de certaines perturbations [12]. 

Où x l’état de système de dimension  n . 

Le système (2.1) est intrinsèquement à structure variable avec la loi de commande (2.2). 

En revanche le système rendu discontinu par le choix d’une commande discontinu, u est dite à 

discontinuité artificielle. 

 

On peut ramener le système variable (2.1) et loi de commande (2.2) à l’écriture 

suivante : 

 

	�	� =	
�, �, 
�=�	�
�, ��				��			�
�, �� > 0	!
�, ��				��			�
�, �� < 0                                            (2.3) 
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Où 	�
�, �� et 	!
�, �� sont des champs des vecteurs complets dans   ℜ�. 

�
�, �� : est une surface dans  qui divise l’espace en deux partie disjointes �
�, �� < 0   

�
�, �� > 0 qu’on notera respectivement  *� et   *! [11,13]. 

 

 

Remarque (2.1) : 

  

 Certaine système comme les circuits électronique contenant des commutations et les 

systèmes mécaniques contenant des frottements secs, sont de conception naturellement 

discontinue [11]. 

 

 Les systèmes à structure variable de type (2.1) peuvent tous se ramener à la forme (2.3). 

Qu’il soit à discontinuité artificielle au naturelle. 

 

 En d’hors de la surface de la discontinuité, les vecteurs vitesses 	� et 	! peuvent avoir 

différents comportements. 

 

 

2.3.1  Méthode de Fillipov  

 

Considérant le système non-linéaire défini dans (2.1) et (2.2).  Les trajectoires du 

système sur la surface � ne sont pas clairement définies puisque le vecteur de commande 
 

n'est pas défini  pour  � =  0. Fillipov [6] a proposé une solution à ce problème en termes 

d'inclusion différentielle [11,14].  

La surface de glissement sépare l'espace d'état en deux régions 	� = 	(x,
�), 	! = 	
�, 
!� 

La résolution de Fillipov assume ces deux régions constantes dans un petit intervalle 

 
�, � +  ∆��  pour  un point � sur la surface de glissement � =  0. 
 

On a qu'un  intervalle de temps ∆� est formé part deux intervalles ∆�. et ∆�/  de la façon 

Suivante  ∆t = ∆t. + ∆t/ , avec 
 =  
� pour le premier intervalle ∆�. et  
 =  
!pour le 

deuxième  ∆�/. 
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Alors l'incrément du vecteur d'états après l'intervalle de temps  ∆� est calculé comme 

suit [10].  

 

∆�	 = 	 	�∆�. + 		!∆�/ 
 

La moyenne du vecteur  d’états est presque 

  

∆1
∆2 = �� = 3	� +	
1 − 3�	!                                                                (2.4)  

 

Où  3 = ∆26∆2  est le temps relatif que la commande prend pour atteindre la valeur 
� et 
1 − 3� 
est le temps relatif pour atteindre la valeur   
!. 

 

L'équation (2.3) représente l'expression du mouvement pendant le régime glissant. 

Puisque, la trajectoire des états pendant le régime glissant est sur la surface   �	 = 	0, le 

paramètre 3 doit être sélectionné de sorte que le vecteur vitesse du système (2.3) soit sur le 

plan tangent à la surface de glissement où, 

 

s� = 	∇9
s�	x� = ∇9
s�		[αf� +	
1 − α�f!]                                        (2.5) 

 

Avec  ∇9
�� = 	 > ?@?16⋯ ?@
?1BC, c’est le gradient de �	par rapport à � . 

 

La solution de (2.4) est donné par :  

 

α = ∇D
E�FG∇D
E�	
FG!	FH�                                                                                  (2.6) 

 

Si, on fait le remplacement de (2.5) dans (2.3) nous avons l'équation suivante de 

glissement : 

 

x� = ∇D
E�		FG∇D
E�		[FH!	FG] f� − ∇D
E�		FH∇D
E�		[FH!	FG] f!                                               (2.7) 

 

Par  la solution � reste sur la surface  � . Les valeurs que prend 	
�, �� dans un voisinage de �  
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génèrent des solutions contraintes à glisser sur la surface de glissement, voire la figure (2.3). 

 

 

2.3.2  Méthode de la commande équivalente  

 

Pendant le régime glissant, la commande a une fréquence de commutation en théorie 

infinie ; autrement dit, la commande est discontinue à chaque instant. Ce cas de figure n'est 

absolument pas abordé par la théorie classique des équations différentielles [11],[9]. 

 

L'étude de systèmes soumis à de telles commandes est beaucoup plus complexe. Utkin a 

proposé une méthode dite méthode à commande équivalente. Cette dernière consiste à 

admettre qu’en mode glissant tout ce passe comme si le système était piloté par une 

commande dite commande équivalente	uIJ [15],[16],[17]. 

 

La commande équivalente est définie comme étant une commande obtenue  par la 

résolution de l’équation  s� = 0 . Cette commande  permet donc de maintenir l’état de système 

sur la surface de discontinuité  s = 0  cela. Donne l’équation de mode  glissant. 

 

x� = fKx, t, uIJL                                                                                    (2.8) 

 

Aussi on a la commande qui maintient l’état de système sur la surface de glissement :   

 

s�
x, t� = ME
M9 	x� + ME

MN = 0                                                                       (2.9) 

 

On remplace (2.8) dans (2.9) on aura : 

 

x� = ME
M9 fKx, t, uIJL + ME

MN = 0                                                              (2.10) 

 

La résolution analytique de l’équation (2.10) est difficile .mais les systèmes non 

linéaires affines en 
	définis par l’équation qui suit : 

 

x� = f
x, t� + g
x, t�	uIJ                                                                   (2.11)   
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L’équation (2.10) possède une solution explicite exprime de la façon suivante : 

 

uIJ
x, t� = − PME
M9 gQ

!.
PME

M9 f + ME
MNQ                                                   (2.12) 

 

Quand le terme   
?@
?1 R ≠ 0, on remplace dans (2.11) le terme de la commande 

équivalente  par sa valeur trouvée dans (2.12). Comme ça on aura l’équation de mode 

glissant :  

x� = f
x, t� − g
x, t� PME
M9 gQ

!.
PME

M9 f + ME
MNQ                                       (2.13) 

 

La méthode de la commande équivalente est très convenable au traitement des 

problèmes de la commande par mode glissant voire ses solutions explicites pour les systèmes 

non linéaires affines. Pour ces derniers, d’après Utkin [17] cette commande équivalente n’est 

rien d’autre que une composante basse fréquence de la commande commettante réellement 

appliquer aux systèmes physiques, Ce que veut dire qu’en le système réagisse comme s’il 

piloté par  uIJ . 

 

La loi de commande discontinue uIJ	 consiste en la somme d'une composante haute 

fréquence (uSF) et d'une composante basse fréquence (uT) : uIJ  = fuSF	+ 	uT.  uSF  est filtrée 

par la bande passante du système et le régime sur s n'est affecté que par uT  qui peut être vue 

comme étant la sortie du filtre passe-bas  [12]. 

 

Donc la commande équivalente joue le rôle d’un filtre passe bas en en filtrant les hautes 

fréquences dus aux incertitudes et perturbations inconnues. 

 

 

2.4  Propriété de la convergence 

 

Cette  propriété est la condition à laquelle le mode glissant existe et sous laquelle la 

trajectoire d’état atteint la surface de glissement en temps fini. 

Pour faire la loi de la commutation on peut appliquer la méthode de Lyapunov : 

 

V	
s� 	= .
/ s/                                                                                       (2.14) 
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Pour déterminer une loi de commande qui soit capable de satisfaire la condition qui 

garantit la convergence de l’état vers la surface de glissement. Selon le  théorème de la 

stabilité de cette théorie on aura [18]: 

 

 V	� 
s� = ss� < −k|s|                                                                         (2.15) 

 

Où  K	 est une constante strictement positive. Cette condition est appelée condition 

d’attractivité. Si on fait l'intégration de l'expression (2.14)  ss� 	< 0  entre le temps initial t	 � 	0 et le temps de convergence et t	 � 	 tYNN, on aura : 

 s
	tYNN� 	5 	s
	0� 	Z 5K		
tYNN 	5 0�                                                   (2.16)                         	
Finalement la surface s	sera atteinte dans un temps fini tYNN tel que : 

 

tYNN 	Z E
��[	                                                                                           (2.17)  

 

La figure suivante représente l’attractivité de la surface de glissement  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Figure 2.3 : attractivité de la surface de glissement 
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2.5  Choix de la surface de glissement 

 

Le comportement du système ne dépend plus du système d'origine ni des perturbations, 

mais est entièrement déterminé par le choix de la surface de glissement. Cela n'est vrai que si 

l'amplitude de la commande est suffisante et/ou que la dynamique exigée par la surface de 

glissement n'est pas trop différente de celle du système d'origine. Si cela n'est pas le cas, le 

système quitte la surface de glissement. 

 

La surface la plus simple est un hyperplan passant par l'origine de l'espace d'état, 

autrement dit, une surface linéaire en chacune des variables d'état. Le système réduit est donc 

dans ce cas un système linéaire. S'il est stable, sa convergence vers l'objectif final, l'origine du 

plan de phase, est nécessairement exponentielle (sauf si le système réduit est d'ordre 0). 

 

Pour obtenir d'autres propriétés, il faut choisir une structure de la surface de glissement 

différente, plus complexe. 

 

Alors on va d écrire le système par l’équation différentiel suivante : 

 

 x\ = f
x, t, � + g
x, t, �u                                                                 (2.18) 

 

Où	f et g des fonctions non linéaires.	g supposée inversible. x : l’état du système. u : l’entrée de système.      

 

Soit xT la consigne désirée et e l’erreur de poursuite définie par : 

 e � x 5 xT                                                                                          (2.19) 

 

Alors  la forme générale de système soit définie  en fonction de l’ordre de système par 

la fonction suivante : 

s
x� = 	 P MMN+ λQ	\!.	e
x�                                                                 (2.20) 

  

Où n	est le degré relatif du système par rapport à la sortie du système qui  est  y
t�. 
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Ce	n représente  le nombre minimum de fois qu’il faut dériver la sortie	y
t�. par rapport 

au temps pour faire apparaître l’entrée	x . 
 

2.6  Phénomène de réticence (chattring) 

 

Malgré les différents avantages de la commande par modes de glissement, son 

utilisation a été entravée par un inconvénient majeur lié au phénomène de réticence 

(broutement ou encore chattering). 

 

Ce phénomène est caractérisé par des fortes oscillations des trajectoires du système 

autour de la surface de glissement. Les raisons principales à l’origine de ce phénomène sont : 

_ Les retards de commutation au niveau de la commande, 

_ Les dynamiques non modélisées des capteurs et observateurs, qui retardent le moment 

où le régulateur prend conscience qu'il faut inverser la commande, 

_ Les dynamiques non modélisées des actionneurs et autres dynamiques rapides du 

système, qui retardent le moment où la commande est suffisamment forte pour rapprocher le 

système de la surface de glissement. 

 

Cela conduit le système à quitter la surface de glissement sans que la commande ne 

puisse réagir. Ainsi peut dégrader les performances et même conduire à l'instabilité. [22], [12] 

Le chatring est illustré par la figure suivante : 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

Figure 2.4 : Mode de glissement avec chatring 
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2.7  Solution pour la suppression de chattring 

 

De nombreuses études ont été effectuées dans le but de réduire ou d'éliminer ce 

phénomène. Parmi eux on peut distinguer. 

   

� Solution de couche limite. 

� Solution par des modes glissants d’ordre supérieur. 

� Solution basé sur un observateur 

 

 

2.7.1  Remplacement de la fonction signe par une fonction continue  

 

Cette solution porte aussi le nom de couche limite (boundary layer ), elle consiste à 

remplacer la fonction « sign » de la loi de commande par une approximation continue à gain 

élevé [11].  

 

Cette méthode est paramétrée par une constante positive à réglée pour avoir un bon 

accordement entre réduction du chattering et conservation de la robustesse. Dans la méthode 

présentée ici, plus ε est petit, plus l’approximation tend vers la fonction signe, est meilleure  

et la robustesse de la commande réduite [9]. 

 

Alors la commande discontinue qui provoque le phénomène de chatring est supposée 

comme suit : 

 

u
t� = −k	sigeKs
t�L															                                                          (2.21) 

 

k:	constante	positive     
    

Cette fonction sigeKs
t�L soit remplacer par une fonction plus lisse dans la couche 

limite de 
t� = 0 . Y en a plusieurs fonctions à utiliser, parmi celle-ci la fonction de 

saturation voir la figure (2.5).  
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 La fonction saturation illustré par la figure suivante. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Son expression donnée par : 

 

sat
s� � g sing
s�						si	 hEih  1E
i 																		si		 h

E
ih Z 1

                                               (2.22)  

 

Le système ne converge plus vers la valeur désirée, mais vers un voisinage de cette 

dernière dans ce cas, le système est dit en régime pseudo-glissant. Bien que cela permette 

d’atténuer le phénomène de réticence, la précision par rapport à l’objectif fixé, la robustesse 

de la commande et le temps de réponse s’en trouvent critiques. 

 

 

2.7.2  Solution basé sur un observateur  

 

La commande du système discontinue mise en œuvre  disposé des modèles non 

linéaires, ces modèles d’états sont discontinus dans leurs majorités. Cela rend les capteurs 

inaccessibles à la mesure de certains états du système [11].    

  

 

 

Figure 2.5 :fonction saturation 
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La résolution de problème du à cette discontinuité, effectuer  par le faite qu’un 

observateur asymptotique par mode de glissement soit placer  à l’entré de la boucle de 

régulation voire la figure (2.6). Cet observateur est un capteur aussi un système dynamique. 

 

Alors La boucle principale est poursuivie de la boucle d’observateur telle que cette 

dernière n’intègre aucune dynamique non modélisée. Cet observateur fournit en sortie un état 

estimé xj
t� qui va tendre vers l’état désiré de système. Donc ce système évolue comme si la 

commande équivalente continue est appliquée, et le problème du chattring sera exclu. 

Le schéma fonctionnel qui convint illustre le placement de l’observateur asymptotique par 

mode de glissement dans la boucle de régulation.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 2.6 : Solution basé sur un observateur 

 

 

2.7.3  Solution par des modes glissants d’ordre supérieur  

 

Pour contourner cet obstacle, des chercheurs russes ont proposé une nouvelle façon de 

glisser. Il est alors possible de réduire ou même d'exclure tout phénomène de chattering, tout 

en conservant les propriétés de robustesse et de convergence en temps fini [12]. 

 

Dans cette approche, le terme discontinu n’apparaît plus directement dans l’expression 

de la commande synthétisée mais dans une de ses dérivées supérieures ce qui a le mérite de 

réduire le Chattering. 
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2.8  Conclusion  

 

Au cours de ce chapitre on a présenté les idées clés de la commande par modes 

glissants. Les principes ont été donnés dans le cas des régimes glissants classiques (d'ordre 

un), on a procéder à la  définition de ce régime glissant en introduisant la méthode de Fillipov, 

de commande équivalente, les  propriétés de la convergence, et le choix de la surface du 

glissement.  

 

L’inconvénient majeur des modes glissants est l’apparition du phénomène de réticence, 

pour la réduction au la suppression de ce phénomène des solutions on été proposées tel que la 

solution basé sur un observateur, le remplacement de la fonction signe par une fonction 

continue, l’augmentation  de l’ordre du système qui est l’objectif de chapitre suivant. 
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3.1  Introduction  

 

Dans le but de réduire ou d’éliminer le phénomène de réticence de la commande par 

mode  glissant d’ordre un, de nombreuses solutions ont été proposées [2], comme la 

solution de couche  limite, la solution basée sur un observateur et d’autres solutions.  Une  

nouvelle  solution  basée  sur  la  théorie  des  modes  glissants  d’ordre supérieur a été 

proposée par les chercheurs   Levantovsky , Emelyanov et Korovin dans les  années 80. 

Elle conduit  à  des  lois  de  commande  relativement  simples  et  permet  de  réduire  le 

phénomène de réticence  tout  en  conservant  les  performances  du  système.  Celles-ci  

sont  caractérisées par une commande discontinue agissant  sur les dérivées d’ordre  

supérieur de la variable  de  glissement,  préservant  les  principaux  avantages  de  la  

précédente  approche.  Ils réduisent  le  phénomène  de  réticence  en  garantissant même  

une meilleure  précision  de convergence par rapport  aux imperfections du modèle ou 

d’organes de commande. L’ordre de glissement  caractérise  en  particulier  le  degré  de  

continuité  des  dynamiques  du  système  au voisinage  de  la  surface de glissement  et  

correspond  au  nombre  de  dérivées  continues  de  la  variable  à contraindre. 

 

L’objectif de ce chapitre est de présenter le principe de mode glissant d’ordre 

supérieur particulièrement,  la notion du mode glissant d’ordre deux ,et la propriété de 

convergence en temps fini ,en introduisant quelques exemples de mode glissant en second 

ordre comme l’algorithme de Twisting , super-Twisting  et l’algorithme de sous-optimale. 

 

 

3.2  Principe  

 

Durant  le régime glissant, les discontinuités appliquées à la commande  peuvent 

entrainer  un phénomène de broutement  appelé  chattering.  Ce dernier  se caractérise par 

de fortes oscillations   des trajectoires du système autour de la surface de glissement.  Afin 

d’éliminer  cet inconvénient et en même temps sauvegarder les propriétés  principales  du 

mode glissant  d’ordre un (convergence en temps fini et robustesse), plusieurs solutions ont 

été proposées.  Le moyen le plus intéressant consiste en l’application  des modes de 

glissements d’ordre supérieur [2]. 
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Cette  stratégie  est  basée  sur  le  calcul des  dérivées successives  de la surface de 

glissement � le long d’une trajectoire d’un système discontinu, elle  aboutit à un ordre 

donné à une discontinuité.  Il est alors possible de classifier les régimes glissant d’ordre 

supérieur par le numéro de � dérivées successives de la surface  �� , tel que   �	 est l’ordre 

de glissement. Le  � − ème	ordre du système est déterminé par l’équation suivante:   

  

 	� = �
 = �� = �� = ⋯ = ������ = 0                                                    (3.1) 

 

Ce  type  de  lois  de  commande  est caractérisé  par  une  commande   discontinue   

qui  agit  sur  les  dérivées  d'ordre  supérieur  de  la variable de  glissement au lieu de 

première dérivée et c’est l’inconvénient majeur des algorithmes d’ordre supérieur  car le 

nombre d’informations  nécessaires à  connaitre sur l’entrée augmente  avec l’ordre du 

régime glissant [10]. 

     

  

3.3  Régime glissant idéal  

 

Nous disons qu’une trajectoire ��, �����	ayant pour conditions initiales (0,	��)  est 

une trajectoire à mode glissant idéal d’ordre � par rapport à la surface   � = 0	, s’il existe 

�� > 0 tel que : 		⩝ 	�	 ≥ 	��	 les égalités suivantes soient vérifiées :     

             

s(t, x(t)) = �
(t, x(t)) =.............������ (t, x(t))= 0                                  (3. 2) 

 

Le régime glissant idéal  n’est pas réalisable  pratiquement, car les trajectoires  du 

système ne peuvent  pas  être   confinées  à la surface de glissement. 

La notion de mode glissant idéal permet d’atteindre  de façon plus lisse  la surface de 

contrainte [12], [20]. 

 

 

3.4  Régime glissant réel 

 

    Une commande par modes glissants réels sur S =0 est dite d’ordre  r > 0 par  

rapport à une fonction à valeur réelle  γ (ε ), tels que ε → 0 
	⇒	 γ (ε ) → 0 , si pour 
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n’importe quel ensemble  appartenant au domaine de définition, il existe t1>0 , une 

constante C > 0 telle que  ⩝ � > ��   l’inégalité suivante soit vérifiée : 

 

|s	�t, x	�t, ε��	| ≤ C | γ(ε ) |r. 

 

 La notion de modes glissants réels permet d’exprimer la dépendance de l’algorithme 

à modes glissants par rapport aux imperfections physiques du système réel est 

classiquement soit  un retard  ou une dynamique négligée [20]. 

 

  

3.5  Mode glissant d’ordre deux 

 

Considérons le système   dynamique  suivant : 

 

�
 =  ��, �, !�                                                                                      (3. 3) 

 

Et la surface de commutation :   

 

� = ���, ��                                                                                          (3. 4) 

 

Où :   � ∈ ℜ	est l’état du système,  !∈	ℜ est la commande,  !	∈	ℜ et   sont deux fonctions 

continues en  ( �	et  �).  
Par dérivation successive de la  fonction 	� , on peut  définir le degré relatif  �	 du système 

(3.4) par rapport à la variable		!, soit : 

 

$%&
$' = 0  ((=1,2,….�-1)  et  	$%)$' ≠ 0		.                                                 (3. 5) 

 

L’objectif de la commande par mode glissant du second ordre est de contraindre la 

trajectoire du système à atteindre la surface de glissement 	� en imposant aux trajectoires 

d’état du système a évoluer au bout d’un temps fini  en  satisfaisant la condition  suivante : 

 

� = �
 = 0                                                                                           (3. 6) 
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La commande par  modes glissants d’ordre deux est appliquée afin de maintenir la 

commande continue et  réduire le phénomène de réticence [21],[22]. 

 

La  figure (3.7)  fait apparaitre la trajectoire de convergence du système dans le sens 

de la surface de glissement s. 

 

 

 

 

Figure 3.1 mode glissant d’ordre deux. 

 

 

3.6  Propriété de convergence en temps fini  

  

L'objectif d’une loi de commande par mode glissant du deuxième ordre est 

d'amener	�   et sa dérivée �
 à zéro dans un temps fini, en utilisant la commande  !��� . 
 Afin d'atteindre ce but, les hypothèses suivantes sont considérées : 
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 1. La commande du système  est une fonction bornée et discontinue, tel que : 

              																						 
  + = {!: |!| ≤ +/                                                                             (3. 7) 

 

 Où :  +/ est une constante réelle, et la solution du système est définie sur la variable 

glissante de deuxième ordre (s = �
 = 0). 

 

2. Il existe !� ∈ (0, 1) telle que pour toute fonction continue ! avec |!| >  !� , il 

existe �� tel que u > 0 pour tout t  >  	�� .  

Ainsi, la commande  s’exprime par : 

 

u=-	!/sign[�
(��)]                                                                               (3. 8) 

 

Où :  �� est l'instant initial, assure la convergence en temps fini  sur   �	 = 	0.  

Cette condition permet d’établir que, partant de n’importe quel point de l’espace d’état, il 

est possible de définir une commande amenant la fonction contrainte dans la région de 

linéarité. 

 

3. Il existe des constantes positives  	�� , 01  et  0/  , telles que dans un voisinage 

|���, ��	| < s0, 

 

2< 		01 ≤ 3
34 �
�t, x, u� ≤ 0/  ∀! ∈ +,   � ∈ 7                                    (3. 9) 

 

 Le terme 
3%

3'  doit etre different de  zéro  pour  que  la commande équivalente existe  

en régime glissant. 

 

     4. Il existe une constante positive Ф telle que dans la région   |�| <	�� , l'inégalité 

suivante est vérifiée   ∀�, � ∈ 7, ! ∈ +	, 
 

8 334 	�
�t, x, u�	 +	 334 	�
�t, x, u�f�t, x, u�	8 ≤ Ф                                    (3. 10) 
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Les conditions 3 et 4 impliquent que la dérivée seconde de s est uniformément bornée  

dans  certains domaines, pour l'entrée considérée [24]. 

 

 

3.7  Quelques exemples de mode glissant de second ordre  

 

Il existe plusieurs techniques spécialisées d'algorithmes engendrant la convergence 

de � et  �		
 vers zéro, tel que : Twisting , Super-Twisting  et Sous-optimal. 

 

 

3.7.1     Algorithme de Twisting  

 

L’algorithme  de Twisting  a été le premier contrôleur  d’ordre supérieur. Son 

principe de fonctionnement est basé sur la  commutation de son amplitude entre deux 

valeurs  ;/  et	;1.   

La trajectoire du système dans le plan de phase tourne autour de l'origine, en s'en 

rapprochant d’une  forme spirale. Son expression pour un système de degré relatif 2 est 

donnée comme suit : 

 

! = <−;1�(=>���	�							�(	���? < 0
−;/�(=>���	�							�(	���? ≥ 0	                                               (3. 11) 

 

Où : �? = ��
  
�� est la surface de glissement. 
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La figure (3.2) nous montre la convergence en temps fini de l’algorithme de Twisting. 

 

 

 

  

Figure 3.2 algorithme de Twisting. 

 

Avec  ;m et ;/ vérifiant : 

  

;M> 4 BC
%DCEF 

;1 > G
01 

    H1;/-C	> 	0/;1 + G 

	
 

On peut  adapter cet algorithme pour commander un système de degré relatif 1 en 

augmentant le système d'un intégrateur,  en contrôlant !
  au lieu de !  directement. L'intérêt 

est d'atténuer le chattering  en rendant la commande continue [23]. 
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3.7.2     Algorithme de super-Twisting  

 

    Cet algorithme a été développé pour l’asservissement de systèmes à degré relatif 

égal à 1 par rapport à la surface de glissement. Cette loi de commande a été proposée par  

Emelyanov en 1990. 

 

    Elle a été  étudiée par  Levant.  Le Super-Twisting  n’utilise pas d’informations sur  

��  ceci peut être vu comme un avantage puisque on réduit le nombre de capteurs et on 

aura pas besoin  d’un temps ainsi  long pour calculer la loi de commande qui est  composé 

de deux parties, une partie discontinue	!? et une partie  continue  !�. 

 

! = !� + !?                                                                                     (3. 12) 

 

 

!�
 = I−			!																															�(			|!	| > 1
–L	�(=>�	��		�													�(				|!| ≤ 1                                         (3. 13) 

                         

 

La partie discontinue  donnée par cette équation : 

 

!? = I−			M�		|��	|⍴	�(=>�		��	�					�(			|	��| > ��		−			M�		|��	|⍴	�(=>�		��	�						�(				|��| ≤ ��                              (3. 14)            

 

Les conditions de convergence en temps fini sont : 

 

L > ø
01 

 

	M�? ≥ 4ø	0/(L + ø)01?	0/(L + ø) 
 0	˂	⍴	≤ 0.5 
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Cet  algorithme s'applique à des systèmes de degré relatif 1, afin de réduire le 

phénomène de réticence. L’algorithme de Super Twisting  présente une bonne robustesse. 

Cette loi  de  commande  est  continue, elle ne  requiert  aucune  information  sur  la  

dérivée  de ��. La convergence de cet algorithme est régie par des rotations autour de 

l’origine du diagramme de phase, comme le montre la figure (3.3) [24]. 

 

 

 

Figure 3.3 : algorithme de Super-Twisting. 

 

 

3.7.3     Algorithme de sous- optimale  

 

Cette loi de commande commence par une phase d'initialisation dont le but est 

d'arrêter le  système, en imposant  �
� = 0. 

Appelons : �/ l'instant où  �
1 = 0 et étudions le cas   �1	(�Q) > 0. 

Si le système était un double intégrateur  pur, la séquence de commande à   partir	tR serait 

!	 	 �	!/	puis  !	 	 		 !/ à la moitié du temps de convergence. 

 

 

 
 

Figure 3.4 : algorithme sous-optimale avec perturbation. 
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Ce qui  correspond  à un point de commutation quand la sortie  a mis chemin de 0, 

Soit	�1(�Q) /2. Cette trajectoire théorique est indiquée en pointillés dans la figure (3.4). 

Mais il faut également prendre en compte la perturbation. L'algorithme diminue 

l'amplitude de la commande pendant la 2eme   phase,  pour être sûr qu'au moment �/? où 

l'état atteint une nouvelle fois l'axe des abscisses, |��	(�/?)	| < |�	(�/)|. ��	(�/?), peut   

cependant être  négatif, ce qui conduit le système à tourner autour de l'origine [24]. 

La loi de commande est représentée  comme suit : 

 

!(�)= M(�)�(=> U|��(�)| � VW(XD)? Y                                      (3. 15) 

 

Avec :   M(�) 	 Z1									�(			|��(�)| � 8VW(XD)? 8		
M∗											�(				|��(�)| @ 8V(XD)? 8                                   (3. 16) 

 

 �/ est le dernier moment où l'état a atteint  l'abscisse   	�? 	 0. 

Les conditions sur le gain M∗		pour atteindre  une convergence en temps fini sont : 

 

M∗ ∈ \0, 1\ ∩ ^0, 3010/ ` 
 

!/ � ab� c d
M∗01 ,

4d
301 � M∗0/e 

 

La figure (3. 5)  Montre la convergence en temps  fini de l’algorithme  sous-optimal. 

 

 

 
 

 
Figure 3.5 : algorithme de sous- optimal sans perturbations. 
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3.7  Conclusion 

  

        Dans ce chapitre ,après avoir présenté la commande par mode glissant d’ordre 

supérieur  et ses deux régimes (idéal et réal), nous avons considéré  la commande par mode 

glissant  d’ordre  deux  avec  ses propriétés  de convergence  en  temps fini ,en  identifiant 

quelques  exemples  tels que l’algorithme de  Twisting , super Twisting  et  l’algorithme  

de sous- optimal. L’intérêt majeur  de ces approches se situe  dans la simplicité de mise en 

œuvre de la loi de commande en éliminant le phénomène de réticence tout en gardant la 

robustesse. Notre choix s’est porté sur l’algorithme de Super Twisting pour contrôler notre 

système pendulaire, il sera développé dans le chapitre suivant. 
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4.1  Introduction 

 

La commande par mode glissant a connu un essor à la fin des années soixante-dix 

lorsque « Utkin » introduit la théorie des modes glissants. Le principe de cette technique est 

de contraindre le système à atteindre et ensuite à rester sur une surface dite de glissement. Le 

comportement dynamique résultant est appelé régime glissant. Une telle technique permet 

d’un coté, la réduction de l’ordre du système et de l’autre, l’insensibilité aux variations 

paramétriques et aux perturbations externes. Vu l’importance apportée à ce type de 

commande, plusieurs travaux ont été présentés dans la littérature pour la commande des 

systèmes non linéaires. 

Des essais expérimentaux ont montré que l’inconvénient majeur de la commande par 

mode glissant est le phénomène de chattering qui conduit à l’instabilité du système et à la 

destruction des actionneurs. 

Dans ce chapitre, nous présentons une solution pour remédier au problème de 

chattering, tout en gardant ses avantages. Cette solution est la commande par mode glissant du 

second ordre, qui est l’algorithme de super twisting. Cette approche est appliquée sur un 

pendule inversé, qui est un système non linéaire, incertain est instable. 

 

 

4.2 Commande par mode glissant d’ordre un 

Considérons le modèle dynamique du pendule inversé  décrit par l’équation suivante :  

� �m + M��� + 	
 cos����� 	 – 	
 sin��� �� � = �																			cos����� + 
�� − gsin���	 = 0																																												 										�4.1� 

Le vecteur d'état du système pendule inversé-chariot est donné par : 

 � = [��, ��,�!, �"]$.                  

Où  �� = � représente la position du chariot,  �! = � est l'angle du pendule, 

�� : La vitesse  du chariot. 
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�" : La vitesse angulaire du pendule.  

La surface de glissement s’écrit généralement en fonction de l’écart de la sortie par 

rapport à sa valeur désirée. L’objectif de la commande est d’assurer la poursuite d’un signal 

de référence tel que l’écart % tend vers zéro. 

Pour définir la surface de glissement, nous avons choisi la forme de J.J. Slotine : 

&��, '� = ( ))* + +,-.� %	                                                                             (4.2) 

Avec :	% représente la différence entre la variable mesurée (réelle) �  et la valeur désirée  �/.  

Elle est donnée par : 

% = � − �/                                                                                              (4.3) 

0 : désigne le degré relatif du système par rapport à la surface de glissement.  

 + : Constante positive. 

La commande par régime glissant � est composée par deux termes �12 et �3456 : 

� = �12 + �3456                                                                                       (4.4) 

L’existence du régime glissant nous conduit à établir : 
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Où �12 est la commande équivalente donnée par :  
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La commande équivalente est bien définie si et seulement si : 
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C’est la condition de transversalité  qui constitue une condition nécessaire pour 

l’existence d’un régime glissant. Elle signifie que le champ de vecteur 8��, '� ne doit pas être 

tangent à la surface de glissement &.                                                                   

La commande discontinue est définie par : 

�3456 = −9&:8�&�																																																																																															�4.7� 

Où 9 est une constante positive. 

Le pendule inversé est un système sous-actionné, c.à.d. qu’il a une seule commande 

pour contrôler deux variables, la position du chariot et l’angle de la tige. 

Le vecteur d'état du système pendule inversé-chariot est donné par : 

� = [��, ��,�!, �"]$ 

Où �� = � représente le déplacement horizontal du chariot, �! = � est l'angle du 

pendule. 

 �� : La vitesse  du chariot. 

 �" : La vitesse angulaire du pendule. 

 Pour calculer la commande par mode glissant d’ordre un, nous définissons  la surface 

de glissement de la manière suivante: 

& = %� + +% = <&�&�= = >%�� + +�%�%�� + +�%�?																					                                        (4.8)           

Avec : %� = � − �/  et %� = � − �/   

%�� = �� − ��/   et  %�� = �� − ��/   

�/ est la position désirée du chariot et �/ est le mouvement angulaire désiré du 

pendule.  

λ� et λ� sont des constantes positives.       
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Le vecteur de la commande par mode glissant appliquée sur le pendule inversé possède 

deux composantes �� et �� , et comme celui-ci est soumis uniquement à une seule entrée de 

commande qui contrôle  simultanément le déplacement horizontal du chariot par rapport au 

centre de rail de guidage et le mouvement angulaire de la tige, nous sommes amenées à 

prendre la commande résultante suivante : 

� = @��� − @���																																																		                                         (4.9)        

Où @� et @� sont des constantes positives.          

4.2.1 Schéma de la commande  

 

 

 

 

Figure4.1 : schéma de commande 

 

 

4.2.2 Simulation et interprétation  

      Afin de montrer les performances de la commande par mode glissant simple 

appliquée sur un pendule inversé et d’illustrer son inconvénient, nous avons  effectué des tests 

par simulation sur Matlab. 

Nous avons pris les conditions initiales suivantes : 
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���0� = 0.1		%'	�!�0� = 5.73°  

 Nous avons appliqué une variation paramétrique sur la matrice d’inertie en la 

multipliant par 100.   

                              

 

Figure 4.2:Position de chariot ����0� = 0.1		 et �!�0� = 0.1	0CD� 

 

 

 

 

 

 

 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
-0.02

0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

Time (sec)

  
P

os
iti

on
 d

u 
ch

ar
io

t 
, 

(m
)



Chapitre 4                                                 Application et résultat de simulation 

 

46 

 

 

 

 

 

 

Figure 4.3: L’angle du pendule ����0� = 0.1		 et �!�0� = 0.1	0CD� 
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Figure 4.4: Zoom sur l’angle du pendule ����0� = 0.1		 et �!�0� = 0.1	0CD� 
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Figure 4.5 : Signal  de la commande ����0� = 0.1		 et �!�0� = 0.1	0CD� 
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Figure 4.6 : Zoom de la commande ����0� = 0.1		 et �!�0� = 0.1	0CD�Les résultats  

 

Les figures ci-dessus  présentent les résultats de simulation d’une loi de commande 

glissante classique appliquée sur un pendule inversé. 

D’après ces résultats nous remarquons une présence du phénomène de broutement dans 

toutes  les diagrammes. La figure (4.2) illustre la position du chariot qui rejoint l’origine en un 

temps de réponse de 1.5 s avec la présence de  broutement.  La figure (4.4)  montre l’angle de 

pendule qui converge vers zéro au bout d’un temps de réponse de 0.5 s, le signal est plein de 

chattering. Et enfin, la figure (4.5) représente le signal de commande qui se caractérise par des 

commutations à haute fréquence (chattering), dont la cause est la présence de terme 

discontinue. 
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La figure (4.6) montre le zoom du signal de commande aux conditions données. 

Une  solution possible pour réduire ces commutations consiste à proposer l’algorithme  

de super-Twisting, qui une des techniques de la commande par mode glissant de second ordre. 

        

4.3 Application de l’algorithme de super twisting  

Pour réduire, voire supprimer le phénomène de réticence tout en conservant les 

propriétés principales du mode glissant d’ordre simple, tels que la convergence en temps fini 

et le rejet d’une certaine classe de perturbations, nous avons opté pour la commande par mode 

glissant de second ordre, particulièrement l’algorithme de super twisting.  

 

� = �� + ��                                                                                          (4.10) 

 

��� = E−			�																															&:			|�	| > 1– H	&:8I�	&�		�													&:				|�| ≤ 1                                  (4.11) 

Le deuxième terme de la commande est donné par cette équation : 

 

�� = E−			+�		|&K	|⍴	&:8I�		&�	�					&:			|	&�| > &K		−			+�		|&K	|⍴	&:8I�		&�	�						&:				|&�| ≤ &K                                    (4.12) 

 

Les conditions de convergence en temps fini sont : 

 

H > øNO 

 

	+�� ≥ 4ø	NQ�H + ø�NO�	NQ�H + ø� 

 0	˂	⍴	≤ 0.5 
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4.3.1 Schéma de la commande :  

Le schéma bloc de la commande est donné par la figure suivante : 

 

                             

 

Figure 4.7 : Schéma de commande. 

 

 

4.3.2 Simulations et interprétation 

      Dans l’objectif de mettre en évidence l’efficacité de l’algorithme de super twisting 

pour la commande d’un pendule inversé, nous avons considéré les mêmes conditions initiales 

et la même perturbation que précédemment. 
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Figure 4.8 : Position du chariot ����0� = 0.1		 et �!�0� = 0.1	0CD� 
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Figure 4.9 : L’angle du pendule ����0� = 0.1		 et �!�0� = 0.1	0CD� 

 

 

 

 

 

 

 

0 5 10 15 20 25 30
-0.08

-0.06

-0.04

-0.02

0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

Time (sec)

  
A

ng
le

 d
u 

pe
nd

ul
e 

, 
(r

ad
)



Chapitre 4                                                 Application et résultat de simulation 

 

54 

 

 

 

 

 

Figure 4.10 : zoom de l’angle du pendule ����0� = 0.1		 et �!�0� = 0.1	0CD�  
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Figure 4.11 : Singal de la commande ����0� = 0.1		 et �!�0� = 0.1	0CD� 

 

 

 

 

 

 

 

0 5 10 15 20 25 30
-0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

Time (sec)

  
S

ig
na

l d
u 

co
m

m
an

de
 ,

 (
V

)



Chapitre 4                                                 Application et résultat de simulation 

 

56 

 

 

 

 

 

Figure 4.12 : Zoom de Singal de la commande ����0� = 0.1		 et �!�0� = 0.1	0CD� 

 

 

D’après les résultats de simulation, nous constatons :  

 Les résultats de simulation montrent une très bonne poursuite. La  figure (4.8) nous 

indique la position du chariot avec un certain  dépassement, en convergeant vers zéro au bout 

de 11 s. D’après la figure (4.9) qui représente le signal de l’angle du pendule aux conditions 

initiales  ����0� = 0.1		 et �!�0� = 0.1	0CD�, nous constatons que la réponse présente 

certaines oscillations au début, ce qui provoque un dépassement. Au  bout de 8 s le signal 

commence  a tendre vers zéro. 
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 La figure( 4.11) illustre le signal qui est moins énergitique. Il se stabilise en rejoignant 

l’origine en un temps de réponse de 8 s environ . 

 A travers ces résultats, nous constatons que le phénomène de réticence  est 

complètment disparu, ce qui rend  la commande lisse (continue), voire la figure(4.12). 

 

4.4 Conclusion  

 

Dans ce chapitre, nous avons  présenté la stratégie de commande par mode glissant d’ordre un 

appliquée sur  un pendule inversé. Le but est de montrer l’inconvénient de cette loi, qui  est le 

phénomène de réticence (chattring).   

      Dans l’objectif  de suivre les trajectoires de référence en temps fini, avec une grande 

précision, une bonne robustesse et une diminution de la réticence, nous avons introduit une 

autre stratégie de commande par mode glissant d’ordre deux qui est l’algorithme de super-

Twisting. Cette loi  supprime  le chattering en rendant la commande continue (lisse) et le 

système plus stable. 
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Conclusion générale 

 
L’étude présentée dans ce mémoire a pour objectif d’aborder les techniques de modes 

glissant employées en automatique, afin de répondre au mieux aux objectifs de performances 

et de robustesse du système. Les lois de commandes proposées sont appliquées à la 

stabilisation d’un pendule inversé, qui est un système instable SIMO et sous-actionné. Il  

possède des non-linéarités non négligeables. C’est un outil didactique souvent utilisé pour 

tester les caractéristiques de nouvelles lois de commande.  

 

Dans le premier chapitre, nous somme amenées d’abord à connaitre le système et 

comprendre  son fonctionnement. Nous avons  élaboré le modèle dynamique nécessaire  pour 

tester les lois de commandes par mode glissant d’ordre un et d’ordre deux, proposées dans  

notre travail. 

 

Concernant le deuxième chapitre, nous nous sommes intéressées au principe de base de 

la loi de commande par mode glissant d’ordre un. Nous avons présenté les méthodes de 

synthèse classiques, ainsi que ses propriétés de convergence. Nous avons évoqué le problème  

majeur de cette commande qui est le phénomène de réticence (chattering). Certaines  

solutions ont été proposées pour remédier à cet inconvénient, comme la solution basée sur un 

observateur  et celle basée sur le mode glissant d’ordre supérieur. 

 

Dans le troisième chapitre, nous avons abordé  la notion de commande   par mode  

glissant d’ordre supérieur, qui est une solution efficace  pour résoudre le problème de 

réticence, tout en conservant les propriétés de robustesse. Nous avons étudié quelques 

algorithmes de la commande par mode glissant de second ordre, comme l’algorithme de super 

Twisting, qui est utilisé dans notre  application. 

 

Après avoir présenté les notions fondamentales de la commande par mode glissant 

d’ordre un et d’ordre deux, nous avons appliqué ces deux techniques de commande sur un 

pendule inversé dans le quatrième chapitre. Tout d’abord, nous avons illustré le phénomène 

de chattering, qui est l’inconvénient majeur de la commande par mode glissant simple. 

Ensuite, nous avons  introduit l’algorithme de super Twisting pour réduire, voire supprimer le 

problème de réticence.  Nous avons  effectué plusieurs tests par simulations pour mettre en 

évidence  les performances et la robustesse de cet algorithme. 



Conclusion générale 

 

61 

 

 

Les résultats de simulations obtenus montrent l’efficacité de cette technique de 

commande pour contrôler un pendule inversé. 

 

Pour poursuivre ce travail, nous proposons d’appliquer la commande par mode glissant 

d’ordre arbitraire. 
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