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RESUME

Apreés avoir passé en revue quelgues notions relatives au systeme et au modele, on présenté la
représentation par fonction de transfert d’un systeme a parametres variant. Pour analyser la
stabilité du systeme a parameétres invariant, on a utilisé le critere algébrique de Routh, et pour
les systéemes a parametres variant, on a utilisé la méthode de Kharitonov apres avoir introduit
les polyndmes de Kharitonov associées a I’équation caractéristique. A la fin on a exposé des
approches permettant de synthétiser un correcteur qui assure la robustesse en stabilité, en
boucle fermée, pour un systéme a paramétres variant ; Deux approches différentes ont été
présentées : une approche basée sur les fonctions de transfert de Kharitonov, et une méthode

basée sur I’analyse des intervalles. Et cette derniére est tres intéressante.

MOTS CLES

Systémes a parametres variant, méthode de Kharitonov, analyse et synthese.
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Liste des symboles

u(t) : Grandeur d’entrée
y(t) : Grandeur de Sortie
U(s) : Entrée du systéme
Y(s) : Sortie du systéme

s : Opérateur de Laplace

t : Variable temps

ao,--., a4y, . Coefficients
by,...., by, : Coefficients

n : Ordre de dénominateur
m : Ordre de numérateur
L : Inductance

R : Résistance variante

V : Tension de sortie

u : Tension d’entrée

V., : Tension aux bornes de I'inductance
i : Courant électrique

T : Température

« : Scalaire

R, : Résistance a l'instamn
to : Temps initial

Rnin : Résistance minimale
Rmax : Résistance maximale
a” : Variable minimale

a* : Variable maximale

Qe : Débit d’entrée du liquide



Liste des symboles

Qs : Débit de sortie du liquide

h : Hauteur du liquide

¢, Bi»ai, d; : Coefficients

b; , s; : POles

f(t) : La réponse temporelle du régime transitoire
@, . Déphasage de la réponse temporelle

F(s) : Fonction de transfert en boucle fermée
e(s) : Erreur statique

G(s) : Fonction de transfert du systeme

H(s) : Fonction de transfert du retour

X(s) =Y(s)H(s)

Ng(s) : Numérateur dé€'(s)

Dr(s) : Dénominateur d&(s)

k : Constante

Qpyeenee o, - Coefficients

G(s,a, b) : Fonction de transfert du systeme a parametmésnia
i,j etk:Indices.

a; et b; : Parametres variant

P(s,a) : Polynbme de Kharitonov

N(s, b) : Numérateur de5 (s, a, b)

D(s,a) : Dénominateur dé(s, a, b)

G;x(s) : Représente les 16 fonctions de Kharitonov

N;(s) : Numérateur d€;,(s)

Dy (s) : Dénominateur d&;,(s)

C(s) : Correcteur

F (s, a,b) : Fonction de transfert en boucle fermée du syst@marametres variant

F;.(s,a,b) : Représente les 16 fonctions de Kharitonov erclediermée



Liste des symboles

Ng,, (s) : Numerateur d€j (s, a, b)
D, (s) : Dénominateur d&j (s, a, b)
k, : Gain proportionnel

k, : Gain de I'intégrateur
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Introduction Générale

La notion de la stabilité est une notion primoreliah Automatique. Son intérét est
evident. Car la stabilité du systeme bouclé est semement une performance mais une
exigence pour le bon fonctionnement d’'une bouchksservissement ou de régulation. Une
boucle instable est une boucle inutilisable.

La stabilité du systeme on peut lavoir malgré laésence des variations
paramétriques. Lorsque les parameétres sont indaria@m utilise le critere algébrique de
Routh, ce critere permettant de déterminer a pdetiréquation caractéristique le signe des
racines sans résoudre cette équation. Par cordreldas parametres sont variant on utilise la
méthode de Kharitonov pour I'analyse et la synthiese correcteurs assurant une robustesse
en stabilité.

Le principe de la méthode de Kharitonov consigtéfair quatre polynébmes, associés
a une équation caractéristigue de la fonction alesfert, puis en utilisant le critere de Routh
on peut conclure sur la stabilité du systeme esgmee des variations paramétriques.

L’objectif de ce travail est d’étudier la stabilid@s systémes a parametres variant en
utilisant la méthode de Kharitonov, et d’exploiteette derniére pour la synthése des
correcteurs assurant la stabilité en boucle ferméigré les variations paramétriques. Aussi,
dans le cadre de ce travail, on doit élaborer destions Matlab pour I'analyse de la stabilité

des systemes a parametres variant.

Ainsi, notre travail est structuré en quatre chapibrganisés comme suit :

Dans le premier chapitre, on présente les notiansydteme et du modele, et leur
représentation par la fonction de transfert. Onsim@re les systemes a parameétres variant et
invariant. Les différentes sources des incertitiggont aussi abordées.

Le deuxieme chapitre est consacré a I'aealligsla stabilité des systéemes a parameétres
invariant en utilisant le critére algébrique de RolEn premier lieu, on définie la notion de la
stabilité des systemes linéaires continus, puispiasente le critere algébrique de Routh

permettant d’analyser la stabilite.
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Le troisiéme chapitre, est consacré a I'analyska déabilité des systemes a parameétres
variant par la méthode de Kharitonov. On commermel’mtroduction des polynédmes de
Kharitonov associés a I'équation caractéristiqusuée, on donne les conditions de stabilité.

Pour illustrer la méthode, on présentera des exasypapplication a la fin du ce chapitre.

Dans le dernier chapitre, on aborde la syntltBse correcteur assurant la robustesse
en stabilité d'un systéme a parametres variant.d€loute par I'analyse de la stabilité en

boucle fermée en utilisant les polynémes de Khaowo ensuite on présentera une méthode
de synthese basée sur la notion de I'analyse tEwvatles.

Ce travail s’acheve par une conclusion générale.
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Chapitre | Systémparametres variant

[.1 Introduction

Dans ce chapitre, on présente la notion du systirde modele tout en donnant une
représentation par fonction de transfert dans tedes parameétres invariant et variant. On

présentera également les différentes sources degiindes.

.2 Notion du systéeme

Un systéme peut étre définit comuneensemble d’éléments exercant collectivement
une fonction déterminée. Chaque systeme (ou chélfueent qui le compose) établit une
relation dynamique entres ses grandeurs d’entrése®tgrandeurs de sortie. Un systeme

dynamique est représenté schématiquement, daas lawtivariable, par la Figure 1.[iL]

U (t) —» —— y1(8)
Grand'eurs ) Grandgurs
d’entrée ou Systeme de sortie ou
commandes observations
Uy (B) —> —>  Ya(t)

Figure I.1 Représentation d’'un systéme.

Ou la variable désigne le temps.

1.3 Classification des systemes [1]

1.3.1 Systeme monovariable

Un systéme possédant une seule entrée et unessetigeest dit monovariable.
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1.3.2 Systeme multivariable

Un systeme possédant plusieurs entegeglusieurs sorties est dit multivariable
(Figure 1.1).

1.3.3 Systeme déterministe et stochastique

Un systeme est dit déterministe si,rpghaque entrée(t), il n'existe qu’une seule
sortie possible/(t) . Au contraire, dans un systéme non déterminigtstochastique, il y a

plusieurs sorties possibles, chacune d’elles étifttée d’'une certaine probabilité.
Remarque I.1

Ce systeme déterministe peut étre soumigsasinaux aléatoires, par exemple un

bruit, décrit de maniére probabiliste.

[.3.4 Systeme continu et systeme discret

Un systeme est dit continuugt) et y(t) sont des fonctions d’une variable continue
soit t. Le systéme est discret ou échantillonné si, erenoiroit au mois de la chaine des

éléments le constituant, le signal n’est transraia ges instants discrets privilégiés.

1.3.5 Systeme linéaire

Un systéme est dit linéaire au sens mathématique, gincipe de superposition se

vérifie.
1.3.6 Systeme stationnaire

Un systéme est dit stationnaire (owafiant) si les relations entre I'entrée et la sorti

sont indépendantes du temps.
1.3.7 Systeme a parametres localisés

Un systéme est dit a parametres localisés s'itéggtpar des équations différentielles

ordinaires.
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1.3.8 Systeme a parametres distribués

Un systéme est dit a parametres distribués s’it@gtpar des équations aux deérivées

partielles.

Remarque 1.2

Afin de pouvoir déterminer le modéleu dysteme, deux méthodes peuvent étre

appliguées :

-La modélisation qui nécessite ladtrction de toutes les lois physiques a des

équations mathématique.

-L’identification appelé encore mbsition expérimentale, utilise les expériences

pour déterminer les paramétres du mod@k.

/ Systeme \

Modélisatior Identification

Modele

Figure 1.2 Détermination d’un modele.

|.4 Notion du Modéle

Un modéle est une représentation madkigoe qui exprime les relations entre les
variables caractéristiques du systeme. Cette repigson est donnée sous forme d’équations

mathématiques (différentielles et/ou algébriquesinterviennent les parameétres du systéme.
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1.5 Types de modéle [6]
|.5.1 Modéle de connaissance

Il est élaboré a partir des lois d@hgsique ou de la chimie dont I'objectif principal
est d’expliquer un phénoméne par des relations énatique comportant de nombreux
parameétres ayant un sens physique (résistancestambe, masse, coefficient de frottement,

section, longueur...). Ce type de modéle est appeéooite blanche.
1.5.2 Modéle de comportement

Ce modéle est généralement linéairejadidité reste limitée a des petites variations
autour du point de fonctionnement, on les appelissiafonction de transfert ou modele
ARMAX.

Les coefficients du modéle représensad parametres qui peuvent avoir un sens

physique ou non. Ce modele est désigné aussi pamhe boite noire.
1.5.3 Modéle intermédiaire

Il constitue un hybride entre les deurdéles précédents. On peut les considérer
comme des modeéles de connaissance simplifiés. ruatste est déterminée par des lois
physiques (Modéle de connaissance) et les parasnsbreg déterminés a partir des mesures

(modélisation semi physique).

|.6 Choix de la structure du modele

Le probléme rencontré dans le cas desleles de comportement (fonction de
transfert) est le choix de 'ordre des polynbmeasnérateur et dénominateur) de la fonction
de transfert. Cette procédure peut se faire paérexgce, ou par modélisation ou par des

algorithmes qui estiment a partir des donnéesnaptexité des modeles.
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Remarque .3

La modélisation présente d’emblée des difficulté&sea dérangeantes car elle
contraint a faire généralement un retour en arriexer les objectifs, I'intérét et I'utilité du

modeéle.

|.7 Représentation par fonction de transfert [1]

Cette représentation utilise directemkn relation entrée-sortie. Considérons un
systeme linéaire stationnaire monovariable décat pequation différentielle ordinaire

suivante :

a"y(t) dy(t)

d™u(t)
) a
nogen Tty dt

atcm

du(t)
dt

+ ayy(t) = b, ++b + bou(t) (1.1)

aveca,,..., a, €etb,,...., b,, étant des constantes.

L’équation ne contient pas de termestamt, car il est possible d’éliminer ce terme

par un changement de variable.

Si I'on admet que le systeme est il@ti@ent au repos, I'application de la transformée
de Laplace donne :

Ap.S™Y(s) + -+ ay.5.Y(s) +ag.Y(s) = bys™ U(s) + -+ by.5.U(s) + by.U(s) (1.2)

En désignant pdf(s) etU(s) les transformées de Laplaceyde) etu(t).

D’ou I'on tire immédiatement la fonction de transféu systéme :

G(S) _ Y(s) _ bS™+bp—1S™ 1 +--+bys+bg (m <n) (.3)
U(s) Apst+an_18S"1+--+a;s+ag
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Dans le cas ou les parametres du sgswont variant, la fonction de transfert du
systeme prend la formg5]

[b7, b |s™ + [bn—y, bp_11s™* + -+ [by, b{Is + [bg, b3 ]
lan, atls™ + [a,_j,af_;]s? 1+ -+ [a],af]s + [agy, al] (1.4)

by <b;<b’,j=1,..,m

On remarque que chaque parametre est borné entrevadieurs minimale et maximale.

1.8 Sources d’erreur pour un modele mathématique

1.8.1 Incertitude de structure ou parameétrique

La structure (équation) est connugrtdbléme est lié aux parametres qui sont variant
ou inconnus|5]

Généralement ces incertitudes proviehnedu probléme du bruit de mesures
(identification, influence de I'environnement sardysteme,...).

Pour illustrer ce type d’incertitudes, on considé&remple d’un circuit électrique (RL) décrit
par la Figure 1.3 [5]

= 1|

Cintira | 2 Cirrniit Alactrinnia (BRI
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Les équations électriques sont :

u=Ri+V, (.5)
V—Ldi 1.6
Vv
V=Ri=i== 1.7
isi=g (1.7)

Nous pouvons obtenir une équation différentiellang la sortieV et I'entréeu :

di R 1

= __i4Z 1.8
T L1+Lu ( )
dv. R
1V = 1.9
dt+LV u (1.9)

En prenant la transformée de Laplacd’ @guation (1.9), on forme la fonction de

transfert de ce systéme comme suit:

Vis) 1

u(s) L
Rs+1

(1.10)

Si on considere que la résistance R est sensial¢emnpérature de I'environnement, alors on
peut écrireR = Ry(1 + aT) donc la fonction de transfert (1.10) prend la ferm

V(s) 1

us) L
Roa+an® 1

(1.11)
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Posons maintenant

L
q= (1.12)
Ro(1 + aT)
Suivant la variation de la températurela résistance R varie entre deux valeurs miniraste

maximaleR i, < R < Ry par conséquent :

@~ = ——etat = — (1.13)

max Rmin

et la fonction de transfert prend

V(s) 1
u(s) [a,a*]s+1

(1.14)

dans ce cas le systeme est a parametres variant.

1.8.2 Incertitudes liées aux dynamiques non modéks

Dans ce cas la structure du modele n’est pas exeeteincertitudes sont dues aux
hypothéses simplificatrices ou éléments ignorés der la modélisation (par exemple capteur

ou actionneurs)5]

Erreur de modélisation due a une hygshsimplificatrice. Considérons I'exemple
d'un bac de stockage de la figure I.4. La modébsaten considérant le bilan de masse

conduit a I'équation différentielle suivantgs]

S I = Qe — Qs (1.15)

Si on suppose que le débit de sortie est proporgicau niveau du liquide dans le bac, c’est-a-

dire Qs = ah, on obtient la nouvelle équation différentiellevsumte

dh .
s—-=Qe—a (1.16)

10
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Mais si on tient compte de la loi de Bernoulli,dwit avoir pour le débit de sortie

Qs = avh (1.17)

Donc le modéle (1.16) présente une incertituddastructure.

ﬁ)

<]

I

h §> 0s

Figure 1.4 Bac de stockage

Dans la suite du mémoire, on se limitera aux incelds liées seulement aux variations

paramétriques.

|.9 Notion de causalité

Un systeme est dit causal si la vatiufa sortiey(t) a un instantt,, soit y( t,), ne
dépend pas des valeurs de I'entié@) pourt > t, ; notons que tous les systemes physiques

sont causauxl]

11



Chapitre | Systémparametres variant

[.10 Conclusion

Dans ce chapitre nous avant aborde des notiondesaysteme, le modele et la
représentation par fonction de transfert ont éésgmtées. Les différentes sources d’erreurs
pour les modéles ont été présentées avec des eeifipktratifs. La représentation par
fonction de transfert des modeéles, qui permet diétuet d’analyser ces systemes, a été

abordée dans le cas des parameétres variant.

Dans le chapitre suivant, on procédardianalyse de la stabilit¢é du systeme a

parametres invariants a I'aide d’un critére algsginei

12
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Chapitre I Analyse de la stabilité des systemes ampatres invariant

[1.1 Introduction

Apres avoir défini le systeme a parametres invgridans ce chapitre on s’intéressera a
'analyse de stabilité de ces systémes par lererdégébriqgue de Routlln commence par définir
la notion de stabilité des systemes linéaires nastiensuite on présente le critéere permettant

d’analyser la stabilité.

[I.2 Stabilité d’'un systéme

Un systeme est stable si a une entrée bornée pon@sine sortie bornée. Le comportement
d'un systéme stable est tel que : en lui appliusre entrée de type échelon (entrée bornée), la

sortie converge vers une valeur aussi bornée,qde; un systéme instable verra sa sortie diverge.

A u(t)

v a

Systéme

y

y(t)

comportement stable comportement instable

Figure 11.2. Stabilité d’'un systéeme.

Un systeme qui ne revient pas a sa position d'dgailmais s’en écarte il dit oscillant ou en

pompage([3]

13
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Remarque 1.1

En théorie un systéme réel instable oscille jusga’aestruction, mais en pratique les
amplitudes de ces oscillations sont dans le cagmgérimitées par les différentes saturations

(saturation des actionneurst laisser croire que la sortie du systéme eshéer

[1.2.1 Fonction de transfert et stabilité

Une fonction de transferfi(s) est généralement un rapport de deux polynémes.laxs
racines du dénominateur (pbles de la fonction amstert) sont réelles et/ou complexes

conjuguées.

Si on suppose pour simplifier I'étude qu’iya’pas de pdles multiples, la décomposition de
F(s) en élément simples est de la fornja]:

_ Ci a;s + B (I1.1)
F() _Zs—si+ i (s — b))? + a?

i

Péles réels poles complexes

C’est-a-dire une décomposition faisant apparaésepdles complexes. La réponse temporelle est

caractérisée par la présence d’'un régime transitc@duit par le terme[3]

f(t) =Y;ce’it + ¥, d;ebit sin(a;t + ¢;) (11.2)

Le premier terme est associé aux poles réels, quadéuxieme, il est associé aux pbles complexes.
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Chapitre I Analyse de la stabilité des systemes ampatres invariant

On voit que :

Si les parties réelles sont toutes négative®t b; < 0 , alors la réponse transitoire tend
vers zéro pout tendent vers linfini. En termes de la deuxiemendébn de stabilité, le systeme

revient a sa position d’équilibre. Le systeme &bls.

Si un des poles réels est positifs, I'expoiediptqui lui associée tend vers l'infini lorsque

tend I'infini : le systéme est instable.

Si une paire des pdles complexes est a padie positive, le systeme est instable avec un

comportement oscillant qui diverge.

Si une paire de plles est complexe pure +jw (b; = 0), cela donne une forme

sinusoidale a la réponse.

La convergence ou la diverge dépend des sidesparties réelles: le systeme diverge tout

en oscillant ou converge vers des oscillationse¢emus|3]

[1.2.2 Condition de stabilité
On peut écrire une nouvelle condition de stabilitéh systeme :

Un systéme est stable si et seulement &rgdion de transfert n’a pas de pdles a partie

réelle positive ou nulle.

La position des pbles de la fonction dedfart permet donc de renseigner sur la stabilité du

systeme.

La figure 1.2 résume le comportemamétable d’un systeme selon la position de sesspole

dans le plan complexe (le cas oscillant n’est jhasti€).[3]
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Effet des pbles complexes a partie réelle négative A Efiet des p,ﬁles Complexes aparte
réelle positive
Re
Effet des poles réels négatifs
< v >
Domaine de stabilité Domaine d’instabilité

Figure 1.2 Condition de stabilité du systeme

11.2.3 Application aux systemes bouclés [3]

Dans la suite, on étudie le probleme de la stébdiés systémes bouclés. La figure 1.3

représente le schéma fonctionnel canonique d’uenassement :

U(s) . (s) Y(s)
G(s)

v

H(s)

A

X(s)

Figure 11.3. Systéme en boucle fermée.
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Chapitre I Analyse de la stabilité des systemes ampatres invariant

On note :

% = G(s)H(s) (11.3)

G(s)H(s) la fonction de transfert en boucle ouverte.

F(s) la fonction de transfert en boucle fermée :

_Y(s) G(s)
S U(s) 1+ G(s)H(s)

F(s) (11.4)

Le systéme étudié est un systéme bouclé (asserrégulé), on s’intéresse d’abord a sa
stabilité en étudiant les péles de la fonction d@dfert en boucle ferméé(s); c’'est-a- dire les

racines de I'’équation caractéristique- G(s)H(s) = 0.

Cette équation n’'est généralement pas facitésaudre que dans le cas ou le degré du

polyndmel + G(s)H(s) est inférieur ou égale a deux.

Cette résolution se complique lorsque ce polya@@pend d’'un parameétre (ou plusieurs),
En effet, dans ce cas il est difficile, voire impitde, de calculer les racines afin de conclurelaur
stabilité.

D’ou la nécessité de disposer des outils (e@#epour étudier la stabilité sans passer par la

résolution de I'’équation caractéristique.

I1.3 Critéres de stabilité
On classe les critéres en deux catégories :

Les criteres algébriques et les criteres géomédsigBarmi les critéres algébriques il y a le
critere de Routh, et les criteres géométriqueaillg critére de Nyquist ou Revers.
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11.3.1 Critéres algébrique de Routh

Le critere de Routh est un critere permettdat déterminer a partir du polynéme
caractéristique (dénominateur de la fonction desfiext en boucle fermée), le signe des racines de
I'équation caractéristiqué + G(s)H(s) = 0, sans résoudre cette équation ; pour ce fairé&cah

la fonction de transfert en boucle ferméaj:

G(s) _ Np(s)  bpS™ + by_ys™ ! + -+ bys + by (11.5)
14+ G()H(s) Dp(s)  aps™+ ap_1S™ 1+ -+ a;s + a,

F(s) =

Et en déduit I'équation caractéristique suivante :

Dp(s) = aps™ + ap_1s" 1+ -+ a;s+ag (1.6)

[1.3.2. Condition nécessaire

Pour qu’'un systeme en boucle fermée soit staldst-a-dire toutes les racines de I'équation
caractéristique soient a partie réelle négativefailt que tous les coefficients de I'équation

caractéristiques soient de méme signe.

Cette condition est une condition suffisantardes systémes du premier et du second ordre

comme on le verra plus loin.
11.3.3. Enoncé du critére de Routh
La condition ci-dessus n’est pas suffisante pasisiestemes d’ordre supérieur a deux.

Lorsqu’elle est vérifiée, il convient d’appliquer tégle de Routh qui permet de déterminer le signe
de racines d’'une équation algébrique.

La démarche consiste a construire la table Il.pek® |la table de Routh, lors de cette construction

on s’arrange pour que,, soit positif.[3]
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Chapitre I Analyse de la stabilité des systemes ampatres invariant

s an An-2 An-4 a Qo
Sn_l an-1 an-3 an-s a,
sn2 c; cy o
"3 | 4 d, ds

st my

s 7

Table 1.1 Table de Routh.

Les deux premiéres lignes sont constituéssdefficients du polyndme caractéristique, les

coefficients de la troisieme ligne et les suivarstast calculées comme suiB]

c = -1 | an an—2| _ (anan-3 — an-1ay—2)
1 an-1 An-1 Aan-3 apn-—1
Co = —1 | an an—4| _ (anan-5 — An-1an—4)
, = = —
ap_114n-1 Qn-s Ap—1

De la méme maniere, on calcule pour les coeffisides lignes suivantes :

d. = —1ap-1 an—3| _
g la €2

_ (Ap-—1C2 — an_3¢y)

1

d, = —1ap_q an—5| _
g la (3

_ (an-1€3 — ap_s5Cy)

1

On continue cette procédure jusqu’a la derniéreelide la table de Routh?)

La deuxieme colonne est appelée colonne des pivots.
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Chapitre I Analyse de la stabilité des systemes ampatres invariant

Le critere de Routh s’énonce de la maniére suévant

Le systeme est stable si tous les terreda dolonne des pivots sont positifs (méme signe

quea, ).

Il y'a autant de racines a partie réelbsifive qu’il y'a de changement de signes dans la

colonne des pivots.

Une ligne de zéro indique I'existence a@emes imaginaires purg$]

Remarque 1.2

Une ligne de zéro implique la présence d’'uneepde racinesmaginaires pures donnant
lien a une forme sinusoidale dans la réponse ttamsi Le systéme diverge en oscillant s’il y'a au
moins une racine a partie réelle positive, ou iheerge vers des oscillations entretenues si les

autres racines ont toutes une partie réelle négativ

On peut multiplier ou diviser une ligne de la talle Routh par un nombre positif sans
changer les propriétés de celle-ci.

Appliguons maintenant le critere de Routh pouraiestexemples.

Exemple 11.1

L’équation caractéristique :

Dp(s) =253 4652+ 125s+8=0 (1.7)
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A partir deDg(s), on construit la table de Routh suivante:

s3 2 12 0
s? 6 8 0
st 9 0 0
s? 8 0 0

Table 1.2 Table de Routh de I'équation (11.7).

On voit bien que les coefficients de la premiéreroe de la table sont tous de méme signe
(positif) donc le systeme est stable.

Exemple 11.2
L’équation caractéristique :
Dp(s) =s*+6s3+11s2+65+12=0 (11.8)

A partir deDx(s), on construit la table de Routh suivante:

s* +1 11 12
s3 +6 6 0
s? +10 12 0
st -1.2 0 0
s +12 0 0

Table 11.3 Table de Routh de I'équation (11.8).
On a un changement de signe dans la premiere alaluns le systéme est instable, et

comme le nombre de changement de signe égale adieuxon a deux racines a partie réelle
positive.
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Exemple 11.3
L’équation caractéristique :
Dp(s) =8s3+14s2+7s+1+k=0 k>0 (1.9)

A partir deDg(s), on construit la table de Routh suivante:

s3 8 7 0

s? 14 1+k 0

st 90 — 8k 0 0
14

s 1+Kk 0 0

Table 11.4 Table de Routh de I'équation (11.9).

Le systeme est stable sh0 —8k >0 = k< %

. . 90
Juste oscillantsi k= -

Instable si k> %

Il.4. Cas particuliers pour le critere de Routh

[1.4.1. Premier cas

Si un pivot est nul et le reste de signe coordpnt n’'est pas identiquement nul, on

remplace le pivot nul par un nomkrevec le signe convenable, puis on continue latoarion de

la table.[4]
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Exemple 1.4
L’équation caractéristique :

Dp(s) =s®+s*+s34+s24s5s+1=0 (11.10)

A partir deDg(s), on construit la table de Routh suivante:

s° 1 1 1 0
s* 1 0 0 0
s3 1 0 0 0
s2 0-¢ 1 0 0
R 0 0
s 1 0 0 0

Table 1.5 Table de Routh de I'équation (11.10).

La troisieme ligne contient un zéro dans la preen@onne. Pour continuer la construction
de la table, on remplace le zéro par &i> 0 et on continue la procédure. Il y'a changement de

signe ce qui implique que le systeme est instable.

[1.4.2. Deuxiéme cas

Si tous les termes d’une ligne sont nuls commegunelia table suivantg4]

s™ aq a, as

sm-1 0 0 0
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Dans ce cas, I'équation caractéristique possedeade®es imaginaires pures, le systéme est
juste oscillant (limite de la stabilité). Ces rasnimaginaires pures sont solution de I'équation

suivante :

S+ aps™  +oags™ i+ =0 (11.11)

Pour la construction de la table, on remplasecoefficients nuls par des coefficients d'un

polyndme obtenus en dérivant le polynéme relaldf ligne située juste au dessus de la ligne.
Dérivons la fonction (11.11)

mays™ 1+ (m — Days™ 2 + (m — 2)as™ 3 + - (1.12)

Exemple 1.5

Equation caractéristique :

Dp(s) =s*+3s3+6s5s2+12s+8=0 (11.13)

La table de Routh correspondante est la suivante :

st 1 6 8
s3 3 12 0
s? 2 8 0
st 0-4 0 0
s 8 0 0

Table 11.6 Table de Routh de I'équation (11.13).
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On voit que la quatrieme ligne est nulle, doncyltéme possede des pbles imaginaires purs

donnés par I'équation suivante:

S1 = _2]

2 —
2s2+8=0 :{52:‘*‘2]

On dérive la troisieme ligne par appott,@n obtient I'équation suivante :

d(2s*+8)

4
ds 5

Les coefficients de la premiére colonnet simméme signe, alors le systeme est stable mais

a la limite de la stabilité.
Remarque I1.3

Dans le cadre de ce travail une fonction Matlab elgp « routh.m » a été élaborée pour
analyser la stabilité des systemes par le critéeeRbuth. La fonction prend comme argument
d’entré le dénominateur de la fonction de transéntevoie la table de Routh correspondante.

[1.5.Conclusion

L’analyse du systeme a parametres invariant paritere de Routh permet de conclure
facilement sur la stabilité de ce systeme. En éffatritére est algébrique et nécessite des calculs

simples. Notons que cet algorithme est facilemafiorimatisable.

Dans le chapitre suivant, on procédera aalime de la stabilité du systéeme a paramétres

variant a I'aide de la méthode de Kharitonov baséde critere de Routh.
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Chapitre III Analyse de la stabilité des systémes a parametres variant

[11.1 Introduction

Dans ce chapitre, on s’intéressera a I'analysedabilité des systemes a parameétres
variant par la méthode de Kharitonov. Ainsi, on cognce par l'introduction des polynédmes
de Kharitonov, puis on donne les conditions deilii@bLa fin du chapitre est réservée a des

exemples d’application.

[1l.2 Systeme a parametres variant

D’'une maniére générale, la variation des paramélies systeme dynamique se
traduit par la variation des coefficients de ladiwon de transfert (voir chapitre 1). Ainse
systeme a parametres variant est défini par laifomde transfert suivante :

[Br b ]s™ + [bm—1, b1 1s™* + -+ [b7,bils + [by,bF]1  (lll.1)
lag, ar]s™ + [a,_y, af_(]s™ ™t + -+ [a],af]s + [ag, ai ]

G(s,a,b) =

Avec

L’équation caractéristique du systeme est :

P(s,a) = [an, an]s"+[ag, an_1]s"" + -+ [a7, ai]s + [ag, ag] (I1.2)

et le polyndmeP (s, a) représente le polynébme de Kharitonov.

[11.3 Polynémes de Kharitonov

Pour analyser la stabilité des systedgsarametres variant, Kharitonov introduit
quatre polyndmes associés a I'équation caractuistP(s,a). Ces polynémes sont définis
comme suit [5]
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Pi(s)=ay +ais+als®+ais®+a;s*+ass® +als®+ - (1.3)
P,(s) =at +afs+a;s?+assd+afs*+als®+ags®+ - (111.4)
Py(s) =at +ais+azs?+ats®+afs*+ass®+ags®+ - (111.5)
P(s)=ay +afs+afs?+azs3+azs*+ats®+als®+ - (111.6)

Kharitonov propose une méthode d'analyse de stébilasée sur le critere de Routh en
considérant les quatre polynémes. Notons que las@polyndmes sont appelés «polyndmes
de Kharitonov».

l1l.4 Analyse de stabilité

Kharitonov dans ces travaux a montre lqustabilité du systeme a parametres variant
dont I'équation caractéristiqueP(s,a)est assurée si et seulement si les quatre
polynémesP; (s), P,(s) , P;(s), P,(s) associés &(s, a) sont stables. Ainsi, pour conclure sur
la stabilité du systéme a parameétres variant,filtsllappliquer le critere de Routh pour les
guatre polynémes.

Pour certains systémes dont I'omiesst inférieur a 5, 'analyse de stabilité se rédui
'analyse de stabilité d’un certain nombre de péiyes. Ainsi [5]

- Un polyndmeP (s, a) d’'ordre 3 est stable si et seulemen.;gis) est stable.
- Un polyndmeP (s, a) d’ordre 4 est stable si et seulemer,gis)et P;(s) sont stables.

- Un polyndmeP (s, a) d’ordre 5 est stable si et seulemerR;$s), P, (s) et P;(s) sont stables

Exemple 111.1

Soit I'équation caractéristique d’ordre 3 d’'untgyse dynamique:

P(s,a) = [1,3]s® + [2,6]s% + [3,4]s + [1,4] (11.7)
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Les quatre polynédmes de Kharitonov associ#{s§ a) sont :

Pi(s) =1+ 3s+ 652 + 3s3
Py(s) =4+4s+2s*+5s3
Py;(s) =4+ 3s + 2s% + 3s3

Py(s)=1+4s+6s%+s3

Les différents résultats obtenus pour I'étude dstddilité des polyndmes de Kharitonov par
le critere de Routh sont résumés dans le Tablé4u Il

PolynémeP; (s) Polynbme, (s)
s3 3 3 s3 1 4
52 6 1 s? 2 4
st 2.5 0 st 2 0
s° 1 0 s 4 0

les coefficients de la premiére colonne les coefficients de la premiéere colonne
de la table sont tous de méme signe de la table sont tous de méme signe
(positif) donc le polyndme est stable| (positif) donc le polyndme est stable

Polyndbme;(s) Polynbme, (s)
s3 3 3 s3 1 4
s? 2 4 s? 6 1
st -3 0 st 3.83 0
s 4 0 s 1 0

On a un changement de signe dans |a les coefficients de la premiére colonne
premiere colonne alors le polynébme gst de la table sont tous de méme signe
instable. (positif) donc le polyndme est stable

Tableau 1ll.1 Analyse de la stabilité de I'exemple 1.

Le polynbme(s,a), par conséquent le systeme, est instable carl@dmoe P;(s)
est instable.
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Pour vérifier ces résultats, les poles des quatiysmpmes sont donnes par le tableau 111.2.

P;(s) P,(s) P3(s) P,(s)
Sy -1.4753 -0.3522 + 1.7214i0.1667 +1.1426i -5.2780

s, |-0.2623 +0.3964i| -0.3522 +1.72140.1667 +1.1426i -0.3610 +0.2432i
poles

s3 | -0.2623 +0.3964 | -1.2956 -1.0000 -0.3610 + 0.2432

Tableau I11.2 les pbles des polyn6mes de Kharitonov de I'exerfiple

Les trois poles, ,s, ets; des polyndmes; (s) ,P,(s) et P,(s) ont la partie réelle
négative donc ils sont stables. Par contre le @ohgP;(s) qui a deux pdles, ets, a partie
réelle positive et un pole; a partie réelle négative alors il est instabla. mséquent la
robustesse en stabilité du systeme n’est pas asdugésysteme peut devenir instable pour

une certaine variation paramétrique.

Exemplelll.2

Soit I'équation caractéristique d’ordre 5 du sysém

P(s,a) = [1,3]s° + [3,6]s* + [4,5]s3 + [5,9]s% + [3,4]s + [2,5] (111.8)

Les quatre polynébmes d¥s, a):

P;(s) =2+ 3s+9s%2 + 553+ 3s* +s°
P,(s) =5+ 4s + 55 + 453 + 65* + 3s°
P3;(s) =5+ 3s + 552 + 553 + 65* + s°

Py(s) = 2 + 4s + 9s% + 453 + 3s* + 3s°

Le polyndme est de cinquiéme ordre saldrsuffit d’étudier la stabilité deé;(s),
P,(s) etP;(s) par le critere de Routh.
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Etude la stabilité des polynémes :

Stabilité du polyndme, (s) :

A partir deP; (s), on construit la table de Routh suivante :

s® 1 5 3
s* 3 9 2
s3 2 2.33 0
s? 5.50 2 0
st 1.60 0 0
s 2 0 0

Table 111.3 Table de Routh dB, (s).
Le polyndmeP; (s) est stable car on n’a aucun changement de sigreldgremiere

colonne de la table.

Stabilité du polynéme, (s) :

La table de Routh correspondante est donnée comiirte s

s° 3 4 4
s* 6 5 5
s3 1.50 1.50 0
s? -1 5 0
st 9 0 0
s 5 0 0

Table 111.4 Table de Routh dB,(s).
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On a un changement de signe dans la premiere eoldara table alors le polynédme
P,(s) est instable.

Le polyndmeP (s, a) est instable car le polyndnkg(s) est instable.

Les pbles des quatre polyndmes sont donnés palolEat ci-dessous :

Pi(s) P, (s) P5(s) Py(s)
s, |-2.3396 “1.7171 0.3914 + 1.3074i -5.2101
s, |-0.1990 + 1.7414] 0.4640 + 0.8595i| 0.3914 - 1.3074+0.7592 + 0.7711]
Poles | S3 | -0.1990 - 1.7414i| 0.4640-0.8595i | -1.3345 -0.7502Z7711]

Sy -0.1312 + 0.5109i -0.6055 + 0.8067 -0.2241 + 091660.3642 + 0.8288i
S5 -0.1312 - 0.5109i| -0.6055 - 0.8067i -0.2241 - 09166 0.3642 - 0.8288i

Table Il.5 les poles des polyndmes de Kharitonov de I'exerple

Les cing plles; ,s,, S35 , S, €tss de polyndmeP, (s) sont tous a partie réelle négative
donc il est stable. Et les polyndmes(s) ,P;(s),P,(s) ont des pbles a partie réelle positive
alors sont instables, d’d®(s, a) est instable.

[11.5 Limitations de la méthode de Kharitonov

La méthode de Kharitonov constitue @s dutils le plus puissant pour examiner la
robustesse en stabilité d’'un systeme a parameanggny. Néanmoins, elle présente certaines
limites :[5]

- La méthode est applicable pour les systemesramteulement.

-La méthode concerne les systémes dont les vargatiaramétriques (les coefficients)
varient d’une facon indépendante entre eux et dinaeiére linéaire.

31



Chapitre III Analyse de la stabilité des systémes a parametres variant

[11.6 Application a I'analyse de la stabilité des gstemes

La fonction de transfert d’'un systeme a parameétaeisntest:[5]

N(s,b) (111.9)

G(s,a,b) = DG, a)

Pour le numérateuwy (s, b) et le dénominateud(s,a) on définit les quatre polyndmes associés
tel que poulN (s, b)on aN;(s), N,(s), N3(s)etN,(s) et pourD(s,a) on aD,(s), D,(s), D5(s)
et D,(s).

Alors on peut définir 16 fonctions de transferts@ernieres sont décrites comme s(Bbq :

Ni(s) (111.10)
Dy (s)

Gi(s) =

Avec:i=1,..4etk=1,..,4

Exemple 111.3

Soit le systéme décrit par la fonction de transdaivante :

N(s,b) _ [2,4]s* + [1,3]s® + [2,4]s? + [3,5]s + [2,4] (1. 11)
D(s,a) [1,5]s5 + [2,6]s* + [1,5]s3 + [2,6]s2 + [3,7]s + [1,5]

G(s,a,b) =

Les quatre polyndbmes de Kharitonov correspondaiwanérateur sont :

N;(s) =2+ 3s + 4s% + 3s3 + 2s*
Ny(s) =4 + 55 + 252 + s3 + 4s*
N3(s) = 4 + 3s + 252 + 353 + 4s*

N,(s) =2+ 55 + 45 + s3 + 2s*
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et les quatre polynémes de Kharitonov corresponaiaménominateur sont :
D;(s) =1+ 3s+ 652+ 553+ 2s* +s°
D,(s) =5+ 7s + 2s? + 53 + 6s* + 5s°
D3(s) =5+ 3s + 25?2 + 553 + 65* + s°

D,(s) =1+ 7s+ 65? + 53+ 25* + 5s°

Ainsi, les 16 fonctions de transfert sont :

Ni(s) 25" +3s%+45% +35+2

G = =
1(9) Di(s) s>+2s*+553+652+3s5+1
c ()_Nl(s)_ 2s* +3s3 4+ 4s? + 35 +2
1215 " Dy(s) 555+ 65*+s53+2s2+75+5
c ()_Nl(s)_ 2s* +3s3 4+ 4s? + 35 +2
1313 " D3(s) S5+ 65*+553+252+35+5
c ()_Nl(s)_ 2s* +3s3 +4s% + 35+ 2
1415 " Du(s) 555 +2s%+s3+6s52+7s5+1
c ()_Nz(s)_ 4s* + 53+ 252+ 55+ 4
2188 "~ Di(s) S5 +2s*+553+652+3s+1
c ()_Nz(s)_ 4s* + 53+ 252+ 55+ 4
2288 " Dy(s) 555 +6st+s3+252+7s+5
N, (s) 4s* + 53 + 252+ 55+ 4
Ga3(s) = =

Ds(s) S5+ 6s*+5s3+2s2+35+5
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4s* +s3+2s*+55+4

555+ 2s*+s3+6s2+7s+1

45* 4+ 353+ 252 4+3s+ 4

s5+2s*+5s3+652+3s+1

45* 4+ 353+ 252435+ 4

5s° + 65s*+5s3+2s24+7s+5

45* 4+ 353+ 252435+ 4

s°+6s*+5s3+2s2+3s+5

45* 4+ 353+ 252 4+ 35+ 4

555 +2s*+s3+6s2+7s+1

25s* + s34+ 452+ 5542

s5+2s*+5s3+65s2+3s+1

25s* + 53+ 452 + 55+ 2

555+ 6s* 4+ s34+ 252+ 7s+5

25s* + s34+ 452+ 5542

s+ 6s*+5s3+2s2+35s+5

25s* + s34+ 452+ 5542

=55
=B~
N
0= 55"
= he "
N
LR
e Nch
N

555 +2s*+s3+6s2+7s+1

34

(11.19)

(11.20)

(I1.21)

(11.22)

(I11.23)

(I11.24)

(111.25)

(111.26)

(11.27)
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[11.7 Conclusion

Dans ce chapitre on a présenté une méethode detdétnari permettant d’analyser la
stabilité des systemes a paramétres variant. Apxasr introduit les polyndémes de
Kharitonov associées a I'équation caractéristiqurea présenté des exemples d’application
pour illustrer la méthode.

Des fonctions Matlab ont été élaborées pour leutalles quatre polyndmes de

Kharitonov, et les 16 fonctions de transfert.

Dans le prochain chapitre on s’intéresseta aynthése d’'un correcteur robuste en
stabilité pour un systéeme a parametres variant.
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Chapitre IV Slyase de correcteurs pour le systéeme a parameétiantva

V.1 Introduction

Apres avoir étudié I'analyse de la stabilité dutéyse a parametres variant, ce chapitre
sera consacré a la synth&ben correcteur assurant la robustesse en stalilité systeme a
paramétres variant en boucle fermée. On commencd'guelyse de la stabilité en boucle
fermée en se basant sur les polyndmes de Kharitqnadg on présentera une méthode de

synthese basée sur la notion de I'analyse devaites.

IV.2 Systeme en boucle fermée avec un correcteur

Le schéma bloc en boucle fermée d’'un systéme angdras variant corrigé par un
correcteur est donné par la figure IV.1.

Y(9)

U (S) + S(S) C(S)

G(s,a,b)

v

Figure IV.1 Correction d’'un systéme a parametres variant.

Avec :
U(s) : L'entrée du systéme.
Y(s) : La sortie du systeme.
e(s) = U(s) — Y(s): L’écart statique.
G(s,a,b) : La fonction de transfert du systeme

C(s) : Le correcteur

La fonction de transfert en boucle fermée est :

Y(s)  C(s)G(s,a,Db) (IV.1)
U(s) 1+4C(s)G(s,a,b)
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On remarque que la stabilité du systeme en bowaimée est influencée par les
paramétres de la fonction de transfert du systériobjectif est de concevoir un correcteur
C(s) qui assure la stabilité du systeme malgréviegations des parametres. On commence par
la présentation des méthodes d’analyse de stal@htédoucle fermée puis, on aborde le

probleme de synthése.

IV.3 Analyse de stabilité d’'un systeme a parametregariant en boucle fermée
Il existe deux méthodes pour étudier la stabilitthdsystéme a parametres variant en
boucle fermée. La premiére est basée sur I'étudel@efonctions de transfert de Kharitonov

par contre la deuxiéme est basée sur I'analysetisalles.
IV.3.1 Premiere méthode : utilisation des 16 fonabins de transfert

La fonction de transfert en boucle fermée de nefsteme est :

_ C(s)G(s,a,b) (IV.2)
1+ C(s)G(s,a,b)

F(s,a,b)

Les 16 systemes de Kharitonov associés au systerheuele ouverte, conduisent aux

16 fonctions de transfert en boucle fermée comrnte su

C(s)Gy(s,a,b)  Ng,(s) (IV.3)

Fik(S' a, b) = 1+ C(S)Gik(s’ a, b) B DFik(S)

Avec :k=1,...4eti=1,....4

Ainsi, pour analyser la stabilité du systeme encotermeée, on s’intéresse a I'étude de
I’équation caractéristituFik (s) = 0 par le critére de Routh. En totalité, on doit éudi6

fonctions de transfert. Ce qui demande beaucouaidel.
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Exemple IV.1
Soit un systeme défini par sa fonction de transi@rtante :

[2,5]s2 + [6,9]s + [3,11] (IV.4)
s34+ [4,6]s? +[1,8]s + [5,7]

G(s,a,b) =

Pour analyser la stabilité, on doit analyser lesfdfictions de transfert en boucle

fermée. Les 16 systemes de Kharitonov assodi&s,a, b) sont :

Par exemple, on considere I'étude de la stabitg ¢d(s, a, b) :

Fyy(s) = C(s)Gy1(s,a,b) (IV.5)
1 1+ C(s)Gy1(s,a,b)
Oou
552 + 65 + 3 (IV.6)
Gr2(s) = s3+6s%2+s+5
et le correcteur
-1
Cs) =2 (IV.7)

s+1

La fonction de transfert en boucle fermée est :

Nr,, (5) (IV.8)
F (S) — 11 .
. Dg,, (s)
D'ou :
553 +s%2—3s—3 (IV.9)

F =
1() = T 757 785 735 1 2
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Pour étudier la stabilité en boucle fermée onagile critére algébrique de Routh.
L’équation caractéristique dg;(s) est :
Dp, (s) =s*+12s°+8s* +35s+2 =10 (IV.10)

On déduit la table de Routh suivante :

s* 1 8 2
s3 12 3 0
s? 1.75 2 0
st -0.09 0 0
s 2 0 0

Table 1V.1 Table de Routh dBg,  (s).

On remargue un changement de signe dans la preocaimne (systeme instable), donc
le correcteurC(s) ne stabilise pas ce systéme.

Considérons maintenant le cas d’un correcteur i@p@otionnel intégrateur),

C(s) = 1 L1 (IV.11)
S
Dans ce cas$;;(s) prend la forme :

553 + 11s> +9s + 3 (IV.12)

F. =
10) = 153 7 1252 7 145 1 3
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L’étude de la stabilité en boucle ferm@g(s) par le critéere de Routh donne :

L’équation caractéristique dg,(s) :

Dp, (s) = s*+11s° +125* + 145 +3 =0 (IV.13)

On déduit la table de Routh suivante :

st 1 12 3
s3 11 14 0
s? 10.72 3 0
st 10.92 0 0
s 3 0 0

Table IV.2 Table de Routh dBg,  (s).

Aucun changement de signe dans la premiere celdsgsteme stable), donc le
correcteur C(s) stabilise ce system@,, (s, a, b). Pour conclure sur la stabilité du systéme en
boucle fermée, on doit refaire la méme chose pesirlb autres fonctions de transfert. Si la
stabilité n’est pas garantie pour I'une des fondide transfert, le correcteur PI n'assure pas la
robustesse en stabilité en boucle fermée. Dansdecaontraire, la robustesse en stabilité est

assurée.

IV.3.2 Deuxieme méthode Analyse des intervalles

Cette méthode est basée sur I'analyse des intesvalin utilise cette méthode pour
étudier la stabilité d’'un systeme en boucle fernideée consiste a utiliser les propriétés de
I'analyse des intervalles pour déterminer I'équattaractéristique en boucle fermée, puis on
déduit les quatre polyndmes de Kharitonov corredpots et d’analyser la stabilité par la
méthode de Kharitonov. Cette méthode est tresesd@nte par rapport a la premiere car le
probleme revient a analyser la stabilité des quaihgnémes de Kharitonov au lieu d’examiner

la stabilité de 16 fonctions de transfert en bofetmée.
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Les propriétés d’analyse d’intervalles soffi]:
Addition:
[a=,a*]+[b",b*]=[a~+ b~ ,a* + b*]
Soustraction :
[a-,a*] —[b",b*] =[a~ —b*,at —b~]
Multiplication :
E=[a"*b7,a” *bT,at xb~,a* xb™]
[a=,a™] * [b7,b*] = [min(E), max(E)]
Division :
[a”,a*]/[b”,b*] = [a7/b¥,a*/b7]
Multiplication par un scalaire :
ala”,a’] = [aa", aa™] Si a>0

ala”,at] = [aat, aa”] Si a<O0

Exemple IV.2

Soit un systeme défini par sa fonction de transi@rtante :

[2,5]s2 + [6,9]s + [3,11] (IV.14)
s3 +[4,6]s? +[1,8]s + [5,7]

G(s,a,b) =
En introduisant le correctedi(s) :
1
C(s)=1+-
S

La fonction de transfert en boucle ferni&g, a, b) est donnée ci-dessous :

B C(s)G(s,a,b)
1+ C(s)G(s,a,b)

F(s,a,b)
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Pour étudier la stabilité de ce systéme en boumimde, on utilise la méthode d'analyse
d’intervalles.

Ona:

[2,5]s® + [8,14]s? + [9,20]s + [3,11] (IV.15)
s* +[4,6]s3 +[1,8]s% + [7,5]s

C(s)G(s,a,b) =

s* +[6,11]s3 +[9,22]s? + [14,27]s + [3,11] (IV.16)
s* +[4,6]s3 + [1,8]s% + [7,5]s

1+ C(s)G(s,a,b) =

D'ou :

[2,5]s® + [8,14]s* + [9,20]s + [3,11] (IV.17)

F =
() = T3 611757 + [9,22]57 + [14,27]s + [3.11]

L’équation caractéristique d&(s) est :

Dr(s) = s* + [6,11]s + [9,22]s2 + [14,27]s + [3,11] (IV.18)

Ainsi, les quatre polynémes de Kharitonov sont :
Pi(s) =3+ 14s + 2252 + 1153 + s*
P,(s) = 11 4+ 27s + 952 + 653 + s*
Py(s) = 11 + 145 + 952 + 1153 + s*
P,(s) =3+ 27s + 22s% + 653 + s*

Pour chaque polynéme, on utilise le critere de Rouatur étudier la stabilité.

L’équation caractéristique du systersiede quatrieme ordre alors il suffit d’étudier la

stabilité deP,(s) etP;(s) a l'aide de critere de Routh pour conclure swatédoilité du systéeme.
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Etude de la stabilité d&,(s) :

A partir deP,(s) on construit la table de Routh suivante :

st 1 9 11
s3 6 27 0
s?2 4.5 11 0
st 12.33 0 0
s? 11 0 0

Table V.3 Table de Routh dB,(s).

Aucun changement de signe dans la premiére coldenka table donc le polynéme

P,(s) est stable.

Etude de la stabilité d&(s) :

La table de Routh correspondante est la suivante :

s* 1 9 11
s3 11 14 0
s? 7.72 11 0
st -1.65 0 0
s 11 0 0

Table IV.4 Table de Routh dB;(s).

On a un changement dans la premiére colonne dblia &lors le polyndmeg;(s) est
instable.
Le polynbmeP;(s) est instable alors le systenk€s,a,b) est instable. Par conséquent le

correcteur Pl n’assure pas une robustesse enitgtabil
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IV.4 Synthése d’un correcteur pour un systéme a pametres variant
L’objectif est de concevoir un correctatifs) qui permet d’assurer :
- La stabilité du systéme en boucle fsgrmalgré la variation des parametres.

- Les performances désirées (marge e gearge de phase, temps de réponse)
Pour la synthése de correctél{s) deux approches sont possiblEs.
IV.4.1 Premiere méthode : utilisation des 16 fonabns de Kharitonov
La fonction de transfert en boucle fermée est :

C(s)G(s,a,b)

F(S, a, b) = 1+ C(S)G(S, a, b)

et les 16 systéemes de Kharitonov :

C(s)Gi(s,a,b)  Np,(s)
1+ C(s)Gy(s,a,b) Dg,, (8)

Fix (S, a, b) =

Aveck=1,...,4eti=1,...,4

L'analyse du systeme se fait par I'étude’éguation caracteristiquBy, (s) = 0 par le

critere de Routh.

Exemple IV.3
Soit un systeme décrit par sa fonction de transfartime suit :

[1,1.5]s + [0.5,1] (IV.19)
s34+ [2,3]s? +[1,2]s + [3,4]

G(s,a,b) =

On calcule un correcteur Pl (proportionnel intégua) C(s) qui stabilise le systéme, c’est-a-

dire
k
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On construit les 16 fonctions de transfert de Kbaov associés &(s,a, b) puis on
calcule les 16 équations caractéristiques en bdaoieée, ces derniéres seront en fonction des
parametres ket k du correcteur. En utilisant le critére de Routh,d@duit les valeurs des
parametres du correcteur qui assurent la stalmbiér chaque fonction de transfert, puis on
cherche les paramétres du correcteur qui assarastalbilité de toutes les fonctions de transfert.

Cette approche nécessite beaucoup de calcul.

Pour faire I'étude, on prend par exemple une destions de transfert de Kharitonov

Soit la fonction de transfert suivante :

s+1 IV.21)
Gsa(s) = (V.
34(5) s3+3s2+2s+3

La fonction de transfert en boucle fermée aveoteecteur est :

C(s) G34(s)  Ng, (5) (IvV.22)

Fsa(s) = 14 C(s) G34(s) B DF34(S)

D'ou :

kys? + (k; +ky)s +k; (IV.23)
s* +3s3 4+ (2+Kky)s?+ (3+k; +ky)s+Kk,

F3,(s) =

L’étude de stabilité dd€;,(s) par le critere de Routh donne :

L’'équation caractéristiquBg,, (s) est :

Dg,, (s) =s* +3s°+ (2 +ky)s*+ (B3+k; +ky)s +k; (IV.24)
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La table de Routh correspondante est la suivante :

st 1 2 +k, k,
s3 3 3+Kk; +k; 0
s? aq (ki,ky) k, 0
st a, (ky,k;) 0 0
s0 k, 0 0

Table 1V.5 La table de Routh dB,, (s).

Avec :k, >0

a; (ki ky) =2[3Q2+ k) — (B +ky +kp)] = 2[3+2k; —k,]
3k,

a, (k;,k,))=3+k; +ky ————

2( 1 2) 1 2 al(klykz)

Le systéme est stable en boucle fermée si

3+2k1_k2
3

>0

k, >0
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IV.4.2 Deuxieme méthode utilisation des propriétés de I'analyse des interdies
Cette méthode est trés intéressante par rapp@tpiemiere est nécessite moins de
calculs puisque au lieu d'étudier les fonctions tdensfert, on limitera I'étude a quatre

équations caractéristique Cette démarche ser&rdupar un exemple.

Exemple IV.4
On considere la fonction de transfert (IV.19) etderecteur (1V.20)

La fonction de transfert en boucle fermEés, a,b) est:

C(s)G(s,a,b)  Ng(s)

F(s,a,b) = 1+ C(s)G(s,a,b) Dr(s)

La méthode d’analyse d’intervalles conduit a lactamn de transfert suivante :
Ona:

[k1 ) 15k1 ]SZ + [05k1 + kz ) 15k2 + k1 ]S + [05k2 ,kz ] (|V25)
s*+[2,3]s3 +[1,2]s? + [3,4]s

C(s)G(s,a,b) =

s*+[2,3]s® + [1 +ky,2 + 1.5k, ]s? + [3 + 0.5k; +k,, 4 + 1.5k, +k; ]s + [0.5k;,k; ]
s*+[2,3]s3 +[1,2]s2 + [3,4]s

1+ C(s)G(s,a,b) =

(IV.26)

[ky,1.5k; ]s2 + [0.5k; + k,, 1.5k, + Ky Is + [0.5k,,k; |
s*+[23]s3 + [1 +Kkq,2 + 1.5k, ]s2 + [3 + 0.5k, + ky, 4 + 1.5k, + Ky |s + [0.5k,, Kk, |
(IV.27)

F(s) =

Aveck; >0 et k, >0
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L’équation caractéristiquB(s) :

Dp(s) =s*+[2,3]s3 + [1 +k;,2 + 1.5k, |s? + [3 + 0.5k; + k,,4 + 1.5k, +k; |s +[0.5k;,k, ]

(IV.28)

Pour cette équation caractéristique, on constaitjlatre polynédmes de Kharitonov suivants :

P;(s) = 0.5k, + (3 + 0.5k; + k, )s + (2 + 1.5k, )s% + 3s3 + s*
P,(s) =k, + (4 +k; + 1.5k, )s + (1 + ky )s? + 253 + s*
Py(s) =k, + (3+0.5k; +k,)s + (1 +k;)s? + 3s3 + s*
P,(s) = 0.5k, + (4 + Kk, + 1.4k, )s + (2 + 1.5k, )s? + 253 + s*

L’équation caractéristique du systersiede quatrieme ordre, alors il suffit d’étudier la
stabilité deP,(s) etP;(s) a l'aide de critére de Routh

Stabilité de polynbmeP,(s) :

A partir deP, (s) on construit la table de Routh suivante :

s* 1 1+k, k,
s3 2 4 +k; + 1.5k, 0
s? aq (ki,ky) k, 0
st a, (ki,k,) 0 0
s° k, 0 0

Table 1V.6 La table de Routh d&,(s).

Avec :
1 1
al (kl,kz) :E[Z(1+k1)_(4+k1 +1.5k2)] :E[kl _1.5k2 _2]
(k;,k,) =4 +k, + 1.5k 2k,
a ) = . e
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Pour queP, (s) soit stable il faut qu'il vérifie les conditionsigantes :

k, — 1.5k, — 2
2
k? —225k%+2k, —9k, —8>0

>0

k, >0

Stabilité de polynbmeP;(s) :
On déduit la table de Routh suivanteRjés) :

s* 1 1+k, k,
s3 3 3+ 0.5k; +k, 0
s? aq (ki,ky) k, 0
st a, (ki,k,) 0 0
s° k, 0 0

Table IV.7 La table de Routh de;(s).

Avec .

a; (ki kz) = 2[3(1 +ky) — (3 +0.5k; +kz)] =2[25k; —k,]
(k;,k,) =3+ 0.5k, +k 3 ks

a , = : -

2R ! 2 a; (kg,kz)

Pour queP; (s) soit stable, il faut qu'il vérifie les conditiossiivantes :
2.5k; — Kk,
—
1.25k? — k3 + 2k, k, + 7.5k; — 9k, >0

>0

k, >0
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Ainsi, pour la synthese d’'un correcteur assurantolaustesse en stabilité, on doit

déterminer les parameétresdt k qui vérifient les conditions suivantes :

k; — 1.5k, —2
1 2 >0

2

k? —2.25Kk% 4 2k; —9k, —8> 0
2.5k1_k2
—)—>0

2
1.25k? — k2 + 2k, k, + 7.5k; — 9k, >0
k, >0
k, >0

La résolution de cet ensemble d’inéquations domneldmaine admissible pour les
parameétres ket k assurant la stabilité du systéeme a paramétreantan boucle fermée.

V.5 Conclusion

Dans ce chapitre on a présenté deux approches’aonalyse de la stabilité en boucle
fermée d’'un systeme a parameétres variant. La premi&thode est basée sur l'utilisation des
16 fonctions de Kharitonov, par contre la deuxientiéise les propriétés de l'analyse des
intervalles. Les deux méthodes ont été utiliséaessia pour la conception d’'un correcteur
assurant la robustesse en stabilité. Quoique lex deéthodes conduisent au méme résultat,
néanmoins la méthode basée sur I'analyse des atiEs\nécessite moins de calculs.
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Conclusion Générale

Le travail présenté dans ce mémoire porte surlyarade la stabilite, et la synthése
des systemes a parametres variant par la méthodéal&onov. L'objectif du travail est
d’étudier la méthode de Kharitonov, et développes fbnctions Matlab dédiées a I'analyse
de la stabilité des systémes a parametres vafiaite méthode sera également considérée
pour la synthése d'un correcteur assurant la rebaet en stabilité pour un systeme a
parameétres variant.

Ainsi aprés avoir passé en revue quelques notelatives au systeme et au modele,
on présenté la représentation par fonction defeendun systéme a parametres variant. Pour
analyser la stabilité du systeme a parametresiantaron a utilisé le critére algébrique de
Routh, et pour les systémes a parametres variard,utilisé la méthode de Kharitonov apres
avoir introduit les polyndmes de Kharitonov assesié I'équation caractéristique. A la fin on
a exposé des approches permettant de synthatiseorrecteur qui assure la robustesse en
stabilité, en boucle fermée, pour un systeme anpetras variant ; Deux approches différentes
ont été présentées : une approche basée sur lgofmnde transfert de Kharitonov, et une
méthode basée sur I'analyse des intervalles.

D’aprés I'étude présentée, on peut conclure quedidnode de Kharitonov constitue un
outil puissant pour I'analyse de la stabilité dgstsmes a parameétres variant, puisque son
principe repose sur l'utilisation du célébre cetate Routh. L'utilisation de cette méthode
combinée avec l'analyse des intervalles facilit®@rérement la synthése d’'un correcteur
assurant la robustesse en boucle fermée.

Pour tirer profit des avantages de la méthode Haritbnov, il est intéressant de
penser a la synthese des correcteurs aussi robagberformances en utilisant des criteres
fréquentiels.
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