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Introduction générale

Introduction

L’optimisation est une branche des mathématiques et de l'informatique en tant
que disciplines. Elle intervient pratiquement dans tous les processus de modélisation
actuels et elle joue un role tres important dans beaucoup de domaines. Qu’il s’agisse
de problemes de la recherche opérationnelle, de mathématiques appliquées, d’analyse,
d’analyse numérique, de statistiques, de théorie des jeux, de programmation linéaire,
ou encore en théorie du controle.

Le probleme d’optimisation consiste a déterminer une solution qui maximise ou mi-
nimise l'objectif quantitatif, tout en respectant éventuellement certaines contraintes.
Il existe plusieurs types de problemes d’optimisations qui sont classés selon leurs fonc-
tions objectifs et leurs contraintes : optimisation linéaire, optimisation non-linéaire,
optimisation linéaire quadratique et optimisation convexe, etc.

Les problemes d’optimisation sont tres divers par leurs natures et leurs structures,
alors chaque type de ces problemes sera résolu d’une maniere différente [19, 39, 45].

Le premier algorithme qui permet de résoudre un probléeme d’optimisation linéaire
(programmation linéaire) s’appelle la méthode du simplexe, cette méthode a été in-
troduite par George Dantzig a partir de 1947 [11], et en 1970 Klee et Minty prouvent
que 'algorithme du simplexe est de complexité exponentielle [23]. Au début des années
80, et en 1984, Karmarkar a mis au point une nouvelle méthode appelée méthode de
point intérieur de complexité polynomiale. Il a montré que celle-ci a des performances
supérieures a celles de I'algorithme du simplexe [22]. Depuis, il y a eu beaucoup des tra-
vaux de recherche portant sur les méthodes de point intérieur dont la méthode adaptée
introduite par R.Gabasov et F.M.Kirillova, des articles ont également été publiés dans
des journaux scientifiques, et ainsi que quelques ouvrages [4, 12, 14, 26, 30, 31, 38, 44].
Au début de son invention, elle a été appliquée a différents types de problemes de
programmation mathématique [26, 27], par la suite & des problémes de controle opti-
mal [5, 30, 35].

En mathématiques, le controle désigne la théorie qui vise a comprendre la fagon dont
une commande permet aux humains d’agir sur un systeme qu’ils souhaitent maitriser.
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Cette définition recouvre naturellement de tres nombreux champs d’application, par
exemple : un ingénieur qui désire controler un systeme mécanique en lui appliquant des
forces, un économiste qui veut agir sur un équilibre financier en modélisant un taux,
un chimiste qui cherche a améliorer son procédé en régulant la température, et ainsi
d’autres applications dans les domaines : électricité, électronique, biologie, etc.

La théorie du controle optimal est une généralisation du calcul des variations qui a
été développé au milieu du dix-huitieme siecle.

Le but de la théorie du controle optimal est de conduire un systeme dynamique
controlé d’'une configuration donnée a une configuration visitée a attendre, tout en mi-
nimisant (ou maximisant) un certain cout et en respectant certaines contraintes.

La modélisation du probleme du controle optimal est obtenue par divers outils

mathématiques : équations différentielles, équations aux dérivées partielles, équations
discretes, équations intégrales, équations stochastiques, etc.
Généralement, la théorie du controle optimal traite des systemes dont la dynamique
est décrite par une équation différentielle ordinaire. Les différents types de modeles
mathématiques résultant dépendent fortement de la nature du probleme a traiter, et
il peut étre exprimé sous différentes formes : linéaire, non linéaire, convexe ou non
convexe, etc.

Selon la nature du probleme, plusieurs méthodes ou approches existent en littérature
qui permet d’obtenir des décisions optimales ou sous-optimales en temps de calcul qui
dépend de la complexité du modele mathématique.

La théorie du controle optimal moderne a commencé dans les années 50, par la
découverte du fameux principe du maximum de Lev Pontryagin [28]. Ce principe donne
une condition nécessaire de premier ordre et il permet de donner une solution optimale
locale. Généralement, les probléemes du controle optimal n’admettent pas de solution
analytique (i.e. par ce principe), car la modélisation mathématique d'un phénomene
pratique conduit tres souvent & un modele non-linéaire, non-covexe et parfois non-lisse.
En se basant sur ce principe, plusieurs méthodes numériques sont développées afin de
résoudre ces problemes. On distingue deux types de méthodes numériques en controle
optimal : les méthodes directes et les méthodes indirectes.

Les méthodes directes sont basées sur la discrétisation partielle ou bien totale de
I'intervalle de temps, elles transforment le probleme a un probléme d’optimisation non
linéaire (programmation non linéaire). Ces méthodes donnent des conditions nécessaires
et suffisantes pour 'optimalité de la solution. Ainsi, elles fournissent des solutions sous-
optimales, i.e. approchées [3, 12, 13, 18, 32, 36, 40].

Les méthodes indirectes sont basées sur le principe du maximum de Pontrya-
gin [1, 24, 28]. Celles-ci donnent seulement une condition nécessaire.

Actuellement, 1'outil principal utilisé dans la résolution des problemes de controle
optimal est la mise en oeuvre ces méthodes numériques a 1'aide de logiciels ( Matlab,
Mathematica et etc.), puisque la plupart des problemes ne peuvent pas produire une
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solution analytique.

Structure de theése

Ce manuscrit de these propose une nouvelle méthode directe de résolution de
problemes de controle optimal pour les systemes dynamiques linéaires. Il sera orga-
nisé de la maniere suivante :

Le premier chapitre porte sur la description générale du probleme du controle op-
timal, il présente les différentes techniques utilisées dans ce travail de these.

Nous commencons par une présentation générale de la forme de probléeme du controle
optimal, ce type de probleme s’appelle probleme Bolza ou bien Mayer-Lagrange.

Par la suite, nous étudions la notion de controlabilité des systemes. Nous limi-
tons notre étude aux systemes dynamiques linéaires autonomes et non autonomes. La
controlabilité des systemes linéaires est développée par Kalman [21].

Enfin, nous terminons ce chapitre par la présentation de deux méthodes indirectes :
le principe du maximum de Pontryagin, la méthode de tir et une méthode directe qui
est la méthode de discrétisation totale.

Dans le principe du maximum de Pontryagin, nous donnons ainsi la condition de trans-
versalité pour différents cas, ensuite, nous étudions le probleme en temps minimal
8, 24, 28, 37].

Le second chapitre est dédié a la description d’autres méthodes de résolution de
problemes de controle optimal pour les systemes dynamiques linéaires.

Tout d’abord, nous présentons deux méthodes directes classiques : La méthode
Adaptée et la méthode du Support. Celles-ci sont développées par R.Gabasov durant
les années 80 [13]. La méthode Adaptée est issue de la programmation linéaire. Par
contre, la méthode du Support est une autre variété de la méthode Adaptée qui est
basée sur la discrétisation partielle de 'intervalle de temps.

Ensuite, nous développons une nouvelle méthode en transformant la méthode Adaptée
de Gabasov. Contrairement a la méthode Adaptée ot la discrétisation se fait a I'intérieur
de I’ensemble des indices hors base, cette nouvelle approche basée sur la discrétisation
totale de I'ensemble des indices. Elle est constituée de trois étapes. Premierement,
nous transformons le probleme du controle optimal au probleme de la programmation
linéaire par le principe de discrétisation, c’est-a-dire discrétisation totale de l'inter-
valle de temps. Deuxiemement, nous résolvons ce probleme par la méthode de point
intérieur. Troisiemement, nous appliquons la procédure finale pour la solution obtenue
dans la deuxieme étape, afin de trouver une solution optimale du probleme initial.
Cette troisieme procédure est basée sur la méthode de Netwon.

Nous terminons ce chapitre par le principe du maximum de Pontryagin sur lequel
est basée notre approche. Ainsi, nous développons une proposition qui montre qu’une
solution optimale de ce type de probleme est donnée par un controle qui sature ses
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bornes (i.e. controle bang-bang). Le nombre de changements du controle optimal est
supérieur ou égal au nombre des variables d’états finales fixées du systeme dynamique.

Le dernier chapitre expose les résultats numériques d’un exemple académique.

Tout d’abord, nous résolvons le probleme en temps minimal qui correspond au
probleme du départ, afin de calculer le temps nécessaire pour joindre la cible a partir
des conditions initiales données.

Ensuite, nous traitons cet exemple numérique par quatre méthodes : le principe du
maximum de Pontryagin (PMP), la méthode de tir, la méthode de discrétisation totale
et par notre nouvelle méthode. Nous résolvons ce probleme analytiquement par le PMP
et ainsi nous présentons quelques simulations qui ont été obtenus a l’aide du logiciel
numérique Mathematica. Nous implémentons les trois dernieres méthodes a 'aide de
logiciel Matlab, afin de résoudre cet exemple numérique.

Finalement, Nous comparons cette méthode avec d’autres méthodes directes et
indirectes a 1’aide de simulations numériques.

Travaux réalisés

Les travaux de cette these ont donné lieu a une publication et des présentations
indiquées comme suit :

Articles

e Ouazna Oukacha, M.Aidene, Direct Method of solving optimal control problems,
ACTA Universitatis Apulensis , N°.40, pp. 123-134, 2014.

Communications Internationales

e Ouazna Oukacha, M.Aidene, Optimisation d’un probléme de contréle, 8¢me ren-
contres RAMA, Alger (Algérie), 26-29 novembre 2012.

e Ouazna Oukacha, M.Aidene, Optimisation d’un probleme de contréle, 14eme
conférence ROADEF, Troyes (France), 13-15 février 2013.

e Ouazna Oukacha, M.Aidene, Méthode directe de résolution d’un probleme de
contrdle optimal, International Conference ICSIP’13, Guelma (Algeria), may
12-14, 2013.



Chapitre 1

Généralités sur le controle optimal

1.1 Introduction

Ce chapitre est donc structuré de la maniere suivante : la section 1.2 est dédiée a la
description d’un modele général de probleme du controle optimal. Dans la section 1.3,
nous étudions la controlabilité des systemes linéaires. La controlabilité des systemes
linéaires autonomes est décrite dans la section 1.3.2 et pour les systemes linéaires
non-autonomes dans la section 1.3.2. Dans la section 1.4, nous présentons le théoreme
d’existence de trajectoires optimales pour un probleme général du controle optimal. La
section 1.5 est consacrée au principe du maximum de Pontryagin. La méthode de tir
est décrite dans la section 1.6. La méthode de discrétisation totale est représenté dans
la section 1.7.

1.2 Position du probleme

La problématique générale d'un probleme de controle optimal est donnée par un
systeme d’équations différentielles dont le comportement dépend de variables extérieures
dites variables de controle (ou commande). Pour un contréle donné, on définit la tra-
jectoire associée, ainsi qu’un critere a optimiser.

Nous considérons un probleme dit de Bolza suivant :

Minimiser J(u(ts), t;) = ¢°(x(ts),ty) + / Folut), x(t),dt, (1.1

Sous les contraintes : &(t) = f(u(t), z(t),1),
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1.2 Position du probléme

— J(u(ty),ty) est le critere a optimiser (autrement appelé cott, critere de qualité,

fonctionnelle),

avec f°: U x V x T — R est une fonction de classe C*, U ouvert de R™,V
ouvert de R, T" est un intervalle temps. Cette fonction dépend de x(.) appelée
équation d’état et de u(.) qui est la variable de controle sur le systeme.

g° 1V xT — R est une fonction continue. Elle dépend de ¢; qui est le temps
final (fixé ou libre) et de I’état final z(ty).

f:UxV xT — R" est une application de classe C'. L’équation (1.2) appelée
état controlé du systeme, ou trajectoire controlée du systeme.

x¢ est la position initiale du systeme, z; est la position finale du systeme, et M
et My sont deux variétés de R".

— U est 'ensemble des applications mesurables, localement bornées sur 1" a valeurs

dans 'ensemble non vide 2 C R™.

Remarque 1.1

1. Le nom du probléme est donné par la forme du cout et on distingue trois autres

types de problemes de controle optimal :

(a) Si g°(x(ty),ty) =0, alors le probléme est dit probléme de Lagrange.

(b) Si fo(x(t),u(t),t) =0, alors le probléeme est dit probléme de Mayer.

(c) Si (¢°(x(ty),ty) = 0 et fo(u(t),x(t),t) = 1) ou bien (¢°(x(ty),ty) = ts et
fo(u(t),z(t),t) = 0), alors le probleme correspond au probléme en temps
manimal.

On remarque que le probleme de Bolza est un probléme qui regroupe la forme La-
grange et la forme Mayer. Par conséquent, ce probleme s appelle aussi probléme
de Mayer-Lagrange.

On peut toujours ramener le probleme de Lagrange a un probléme de Mayer. 11
suffit de définir un état x,, 1 tel que :

Inpa(t) = fo(u(t), z(t), 1), 2n42(0) = 0.

Ainsi ,on peut le transformer a un probléme en temps minimal sur certaines
conditions, en utilisant le lemme suivant :



1.3 Controlabilité des Systémes linéaires

Lemme 1.1 /8]

Considérons le probléeme du controle optimal suivant :

mmbfL(g;(t))dt,

= F(z) +uG(x),z € R?, F,G € C*(R?,R?), F(0) = 0,
u(t)] < 1.

(1.6)

Soit L : R*> — R une fonction de C* (lisse) bornée, telle qu’il existe § > 0
satisfaisant L(z) > &, Vo € R%. Alors, pour chaque xo € R?, le probléme (1.6)
est équivalent au probleme de la forme :

min [ dt = 7,
0

F(z)
L(z)
u(t)] < 1.

+ w8 2(0) = 0,2(7) = a, (L.7)

T =

2. Lorsqu’il s’agit d’un probleme du controle optimal en temps final fixé, il faut
tout d’abord résoudre le probléme en temps minimal, afin de calculer le temps
minimum qui permet d’atteindre la cible.

Le probleme du controle optimal consiste a déterminer une trajectoire reliant My a
M de sorte a minimiser ou maximiser le cotit. Pour résoudre un probleme de ce type,
la premiere question a se poser est :
Existe-t-il un controle u(t) tel que la trajectoire x(t) associée relie un point de I’en-
semble de départ zp € Mj a la cible terminal 5 € M en un temps fini?

La notion qui nous permet de répondre a cette question est I’étude de la controlabilité
du systeme.

1.3 Controlabilité des Systemes linéaires

La controlabilité des systemes linéaires autonomes et non autonomes est donnée
par la condition de Kalman développée en 1960 [21]. Les systémes linéaires non-
stationnaires (non autonomes) et les systémes non linéaires sont tres difficiles a étudier,
car on ne peut pas étudier la controlabilité globale du systeme. Par contre, il faut sou-
vent étudier la controlabilité locale du systeme.

Définition 1.1 Un systéme différentiel est dit autonome si la variable temporelle (va-
riable de temps t) n’apparait pas explicitement dans les fonctions f et f°. Dans le cas
contraire, le systeme est dit non autonome.



1.3 Controlabilité des Systémes linéaires

Définition 1.2 Le systéme (1.2) est dit controlable si pour tous points (1.3) et (1.4),
il existe un controle u(.) tel que la trajectoire associée joint xoy & Ty en un temps fini.

o N~ N m

FI1GURE 1.1 — Controlabilité.

La deuxieme question qu’on peut poser :
Quels sont tous les états qui sont atteignables depuis un état initial particulier ?
L’existence d’un chemin entre deux états est relié a une notion dite d’accessibilité.

1.3.1 Ensemble accessible

Soient A et B deux applications L> sur 'intervalle I de R a valeurs respectivement
dans M, ,,(R) et M, ,,(R), ot M,.,, est 'ensemble des matrices a r lignes et p colonnes,
a coefficients dans R.

Considérons le systeme controlé (1.2) sous la forme matricielle suivante :

(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t), x(0) = xo, t € [0,14], (1.8)
La solution du systeme différentiel (1.2) est donnée par la formule de Cauchy :
t
x(t) = F(t)(xo + / (F (7)) B(r)u(r)dr),t € T, (1.9)
0
olt F(t) est la résolvante du systeéme : F\(t) = A(t)F(t), F(0) = I, I, : matrice identité.
Définition 1.3 L’ensemble des points accessibles a partir de xy en un temps ty > 0

est défini par :
Acc(xo, ty) = {xu(ty), ue L=([0,tf], )},

ou L>([0,ty],82) est ’ensemble des applications mesurables u de [0,ts] essentiellement
bornées et x,(.) est la solution du systéme (1.2) associée a u.

Ainsi, Acc(xg, ty) est l'ensemble des extrémités des solutions du systéme (1.2), en temps
t¢ pour différentes valeurs de u.

Théoréme 1.1 [2/] Considérons le systéme de contrile linéaire dans R™ :
(1) = A@)x(t) + B(t)u(?),

ou Q2 € R™ est compact. Soient t; > 0 et xy € R™.
Alors pour tout t € |0, tf}, Acc(xg, t) est compact, conveze, et varie continiment avec t
sur [0,1].
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FIGURE 1.2 — Acc(xo,ts) : Ensemble accessible.

Définition 1.4 Un systeme de controle est dit controlable si on peut ['amener, en
temps fini, d’un état initial vers un état final désiré au moyen d’un controle.
Autrement dit, le systéme controlé (1.2) est dit controlable en temps ty si

Acc(xg,ty) =R",  pour tout xy € Mo,
c’est- a-dire pour tout xg,xy € R", il existe
u(.) 2 [0,t5] — U, tel que - xp = x(ty, zo,ul.)).
Le systéme controlé (1.2) est dit controlable en temps quelconque t depuis zq i :

R" = U Acc(zo, ty).

thO

1.3.2 Controélabilité des systemes linéaires autonomes

Théoréme 1.2 [21] Un systeme linéaire autonome de R™ :
&(t) = Az(t) + Bu(t),
est controlable en temps ty si et seulement si le rang de la n x n matrice
K = (B,AB,A’B, ..., A" 'B),

est €gal a n.
L’essentiel de la preuve est contenu dans le lemme suivant :
Lemme 1.2 [21]
La matrice K est de rang n st et seulement si [’application linéaire
®°: L ([0,tf],R™) — R
t

i
ur— [ etr=04ABy(t)dt est surjective.
0
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Remarque 1.2 La matrice K est appelée matrice de Kalman et la condition rang(K) =
n est appelée condition de Kalman, elle ne dépend pas de la condition initiale xq, ni
de temps final ty. Ceci signifie que si un systéme linéaire autonome est controlable en
temps ty depuis xg, alors il est controlable en tout temps depuis tout point.

Ce théoréeme donne ainsi une condition nécessaire et suffisante de controlabilité dans
le cas ou les matrices A et B ne dépendent pas de la variable de temps t.

Exemple 1.1 Considérons le systéeme dynamique linéaire autonome suivant :

{ 71 (t) = x9,

ZL‘Q(t) =T — U,
0 1 0
L A= B = .

Pour vérifier la controlabilité de ce systeme, il suffit de calculer le déterminant de
la matrice de Kalman.
Par conséquent, la matrice de Kalman K est donnée par :

K:(B,AB):(_Ol _01).

Le déterminant de K est égal a : det(K) = —1 # 0, donc le rang(K) = 2, d’ou le
systéeme est controlable.

1.3.3 Controlabilité des systemes linéaires non-autonomes

Théoréme 1.3 [21] Un systéme linéaire non-autonome de R™ :
#(t) = A(t)z(t) + B(t)u(),
est controlable en temps ty si et seulement si la matrice

ty

C = / (F(1)" B@)B'(1) (F'(1)) " dt,

est inversible.

Remarque 1.3 La matrice C est appelée matrice de controlabilité. Elle ne dépend pas
de la condition initiale xo, mais elle dépend du temps final t5.

Exemple 1.2 Considérons le systeme dynamique linéaire non-autonome suivant :

{ 21(t) = —xa(t) + u(t)cos(t),

To(t) = z1(t) + u(t)sin(t),

10
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was (0 ) - (20)

La résolvante du systéme F(t) = AF(t), avec F(0) = I, est :

(R )= () (i 70 ) ro= (5 1)

Ce qui nous donne le systeme d’équations :

fi(t) = —f5(0),
falt) = —hilt).
fa(t) = i),
falt) = fal0).

La résolution de ce systéeme revient a résoudre :

fit) = —fst) = =fi(t) et folt) = —fa(t) = = folt).
La solution est de la forme :
fi(t) = ajcos(t) +agsin(t) et fo(t) = ascos(t) +aysin(t), avec f1(0) =1 et f5(0) = 0.

Par conséquent :

F(t) ( cos(t)  sin(t) ) et (F(1)" = < cos(t)  sin(t) )

sin(t) —cos(t) sin(t) —cos(t)

La matrice de controlabilité C' est donnée par :

C= [ (F(t)" B#)B'(t) (F'(1)) " dt,
B / cos(t) sin(t) y cos(t) < ( cos sim " cos(t)  sin(t)
—0/ ( ( sin(t) —cos(t) ) < sin(t) ) (cos(t) ®)) < sin(t) —cos(t) ) )dt

Par conséquent :
ty

11 ty t
C = at=( 7 7).
[(o0)e=(77)
0
Le déterminant de la matrice C est égal a : det(C) = 0, donc la matrice n’est pas
wnversible. Par conséquent, le systeme n’est pas controlable.

11
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1.4 L’existence de trajectoires optimales

L’existence de trajectoires optimales d’un probleme du controle optimal revient a
vérifier certaines conditions, qui sont généralement formulées sans recourir a I’hypothese
usuelle de convexité du domaine des valeurs de commande.

Le théoreme suivant garantit ’existence de trajectoires optimales pour le probleme de
Mayer-Lagandre.

Théoreme 1.4 [2/] Considérons le systéme de controle

:L‘(t) = f(u(t),x(t),t),

ou f : R™TFL dans R™ est une application de C* de et les contréles u sont a valeurs
dans un compact 2 C R™.

Soient f° une fonction de classe C1 sur R™ et g° une fonction continue sur
R™. On considere le cout :

t(u)
J(u) =g°($(t(U)))+/f"(U(t),ﬂ:(t),t)dt,

ou t(u) >0, tel que x(t(u)) € M;.
On suppose que :
— 1l existe un réel positif s tel que toute trajectoire associée a un controle u € U
est uniformément bornée par s sur [0,t(u)], i.e,

Is>0NVueU, Vtel0tw), |z <s. (1.10)

— Pour tout (t,z) € R, 'ensemble des vecteurs vitesses augmentés :

Vt,x) ={(f(u,z,t), flu,x,t))|lueQ} (1.11)

est convexe.
Alors, il existe un contréle optimal uw sur [0,t(u)], minimisant J(u).

Bien entendu pour un probléme de contréle optimal en temps final fixé on impose

t(u) = ty (et en particulier on suppose que la cible My est accessible depuis My en
temps ty).

1.5 Principe du Maximum de Pontryagin

En 1962, Lev Pontryagin et ses collegues ont développé le Principe du Maxi-
mum [28]. Ce résultat mathématique est appelé principe, car il peut étre transformé en

12



1.5 Principe du Maximum de Pontryagin

de nombreux théoremes différents en fonction des contraintes du probleme consideré.
Le PMP permet de donner un formalisme puissant pour résoudre une grande famille de
problemes de controle optimal, mais ce principe donne une condition nécessaire d’op-
timalité et non suffisante.

Définition 1.5 Le contréle u est dit extrémal sur [0,tf], si la trajectoire du systéme
(1.2) du probleme de Mayer-Lagrange associée au contréole u vérifie

x(t) € 0Acc(xo,t), t € [0,ty].

ot DAcc(xo,t) est la frontiére de Acc(xg,t).

Définition 1.6 Un contréole u°(t), t € [0,tf] est dit optimal si u°(.) est extrémal et
J(u°(t)) < J(u(t)) pour tout contréle extrémal u(t), t € [0,t¢].

Définition 1.7 Le Hamiltonien du probléeme Bolza est la fonction :

H:RxR™xR"x (R"\{0}) xR — R
(Mo, u, x, p, t) = H( Ao, u, z,p,t) = N f(u, z, t)+ < p, f(u,z,t) >
(1.12)
ou <,> est le produit scalaire usuel de R™ et p(t) est un vecteur ligne et appelé vecteur
adjoint.

Enoncé général

Théoréeme 1.5 [28] Considérons le systéme de contréle dans R™ :

x@) - f(u(t)>x(t)’t)a

ou f(u(t),z(t),t) : R™ x R" x R — R"™ est de classe C et les controles sont des
applications mesurables et bornées définies sur un intervalle [0,t.(u)[ de RT et a4 valeurs
dans Q) C R™.

Soient My et My deux sous-ensembles de R"™. On note U l'ensemble des controles
admissibles u dont les trajectoires associées relient un point initial de My a un point
final de My en temps t(u) < t.(u).

Par ailleurs on définit le cout d’un contréle u sur [0,t] :

Halt) ) = g (alty)oty) + [ F(ult),a(0), 0

ot fo(u(t),z(t),t) - R™ x R" x R = R et ¢°(x(ty),t7) : R" x R = R sont C*, et x(.)
est la trajectoire solution de (1.2) associée au contrile u.

13
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Le but est de déterminer une trajectoire jotgnant My a My et minimisant le cott.
Le temps final peut étre fixé ou non.

Si le controle w € U associ€ a la trajectoire x(.) est optimal sur [0,t¢], alors il existe
une application p(.) : [0,ts] — R™ absolument continue appelée vecteur adjoint, et un
réel Ao < 0, tels que le couple (p(.), As) est non trivial, et tels que, pour presque tout
te[0,t5], on a :

OH (Ao, u(t), z(t), p(1), 1)

x(t) = 0 , (1.13)
le mazimum du Hamiltonien est donné par :
H( Ao, u*(t), z(t), p(t),t) = Iz?eagcﬂ{()\o, u(t), z(t), p(t),t). (1.15)

1.5.1 Condition de transversalité

La condition de transversalité indique le comportement que doit avoir le controle
quand on arrive a I’horizon fini (ou infini) : La maniére dont le controle doit traverser la
ligne d’horizon. Cette condition doit nous aider a choisir la trajectoire optimale parmi
toutes les trajectoires possibles. Cette condition est donnée par les équations provenant
des conditions dites aux deux bords, en ¢, (temps initial) d’'une part et en ¢; d’autre
part sont appelées équations de transversalités.

Dans le cas de probleme point-point, cette condition est donnée par les deux
équations :

— a l'origine

(-stte0) + 2 2L gty () + 2,2 iy
(1.16)

— a larrivée

Ag°(x(ty),ty)

<J’(<tf) —I—)\Oa—tf) St + (—p/(tf) +/\0390($(tf.)7tf)

al‘f ) 5I f= O,

(1.17)
ol 0ty, 0ts, 0xo et dxy sont des variations des trajectoires, aux instants initial et final
et sont indépendantes, et le symbole (') représente la transposition .
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1.5 Principe du Maximum de Pontryagin

Puisque, le temps initial ¢ty du probleme (1.1)-(1.5) est fixé a zéro et ainsi ¢ fixé,
alors nous nous intéressons seulement a I’équation (1.17). Par conséquent, on en déduit
qu’il y a 6 cas possibles selon ¢ty et ¢ :

1. Sity fixé et xy fixé : 0ty =0, dxp =0, x(ty) = x9 et z(ty) = zy.

2. Sity fixé et xy libre : 0ty = 0, dxy # 0, z(to) = zo et —p/(¢ )_;_/\W 0.

3. Si ty fixé et xy contraint ®(z(tf)) = 0, ¢(.) € R" : dty = 0, z(ty) = 2o et

—p'(ty) + Ao agoéziff)) + aq)lézgtf))u =0, olt v est un scalaire.

4. Sity libre et oy fixé : 0ty # 0, dzp =0, z(ty) = xo, x(tf) = x5 €t
H(ty) + N2ty (gttf) .
5. Sity libre et zy libre : 0ty # 0, dzp # 0, z(to) = x¢ et
o /
(3(tg) + A2EGEDD Y 51, ( Pty) + 2624 ) 53y — 0,
6. Sity libre et xy contraint P(x(ty),ty) =0, () e R :

0D (ts,x 0P/ (ts,x o\’
(.‘H(tf) + 220t 4 ) 9 ) oty + (—p’(tf) + 2O, o Ag%f) Szp =0,

ou ¢° = ¢°(x(ty), ty).

Si I'un des deux ensembles M, et My sont des variétés de R™ ayant des espaces
tangents en zg € My et xy € My, alors le vecteur adjoint peut étre construit de
maniere a vérifier les conditions de transversalités aux deux extrémités suivantes :

p(0) LT, M, (1.18)
p(tf) - )\O%W J_Tfof, (1.19)

ou T(yM désigne I'espace tangent.
Remarque 1.4

1. X\, est appelée variable duale du cotut et on déduit deux principes :
— 81 Ao <0, alors ce principe est le principe du maximum.
— Si Ao > 0 c’est le principe du minimum (minimiser le Hamiltonien).
On choisit en général |\o| = % pour les couts quadratiques et Ao = —1 ou +1
pour les autres cotts.

2. Si le systeme est autonome, alors le Hamiltonien F ()Xo, u(t),z(t),p(t),t) est
constant le long de la trajectoire, i.e. f et f° ne dépendent pas de t, alors, le
Hamiltonien H ne dépend pas de t, H = cste.
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3. Lorsque l’ensemble des valeurs possibles de u est un ouvert (contréle non borné),

la condition de mazimisation (1.15) peut se mettre sous une forme de dérivée
OH
— (Ao, u(t), x(t),p(t),t) = 0.
o Oy u() 2(2),p(0), 1)

4. Dans un probléme de type Lagrange, si le point final libre (non fizé), alors le
vecteur adjoint au temps final doit étre nul p(ty) = 0. Le probléeme est alors
un probleme avec des conditions auxr deux bords. Nous verrons plus loin dans la
définition de la méthode de tir.

Définition 1.8 Une extrémale (Ao, x(.),u(.),p(.)) solution des équations (1.13), (1.14)
et (1.15) est dite anormale si Ao = 0, et normale dans le cas contraire (i.e. Ao # 0). Une
extrémale est dite singuliere si 0,H = 0, i.e. lorsque le Hamiltonien H est indépendant
du controle le long d’une trajectoire.

1.5.2 Probleme en temps minimal

Un probleme en temps minimal consiste a minimiser le temps final qui représente le
critere du probleme et avec les contraintes standard du probleme. Il s’agit de trouver,
parmi I’ensemble des trajectoires reliant z¢ a x; en un temps fini, celle ayant le temps
de parcours le plus petit.

Par conséquent, le probleme en temps minimal est de la forme :

ty
ty = [ dr — min,
0 1.20
&(t) = Az(t) + B(t)u, z(0) = zq (1.20)
u(t) el te [O,tf].
Le Hamiltonien du probléeme en temps minimal est :
H(—1, ult), 2(t), p(t), £) = p(t) (Az(t) + B(t)u) — 1. (1.21)
Le maximum du Hamiltonien est donné par :
H(—=1,u*(t),z(t),p(t),t) = p(t)Az(t) — 1 + max p(t)Bu(t). (1.22)

u(t)eU
Existence de trajectoires temps minimal

Supposons que xy soit accessible depuis zy, i.e. il existe au moins une trajectoire
reliant xy a xy. Nous cherchons a caractériser la trajectoire qui réalise un temps de
parcours minimal, parmi toutes les trajectoires joignant xy a xy.

16



1.5 Principe du Maximum de Pontryagin

Notons par T}, le temps minimal qui joint zg a xy. Pour tout ¢ < T, x5 ¢
Acc(xg,t) (sinon xy serait accessible a partir de xy en temps inférieur & T),;,). Par
conséquent :

Tonin = inf{t > 0|z € Acc(xo,t)}.
Ce temps T},;, est bien défini d’apres le théoreme 1.1.
Le theoreme suivant garantit I'existence de trajectoire en temps minimal.

Théoréme 1.6 [2/] Sile point x¢ est accessible depuis xq, alors il existe une trajectoire
temps minimal reliant o a x¢.

Remarque 1.5 Dans le cas ou le controle est un scalaire, et son domaine des contraintes
est borné U = [—=M, M|, avec M > 0, la condition de mazimisation (1.22) implique :

u(t) = M sign (p(t)B)

La fonction V(t) = p(t)B est appelée fonction de commutation, et le temps t. auquel
le controle extrémal u(t), t € [0,tf] change de signe est appelé temps de commutation
(le zéro de la fonction ¥ (t)).

Théoreme 1.7 [2/] Considérons le systeme de contréle linéaire autonome dans R™ :
&(t) = Az(t) + Bu(t) avec B € R",

et ou la paire (A, B) vérifie la condition de Kalman.

1. Si toute valeur propre de la matrice A est réelle, alors tout contréle extrémal a
au plus n — 1 commutations sur RT.

2. Si toute valeur propre de la matrice A a une partie imaginaire non nulle, alors
tout controle extrémal a un nombre infini de commutations sur R,

1.5.3 Nature des solutions

La nature des solutions optimales dépend de la structure du controle. Il existe
plusieurs types de solutions d’un probleme de controle optimal. Les plus classiques
sont :

1. Solution bang-bang : la solution de type bang-bang est la trajectoire ou la
norme du controle n’est pas continue et commute entre les valeurs des bornes
du controle.

2. Solution bang-singulier : la solution de type bang-singuliere est la trajectoire
ou le controle n’est pas continu et il existe des arcs saturant la contrainte sur
le controle et d’autres non saturants, elle commute entre les valeurs de la borne
inférieure ou bien de la borne supérieure du controle et appartient a l'intérieur
de l'intervalle.
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Autrement dit, si on suppose que le controle est borné |u(t)| < 1 et on peut d’écrire
le Hamiltonien de cette forme :

H= :H:l + u(t)f]-fg,

avec H = H( Ao, u(t), z(t), p(t),t), Hi = H(Ao, (), p(t),t) et Ho = H( Ao, 2(t), p(t),1).
Notons par W(t) = Hy :

1. Si dans le voisinage de t., le controle est constant par morceaux avec u(t) =
+1/ — 1 ou u(t) = —1/ + 1, cette commande est dite du type bang-bang ou
réguliere.

2. S’il existe un intervalle de temps [a, b], b > a non réduit a t. tel que la fonction de
commutation est identiquement nulle sur cet intervalle, i.e. pour tout t € [a, b],
U(t) = 0. Cette situation fait référence a ce qui est connu sous le vocable d’arc

singulier.
u(t) u(t)
bang—bang bang-singulier
d; d;
te ' te ‘
2 ywm=0 b
d2 d2

FIGURE 1.3 — Nature des solutions.

Lemme 1.3 Le probleme en temps minimal n’admet pas de contréle singulier.

Preuve 1.1 Le probleme admet des trajectoires singulieres si :
0, H = 0.

D’apreés l'équation de Hamiltonien (1.21), on obtient :
p(t)B = 0.

Ensuite, en dérivant par rapport a t, on obtient : p(t)B = 0, sachant que p(t) = Ap(t),
del a on obtient :
p(t)AB = 0.

Ainsi, par dérivations successives, on obtient finalement :

p(t)B=p(t)AB= .. =p(t)A" 'B=0.
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On en déduit par récurrence immédiate que, pour tout entier k,
p)A*B =0, ke{0, .., n—1}

Par conséquent, p(t) est orthogonal & la matrice de contrélabilité du systéme qui est de
rang n pour un systéme contrélable, ce qui implique p(t) = 0.
Par conséquent :

D’autre part, nous avons le temps final est libre, d’apres la condition de transversalité,
on obtient :

H(—=1,u(t), z(t),p(t),t) =0,
ce qui est en contradiction avec l’équation (1.23). O

1.6 Meéthode de tir simple

La méthode de tir simple est basée sur le Principe du Maximum de Pontryagin
(PMP). Elle consiste a trouver un zéro de la fonction de tir associée au probleme
original. Il s’agit d’'une méthode rapide et de haute précision, qui ne requiert pas d’hy-
potheses sur la structure du controle.

Considérons un probleme du controle optimal de type Bolza. La méthode de tir se
décompose en trois étapes principales :

— L’écriture du probleme aux deux bouts.

— La programmation de la fonction de tir.

— La résolution d’un systeme d’équations non linéaire.

1. Probléme aux deux bouts :

Le principe du maximum de Pontryagin affirme que toute trajectoire optimale
est la projection d'une extrémale. Ceci nous conduit a un systeme différentiel
a deux équations, a deux conditions initiales et a deux conditions terminales.
En d’autre terme & un probléeme aux deux bouts (Two Points Boundary Value
Problem) :

) = fu(t),z(1),1),
) — _8%()‘07u(t)7x(t)7p(t)vt)
)

ox(t) ?
TPBVP =X uy#)eUteT, (1.24)

z(0) = o, p(0) = po,
(ty) = x5, p(ts) = vy,
ol u(t) est donné par la condition de maximum (1.15).

Si I'on est capable, a partir de I"équation (1.15), d’exprimer le controle
extrémal en fonction de (z(t),p(t)), alors le systéeme extrémal est un systeme
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différentiel de la forme :

2(t) = w(t, (1)), ot z(t) = (x(t), p(t)) -

Alors le probleme (1.24) devient :

£(t) = k(t, 2(t)),
TPBVP = { R((0). 2(i7)) = 0. (1.25)

ou R(z(0),z(tf)) est donné par les conditions initiales, finales et les conditions
de transversalité.

. Fonction de tir :
Notons z(t, zg) la solution du probleme de Cauchy :

2(t) = k(t, 2(1)), 2(0) = 2
On définit la fonction de tir § par :

S: R — R
2o > 8(20) = R(ty, 2(ty, 25)).

Le probleme aux deux bouts (TPBVP) est alors équivalent a
S(2,) =0,
avec R(.,z,) solution du probléme a valeur initiale (Initial Value Problem) :

2(t) = k(t, 2(1)),

) u()eUteT,
IVP = 2(0) = =,
z(ty) = 2.

. Résolution d’un systeme d’équations non linéaires :
Il s’agit de déterminer un zéro de la fonction non linéaire 8(z,) = 0, pour
cela, on utilise une méthode de type Newton.

Difficulté de la méthode

La méthode de tir est basée sur la méthode de Newton. La convergence de la
méthode de Newton est tres liée aux conditions initiales. 11 faut localiser la valeur
cherchée dans un intervalle, suffisamment petit pour que la fonction soit dérivable et
que la dérivée ne s’annule pas sur l'intervalle. Cela implique que la convergence de la
méthode de tir est attachée au choix des valeurs initiales. Par conséquent, la difficulté
de la méthode de tir simple est de trouver les conditions initiales des vecteurs adjoints
po- Cette difficulté dépend de la nature du probleme :
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1.7 Méthode de discrétisation totale

— Probleme Bolza ou bien Lagrange ou bien Mayer.
— Systeme linéaire ou bien non-linéaire.

— Systeme autonome ou bien non autonome.

— Temps final fixé ou bien libre .

— Conditions aux deux bouts fixées ou bien libres.

A partir de la nature de ce probleme, on peut utiliser les propriétés de la remarque
1.4, afin de déduire des conditions sur les valeurs de py. Dans certains cas, on peut
introduire I’équation du Hamiltonien aux conditions initiales et finales.

Certains problemes du controle optimal peuvent étre résolus avec la fusion entre la
méthode de discrétisation totale décrite dans la section 1.7 et la méthode de tir. Tout
d’abord, on cherche les valeurs de py par la méthode de discrétisation totale, car cette
méthode donne des solutions sous-optimales (approchées). Par la suite, nous utilisons
ces valeurs de py comme des conditions initiales de la méthode de tir.

1.7 Méthode de discrétisation totale

La méthode de discrétisation totale consiste a transformer le probleme de controle
optimal en un probleme d’optimisation non linéaire en dimension finie ou probleme
de programmation non linéaire. Cette transformation est basée sur la discrétisation de
I’état et du controle, qui deviennent alors les inconnus du probleme.

L’idée de la méthode consiste tout simplement a choisir les controles dans un es-
pace de dimension finie, et a utiliser une méthode d’intégration numérique des équations
différentielles.

Considérons un probleme de Mayer-Langrange. On discrétise la solution du systeme
et le controle en un vecteur v = (xy, T, ..., Ty, U1, ..., Uy ), €t ON Se ramene a résoudre
un probleme d’optimisation non-linéaire de la forme :

inF 1.26
min 5 (v) (1.26)
ou D ={vl&(v) =0, ie{l,..r}, @) <0,je{r+1,.,m}}
On se donne donc une subdivision 0 =ty < ¢ < ..txy_1 < ty = t; de l'intervalle
[0,27]. On peut choisir par exemple des controles constants par morceaux selon cette
subdivision. Par ailleurs, on choisit une discrétisation de I’équation différentielle, par
exemple, si on choisit la méthode d’Euler explicite, on obtient :

Tiy1 = ; + Vi f (ti, xi,w;), oy =tipn — .

L’ensemble D représente les conditions initiales, finales, les contraintes sur la solution
et les contraintes sur le controle. F est la fonction a optimiser. Dans le cas du probleme
en temps minimal, on prend JF(v) = t; .
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1.8 Conclusion

Remarque 1.6 1. Si le temps final ty n'est pas connu (libre), on rajoute une va-
riable ty au vecteur v et une équation supplémentaire t; # 0 a l’ensemble de
contraintes D.

On se rameéne a résoudre un probleme de la programmation non linéaire suwivant :

Tiy1 = X4 + %f(tl,xl,uz), = O, ,N — 1,
min D(zg, ..., TN, Ug, .., UN ),
w €Q, i=0,..,N—1.

Ce probleme peut étre résolu, par exemple, par la méthode de Sequential Qua-
dratic Programming (SQP) [42].

2. 1l emiste un grand nombre de variantes pour les méthodes directes selon le choix
de lapprozimation du controle (controle constant par morceauz, affine par mor-
ceauz, spline, etc.) sur chaque subdivision du temps (subdivision totale ou par-
tielle de l'intervalle de temps), le choix de la méthode d’intégration de l’équation
différentielle et le choix de la méthode de la discrétisation de l’équation différentielle :
méthode d’Euler (explicite ou implicite), point milieu, Runge-Kutta, etc.(voir
[29]), et le choix de la méthode dépend de la nature du probléme abordé.

1.8 Conclusion

Les problemes de controle optimal sont tres variés et selon leurs natures plusieurs
méthodes de résolution existent en littérature. Parmi celles-ci, on trouve les méthodes
directes et indirectes. Dans le chapitre suivant, on présentera d’autres méthodes di-
rectes.
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Chapitre 2

Nouvelle méthode directe de
résolution

2.1 Introduction

Le deuxieme chapitre est organisé comme suit : la section 2.2 est dédié a la présentation
du probleme que nous avons étudié et ainsi, elle porte quelques définitions et théoremes
concernant ce probleme. Dans la section 2.3, nous écrivons un outil permettant de
déterminer une solution initiale. Les sections 2.4 et 2.5 sont consacrées a la description
de deux méthodes directes de résolution, qui s’appellent respectivement Adaptée et
Support. Dans la section 2.6, nous développons une nouvelle méthode de résolution de
ce probleme. Dans la section 2.7, nous développons une approche entre ces méthodes
directes et le principe du maximum de Pontryagin.

2.2 Position du probleme

Considérons un probleme de controle optimal de la forme suivante :

Maximiser J.(u(ty)) = 'z(ty), (2.1)
Sous les contraintes : & = Axz(t) + Bu(t) pour t € [0, ], (2.2)
z(0) = xo, et Hz(ty) =g, (2.3)
di < u(t) <ds, VteT =]0,ty], (2.4)
t; >0 fixé, (2.5)
ol
— J(u(t)) est un cout terminal linéaire en z(¢t) € R™, défini par la matrice ¢ €
Rnxl‘

— x(t) € R™ est I'état du systéme linéaire autonome (2.2) avec A € R™" et

B e R™.
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2.2 Position du probleme

— u(t) € R est le signal de controle, supposé constant par morceaux.

— Hux(t) est le signal de sortie, avec H € R™*™ de rang maximal, rang(H) = m <
n;

— D’état final x(ts) est contraint par la relation Hz(tf) =g, g € R™.

2.2.1 Concepts de base
Définition 2.1

1. Un contrile u(t), t € T, est dit admissible si u(t) et la trajectoire x(t) solution
de (2.2) correspondante, vérifient les contraintes (2.3) et (2.4).

2. Un controle admissible u°(t), est dit optimal si

Jo(u?) = max J.(u).

d1<u<ds

3. Soit € > 0 donné. Un contréle admissible u(t) est dit e-optimal si et seulement
Si
Jeo(u®) — J.(u®) <e.

La solution du systeme différentiel (2.2) est donnée par la formule de Cauchy :

x(t) = F(t)xo + /F(t) (F(r)) " Bu(r)dr, teT, (2.6)

ou F(t) est la résolvante du systeme :

avec [, la matrice identité.

En utilisant cette derniére solution, le probleme (2.1)-(2.5) prend la forme suivante :

Maximiser : Jo(u(ty)) = dF(tp)xo + [ C(t)u(t)dt,

f 2.8
Sous les contraintes : [ a (2.8)
0

ou O(t) = ¢F(ty) (F(1)) "' B, ¢(t) = HF(tg) (F(t))' B et g =g — HF(t;)x.
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2.2 Position du probleme

2.2.2 Notion de support-controle

Définition 2.2 Soient 7,7y, ..., T, m points isolés de T', et 7, = {1;, j=1,...,m}.
A chaque T;, on associe un intervalle de la forme T; = [zj,?j] tel que :

- lj:'rj OU?]‘:’T]‘,'

— T;NT; = 0 pour tout i # j.

L’ensemble T, et son complémentaire T, sont définis par :
T,=JT; e T,=T/T,
j=1

1. Support du probleme
Soit ¢, € R™*™ la matrice dont les colonnes sont définies par (¢,); = ¢(75),
j=1,...,m. L’ensemble 1, est appelé support du probleme si

det(,) # 0.

2. Support généralisé du probleme
L’ensemble T, est appelé support généralisé du probléeme (2.1)-(2.5) si le systéme

{ & = Ax(t) + Bu(t), (2.9)

Hx(tf) = 0,

n‘admet pour u(t) = 0, t € T,, que la solution triviale u(t) = 0, t € Ty, mais
pour tout intervalle T* = 1., 7|, T* C T, 7. # 7" et

u(t) =

{ 0, pourteTy/T", (2.10)

u*, pourte T, UT™,
le systeme (2.9) admet une solution non triviale, i.e.
u(t) #0, teT,UT",

dans la classe des controles constants sur T, j =1,...,m.

Lemme 2.1 [15] Soit la matrice ®(T,) € R™*™ dont les colonnes sont définies par :

(@(T)), = / o(t)dt, 2.11)

Ty

Alors, l'ensemble T, est un support généralisé pour le probléme (2.1)-(2.5) si et seule-
ment si la matrice ®(T,) est non dégénérée.
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2.2 Position du probleme

Définition 2.3
— La paire {u, .} formée par le contréle admissible uw = (u(t), t € T) et le support
T, est appelée support-controle.
— Le support-controle {u,7,} est dit non dégénéré s’il existe Ay > 0, po > 0, u;\

j =1, ..., m, tels que pour tous X\, 0 < XA < Ay, les relations suivantes sont
vérifiées :
T]'-f—)\ m Tj+>\
S [ ewa=3" [ cwua
Jj=1 i—1
Ti—A J Ti—A

dl_‘_MOSM;\SdQ_MOv ]Zla ey M.

2.2.3 Accroissement de la fonctionnelle

Soit {u,7,} un support-controle non dégénéré, et x(t), t € T la trajectoire (2.2)
correspondante, on construit le vecteur de potentiel 3 tel que :

y = Cuo, (2.12)
et ainsi le vecteur des estimations (co-controle) A(t) tel que :
At)=—¢'(t)B, teT, (2.13)

avec C, € RV égale & (C,), = C(7,) et (t) est la solution du systeme conjugué :

J
77[) = _Alqu))
{ Gty) =c— Hy. (2.14)

La solution 9 (t) est donnée par :
Y1) = (¢ =y H)F(t;) (F(t) "
Le co-controle peut étre écrit sous la forme :
A(t) = (¢ —y'H)F(t;) (F(t) " B,

Par conséquent :
Alt)y=y'ot)—C(t), teT. (2.15)
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2.2 Position du probleme

Soit u(t) = u(t) + Au(t), t € T un autre contrdle admissible et ZT(t) = z(t) + Ax(t),
t € T sa trajectoire correspondante. Dela, I'accroissement de la fonctionnelle sera :

AJC(U) :Jc<a) - Jc<u>7

—dF(t))z0 + / CH)a(t)dt — ¢ F(t;)zo — / C(t)ult)dt,

- / C(t)a(t)dt — / C(t)ult)dt,

_ / C(t) (alt) — u(t)) dt,

_ / C(6) Au(t)dt,

— [t - A@)sutta

_ / o (t) Au(t)dt — / A Au(t)dt,
Finalement, on obtient :

AJ(u) = — / A Au(t)dt, (2.16)
car /y'go(t)Au(t)dt =0.
En é)ffet, de Padmissibilité de u(t) et @(t), nous avons :
/z/w(t)ﬂu(t)dt =y (HF(ty) (F(t))™ B (a(t) — u(t))) dt.

D’apres 1’équation (2.6), on obtient :

Offy’w(t)AU(t)dt =y (Hz(t;) — Hx(ty)) =y'(9 — g) = 0.
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2.2 Position du probleme

Valeur de suboptimalité :
Le controle u(t), t € T est admissible, alors

dy —u(t) < Au(t) < dy — u(t). (2.17)

Le maximum de Iaccroissement de la fonctionnelle (2.16) sous la contrainte (2.17) est
atteint pour :
dy —u(t), siA(t) >0,
Au(t) =< dy —u(t), siAt) <D0, (2.18)
0, siA(t)=0, teT,

et est égal a :

Blu,ms) = A) (u(t) = di) + Y At) (ult) = da),

teT+ teT—

B(u,7,) appelée valeur de suboptimalité de support-controle {u, 7, },
ou J+ = {j < JH,Aj Z O} et J- = {j < JH,Aj < O}

Dela,
ANJ(u) = J(u) — J(u) < B(u,7,), Va,

et pour 4 = u°, on aura :

Ad(u) = J(u®) — Jo(u) < Blu, 7).

2.2.4 Critere d’optimalité

Théoreme 2.1 [15] Les relations suivantes

u(t) = dy, st A(t) >0,
u(t) = da, si A(t) <0, (2.19)
d1 < U(t) < dg, St A(t) = O, t € T,

sont suffisantes et dans le cas de la non dégénérescence, elles sont nécessaires pour
Uoptimalité du support-contréle {u,1,}.
Preuve 2.1
1. Condition suffisante :
Si les relations (2.19) sont vérifiées, alors B(u,T,) = 0.
Comme J.(u) — J.(u) < B(u,1,), Y, ce qui implique J.(u) < J.(u), Ya.
Par conséquent, la paire {u,T,} est un support-contréle optimal.
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2.2 Position du probleme

2. Condition nécessaire :
Soit {u, 7, } un support-controle optimal non dégénéré et supposons que les re-
lations (2.19) ne sont pas vérifiées, c’est-a-dire :

. €T, A(t,) >0, u(ty) >dy oubien Ft, €T, A(ty) <0, u(ty) < ds.

(a) Supposons que 3t, € T, A(t,) >0, u(t,) > dy
Construisons le contréle Au(t) de la maniére suivante :

Au(t):{ —0, sit=t,, 0>0,

0, siteT,/t,.

L’accroissement de la fonctionnelle devient :

AJe(u(t)) =Je(u(t)) — Je(u(t)),

A(t)Au(t)dt,

o

— — A(t)Au(t,) — / A(t) Au(t)dt.

T/t
Par conséquent, ANJ.(u(t)) = 0A(t,) > 0, ce qui implique :
Je(u(t)) > Je(u(t))

et ceci contredit l'optimalité de u(t).

(b) La prewve du deuziéme cas est similaire au premier cas.

2.2.5 Principe du maximum

Le critere d’optimalité peut étre écrit sous forme traditionnelle du principe du
maximum [28] en utilisant la fonction Hamiltonienne

H(u(t), x(t), (1), t) = /(1) (Az(t) + Bu(t))

ou Y(t), t € T, est la solution du systeme conjugué (2.14).

La condition suivante :

Fo(u(t), x(t),d(t),¢) = max  F(u(t),z(t),d(t),t), t € T,

d1 <u(t)<d2
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2.2 Position du probleme

est suffisante et dans le cas de non dégénérescence, elle est nécessaire pour I'optimalité
du support-controle {u(t), 7, }.

Principe du e-maximum

Théoréme 2.2 [15] (Critére de Suboptimalité ou Critére e-optimalité)

Soit € > 0, donné. Le contréle admissible u(t),t € T , est e- optimal si et seulement
sl existe un tel support T, tel que u(t) et sa trajectoire correspondante x(t),t € T
vérifient la condition - mazximum :

H(u(t), z(t),(t),t) = max H(u(t),z(t),(t),t) —e(t),t €T,

d1<u(t)<ds
ty (2.20)
avec [ e(t)dt <e.
0

Preuve 2.2

1. Condition suffisante :

x%mw=/A®hM%%ﬁd+/A®ww—@Mu

T—

= [oyBd —u®)dt+ [ o(e/B (s - u(e) .

= [ @Az + 60/ Bd — 60 Ar = w0 Buo)
+ / (¥(t) Az + (1) Bdy — (t)' Az — (1) Bu(t)) dt,
_ / O(t) (A + Bdy) dt + / O(t) (Az + Bdy) dt — / W(t) (Az — Bu(®)) dt,

0

:/Qéﬁaﬂwwwwwww—%wwwww@@)@

En utilisant I’équation (2.20), on obtient :

Blu,7,) <e.
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2.2 Position du probleme

Comme J.(u) — J.(u) < B(u,7,), Yu, alors pour u = u° :
Je(@) — Je(u) < f(u,7,) <e.

Donc le controle u(t) est e-optimal.

. Condition nécessaire :

Soit u(t) un contréle e-optimal, faisons une décomposition de la valeur de su-
boptimalité f(u, 1, ). Pour cela nous introduisons le probléme dual du probléme
primal (2.8) :

DO v{0) () = ¢Fly)e0 + 50— @) + [ty — min,
Piolt) = o(t) + w(t) = C(0), 22
o(t) < 0,w(t) <0,t €T,
L’ensemble (U, v(t),w(t), t € T') défini de la maniére suivante :
v =y
uv(t) = A(t), w(t)=0, si A(t) >0, (2.22)

) =
v(t) =0, w(t)=-At), siA(t)<0, teT,

vérifie les contraintes du probléme (2.19), c’est-a-dire un plan dual.
Dans la suite (y°,0° W% t € T) désigne une solution optimale.

Remplagons les relations A(t) = i o(t)—C(t) et (t) = (¢ —y' H)F(t;) (F(t))"

dans la valeur de suboptimalité B(u,T,) :

Bu,m,) = / A(t)(u(t) — dy)dt + / A(t)(u(t) — do)dt,

= 7 A(tu(t)dt — / A(t)dqydt — / A(t)dydt,
= f(y'gp(t) — C(t))u(t)dt — jv(t)dldt - 7w(t)d2dt,
- 7 Y o(t)u(t)dt — 7C(t)u(t)dt - ]fv(t)dldt - 7w(t)d2dt.

D’apreés le probléme du primal (2.8), on obtient :
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2.2 Position du probleme

(a) /gp(t)u(t)dt = g, ce qui implique Offy’go(t)u(t)dt =1'g.
(b) /C(t)uo(t)dt =y'g — /Uo(t)dldt—i—/wo(t)dgdt.

ty ty
En ajoutant la quantité [ C(t)u’(t)dt — [ C(t)u(t)dt + F(tf)zo — ¢ F(ts)xo,
0 0

alors la valeur 5(u,T,) devient :

B(u,,) :/C(t)uo(t)dt—/C’(t)uo(t)dt+/y'gp(t)u(t)dt
- /C’(t)u(t)dt - /U(t)dldt — /w(t)dgdt + dF(ty)zo — ¢ F(ts)xo,
= /C’(t)uo(t)dt—/C(t)u(t)dt
+ [ IF(tp)zo +y'g — /U(t)dldt— /w(t)dgdt
- (C/F(tf)$0+yog /vo(t)dldt—l—/wo(t)det) ,
=(Je(u”) = () + (D(y(t), v(t),w(t)) — D(y°(t), °(t), (1)),
Posons :
B(u,75) = Bu + B,

By = J(u®) — J.(u) est appelée la mesure de la non optimalité du controle u(t),
teT.

Bp = D(y(t),v(t),w(t)) — D(y°(t),v°(t),w(t)) est appelée la mesure de la non
optimalité du support 7, t € T

Si on associe au controle u(t), t € T, un support 7° tel que l'ensemble {y(t), v(t),w(t)}
défini d’apres la relation (2.22) devient la solution du probleme (2.21), alors :

BB = 07 ﬁ(uaTg) :ﬁu S €.
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2.3 Détermination d’un support-controle de départ

Posons :
A(t)(u(t) —dy), st A(t) >0,
e(t) =< A@)(u(t) —dy), sid(t) <0,
0, si A(t) =0,teT.

Dela, en utilisant la définition du co-controle A(t), t € T, on obtient :

W' (1) (Az(t) + Bdy) — ¢/ (£)(Ax(t) + Bu(t)), si/'(t)B <0,
e(t) = q ¥'()(Az(t) + Bdy) — ¥'(t)(Az(t) + Bu(t)), sid'(t)B >0,
0, si/()B=0,t €T

En introduisant la fonction Hamiltonienne, €(t) sera égal a :

e(t) = max  FH(u(t), z(t),(1),t) = H(u(t), z(t),P(t),1).

di <u(t)<da

Cela implique la condition e-maximum suivante :

H(u(t), z(t),v(t),t) = max H(u(t),z(t),¥(t),t) —e(t), t € T.

dy SU(t)SdQ

O

2.3 Détermination d’un support-controle de départ

La construction d’un controle de départ admissible doit respecter deux conditions.
En ce qui concerne le support, une seule condition est a vérifier.
Tout d’abord, on choisit un controle qui vérifie la contrainte d; < u(t) < da, et on
calcule la trajectoire correspondante. Apres, on utilise cette solution pour tester la
quantité Hx(ty) =g :

1. Si Hxz(ty) = g, alors le contrdle est admissible.

2. Si Hx(ty) # g, alors le controle n’est pas admissible et pour atteindre g, on
ajoute des variables des écarts pour transformer la contrainte inégalité en égalité.

Apres la vérification des deux conditions, on choisit un support 7, = {7, j=1,...,m},

tel que det (¢,) # 0.

2.4 Méthode Adaptée

La méthode Adaptée a été développée durant les années 80 par R.Gabasov et son
équipe [15]. Elle est seulement élaborée pour les systemes dynamiques linéaires, car elle
est issue de la programmation linéaire.

Soit {u(t), 7, } un support-contréle admissible de départ ne vérifiant pas la condi-

tion du principe du e-maximum. La transformmation {u(t),7,} vers {u(t),7,} est
constituée de trois procédures :
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2.4 Méthode Adaptée

1. Changement de controle u(t) ~~ u(t),
2. Changement du support 7, ~ 7,

3. La procédure finale.

2.4.1 Changement de controle

On construit un nouveau controle admissible sous la forme :
u(t) =u(t) +0l(t), t €T,

ou [(t) est la direction d’amélioration du controle u(t), t € T et 0 est le pas maximal
admissible le long de cette direction.

Détermination de la direction admissible [(t)
Sur T, on pose 6 = 1.
La direction est définie de sorte & maximiser ’accroissement de la fonctionnelle :

dy —u(t), siAt) <0,
I(t) =< dy —u(t), siAt)>0, (2.23)
0, si A(t) = 0.

De I'admissibilité u(t) et @(t), on obtient :

ly

9/90(t)l(t)dt =0, avec 0 # 0.

=]

Alors :
/ﬂm@a+/¢m@@:o

Ce qui implique :

) =-0(1,)" [ i (221)
Détermination du pas maximal :
Nous avons d; < u(t) < ds, ce qui implique :
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2.4 Méthode Adaptée

D’ou :
di —u(t) <Ol(t) < dy —u(t), teT. (2.25)

Pour que la condition (2.25) soit vérifiée, il faut chercher un pas de la forme :

0(t,) = min 0(t),

teT,
et tel que :
d2l—(g<t>, sil(t) >0,
0(t) = ¢ 2, sii(t) <o, (2.26)
00, sil(t)=0,teT,.

Par conséquent, le pas maximal est donné par :

0° = min (1,60(t,)) .

teT

Calculons le nouveau controle :
La direction et le pas maximal calculés précédemment, nous permettent d’aboutir au
nouveau controle :

a(t) = u(t) + 6°U(t), t € T.

Calculons la nouvelle valeur du suboptimalité :

pu(t), 7,) = / A(t) (a(t) — dy)dt + /A(t) (a(t) — dq)dt,

/A £+ 6°U(t) — dy) dt+/A B+ 0°1(t) — dy) dt,

/A dldt+/A dgdt+/A £)6°1( dt+/A £)6°1(t)dt,
—B(u /A —d)) dt—@"/A dy) dt,

:ﬁ( ()v B>_006( ()77_3)'

Par conséquent :
pla(t), ) = (1 —6°)B(u(t), 7,).

Test :
A partir de la valeur de suboptimalité, on peut réaliser le test d’optimalité suivant :

1. Si p(u(t), 7,) = 0, alors le support-controle {u(t), 7, } est optimal.
2. Si B(u(t), ,) < e, alors le support-controle {u(t), 7, } est e-optimal.
3. Si p(u(t), 7,) > ¢, alors le support-controle {u(t), 7, } n’est pas optimal.
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2.4 Méthode Adaptée

2.4.2 Changement du support

Le changement du support consiste a remplacer le ¢, € T, par un autre t; € T),.
Le passage de 7, vers 7, entraine le changement du vecteur des potentiels et des
estimations (co-controle) :

y=y+oz(I) et A(t)=A(t)+ozt), teT, (2.27)

ou z(t) est la direction admissible du changement de le co-controle et o est le pas dual
maximal.

Construction de la direction admissible z(¢) :
Posons
1, sia(t)=d, t=to
z(t)=¢ —1, sia(t)=ds, t=t., (2.28)
0, siteT,/ts.

Nous avons :
A(t) = iJo(t) — C(t) et ainsi A(t) = A(t) + oz(t) = y'o(t) — C(t) + o2(t).

Dela, on obtient : oz(I)p(t) = oz(t), puisque o # 0 alors : z(1)p(t) = z(t).
Sur T, on a :
A1) =2(T,)0,"
Par conséquent :
2(t)=2(Ty)e, p(t), t€T. (2.29)

Construction du pas dual maximal o :
Le pas dual maximal o(t;) = 0° est donné par :

o .
o —trél%ga(t),

ou

—2W i A()2(t) <0,
o(t) =14 0, siA(t) =0, z(t) >0et u=dy, ouA(t) =0, 2(t) <0 et u=ds,
0, sinon , t € T,.
(2.30)
Donc, t, sera remplacé par ¢; dans I’ensemble 7',. Par conséquent, le nouveau support
est :

T =(1,/{tc}) Uts.
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2.4 Méthode Adaptée

Calculons la nouvelle valeur de la suboptimalité du support-controle {@, 7, }.

= / (A(t) + o°2(t)) (u(t) — dy) dt + / (A(t) + 0°z(t)) (u(t) — dg) dt,
- / A(t) (at) — dy) dt + / A(t) (a(t) — da) d

ﬂ(aﬂ_—s) = (1 - eo)ﬂ(u<t>773) - UOHO»

avec ko = —(1 — 6°) ( | =( —dy) dt + f u(t) — dy) dt)
+
Test :
1. Si pB(u,7,) =0, alors le support-controle {u, 7, } est optimal.
2. Si B(u,7,) < e, alors le support-controle {u,7,} est e-optimal.

3. Si B(u,7,) > e, alors le support-controle {u,7,} n’est pas optimal et nous
passons a ’étape suivante de notre méthode.

2.4.3 Procédure finale
A partir du support 7, obtenu a I’étape d’avant, on construit le co-controle
A(t)=—y'(t)B, teT,

ou Y (t) est donnée par la formule (2.14). Ainsi, construisons le quasi-contrdle w(t),t € T

di, A(t) >0,
wit) = { dy, A(t) <0, teT, (2.31)

et sa quasi-tajectoire correspondante x(t) solution de (2.6).

La quantité g — Hx(ty), nous permet de voir si 'on passe a la derniere étape de la
méthode ou non.
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2.4 Méthode Adaptée

— Si Hx(tf) = g, alors le controle w(t),t € T est optimal pour le probleme (2.1)-
(2.5).
— Si Hx(ty) # g, alors on construit le vecteur :

)\<TB) = ¢<TB)71(9 - HX(tf»' (2'32)

A partir de ce vecteur, un test est effectué en comparant la norme pondérée
de g — Hx(ty), i.e. |[A(7,)| avec une valeur seuil p, ot g > 0, donnée et qui
représente le parametre de la méthode :

1. Si [[A(1,)|| > w, alors on change 7, en 7, par la méthode duale .
2. Si [[A(1,)]| < u, alors on passe a I’étape finale.

Méthode duale

La méthode duale consiste a modifier le support 7, de telle sorte que la quantité
A(7,) diminue jusqu’au point ou le test sera négatif.

Soit t° € 7, tel que :
[AE)] = max[A®)] > p.

B

Le changement du support 7, a 7, consiste a changer le co-controle A(t) par le co-

controle A(t) = A(t) +~o(t),t € T,
ou (t) est la direction et v le pas dual le long de cette direction.
Pour cela cherchons la fonction :

V(t) = (2.33)

t) "’
0, sinon,

{ —50 i A(n)a(t) <0,

avec §(t) = —sign(A) (4(15)) " ¢(1).
Construisons 'ensemble : T, (y) = {t € T, v(t) < v}. Dela la vitesse de décroissance de
la fonctionnelle du dual est égale a :

a(y) = — )] + (dy — ) / 6(1)dt.
Tg(’Y)

Par construction a(0) < 0 et a(y) < a(y) si v < 4. Si a(y) < 0 pour v > 0, alors
le probleme (2.1)-(2.5) ne posséde pas de controle admissible, dans le cas contraire
cherchons v, > 0 tel que

a(yo=7) <0, aly+0)>0
pour tout v tel que 0 < v < 7.

Cherchons t* € T'\7, tel que :
A(t") +70(t") =0, o(t") #0.

On obtient alors le nouveau support 7, = (7, \ t°) U t*.
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2.4 Méthode Adaptée

Etape finale

L’étape finale consiste a modifier le support 7, obtenu a l'étape précédente avec
|A(T,)]] < g, jusqu’a la réalisation du test Hy(ty) = g. Elle est basée sur la méthode
de Newton.

Désignons par T° = {t € T': A(t) = 0} I'ensemble des points isolés ¢; et supposons
que A(t;) # 0, j =1, ..., m. Cette étape consiste a déterminer 70 = {77,j = 1, ..., m}
a partir des équations :

ty

(ds — di) Y signe (A(t;)) / p(t)dt = g — Hx(ty). (2:34)

Jj=1 o
7

C’est-a-dire, trouver un 77 de sorte que Hx(ty) = g.
En effet, 'équation (2.34) est obtenue a partir de la formule du Cauchy (2.6). Nous
avons :

g—Hx(ty) =g — H | F(tf)zo + /F(tf) (F(t))_1 Buw(t)dt| ,
g — HF(t;)ro — / S()w(t)dt — / S(w(t)dt. (2.35)

En identifiant la partie g — HF (tf)zo — [ @(t)w(t)dt & zéro, ce qui implique :

Ty

Hxlts) — 9 = [ elthwtoyat

Ty

Subdivisons ’ensemble T, en deux sous-ensembles :
Tr={t;eT,, Alt;)>0} et T, ={t;€T,, A(t) <0}
Notons par T, = { [t; —n, t;+n],j =1, ..., m} et par 7; = |t; — 7|, on aura ainsi :

(s —dy) f o)t s Alty) <0
7 (2.36)
—(dy — dy) [p(t)dt, si A(t;) > 0.

7

Hx(ty) —g=

INgERINgE

<
Il
—

Pour la résolution des équations (2.34), on prend comme approximation initiale de

o __ (o) . o __ N . .
T, = {Tj ,j =1, ..., m}, avec 7, = 7,. Supposons connue la k-éme approximation
Ték) = {T]( ), j=1, ..., m}, On a alors la relation de récurrence suivante :

k+1) _ (k
Tlg )_T}g)+d2—d1

{signe <A(t])) ()\ (Ték))]) ,j=1, ..., m},
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2.5 Méthode du Support

olt A; (7M)) est un vecteur calculé par la relation (2.32).
Alors, la fonction w°(t) = w(t),t € T', est calculée par le support 72 qui est un controle

optimal pour le probleme (2.1)-(2.5).

2.5 Méthode du Support

La méthode du Support est une autre version de la méthode Adaptée, elle a été aussi
développée par R.Gabasov et F.M.Kirrillov [15]. Cette méthode se différencie au niveau
de la procédure du changement du controle par rapport a la méthode Adaptée. Dans
cette étape, nous discrétisons une partie de l'intervalle de temps, ce qui nous donne
un probleme discret. Ce probleme est résolu par la méthode adaptéede probleme de la
programmation linéaire (voir Annexe A). Ensuite, nous effectuons un changement du
support. Enfin, nous appliquons la procédure finale décrite dans la section 2.4.3.

2.5.1 Changement de controle

Soit u(t) = wu(t) + 0l(t), un autre controle admissible, ou [(¢) est la direction
d’amélioration du controle u(t), t € T et 6 est le pas maximal admissible le long
de cette direction.

La direction [(t) et le pas maximal 6 seront cherchés comme solution du probleme

suivant :
( ty

ANJe(u) = =0 [ A(t)l(t)dt — max,
5 0,1(t)

0 f ottt = 0
K dy — u(t) < OU(t) < d — u(t), tET,

(2.37)

En effet, ce probleme est obtenu a partir de la formule (2.16) et de 'admissibilité des
controles u(t) et u(t), nous avons :

tr iy tr
0 [ et = [ewatar- [ ewata
0 0 0
:g - gv
=0.
Choisissons les parametres de la méthode a° > 0, h° > 0 avec Ain < @° < Ajuz
et h® > %, ou N est le numbre de subdivision de l'intervalle, A,.;, et A,qe sont les

valeurs minimale et maximale de la fonction A(t).
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2.5 Méthode du Support

En utilisant la fonction A(t) = —¢/(¢t)B, t € T,,, on construit les ensembles sui-
vants :

To={teT:|A{)] <a®} et Ti={teT:|Al)>a"}.

Par conséquent, le probléeme (2.37) devient :

AJc(u):—HfA dt—QfA dt—Hgll%))(
Ty

0 [ o)l dt+6’fg0 t)dt =0, (2.38)

To

dl—u<>s0z<><d2—u<> teT,
Par construction, nous avons A(t) =0 < a°, t € T, ce qui implique T, € Tj.
Subdivisons '’ensemble T en sous ensembles :

N
Ty = U[Tj,Tj[, j=1,.., N,

Jj=1

tels que : A . A
[, T[N, T [= 0, Vi# jet 7j — 77 < h°.

Alinsi, nous posons sur Tj :

u(t) =uy, t €[, 7 j=1,.., N,

et sur 717 :
[ dy—u(t), siA(t) < 040
i) = { di—u(t), siAl)>a (2.39)
Alors, le probleme (2.37) devient :
( N 73
AJC(u):—HlefA )dt — 6 [ A(t) dt—>19nlz(1))<
g i
2.40
QZlfgo )t + 60 [ p(t)l(t)dt =0, (2:40)
Jj= Ty
dl_u( ) < 0l(t) Sdz—u(t)a teT,

Faisons le changement de variables suivantes :

_J ol pourj=1,.., N,
Wi = { 0 pour j=N+1. (2.41)

Calculons ensuite les quantités suivantes :

k; :_/A(t)dt, je{l, ..., N} et kyy Z/A(t)l(t)dt-
Tj Tl
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2.5 Méthode du Support

-3

q; = /@(t)dtj e{l,.., N} et qny1= /gp(t)l(t)dt_

’T]' T1
ol j = N + 1 est I'indice supplémentaire correspondant a ’ensemble T7.
Ainsi
dlj =d; — Uy, de =dy — Uy, J € {1 y e N} et ding1 =0, dony1 =1
Les derniéres quantités, nous permettent de transformmer le probleme (2.40) en un

probléeme de programmation linéaire suivant :

N+1

AJe(u) = > kjw; — max,
i=1 wj
N+1 2.42
gs; — 0, (2.42)
=1

dljS'LUjgdgj, ]:1, cey N + 1.

Ce probleme s’appelle probleme du support qu’on va résoudre par la méthode adaptée
(voir Annexe A).
Prenons un plan de départ {w =0, .J,} ou

JB:{je{lf"aN_'_l}/]}eTB}

Tj+h
Ainsi, Q, = Q(T,) = (¢;,7 € J,) avec ¢j = [ p(t)dt, j=1, ..., N+1.

7
Soit {w, J,} solution optimale du probléme (2.42), le nouveau controle sera construit
de sorte a vérifier I'inégalité J(u) > J(u), et qui est donné par :

U(t) + wN+1Au(t), te Tl,

a(t) —{ () + ;. telrrlj=1, ., N. (2.43)

Le choix de I'étape suivante est lié a I'indice de I'ensemble 77, alors nous avons deux
cas possibles :

1. Silindice N +1 ¢ ;737 alors on pose jB = J, et on passe & la procédure finale,
avec 7, = {71;,j € J,} (voir section (2.4.3)).

2. Si Vindice N + 1 € J,,, alors on U'exclut du support .J,, ~ J,.

2.5.2 Changement du support

Cette étape consiste a construire le co-controle

A(t) = A(t) + o8(t)
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2.6 Nouvelle version de la méthode Adaptée

ol 0(t) est la direction de changement de support et o le pas le long de cette direction.

Déterminons j* tel que :
Oj+ = min

jeN\Jg
avec
A,
—T—j7 S1 AjTj < 0,
05 = 0, SlAjZO,lL'j%dlj,Tj>0, OuAj:0,$j7éd2j,Tj<0,
00, sinon .

La direction sera calculée de la maniére suivante :
1, si ’I_L(tN+1) = dl,
5<t) = —1, si ﬂ(tN+1) = dg,
0, sit e TB\tN+1,
et ainsi B B ) B
5j:(kj7j€JB)/ (Q( B)) QJ'_kj> jEJ\JB
Le nouveau support sera donné par :

Jo = (AN + 1) JU}-
Posons 7, = {7;,7 € J,} et construisons la matrice ¢(7,) qui vérifie

det (§(7,)) # 0.

Calculons la nouvelle valeur de suboptimalité correspondante 5(u, 7).

Test :
1. Si f(u,7,) =0, alors u(t), t € T, est un controle optimal.
2. Si B(u,7,) <e, alors u(t), t € T, est un controle e-optimal.

3. Sinon on effectue une nouvelle itération en démarrant avec : {u,7,}, a® < a°,
he < h°, ou on utilise la procédure finale (présentée dans la section (2.4.3)).

2.6 Nouvelle version de la méthode Adaptée

Cette méthode appartient a la classe des méthodes directes. Celle-ci est basée sur
les méthodes Adaptée et Support. Contrairement a la méthode du Support, la méthode
que nous proposons est basée sur la discétisation totale de I'intervalle de temps. Cette
méthodee est constituée de trois procédures : La premiere procédure est basée sur
le principe de discretisation, la seconde sur la résolution du probleme discret par
une méthode de points intérieurs (méthode adaptée [14]). Enfin, nous appliquons la
procédure finale décrite dans la section (2.4.3) & la solution optimale obtenue dans la
seconde étape, afin de trouver une solution optimale du probleme (2.1)-(2.5).
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2.7 Approche entre le PMP et les méthodes directes

2.6.1 Principe de discrétisation

Ce principe consiste a transformer le probleme du contrdle optimal (probléme ini-
tial) au Probleme de la Programmation Linéaire : PPL (probleme discret).

Nous subdivisons l'intervalle T en N sous-intervalles [1;,77], avec 77 — 7; = h,

N
h = w, N <metT = |J][rj,77]. Comme le controle u(t) est constant par morceaux,
j=1
alors posons '
u(t) =u(ry), telr,], j=1,.., N.

De ce qui précede, le probleme (2.8) devient le probleme de programmation linéaire

suivant : N
Ja(u) = > Cju; — max,
j=1
N 2.44
.EIXJ'“J' _y (2.44)
‘]:
d1 < U < dg,j =1 . N,

on C; = [C(t)dt et X; = [p(t)dt, t € T.

Tj Tj

2.6.2 Méthode adaptée pour PPL

Cette étape consiste a résoudre le probleme discret (2.44) par la méthode adaptée
du probleme de la programmation linéaire.

Soit {u°, JJj = {j =1, ..., m}}, une solution optimale du probleme (2.44) donnée
par la méthode adaptée (voir Annexe A). En utilisant cette solution, on construit une
solution du probleme initial. Pour cela posons 7, = {7;,j € Jg} et appliquons la
procédure finale (présentée dans la section (2.4.3)).

Remarque 2.1 Si le probléme (1.1)-(1.5) est linéaire et lisse, alors on peut le résoudre
par ces méthodes directes, il suffit le transformer a un probléme de type Mayer.

2.7 Approche entre le PMP et les méthodes di-
rectes

Dans cette partie, nous exhibons les points communs entre le principe du maximum
de Pontryagin et ces trois méthodes directes.
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2.7 Approche entre le PMP et les méthodes directes

Principe du maximum de Pontryagin

Avant d’appliquer le principe du maximum au probleme (2.1)-(2.5), nous le trans-
formons tout d’abord en un probleme de minimisation :

Minimiser J,(u(t;)) = —cz(t;), (2.45)
Sous les contraintes : & = Axz(t) + Bu(t) pour t € [0, ], (2.46)
z(0) =z, et Ha(ty) =g, (2.47)
dl S u(t) S dg, Vit € [0,tf], (248)
tf > 0, fixé, (2.49)
avec : Jo(u) = —J,(u).
Le Hamiltonien de ce nouveau probleme est de la forme :
T, ult), 2(1), (1), 1) = p/(£) (Az(t) + Bu(t), (2.50)
et le vecteur adjoint p(t) € R™ associé est :
p(t) = —A'p(t).
La solution de cette derniere équation est égale a :
p(t) = po (F(t)) ", (2.51)

ot (F(t))™" est l'inverse de la résolvante F(t) qui est donnée par le systeme (2.7).

Le maximum du Hamiltonien est donné par :

H(No, u*(t), z(t),p(t),t) = p'(t)Ax(t) + max {p'(t)Bu(t)}. (2.52)

dy SU(t)SdQ

Notons par W(t) = p/(t)B la fonction de commutation et t. le temps de commutation
de cette fonction.

La condition de maximisation (2.52) implique :
u(t) = da, si W(t) >0,

u(t) = dy, si W(t) <0, (2.53)
dl S U(t) S dQ, si \I/(t) = 0.
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2.7 Approche entre le PMP et les méthodes directes

Condition de transversalité :

Nous avons, t; fixé et z; contraint g — Hz(ty) = 0, par conséquent la condition de
transversalité est donnée par :

O0g°(x(ty)) | 0%'((ty))

8$f a(L‘f

—p(ty) + Ao v =0,

avec ®(x(tf)) = g — Hx(ty) et v est un vecteur de dimension m.

Cela implique :
p(ty) =c— H'v, (2.54)

ou X, = —1 et w —c.
zf

De la derniere équation et de I’équation (2.51) au temps final ¢ = ¢;, on obtient :
po = (c— H'v)F(ty).
Par conséquent, le vecteur adjoint est donné par :

plt) = (c — H')F(t;) (F(1))™". (2.55)

Approche entre PMP et les méthodes directes :

D’apres ce dernier paragraphe, on en déduit que le vecteur adjoint p(t) représente
le vecteur () qui est donné par la solution du systéme conjugué (2.14), la fonction
de commutation égale au signe opposé du vecteur d’estimation A(t) qui est donné par
I'équation (2.13) et v donné par le vecteur de potentiel y, c’est-a-dire p(t) = (),
U(t) = —A(t) et v = y. Les temps de commutation ¢, sont donnés par 7.

Réellement, la méthode Adaptée du probleme du controle optimal est basée sur le
principe du maximum de Pontryagin. La contrainte Hz(t;) = g, nous permet de fixer
m variables d’états, alors, il reste n — m variables non fixés (libre).

Le maximum de la fonction Hamiltonien H, nous donne :

H(No, u*(t), 2(t),p(t), t) = p'(t)Ax(t) + max {p'(t)Bu(t)} (2.56)

d1 Su(t)fdz

Posons : ¥(t) = p(t) et A(t) = —¢'(t)B.
Le controle optimal maximisant le Hamiltonien (2.56) a chaque instant est donné par :
u(t) = do, si A(t < O,

)
u(t) = di, A(t) > 0, (2.57)
d1 S u(t) S dg, si A( )

La condition de transversalité, nous permet de donner des conditions finales sur le
vecteur adjoint p(t) = v (t), avec ¢(ty) = c— H'v.
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2.7 Approche entre le PMP et les méthodes directes

Proposition 2.1 Si le probléme est sous la forme (2.1)-(2.5), alors nous avons ses
deuz propriétés :

1. Il n’y a pas de trajectoire singuliere.

2. Le nombre de commutations est supérieur ou égal a m.

Preuve 2.3

1. On procéde de la méme fagon que le probléeme en temps minimal, lemme(1.3).
Par conséquent, on obtient :

p(t) =0 surt € [a,b]

D’apres le principe du maximum de Pontryagin, le vecteur adjoint n’est pas tri-
vialement nul, i.e. p(t) # 0 (voir propotion 5.3.4, page 94 ,[37]).

2. Le nombre de commutations est égal au cardinal de temps de commutations.
Les temps de commutations représentent les zéros de la fonction de commuta-
tion W(t) = p/(t)B. D’autre part, nous avons A(t) = —V(t). Calculons les zéros
de la fonction de commutation revient a chercher les moments d’annulations de
vecteurs d’estimations A(t) =0, avec A(t) = y'p(t) — C(t).

Le vecteur A(t) s’annule au moins surt = 7, et le cardinal de T, est égal a m,
i.e. |T,| =m.

Par conséquent, le nombre de commutations est supérieur ou égal a m.

En effet, nous avons C(t) = ¢F(t;) (F(t))"' B, o(t) = HF(t;) (F(t))"' B,
(Cp); =C(1;) et (ngB)j =p(r),j=1,..,m.

Le vecteur A(t) est donné par :

A(t) = y'p(t) — C()

Au temps t = 7, nous avons :

A(t) =y'o(ry) — C(7y),
= B¢;1¢B - CB7
=C,-C

B B
=0.

OJ
Remarque 2.2

1. Si toute valeur propre de la matrice A est réelle, alors le nombre de commuta-
tions du probléeme (2.1)-(2.5) est entre m et n — 1, i.e. m < [t.| <n—1
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2.8 Conclusion

2. Le principe du mazimum de Pontryagin donne une condition nécessaire et suf-
fisante pour qu’un contréle soit extrémal de problémes en temps minimal, car le
systeme dynamique linéaire est convexe, ce qui implique ['unicité de la solution
[24]. Par conséquent, le PMP devient aussi une condition suffisante du probléme

(2.1)-(2.5).

2.8 Conclusion

D’un point de vue numérique, calculer une somme plus simple est moins cotiteux
que de calculer une intégrale. Cela implique que, la résolution d’un probleme de controle
optimal continu est plus complexe que la résolution d’un probleme discret.

Par conséquent, la méthode Adaptée est plus colteuse que les deux autres méthodes
(Support et la nouvelle méthode). D’autre part, la méthode du Support admet une
étape de plus (paragraphe (2.5.2)) que la nouvelle méthode que nous avons présentée.
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Chapitre 3

Implémentation numérique

3.1 Introduction

Ce chapitre porte les résultats numériques d’un exemple académique présenté dans
la section 3.2, et il est ordonné de la maniere suivante : la section 3.2 est dédiée a 1’étude
de la controlabilité de cet exemple. Dans la section 3.2, nous résolvons le probleme en
temps minimal. Les sections 3.4, 3.5, 3.6 et 3.7 sont consacrées a la resolution de cet
exemple par quatre manieres : Le principe du maximum du Pontryagin, la méthode de
tir, méthode de discrétisation totale et la nouvelle méthode respectivement. Dans la
section 3.8, nous développons une approche numérique entre la nouvelle méthode et le
principe du maximum de Pontryagin et ainsi nous comparons la nouvelle méthode avec
la méthode de discrétisation totale pour différentes valeurs de nombre de subdivisions
de l'intervalle de temps.

3.2 Exemple numérique

Considérons le systeme linéaire autonome au temps final ¢ fixé et aux conditions
initiales nulles :

F =u(t), x(0)=0, #0)=0, #(0)=0. (3.1)

Supposons que le controle u(t), t € [0,tf] est borné : |u(t)| < 1. Le critere est de type
Mayer, avec une contrainte terminale donnée.

Soit le vecteur d’état x = (x1, z2,x3) et en transformant le systeme (3.1), le probleme
est donné par :
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3.2 Exemple numérique

Maximiser J(u(ty)) = za(ty),
Sous les contraintes :  &;(t) = xa(t), x1(0) =0,
Z'Q(t) = l’g(t), 1’2(0) = 0,
() = i4(t) = ult), 3(0) = 0,
Il(tf) = 17
—1 <w(t) <1, t€[0,ty],
ty > 0: fixé.

\

Pour ce probleme le systeme dynamique peut étre écrit sous la forme : & = Ax + Bu,

010 0
A=[(001],B=(0|c=(010),H=(100),9=1.
000 1

Etude de la controlabilité du systéme

Le systeme est linéaire et de plus les deux matrices A et B sont indépendantes de la
variable de temps ¢, cela implique que le systeme linéaire est autonome. Par conséquent,
la controlabilité du systeme est donnée par le rang de la matrice de Kalman qui est de
la forme :

K = (B;AB; A’B) =

Le rang d’une matrice est donné par le nombre maximal de vecteurs lignes (ou co-
lonnes) linéairement indépendants.

Les vecteurs lignes (ou colonnes) forment la matrice K sont linéairement dépendants
si et seulement s’ils vérifient la relation suivante :

alll + a/2l2 + a3l3 = 0R3- (32)

ou a1, as et ag sont des scalaires, non tous nuls et [y, I et I3 sont les vecteurs colonnes
forment la matrice K. D’apres ’équation (3.2), on obtient le systéme suivant :

a10 + a0 + azl =0, as = 0.
a10 + asl + a30 = 0, => as = 0.
(111+6L20+6L30:0, (11:0.

Les scalaires aq, as et as sont tous nuls, alors les trois vecteurs [y, [y et [3 sont
linéairement indépendants. Cela implique que le rang de la matrice K est égal a trois,
i.e. rang(K) = 3, donc le systeme est controlable.

Autrement, le determinant de la matrice K égal a —1, i.e. det(K) = —1, ce qui implique
rang(K) = 3. Alors le systeme est controlable.
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3.3 Probleme en temps minimal

3.3 Probleme en temps minimal

Puisque le probleme est en temps final fixé, alors il faut tout d’abord calculer le
temps nécessaire pour atteindre la cible.
Quel temps faut-il pour ramener un systeme de 1’état initial a ’état final ?
Le probleme en temps minimal est décrit par :

( Minimiser J(u(ty), ty) =ty,
Sous les contraintes :  &1(t) = z5(t), x1(0) =0,
l’g(t) = $3(t>, .1'2(0) = O,
(Prin) = t3(t) = wu(t), z3(0) =0,
ZE1<tf) = 1,
—1<wu(t) <1, t€[0,ty],
L ty > 0: libre.

Notons par p(t) = (p1(t), p2(t), ps(t)) le vecteur adjoint associé au probleme (P).
Le Hamiltonien du probleme (P,,;,) est :

H(=1,2(t),p(t),u(t), t) = pr(t)2(t) + p2(t)xs(t) + ps(D)u(t) — 1,
et ainsi le systeme adjoint du Hamiltonien associé est :

Pl(t) = -2t = 07

T Bxy
pa(t) = =5 = —pu(t), (3.3)

ps(t) = =55 = —py(2),

ot H = H(—1,2(t), p(t), ult), ).

Le systeme dynamique est autonome, alors le Hamiltonien est constant le long d’une
extrémale. Ce qui donne :

H(—1,2(0),p(0),u(0),0) = H(=1,z(ts),p(ts), ults), tr),

{ H(—=1,2(0),p(0),u(0),0) = p3(0)u(0) -1,
F(=1,2(tp), pty), ulty) ) = pa(tp)aalty) + palty)zs(ty) + ps(ty)ulty) = 1.

De plus, le temps final ¢ est libre, d’apres la condition de transversalité :

H(=1,2(ty), p(ty), ulty) ty) =0

Ce qui implique :
pa(0)u(0) = 1. (3.4)
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3.3 Probleme en temps minimal

Puisque le controle est borné, le maximum du Hamiltonien est donné par :

%(—l,x(t),p(t),u*(t),t) = 7125%5§S1J{(_l’x(t)7p<t>7u(t)7t)u
= PaOat) + paO)a() = 1+ max (palt)u(t).

(3.5)
Le controle optimal maximisant le Hamiltonien a chaque instant est égal a :

u*(t) = sign(ps(t)). (3.6)
Du systeme (3.3), on en déduit que :

pi(t) = pro,
p2(t) = —piot + pao, (3.7)
p3(t) = P10t — paot + pso,

avec p1o = p1(0), p2o = p2(0) et pso = p3(0).

D’apres le théoreme (1.7), i.e. toutes les valeurs propres de la matrice A sont réels,
le probleme admet au plus une commutation, i.e, (n — 1) commutations. Alors, on en
déduit quatre stratégies possibles :

Cet exemple du probleme en temps minimal est déja traité d’'une maniere générale
pour le systeme 7 = u(t), x(0) = xy dans le livre Lee-Markus, exemple 2, page 139
[24]. Nous limitons de donner la stratégie optimale qui nous permet d’aller de (0,0, 0)
a (1,25(3),23(3)) en temps de parcours minimal, et ainsi les résultats obtenus a 'aide
de logiciel Matlab (voir Annexe (B.1)). Les trajectoires optimales sont tracées dans la
figure (3.11).

Stratégie optimale : u = +1 sur [0,7] :
Nous avons, #3(t) = 1, ce qui implique :

l‘g(t) :t+03,
2
(L’Q(t) =L + 03t+02,
xl(t) = % + %St2 + Cgt + .

En utilisant les conditions initiales, on obtient :

l‘3(t) = t7
xQ(t> - ﬁa



3.3 Probleme en temps minimal

Calculons ¢ tel que x(ty) =1
t? 3
ri(ty) = 4 =1, donc ty = V6.

Par conséquent, le temps minimal du probleme (P) est égal a :

Trin = 1,817. (3.8)
Trajectoire x1(t) Trajectoire x2(t) Trajectoire x3it)
15 2 - 2
_= 1 [ l.ll- _—= _—=
= W1 BT = 1 =1
= |:|5 I Y = =
0 -/ 0 : 0
I 1 2 0 1 2 0 1 2
t t t
Diagramme des phases  Vecteur Adjoint p3(t) Controle
2 1 - 2
@ 1 EFJ: 0.5 =
I I : I
I 1 2 0 1 2 0 1 2
111t t t

FIGURE 3.1 — Résultats du probleme en temps minimal.

Connaissons ce temps minimal, donc notre temps final doit toujours étre choisi plus
grand que 7},,;,, = 1,817. Pour cela dans le probleme (P), on a choisi t; = 3 > Tpp.
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3.4 Résolution par le principe du maximum

3.4 Résolution par le principe du maximum

Dans cette section, nous résolvons le probleme (P) avec le principe du maximum.
Tout d’abord, nous transformons le probleme (P) sous forme d’un probleme de mini-
misation. Ensuite, nous trouvons la stratégie optimale et finalement, nous présentons
ces résultats analytiquement et numériquement.

Transformer le probleme (P) :

;

Minimiser J(u(ty)) = —xa(ty),
Sous les contraintes :  &1(t) = xa(t), x1(0) =0,
) To(t) = x3(t), x2(0) =0,
(P) = S t3(t) = u(t), x3(0) =0,
xl(tf) =1,

\

avec : J(u) = —J (u). )
Le Hamiltonien du probleme (P) est :

H(u(t), z(t), p(t),t) = p1(t)2(t) + pa(t)s(t) + ps(t)u(t).

D’apres la section 3.3, le maximum du Hamiltonien est donné par 1’équation (3.5) et
ainsi le controle optimal par I’équation (3.6).

Le systeme adjoint est donné par :

pl(t) = _% - 07 pl(t) = Do,
pa(t) = _373%, =-p(t), = p2(t) = —prot + pao, (3.9)
ps(t) = —3—% = —pa(t). p3(t) = 5p10t* — paot + Pso.

Conditions de transversalité :

Les conditions de transversalité permettent d’avoir des conditions sur les vecteurs
adjoints, et dans notre cas, elles sont des conditions finales. Nous avons, ¢, fixé et z(ty)
contraint par I’équation g — Hz(t;) = 0, alors la condition de transversalité est donnée

par :
o 99°(x(ty)) | O(g — Hx(ty))
p(ty) oo, 9z,
ot g — Hu(ty) =1 —x1(ly) et g°(x(ty)) = —wa(ty)-

/
v=0,

Dela on obtient les conditions aux limites suivantes :

pl(tf) =Vl
pa(ty) =1,
pg(tf) = 0
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3.4 Résolution par le principe du maximum

Par suite, le systeme (3.9) devient :

po(t) =v(t—3)+1,
ps(t) = =%t — (1 = 3v)t — v + 3,

avec V = —Pio-

Puisque le controle optimal est donné par le signe du vecteur adjoint ps(t), alors les
tepms de commutation sont donnés par les racines de ps(t).
Calculons le discriminant D :

v.9
D=(1-3v)?—4=(zv—-3)=1
alors le p3(t) a deux racines distinctes :
v —2
1= v et tg = 3. (310)
v

Par conséquent, le controle a au plus une commutation. Alors, on en déduit quatre
stratégies possibles :
1. Stratégie 1 : u(t) = +1 sur [0,tf],
t3(t) = 1, ce qui implique :

.Qfg(t) :t‘i‘Cg,
2
To(t) = & + et + co,

%
l’l(t) = % -+ %’t2 -+ Cgt+ C1.

En utilisant les conditions initiales, on obtient :

Calculons z(ty) :
zy(ty) = g # 1, donc la stratégie 1 n’est pas optimale.

2. Stratégie 2 : u(t) = —1 sur [0,1y],
t3(t) = —1, ce qui implique :

xg(t) = —t2—|— Cs,
.I’Q(t) = - + Cgt + Co,
l’l(t) = —% + %’tQ + Cgt + c1.
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3.4 Résolution par le principe du maximum

En utilisant les conditions initiales, on obtient :

$3(t> = —t,
zo(t) = =L,

Calculons z; (¢
vi(ty) = =3 #
. Stratégie 3 :

E
1, donc la stratégie 2 n’est pas optimale.

ult) = 1, sur [0,%.],
| =1, sur [t,t;].

Les équations du premier morceau de trajectoire, lorsque u(t) = 1, t € [0, [ ,
sont :

l’g(t) = t,
2o(t) = tz
Les équations du deuxieme morceau de trajectoire, lorsque u(t) = —1, ¢ € [t., tf|

, sont :
x3(t) = —t + s,
2o(t) = =L + cgt + ¢y, (3.11)
ZL’l(t) = —% + %tQ + Cgt +cy.

Au point d’intersection des deux morceaux, nous obtenons :

t3
c3 =2, cg = —tz, et ¢ = gc
Substituons ces dernieres constantes dans le systeme (3.11), les trajectoires sont

données par :

$3(t) = —t+ 2tc,
2o(t) = —% ot~ 12, (3.12)
—Lpt -2+

S
—
—~
~
SN—
I

Calculons t,. tel que z1(3) =1 :
Cette derniere condition, nous permet d’obtenir cette équation :

t3 11

< -3 +9.——=0.

3 e T 2

La solution de cette derniere équation est donnée par :

21\ /3 21\ /3
tc:3—(§) et tc:3+(§> (1+iV/3).
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3.4 Résolution par le principe du maximum

Donc :

Calculons J(u) :

D’apres le systeme (3.12), nous avons : z5(t) = —% + 2t.t — 12, alors le cout du
probleme (P) est égal & :

J(u) = —22(3) = 2= 6(3 — (2)"*) + (3 — (&)"*)2 = —0,840694.

Par conséquent, le cout du probleme (P) est égal a :

J(u) = 0, 840694.

. Stratégie 4 :

ul(t) = —1, sur [0,t.],
1, sur [t.,ty].

Les équations du premier morceau de trajectoire, lorsque u(t) = —1, ¢t € [0, .|
, sont :

[E3(t> = —t,

2o(t) = —%,

Les équations du deuxieme morceau de trajectoire, lorsque u(t) = 1, ¢ € [t., tf[
, sont :
z3(t) =t + cs,
2o(t) = £ 4 et + ¢, (3.13)
r1(t) = 5 + St° + et + 1.

Au point d’intersection des deux morceaux, nous obtenons :

.

3
c

C3 = —th, Cy = t2 g

., et = —

Substituons ces dernieres constantes dans le systeme (3.13),

z3(t) =t — 2L,
To(t) = % =2t 1t (3.14)
a(t) =5 —t 2+ 2t — &

c

5.
Calculons le temps de commutation ¢, a partir de z;(3) =1 :

3 7
— £ 432 -9t + - = 0.
3+ ¢ +2

La solution de cette derniere équation est :

33 1/3 33 1/3
t1:3—<7) et t2:3+(7) (1:|:Z\/§)
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3.4 Résolution par le principe du maximum

Par conséquent :

1/3
te=3-— (—) = 0,454178. (3.15)

Calculons J(u) :

D’apres le systeme (3.14), nous avons : 5(t) = L 2t.t+2

Le cotlit du probleme (P) est égal a :

J(u) = —25(3) = =2 +6(3 — (2)"°) — (3= (2)*)2 = —1.98121,
Par conséquent, le coit du probleme (P) est égal a :

J(u) = 1.9812.

Remarquons que le cotit donné par la stratégie 4 est supérieur a celle de la
stratégie 3. Dela, on en déduit que la solution optimale est décrite par le controle
de la stratégie 4 et qui est de type bang-bang.

Le temps de commutation est donné par : t. = 3 — (32—3)1/ 5,
De I’équation (3.10), on obtient :

{3—%”3:3 = - ()" =0
- (=52 = v=2(3)
Par conséquent :
p1o = —0, 7856.
Ainsi le vecteur ps(t) est donné par :
pa(t) = —0,39282 + 1, 3568t — 0, 5352. (3.16)

Les résultats obtenus sont tracés dans les figures suivantes :

Ps(®) u(t)

10}

0.6
04 r
05F

0.2

—02} L
° -0.51

—04}

-10

FIGURE 3.2 — Vecteur adjoint (¢, ps3(t)) et le controle u(t) = sign(ps(t)).

Nous avons donc déterminé par le PMP une trajectoire optimale qui maximise
xo(tyr) et qui vérifie la condition aux limites z;(t;) = 1.
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3.4 Résolution par le principe du maximum

X1(t) Xo(t)
Lof 201

o8l
[ 150
0.6 :*

L 10r
04

O.Zj 05+

-02+

15
100

osf

0.5 1.0 15 2.0 25 3.0

FIGURE 3.3 — Trajectoires optimales : (¢,z(t)), (t,z2(t)) et (¢, x3(t)).

Le systeme est autonome, alors la fonction Hamiltonienne est constante le long de
la trajectoire qui est représentée par la figure (3.4).

H= U(O)pgo = plol'Q(tf) + $3(tf) = O, 5353.

h(t)

1.0 I
0.8 }
0.6 }
0|

02+

0oL L L L L e
0.0 0.5 1.0 15 2.0 25 3.0

FIGURE 3.4 — Représentation graphique du Hamiltonien H(t).
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3.5 Résolution par la méthode de tir simple

Le diagramme des phases est donné par la figure suivante :

Xo(D)
20

15+

1.0

A N T SO (NS SR SO ENY SO SO N N SRR |
02 04 06 08 10 x1(D)

FIGURE 3.5 — Diagramme des phases (z1(t), z2(t)).

3.5 Résolution par la méthode de tir simple

Le principe du maximum de Pontryagin donné dans la section précédente (3.4),
nous permet d’obtenir le probleme aux deux bouts T'PBV P suivant :

(@1(t) = wa(t),
To(t) = w3(t),
3(t) = sign(ps(t)),
O = (o
pa(t) = —pa(t),
(IPBVE) =0 5y(t) = —palt)
1'1(0) = 07 ZL’Q(O) = 07 1'3(0) = 07
h (0) = P10, p2(0) = P20, P3(0) = P30,
z1(3) =1, x9(3) : libre, x3(3) : libre,
([ P1(3) =p1yss p2(3) =1, p3(3) = 0.
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3.5 Résolution par la méthode de tir simple

Détermination de la fonction de tir :

Notons par z(t) = (x(t), p(t)). Le probleme IVP est donné par :

[ 41(t) = 2(t),
Z(t) = z3(t),
23(t) = sign(zg(t)),
Z4(t) = 07
_ Z5(t) = _Zl(t)a
UVPY=0 () = —2(0)
21(0) = O, ZQ(O) = O, 23(0) = O,
24(0) = p1o, 25(0) = p20, 26(0) = pao,
21(3) =1, 22(3) : libre, z3(3) : libre,
L Z4(3) = Pif, 25(3) = ]_, 2’6(3> =0.

Implémentation de la méthode de tir sous Matlab (Voir Annexe (B.2)) :

On crée une fonction Tir-Method.m afin de trouver le zéro de la fonction de tir,
en utilisant la fonction fsolve.m. Cette fonction permet de resoudre le probleme :
F(X) =0, ou F(.) est codée sous la forme d'une fonction Matlab Fonction, Ip0 est le
point de départ de I'algorithme et p0 est le résultat.

Ainsi, nous introduisons la fonction Xzero afin de prendre en compte les conditions
finales et elle utilise la fonction ode113.m, cette fonction permet de résoudre le systeme
décrit par la fonction System, avec X = Ip0 est la valeur donnée par la fonction Fonc-
tion, c’est 'entrée de la fonction Xzero. Enfin, nous utilisons la fonction ode45.m pour
calculer une solution optimale du systeme.

Remarque 3.1 La fonction oded5.m utilise la méthode de type Runge Kutta [9] et
par contre, la fonction odell3.m utilise la méthode d’Adams-Bashforth-Moulton PECE
d’ordre variable plus précise [20, }1].

Finalement, I'exécution de ce code (B.2) nous permet d’obtenir la solution de vec-
teur adjoint : p0 = (=0, 7856; —1, 3568; —0, 5352) et la solution optimale qui est donnée
par le controle bang-bang suivant :

u(t) = —1, sur [0; 0,4542]
n 1, sur [0.4542; 3]

Ainsi, les états, états adjoints, controle et le diagramme des phases sont illustrés par
la figure (3.6) :

Le temps d’exécution de la méthode de tir est égal a 2, 8076.
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3.6 Résolution par la méthode de discrétisation totale

Trajectaire x1(1) Trajectoire x2(t) Trajectaire x3it)
2 - 2 4 .
1 1 1 2
0 1 o o
-1 -1 iy,
] 2 4 ] 2 4 ] 2 4
t t t
Diagramme des phases Cantrole “ecteur Adjoint p3it)
2 - 1 -m 1 .
¥ 04542
1t W
& = 0 5 0
|:| L
-1 . -1 -1 \
-2 ] 2 ] 2 4 ] 2 4
10t t t

FIGURE 3.6 — Résultats de la méthode de tir.

3.6 Résolution par la méthode de discrétisation to-
tale

Tout d’abord, nous choisissons N, le nombre de discrétisation, et en suite, nous
discrétisons le controle u(.) et le systeme d’état selon la subdivision de l'intervalle

[07tf] :
O=t)<ti <.ityn1<ty= tf.

Le probleme initial discret devient :

Minimiser J = —z5(ty)
t
Sous les contraintes : x(t;41) = x1(t;) + NNa:Q(ti), 21(0) =0, i =0,..., N,

t .

I'Q(ti—‘rl) = x?(ti) + NNI3(tl)7 ZL’Q(O) = 07 L= 07 sy N7
t .

23(tia) = 23(ts) + ~pults), 23(0) =0, i =0,.. N,

21(ty) =
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3.6 Résolution par la méthode de discrétisation totale

Implémentation de la Méthode de discrétisation totale sous Matlab (voir
I’Annexe B.3) :

On crée une fonction Discretization-Method.m qui permet de résoudre ce probleme.
Le principe est d’utiliser la fonction fmincon.m, cette fonction permet de trouver le
minimum d’un probleme avec contraintes non linéaire et multi-variable et elle utilise
la méthode SQP pour résoudre ce probleme. Le cotit & minimiser est représenté par la
fonction Cost et les contraintes par la fonction Condition.

L’exécution de ce code pour différentes valeurs de NV, nous permet d’obtenir les résultats
suivantes :
— pour N < 200, la solution de type bang-bang-singulier, alors elle est non opti-
male (voir figure (3.7)).
— pour 200 < N < 500, la solution est tres éloignée de la solution optimale (voir
figure (3.8)).
— pour 500 < N < 900, la solution est proche de la solution optimale (voir figure

(3.9)).

— pour N > 900, la solution est tres proche de la solution optimale (voir figure
(3.10)).

N=10 N=50

- ‘ ‘ ; ; ‘ p
o 0.5 1 148 2 25 3 a

DB e
DB e e
04F

3 T R AP A

02k

Ok

OB F e m;m .”.;.” e o] 1] R TETETPRY TR RSP PO PUPUOS SUUPOPRORN SOUSPPPRO

08 : : : q 05

FIGURE 3.7 — Solutions non-optimales.

63



3.6 Résolution par la méthode de discrétisation totale
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3.7 Résolution par la nouvelle version de la méthode Adaptée

3.7 Résolution par la nouvelle version de la méthode

Adaptée
Choisissons le nombre de discrétisation N = 4 et le controle initial admissible, non
dégénéré ug bornée entre dy = =l et dy =1 :ug = [—5,3,—3;3] , € = 1073, et le pas
_ =0 _ 3
h="§%=1

La solution du systeme dynamique de (P) a condition initiale nulle est donnée par :
t
x(t) = /F(t)F_l(s)Bu(s)ds,t eT, (3.17)
0

olt F(t) est la résolvante, solution du systeme : F/(t) = AF(t), F(0) = I3, qui est égale
a:

2 2

1t 2 1 1
Fty={01 ¢t |, FO)'=[0 1 —t |etFlty)=|0
00 1 0 0 1 0

45
3 |, teT
1

S = W

En utilisant cette derniere solution, le probleme initial (P) prend la forme suivante :

J(u(t)) = g{C’(t)u(t)dt — 121354,
ty (3.18)

Ost(t)U(t)dt =g,
—1<u(t)<1,tel0,3],

\

ou C(t) = F(t;)F(t)'B=—t+3et o(t) = HF(t;)F(t)'B = 1> = 3t + 3,

Principe de discrétisation :
Posons 7,1 = 77, avec 77 = 7; + h, ce qui implique :
J+ ) J )

T =[5 51Ul 5.3

Calculons C et Xj :
! 7

C;=[Ct)dt= [(-t+3)dt,j=1, .., N.

Tj Tj
Xj:fcp(t)dt:f(g—St—i—g) dt,j=1, .., N.
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3.7 Résolution par la nouvelle version de la méthode Adaptée

En utilisant les dernieres quantités, le probleme (3.18) devient un probleme de
programmation linéaire suivant :

J(u) = u1 + ug + u3 + 32u4 — max,

?ggul + };glgUZ + 128u3 + 128u4 - 1 (319)

Méthode adaptée :

Choisissions un ensemble des indices initiaux J, = [2] et appliquons la méthode
adaptée du PPL pour le probléeme (3.19).
Apres deux itérations (Voir la solution en détaille dans I'exemple (A.7) ), on obtient la

solution optimale suivante :
1. Le plan optimal est u = [— ;;g, 1, 1, 1].
2. Le support optimal est J> = 1.

Procédure finale :

En utilisant J?, on construit 7, tel que : 7' ={r,jeJo} =3 Le support T,
permet de calculer ¢, = %, ¢l = gf, c, = Z et de construlre y = C’ng ,

ainsi A(t) = —¢/(t)B = 3t* — %Bt + 1 ot ¥(t) est donnée par la formule (2.14).
Construisons la quasi-commande w(t),t € T :

| -1, siA(t) >0,
wit) = { 1, siA{#) <0, te0,3]. (3.20)

Calculons x(ty) la trajectoire correspondante a w(t) :

7N —0,7031
= /ZF(S)—lBu(s)ds = 0,5625
J =0 1,5000

Hx(3) = —0,7031 # 1, alors on construit le vecteur A(7,) :
8
A7,) = 65" (9 = Hx(ty)) = 5 (1= (=0,7031)) = 0,6728.

Par conséquent, || A(,) ||= 0,6728 > pu, alors on change 7, en 7, par la méthode duale
(u = 0,2, parametre de la méthode).

Méthode duale :

Soit t° € 7, tel que A(t°) = maxz(|A(1,)|) = 0,6728, ce qui implique t° = 2. Le
changement du support 7, a 7, consiste a changer le co-contréle A(t) = st —3t+1
a A(t) = A(t) +v(t)d(t), t € T. Pour cela cherchons la fonction :

_Al g
o) = { S s AWy <0, o)
0, si non,
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3.7 Résolution par la nouvelle version de la méthode Adaptée

avec 6(t) = —sign(N)¢ tp(t) = —20t2 + 2t — 2.
Construisons ’ensemble :

Ty(y) ={t €0, 3],7(t) <~}
Nous avons A(t)d(t) < 0 sur U'intervalle [0, ¢ ], ce qui implique

442 5
—42+ 31

<. (3.22)
16 32, _ 16
—stttEt—

(t) =

La résolution de I'inégalité (3.22) revient a résoudre cette égalité :

4 4 1 32 16
—(1+ A2+ =(5+=~)t—=([1+—=)~v=0.

Les racines de cette derniere équation sont :

3(167 — 9)
t1 =3 t tg = ———=
L T4y )
Par conséquent :
3(167 — 9)
T, ={te |0, —————=
et ainsi :
a() = =) + (=) [ 601,
Tg(W)
3(16v—9)
1(47—9)
16 32 16
a() = 0,678+ (L= (-1)) [ |- g+ ot -l
0
D’ou :

() = 2TAT2" — 504367 + 113481y — 40824
1= 81(4y — 9)3 '

Dela : v = 0,4403, v, = 3,1549 + 1,5673¢, 3 = 3,1549 — 1, 5673:.

Nous calculons ¢, a partir de I'’équation A(t.) + vo(t.) = 0 tel que 6(t.) # 0, et
qui implique :

4 5 16 32 16
—2— —t, +1 ——t2+ —t,.—— | =0. 3.23
9" 3 ++%< g1 a7 9) (3.23)
La solution de I’équation (3.23) est :
3666 .,
LT 18097 T
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3.7 Résolution par la nouvelle version de la méthode Adaptée

Puisque §(t2) = 0, alors ¢, = 0, 2026.
Le nouveau support est :
T, = (1, \ t°) Ut = 0,2026.

Ce nouveau support permet de recalculer ¢(7,) = 3,9127, ¢(7,) "' = 0,2555, C(7,) =
2,7974 et ainsi de reconstruire y' = C(7,)¢(7,)"' = 0,7149, et A(t) = —¢/'(t)B =
0,3574t% — 1,1448t + 0, 2172 ou 9 () est donnée par la formule (2.14).

Reconstruisons la quasi-commande w(t), t € T :

[ =1, siA(t) >0,
”(t)_{ 1, siA(t) <0, telo,3]. (3:24)
Calculons x(ty) :
TN 2, 7968
x(3) = / > F7Y(s)Bu(s)ds = | 3,3253
J =0 2, 5947
Hx(3) =2,7968 # 1, alors on reconstruit le vecteur \(7,) :
M7,) = 6(7,) " (g — Hx(ty)) = 0,2555 (1 — 2, 7968) = —0, 4592.
Par conséquent, || A(7,) [|= 0,4592 > p, alors on change 7, en 7, par la méthode

duale.

Méthode duale :

Soit t° € T, tel que A(t°) = maz(|A(7,)|) = 0,4592, ce qui implique t° = 0, 2026.
Le changement du support 7, a 7, consiste a changer le co-controle A(t) =0, 3574t% —
1,1448t +0,2172 & A(t) = A(t) + 5(t)d(t), t € T. Pour cela cherchons la fonction :

(®)
t)’

(
0

st A()d(t) <0,

si non,

7(t) = (3.25)

—N
|

avec §(t) = —sign(\) (7

B

)“lp(t) = 0,1277¢% — 0, 7667t + 1, 1501.
Reonstruisons l’ensemble :

Ty(v) = {t € 10,3],7(t) <~}
Nous avons A(t)d(t) < 0 sur Uintervalle [t., ], ce qui implique :

A(t)  0,3574t% — 1,1448t +0,2172
5(t)  0,1277t2 —0,7667t + 1,1501°

V() = —
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3.7 Résolution par la nouvelle version de la méthode Adaptée

Par conséquent :

(4,8901s + 92, 3888)

T,(v) = {t € [0,2026
o(7) =t € 10,2026, S 0 2103

s

et ainsi :
a() = =) + (=) [ 601,
Tg(’Y)

(4,89015+92,3888)
0,61347540,2193

a(y) = 0,4502 + (1 — (1)) / 0, 127742 — 0, 7667¢ + 1, 1501|dt.
0,2026
D’ou :
™) (6,088273 + 51,003772 + 142, 9280y — 43, 5418)10%
(0% =
7 (16300543533549461s + 45598946227126272)3
Deli : v, = 0, 2764, vo = —4, 3342 — 2, 66207, 75 = —4, 3342 + 2, 66204.
On calcule t, a partir de I'équation A(t,) + vd(t.) = 0, ce qui implique ¢, = 0,4541.
Alors, le nouveau support est :

T, = (T, \ t°)Ut, = 0,4541.

B

Ce nouveau support permet de recalculer ¢(7,) = 3,2406, ¢(7,)~" = 0,3085, C(7,)
2,5458 et ainsi de reconstruire ¥ = C(7,)d(7,)~! = 0,7856, et (A(t) = —¢/(t)B
0, 392812 — 1, 3568t + 0,5352 ol () est donnée par la formule (2.14).

Reconstruisons la quasi-commande w(t),t € T

1, siA(t)>0
t) = ’ = ' 3.26
wit) { 1, si(A@),teo,3]. (3:26)
Calculons x(ty) :
7N 1,0000
X(3) = /ZF(S)_lBu(S)dS = [ 1,9812
- =0 2,0916

Hx(3) =1, alors w(t) est le controle optimal :
1. Le support optimal 7, = 0,454178315170256 ~ 0, 4542.
2. La valeur optimale de la fonction du critere est Jq(u) = 1,8513.
3. La valeur optimale de la fonction du critere est J.(u) = 1,9812.

4. Le temps d’exécution de l'algorithme ¢ = 1, 9608.
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3.8 Comparaison numérique

L’exécution du code (B.4) pour différentes valeurs de N, nous permet d’obtenir le
tableau (3.1) suivant :

N J? Ja(u) T, Jo(uw)  Hx(ty) Time(s)

10 2 1,9588 0,6000 1,2600 0,1080  2,4836
100 16 1,9810 10,4800 11,8504 0,8343  3,2062
1000 152  1,9812 0,4560 1,9719  0,9882 19,1502
2000 303 1,9812 10,4545 11,9796 0,9882 45,0102
10000 1514 11,9812 0,4542 1,9811 0,9999 944.8169
20000 3028 11,9812 0,4542 1,9811 0,9999 3370,5000

TABLE 3.1 — Simulation numérique de la nouvelle version de la méthode Adaptée.

D’apres ce tableau, on déduit :

— pour N petit, la méthode adaptée donne un résultat tres éloigné du résultat
optimal. Ce résultat est amélioré par notre stratégie.

— pour N tres grand (N > 10000), la méthode adaptée donne de bons résultats
au prix d’un temps de calcul accru.

3.8 Comparaison numérique

La résolution de 'exemple académique par quatre manieres différentes, soit avec
des méthodes directes ou bien avec des méthodes indirectes, nous permettons d’étudier
les points communs entre ces méthodes. Dans cette partie, nous présentons une ap-
proche numérique entre la nouvelle méthode et le principe du maximum de Pontryagin
et ainsi une comparaison numérique entre cette nouvelle méthode et la méthode de
discrétisation totale.

3.8.1 Nouvelle version de la MA et PMP
La solution optimale donnée par le principe du maximum de Pontryagin est représentée

par le signe du vecteur adjoint ps(t), i.e. u°(t) = sign(ps(t)), avec

1 9
p3(t) = 5]910152 — (Bpro+ 1)t + 3P0 + 3,

ou bien,

1 9
p3(t) = pio <§t2 —3t+ Q) —t+3. (3.27)

70



3.8 Comparaison numérique

D’autre part, nous avons : C(t) = —t + 3 et ¢(t) = 1t* — 3t + 2 d’apres la nouvelle
méthode. Dela, I'équation (3.27) devient :

p3(t) = — (pop(t) — C(1)),

En posant pjg = =3’ (y : vecteur des potentiels), on obtient :
palt) = —A(t). (3.28)

Le temps de commutation ¢, égal a 7, = 0,4542, et ainsi, le nombre de commutation
est égale a 1, et ceci confirme la remarque (2.2) m < |7,| < (n—1),1e. 1 < |71, | < 1.

La solution optimale est donnée par le controle de type bang-bang :

1 si A(t) <0, t €[0.4542; 3], (3.29)

() = { 1 siA(t) >0, te|0; 0,4542],
La valeur optimale de la fonction du critere J°(u®) = zo(ty) = 1, 9812.
L’étude générale de I’'exemple académique par le principe du maximum, nous permet

de confirmer tous les résultats obtenus dans le chapitre 3 par rapport a la nouvelle
méthode directe.

0.6

0.4

0.2

-0.2

-04

-0.6

FIGURE 3.11 — Répresentation graphique de ps(t) et de A(t).
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3.8 Comparaison numérique

3.8.2 Nouvelle version de la MA et méthode de discrétisation
totale

Le but de cette partie est de comparer les deux méthodes directes qui sont basées

sur la discrétisation totale de I'intervalle de temps. La méthode de discrétisation totale
qui utilise la méthode d’Euler pour transformer directement un probleme du controle
optimal a un probleme de la programmation non linéaire. Ce probleme résultant sera
résolu par la méthode de Sequential Quadratic Programming (SQP) [42].
La nouvelle méthode qui utilise la formule de Cauchy (2.6) pour transformer le probleme
initial au probleme (2.8). Ensuite, elle utilise le principe de discrétisation pour rame-
ner le probleme (2.8) au probleme de la programmation linéaire et enfin on résout ce
probleme par la méthode adaptée de PPL.

Conformément aux simulations faites dans la section (3.6), on remarque que la
méthode de discrétisation totale donne des solutions non-opimales pour un nombre
de discrétisation inférieure a 300, i.e, N < 300, car les trajectoires qui correspondent
représentent deux temps de commutations et de plus, elles admettent un arc singulier.
Contrairement a la nouvelle méthode qui donne un seul temps de commutation pour
une petite valeur du nombre de discrétisation, par exemple pour N = 4, le temps de
commutation est éqal a : t. = 0,75.

La figure (3.12) illustre les résultats obtenus par les deux méthodes pour 300 < N <
1000, avec NM, MDT et Tco désignent respectivement : Nouvelle Méthode, Méthode
de Discrétisation Totale et Temps de commutation optimal, i.e. ¢, = 0,454178315170256.
On observe que chaque courbe de NM et de MD'T peux étre découpé en trois morceaux
différents.

Le graphe NM est représenté par une courbe monotone par morceaux. Tout d’abord,
il décroit sur Uintervalle N € [300; 700] jusqu’a atteindre presque la valeur opti-
male. Ensuite, il croit sur I'intervalle N €]700; 800]. Enfin, il décroit sur l'intervalle
N €]800; 1000] jusqu’a ce qu’il soit proche de la valeur optimale.

Contrairement a la courbe NM, le graphe MDT est représenté par une courbe
croissante avec trois périodes. Tout d’abord, il croit rapidement sur l'intervalle N &
[300; 500]. Ensuite, il croit lentement sur Uintervalle N €]500; 900]. Enfin, il croit
rapidement sur l'intervalle N €]900; 1000].
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L —e— NM
0.46
0-45ZM —=— MDT
0.450 -
0.445 , —@— Tco
0.440 -
0.435

400 500 600 700 800 900 1000

N

F1GURE 3.12 — Comparaison numérique entre la NM et la MDT

On conclut que la précision de la solution est proportionnelle a la valeur N. On
remarque que la courbe qui est donnée par la méthode de discrétisation totale (MDT)
se rapproche d'une maniere progressive de la solution optimale et la courbe tracée par la
nouvelle méthode (NM) se rapproche d’une manieére aléatoire de la solution optimale
comme le montre la figure (3.13) jusqu’a N = 2000 et a partir de cette valeur, elle
décroit vers la solution optimale.

B
0.460 W

0.459 -

0.458 -

0.456 -

0.455 -

I I I I | I I I I | I I I I | I I I I |
0 5000 10000 15000 20 OO(!\I

FIGURE 3.13 — Représentation de la NM du 7, en fonction N.
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3.9 Conclusion

Le tableau (3.2) présente les temps d’exécution de ces deux méthodes, on remarque
que la méthode de discrétisation totale plus cotiteuse en temps par rapport a la nouvelle
méthode.

Le temps écoulé par la NM est négligeable devant celle de la MDT et de plus ce
temps fournis par la NM représente le temps globale, i.e. la durée des trois procédures
de la méthode.

‘ N ‘ Temps d’exécution de la NM | Temps d’exécution de la MDT

300 95,2543 318,874
400 6,7415 399,7060
500 8,4516 1298,36
600 10,6460 2504,10
700 11,2198 3838,05
800 16,7850 5012,34
900 17,9143 7990,00
1000 19,1502 23761,7

TABLE 3.2 — Temps d’exécution de la NM et de la MDT en fonction de N.

Remarque 3.2 On remarque que le temps d’exécution de la méthode de tir est supérieur
a celle de la nouvelle méthode pour N = 4 et N = 10. Ainsi, les deur méthodes
possédent un point commun qui est ["initialisation arbitraire de la condition initiale.

3.9 Conclusion

La solution optimale de cet exemple académique est donnée par :

— un controle de type bang-bang, i.e. u(t) = —1 puis u(t) =1 si t; > Tpin.
— un controle de type bang, i.e. u(t) =1 si t; = Thpn.

— le probleme n’admet pas de solution si ¢y < T}n.
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Conclusion et Perspectives

Conclusion

Ce travail de these a permis d’introduire et d’appliquer une nouvelle méthode directe
de résolution d’un probléeme du controle optimal d’un systeme dynamique linéaire et a
un colit terminal linéaire. Ainsi, il a permis de fusionner la méthode de point intérieur
qui appartient a la classe des méthodes de programmation linéaire avec la méthode de
Newton qui appartient a la classe des méthodes de programmation non linéaire.

Dans ce manuscrit, on montre que ce type de probleme n’admet pas d’arc singulier.
Par conséquent, la solution optimale est donnée par un controle bang-bang. Ainsi, ce
probleme admet au moins m commutations, ou m représente le nombre des états fi-
nales fixés et de plus, il admet au plus n — 1 commutations sur certains conditions, ou
n represente la dimension du vecteur d’état. Ce qui implique que le nombre de commu-
tation est borné entre m et n — 1. Nous avons vu que ces types des méthodes directes
sont développés a partir du principe du maximum de Pontryagin, contrairement, a la
méthode directe de la discrétisation totale.

L’implémentation de la nouvelle méthode, nous a permis de réaliser des simulations
qui montrent que la précision de la solution dépend du nombre de subdivisions de
I'intervalle de temps. L’intérét de celle-ci est une méthode directe qui donne toujours
une solution approchée (suivant les voeux de l'utilisateur) ou une solution optimale
comparativement au principe du maximum qui est une méthode indirecte.

Perspectives

De nombreuses pistes sont envisageables pour poursuivre ce travail. Dans la suite
de ce sujet, les deux points prioritaires a aborder sont :

La premiere piste est d’implémenter la méthode Adaptée décrite dans la (2.4) afin
de confirmer les résultats de la conclusion du chapitre 2

La deuxieme piste est mise en ceuvre la méthode du Support afin de faire des com-
paraisons numériques avec la nouvelle méthode. Cette implémentation, nous permet de
voir si la discrétisation totale est meilleure que la discrétisation partielle de I'intervalle
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3.9 Conclusion

ou bien le contraire.

Ce manuscrit porté sur l'introduction d’une nouvelle méthode directe pour un
systeme et une fonction cott linéaire. Le travail de cette theése peut étre appliqué
pour les problemes au cout quadratique, au cott min-max, au probleme multicritere et
ainsi pour le probleme en temps minimal.

La procédure finale joue un role décisif dans la résolution du probleme (2.1)-(2.5) par
les trois méthodes directes (Adaptéé, Support et Nouvelle méthode). Cette procédure
cherche a vérifier la contrainte Hx(ty) = g, puisque nous avons transformé le probleme
initial au probleme (2.8), en utilisant la formule de Cauchy donnée par I’équation (2.6).
Dans ce cadre, il est tres intéressant de construire une procédure finale pour la méthode
de discrétisation totale, afin de trouver la solution optimale du probleme de départ a
partir de la solution approchée.

Dans ce manuscrit, nous avons traité un exemple académique, mais il est tres
intéressant d’aborder un exemple concret, i.e. un probléeme pratique.
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Annexe A

Résolution d’un PPL a variable

bornée par la méthode adaptée

A.1 Position du probleme

Considérons le probleme classique de la programmation linéaire suivant :

Maximiser Jy(x) = dx, (A.1)
Sous les contraintes : Qx = b, (A.2)
dl S T S dg, (A 3)

ou
— J(u) est le critére de qualité, ou bien le cott,
— x, ¢, dy, dy sont des n-vecteurs réels,
— b est un m-vecteur réel,
— @ = Q|I, J] est une m x n-matrice,
— I ={1,...,m} : Pensemble des indices des lignes de la matrice @,
— J = {1,...,n} : Pensemble des indices des colonnes de la matrice @, avec le
rang(Q) =m < n,
— ( est le transposé du vecteur c.

Notons par M la région réalisable(admissible) :
M={zeR":Qz=>b,d; <z <dy}.

Remarque A.1 Lorsque, il s’agit d’un probleme de programmation linéaire avec des
contraintes inégalités Qx # b. Tout d’abord, il faut le transformer au probléme avec
des contraintes éqalités, il suffit de rajouter des variables d’écarts.

La plus simple maniere de traiter ce probleme consiste a introduire des variables
d’écarts x; et x5, on obtient ainsi les contraintes x+x1 = dy et x —x9 = d; et le résoudre
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A.1 Position du probléeme

par la méthode du simplexe (Méthode deux phases ou M-Méthode)[10, 43, 47]. Dans
ce cas le nombre de contraintes du probleme de programmation linéaire a variable
bornées passe de m a m + 2n, et le nombre de variables de n a 3n, il est clair que la
taille du probleme (complexité) augmente considérablement si les contraintes simples
sont transformées en introduisant des variables d’écarts.

Une méthode adaptée du simplexe pour résolution d’un probleme de programmation
linéaire a variables bornées, sans introduire de variables d’écarts.

Définition A.1

1. Tout vecteur x € R™ vérifiant les contraintes (A.2) et (A.3) est appelé solution
(plan) réalisable du probléme (A.1)-(A.3).
2. Un plan 2° est optimal si :

dz? = max dz.
xT

3. Soit € > 0 donné, un plan x= (solution approchée) est e-optimal si :
Ao’ — daf <e.
Définition A.2 L’ensemble des m indices J, C J, |J,| = m est dit support (appui)
du probleme (A.1)-(A.3) et Q, = Q(I,J,) matrice de support (matrice d’appui) si
det (Q5) # 0.

Dela en choisissant un support J, et tout vecteur z(.J) peut s’écrire sous la forme
o(J) = (@(Jp)x(Jy))s Ty = I\,

ou x(J,) est 'ensemble des composantes sur les indices du support,
x(J,,) est 'ensemble des composantes sur les indices hors-support.

De la méme maniere, la matrice () peut etre décomposée de la maniere suivante :
QU J) = (Q, J,), QU J,)).
En utilisant cette derniere décomposition, le systeme QQx = b prend la forme :
Q= (QI,J,), QU Jy))-(x(Jy), (),
Qu = QL J,)z(J,) + QU J, )x(J,).

Comme @, est inversible, donc on peut calculer les composantes =, = x(J,) en fonc-
tion de z,, = x(J,) :

v, =Q, (b—Q,uz,),
ou@, =Q(,J,).
Définition A.3 La paire {z,J,} formée du plan x et du support J,, est appelée
support-plan (plan-appui) du probleme (A.1)-(A.3).
Définition A.4 Un support-plan {x,J,} est dit non-dégénéré si :

dlj <zr; < dgj, j S JB.
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A.2 Critere d’optimalité et de Suboptimalité

Soit {z,J,} un support-plan non dégénéré de départ. Construisant les vecteurs
suivants :

y =y ()=70Q.",

ou ¢y et A’ sont appelés respectivement vecteurs des potentiels et des estimations.

Par construction, les composantes de support du vecteur A sont nulles :
A, =A(J,)=0.

Considérons un autre plan & = = + Ax et calculons la quantité de ’accroissement de
la fonctionnelle :

ANdg(x) =J4(z) — Ja(x),
=z — cx,
=c A\x
() Da(T) + () Dy,
=d Az, +J Ay,

Comme Qz = b et QT = b, alors QAx = 0, ce qui implique Q Az, + Q, Az, =0 et
finalement, on obtient :
Az, =-Q.'Q, Az,
En remplagant Az, dans AJy(x), on obtient :
N Jy(x) :(—C;Q:QH + c;)Aa:HJd(x),
=—-A Az,

Par conséquent :
Ady(z) ==Y AjAa;. (A4)
jedy,
Comme T est un plan admissible, alors Ax vérifie :
dlj — Ty S A.fj S de — Iy, j e J (A5)

Le maximum de I'accroissement de la fonctionnelle (A.4) sous les contraintes (A.5) :

ANJy(z) = — Z A;Ax; — max,

jeT,
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A.3 Détermination d’un support-plan de départ

dlj — S A.??j S dgj — Iy, ] < JH,

est atteint pour :

AIJ‘ = dlj — Zj, si A]‘ > 0,

Al‘j = dgj - Zj, si Aj < 0,

dlj—l'jSA.ijSdgj—xj, SiA]’:O,jGJH,
est égal a :

Bla, J,) = > Ajlwy—dij) + Y Aj(w; — dyy), (A.6)
jeJh j€Jy

on Jr={jeJ,,A;>0}et J ={jeJ,,A; <0}
La quantité 5(z, J,) est appelée valeur de suboptimalité.

La valeur de suboptimalité est finie si dj; > —oo pour A; > 0 et dy; > 0o pour
A; < 0. Nous considérons les problemes quand §(z, J,) < oco.

L’inégalité suivante est toujours vérifiée : AJy(x) = J4(7) — Jy(z) < B(x, J,), VT € M
et pour Z = 2°, on obtient :
Ja(a®) = Ja(z) < B(z, J,).
De cette derniere inégalité, on déduit le critere suivant :
Théoréme A.1 [1/] (Critere d’optimalité)
Les relations :
rj = dyj, st Aj >0,
rj = dyj, st Aj <0,
dij —x; < Az <dyj —xj, stA;=0, j€J,,
sont suffisantes et dans le cas de la non dégénérescence, elles sont nécessaires pour
Uoptimalité du support-plan {z,J,}.
Théoreme A.2 [1] (Critére de Suboptimalité ou Critere e-optimalité)
Soit € > 0 donné. Pour l’s-optimalité du plan x, il est nécessaire et suffisant de

trouver un tel support J,, pour laquelle la valeur de suboptimalité vérifie l'inégalité
sutvante :

Blx,J,) <e.

A.3 Détermination d’un support-plan de départ

Pour trouver un support-plan admissible, on choisit tout d’abord un plan x qui
vérifie la condition d; < x < dy, et on calcule la quantité Q.

1. Si Qz = b, alors le plan x est admissible.
2. Si Qx # b, alors on ajoute des variables d’écarts.

Ensuite, on choisit un support J, de telle sorte que det (Q,) # 0.
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A.4 Méthode de résolution

La méthode adaptée a été développée par R.Gabassov et F.M.Kirrillov durant les
années 70-80 [12, 14]. Cette méthode est une méthode itérative, a chaque itération de
I'algorithme le transfert {x, J,} ~ {Z,J,} est exécuté d'un support-plan & un autre
tel que :

8w, J,) < B, T,).

En d’autres termes une itération de la méthode adaptée est basée sur la décroissance
de la valeur du suboptimalité. Cette itération est constituée de deux procédures :

1. La procédure de la transformation x ~ Z qui diminue 1’écart de non optimalité
du plan.

2. La procédure de la transformation J, ~ J, qui diminue 1’écart de non optima-
lité du support.

A.4.1 Changement de plan

Soit {z, J,} un support-plan non dégénéré et ¢ > 0 donné, tel que :
Blx,J,) > e.
Le nouveau plan z sera construit de la maniere suivante :
T=ux+0l,

ou [ est la direction admissible, 6 (un réel positif) est le pas admissible maximal le long
de la direction [, tel que : J(z) > J(x).

Le vecteur de direction [ = (I(J,),l(J,)) est construit comme suit :
Sur J,, on pose 0 =1 et

dlj - Zj, si Aj > 0,
lj = dgj — Zj, si A]’ < 0, (A7>
0, SiAjIO,jGJH,
et I(J,) = —Q,'Q,l(J,) pour avoir QT = b.

Pour que z vérifie d; < T < ds, il faut calculer le pas admissible maximal le long
de la direction [ qu’est calculé de la maniere suivante :

d—‘ sil; <0,
0,={ = iy s (A8)
00, sil; =0,7¢€J,,

81



A.4 Méthode de résolution

D’ou :
6, = min{6;} pour j € J,,

et le pas maximal sera :

¢0° = min{1,6;,}.

Dela, le nouveau plan sera = x + 6% et la valeur de suboptimalité pour le nouveau
plan sera :

B, J,) = > Ay —dyy) + Y A7 — doy),

jegk j€iy

= Z Aj(l’j + (90.[]' - dlj) + Z Aj(.fl?j + 90.lj — dgj),
jeJs VS

= Al —dy) + Y Al —dyy) + 0D ANl + Y Aly).
jeg J€T g JeT j€y

D’apres les équations (A.6) et (A.7) , on obtient :

ﬁ(:f’, J}g) :ﬁ(ZE, JB) - 006(‘%7 JB)a
:(1 - 90)6(1}, JB)'

De cette derniere expression, on conclut :
1. Sip(z,J,) =0, alors {z, J,} est optimal.
2. Si B(z,J,) < ¢, alors {Z, J,} est e-optimal.

3. Si B(z,J,) > ¢, alors on passe au changement du support J, ~ J,,.

A.4.2 Changement du support

Le changement du support de J,, vers J,, consiste & changer le vecteur de potentiel
y vers 7, ce qui implique de changer le vecteur d’estimation A a A de telle sorte que :

Bz, J,) < BT, J,)-

Pour cela posons : B
A(J) = A(J) + a1(J), (A.9)

y(I) = y(I) +o"7(1), (A.10)

oll T est la direction de diminution de la fonction duale, ¢° le pas maximal le long de
cette direction.

Calcul de 7 et ¢° :
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A.4 Méthode de résolution

En utilisant la définition de A et y, on obtient :

A=yQ —c =y +o'7(1)Q — ¢ = A+ °7(1)Q.
Dela :
'(J) =7"(1)Q(I, J), ce quiimplique: 7'(J,) = 7’
ce qui donne :

(HQ(I,J,),donc: 7'(I) = T/(JB)le,

T(J,) =7(1,)Q, QU J,).

La procédure de changement de plan consiste a chercher l'indice jo € J, qui va
sortir de la base, par contre la procédure de changement du support consiste a chercher
I'indice 7; € J,, qui va entrer dans la base a la place de jj.

Pour cela posons :

d?]o?
07 si j €J \jOu

Le pas dual est donné par :

oy = jfg}l;{aj}a
ou A
—f, si AjTj < 0,
J
05 = 0, SiA]’:O,Z’j%dlj,Tj>O, OUAjZO,.I’j%de,Tj<O,
o0,  sinon
¢ Le calcul de oy satisfait A;A; >0, Vj € J,

O A(j) = 0.

Cherchons j; tel que o, :_00.
Le nouveau support est :

= (J5\Jo) U J1-

On peut facilement calculer la quantité 8(7, J,,) qui est égale a :

BT, J,) =Y Ajx;—diy)+ Y Aj(T; — dyy),

JjeTh jedgy

Utilisant I’équation (A.9), on obtient :

=A@ —diy) + Y A(F —dyy) +oo( D (& — dyy) + Y (T — day),
]6J+ JEJ g ]6J+ J€J
=1 =0z, J,) +o0( D (T —diy) + > (5 — dy)).
jeJh j€y
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A.5 Itération de l’algorithme

Nous avons : QZ = Qz + 0°Ql, ce qui implique : QI = 0.
Par conséquent : 71 = 0, puisque 7/(J) = 7/(1)Q, de plus par construction toutes les
composantes de 7/(J,,) sont nulles sauf a 'indice jp.

Posons :

ap =Y (T —dij) + Y 7i(T; — day),

jegk j€iy

=Y 7l 0L —diy) + Y Tyl 4 00— dyy),
jers i€y

= Z Ti(x; — dyj) + Z 7;(z; — doy) + QO(Z 7.0 + Z 7;.15).
jeti J€Ty JeTE j€y

D’apres 1’équation (A.7), on déduit :
ayg = —(1 — 90) ZTj.lj = —(1 — 90)7']'0.[]‘0.
jeJ
Donc : B
ﬁ(fa JB) = (1 - Qo)ﬁ($a JB) - 0'0|CY0|.

De cette derniere expression, on conclut :

1. Si B(7,J,) =0, alors {Z,J,} est optimal.

2. Si B(z,J,) < e, alors {7, J,} est e-optimal.

3. Si B(z,J,) > ¢, alors on passe au changement de plan Z ~ Z.

A.5 Itération de P’algorithme

I Soit {x,J,} un support plan de départ.
IT Calculer :

1.y = c’(JB)Q;.

2. A'=yQ —c.
3. B, Jy) = X Aj(zy —dyy) + >0 Aj(x; — dyy).
jegh jeig

> Si B(z, J,) =0, alors {z, J,} est optimal, Stop.
> Si B(z, J,) < e, alors {z,J,} est e-optimal, Stop.
> Sifp(x,J,) > ¢, Aller a III.

IIT Changement de plan x ~~ &

1. Déterminer le vecteur I(.J).
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A.6 Covergence de la méthode adaptée

2. Calculer le vecteur z(J).
3. Calculer la quantité B(z, J,) = (1 — 6°)8(x, J,,).
> Sip(z,J,) =0, alors {z, J,} est optimal, Stop.
> Si B(z,J,) <e,alors {z,J,} est e-optimal, Stop.
> Sip(z,J,) > ¢, Aller a IV.
IV Changement du support J, ~ J,
1. Calculer le vecteur 7.

2. Calculer ¢;, = min{o;}.
j€Ty

3. Le nouveau support est : J, = (J,\jo) U ji.

4. Calculer la quantité 8(z,J,) = (1 — 8°)3(x, J,) — 00|l
> Si B(7,J,) =0, alors {z, J,} est optimal, Stop.
> Si B(7,J,) < e, alors {z,.J,} est e-optimal, Stop.
> Si B(7,J,) > ¢, Aller a IL

A.6 Covergence de la méthode adaptée

Une méthode d’optimisation est dite finie si elle va résoudre un probleme en un
nombre fini d’itération. Chaque itération de la méthode adaptée décrite dans les sec-
tions précédentes consiste a un nombre fini d’opérations.

Théoréme A.3 [14] L’algorithme de la méthode adaptée du probleme (A.1)-(A.3) est
dit fini, st a chaque itération le support-plan résultant est non dégénéré.

A.7 Exemple numérique

Considérons le probleme de la programmation linéaire suivant :

63 45 27 9
Maximiser J(.CE) = 3—2331 + 3—2$2 + 3—23?3 + 5334, (A.ll)
333 171 63 9
S 1 traint D — — — —xy=1 A.12
ous les contraintes 128961 + 128x2 + 128x3 + 128x4 , ( )
—1<a;<1,j=1,4, (A.13)
ou Q) = [%; %; 1%38; %8}, c= [—g—;’, —g—gl'g, —g—;, —3%], b=1,d, =—1etdy=1.

Détermination d’un support-plan de départ
Choisissons le plan initial non dégénéré qui vérifie la condition d; < x < ds.

zo = [—3,3,—3,3) et le support initiale J, = 2.
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A.7 Exemple numérique

Appliquons 'algorithme de la méthode adaptée décrite dans la section (A.5) et en
utilisant le code décrit dans 'annexe B.

Calculons la quantité Qx = g—g = 1, alors la solution initiale n’est pas admissible
On ajoute des variables d’écarts.
Ce qui implique :

1. L’ensemble des indices du support J, = 2.

2. L’ensemble des indices du hors-support J,, = [1,3,4,5].
3. La matrice du support est ), = %.
4. La matrice du hors-support est Q,, = [%, %, %8, 1]
5. Le cott du support C, = g—g.
6. Le cout du hors-support C,, = [g—g, g—;, 3%, —1000].
7. Le déterminant de la matrice du support est det(Q,) = }77;.
8. L’inverse de matrice du support est Q;l = %.
Calculons :
1. Le vecteur des potentiels ¢y = %.

2. Le vecteur des estimations A = [131, — a2 — 25 15020]
1111591

3. Leplanz =[-5,5,-3.3.5
__ 561387

4. La valeur de suboptimalité est 3(z, J,) = 57"

Test : [(x,J,) > ¢, alors on passe au changement de plan.

Changement de plan z ~ ¥

Déterminer le vecteur [(J)
1. Le vecteur de direction [(.J,,)

2. Le vecteur de direction I(.J,) = %07,

I

|
N
ol
N

|
gl
%]

342
Calculons
1. Le pas admissible maximal 6° : §° = min(1, é%%) = %. Ce qui implique : J, = 2.
~ _ [_389 1 _ 4T 380 6431
2. Le nouveau plan = = [—3=, 1, — &=, 555> 756
T4 - __ 61191183
3. La valeur de suboptimalité pour le nouveau plan B(z,J,) = > 75"

Test : B(z,J,) > ¢, alors on passe au changement du support.
Changement du support J, ~ J,

Calculons

1. Le vecteur 7 : 7(Jg) = =1l et 7(J,) = [—%, —1—79, —%, —%].
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2. Lepasdual o : 0j, = m}n(0.3952, 1337.3437, 00, 00). Alors J; = 1.
j€Ty
Par conséquence :
1. L’ensemble des indices du nouveau support J,,

=1.
L’ensemble des indices du nouveau hors-support J,, = [2, 3,4, 5].

2.
: ___ 333
3. La matrice du nouveau support est Qp = 7355
. _ 171 63 9
4. La matrice du nouveau hors-support est Qg = {5z, 155> To5- 1]
5. Le cout du nouveau support C'z = %.
B 45 27 9
6. Le cott du nouveau hors-support Cy = [35, 55, 35, —1000].
7. Le déterminant de la matrice du nouveau support est det(Qp) = 232
9 . 71 . @
8. L’inverse de matrice du nouveau support est Q05" = 3=2.
9. Le nouveau vecteur de potentiels §' = %.
Sestimations A — [ 117 _ 279 _ 135 37028
10. Le nouveau vecteur d’estimations A = [—55¢, —£55, — =55, “5=— ).
= _ 7380 1 _ 47 389 6431
11. Le nouveau plan = [~ 1, — ¢, 507 4ss6)-
e - T\ _ 29779127
12. La valeur de suboptimalité est 3(z,J,) = 5555

Test : 3(,.J,) > ¢, alors on passe au changement de plan.
Changement de plan = ~» ¥

Déterminer le vecteur [(J)

654 218 _ 6481)

1. Le nouveau vecteur de direction I(J,,) = [0, &2, 557, — 4sss)-

N 7\ _ 59732
2. Le vecteur nouveau de direction I(.J,) = 555557
Calculons :
1. Le nouveau pas admissible maximal 6° : #° = min(1, %) =1, ce qui implique
Jp=2.
2. Le nouveau plan ¥ = [—%, 1,1,1,0].

3. La valeur de suboptimalité pour le nouveau plan B(Z, J,) = 0.
Test : , B(%,J,) = 0, alors le support-plan {7, J,} est optimal :

1. Le solution optimale est 2° = [~0.3453,1,1,1] et J7 = 1.

2. La valeur optimale de la fonction du critere est J(z) = 1.8514.

3. Le nombre des itérations de ’algorithme est nb = 2.

4. Le temps d’exécution de 'algorithme ¢ = 0.0245 seconds.

Résolution par la commande linprog sous Matlab :
[z, Jq, exit flag, output, lambda] = linprog(c, | ],[ |, @, b, d1, d2)

Optimization terminated.
Elapsed time is 0.597276 seconds.
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x = [—0.3453; 1.0000; 1.0000; 1.0000]

Jq = 1.8514
exitflag = 1
iterations : 5 ineqlin : [0 x 1 double]
) algorithm : ’large-scale : interior point’ B eqlin : 0.7568
output = cgiterations : 0 lambda = upper : [4 x 1 double]
message : 'Optimization terminated.’ lower : [4 x 1 double]

La méthode permet de donner la solution optimale au bout de deux itérations et en
temps réel. Par contre, la méthode qui consiste a introduire directement des variables
d’écarts (la commande linprog sous Matlab), donne une solution au bout de cing
itérations et en temps plus grand.
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Annexe B

Annexe Code

B.1 Code du probleme en temps minimal

function Time_Min.m

%
%$555555555555333333333333535555555595955559595959333333333333555555595555959599%8%
% Resolution du probleme en temps minimal, en wutilisant fsolve.m,

% pour le systeme :

% zldot=x2,

% z2dot=z3,

% x3dot=u,

% |u|<=1,
%$355335935593599359583593359593558359533593559359593595835953559355935583595%88$
%

clear all ; clf ; clc;

tic; % Initialiser le temps d’execution

%

%******>|<******>|<*****>|<******>|<*****>|<******>|<******>|<************************

global x0; % Variable globale

%

x0=[0;0;0] ; % Condition initiale des wvariables d’etats
PO=[-1;1;1]; % Condition initiale des wvecteurs d’adjoints
tf=4; % Condition initiale de temps final

DB 4 4 5 5 % K o o ok ok K o ook K R ok ok ok K ok ok K K ok ok o ok ok K ok ok K K o ok ok K ok ok ok o R ok ok K K ok ok K K oKk R koK K K
%

% Calculons PO avec la fonction fsolve.m

%
.......................................................................

options=optimset (’Display’, ’iter ’,’LargeScale’, ’ off’);

[ValP0 ,FVAL,EXITFLAG]|=fsolve (@Fonction , [P0; tf],options)
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B.1 Code du probleme en temps minimal

% Si EXITFLAG=1, alors la methode converge, sinon la methode diverge

.......................................................................

%

% Resolution du systeme, en wutilisant la fonction odefd.m

%

.......................................................................

options = odeset (’AbsTol’ ,1e—9,’RelTol’ ;1e-9) ;

%

[t,z] = ode45(@systeme ,[0; ValP0(4)],[x0;ValP0(1);ValP0(2);ValP0(3)],..
options) ;

% Representation graphiques

uo=sign (z(:,6));

%

subplot (231); plot(t,z(:,1),’'m’); axis square;
title (' Trajectoire x1(t)’); xlabel(’t’); ylabel(’x1(t)’);
%

subplot(232); plot(t,z(:,2),’'m’); axis square;
title(’'Trajectoire x2(t)’); xlabel(’t’); ylabel(’x2(t)’);
%

subplot (233); plot(t,z(:,3),’m’); axis square;
title (' Trajectoire x3(t)’); xlabel(’t’); ylabel(’x3(t)’);
%

subplot (234); plot(z(:,1),2z(:,2),’ m’); axis square;
title ( 'Diagramme des phases’); xlabel(’x1(t)’); ylabel(’x2(t)’);
%

subplot (235); plot(t,z(:,6), MarkerSize’,10); axis square;
title (’Vecteur Adjoint p3(t)’); xlabel(’t’); ylabel(’p3(t)’);
%

subplot (236); plot(t,uo,’r’,’ ’LineWidth’,2); axis square ;
title (’Controle’); xlabel(’t’); ylabel(’u(t)’);

%

Time=toc

fprintf(’Temps d’’execution de 1’’algorithme =g/s’, Time)

o7
(¢

%

(4

U

function Xzero=Fonction (X)

%

% Definition de la fonction dont on cherche un zero

%

global x0;

options = odeset (’AbsTol’ ,1e—9,’RelTol’ ;1e—-9) ;

[t,z] = odell3(@systeme,[0;X(4)],[x0;X(1);X(2);X(3)],options) ;
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B.2 Code de la méthode de tir

%
HamEnd=z (end ,4) .xz(end,2)+z(end,5) .xz(end,3)+z(end,6) .xsign(z(end,6) ) —1;
%

Xzero = [ z(end,1)-1 % Condition finale szl (tf)=1
z(end,5)—1 % Condition de tranversalite : p2(tf)=1
z(end,6) % Condition de tranversalite : p3(tf)=0
HamFEnd % tf libre = Hamiltonien (tf)=0
[

(V4

function zdot=systeme (t,z)
%
% Representation du systeme des etats et des wvecteurs adjoints

%

u=sign (3 (6)) ;
zdot = [ z(2)

z(3)

u

0

—z(4)

—z(5) | ; % systeme extremal
(V4

B.2 Code de la méthode de tir

function Tir_Method .m
%
%$33953539533953395399539939$5399539$539$53953953953539533953395339539$39$539$39$53$$398%9%

% Methode de tir simple, en wutilisant fsolve.m, pour resoudre le systeme :

% rldot=x2,

% z2dot=x3,

% z3dot=u,

% |u|<=1,

% tf : temps final fize,

% On veut aller de (0,0,0) a (0,libre, libre) en mazimisant z2(tf).

%5$553535858585555555559555935858585558555559595955553585858585555595959
%

clear all ; clf ; clc;
tic; % Initialiser le temps d’execution
%

Dk sk 3 ok ok sk sk sk sk sk ok ok sk ok ok ok ok sk sk sk sk ok ok ok ok ok ok ok sk sk sk sk ok ok o ok ok sk sk sk sk sk ok ok ok ok ok sk sk sk sk ok ok ok o ok ok ok sk ok ok ok ok ok
global x0 tf ;

%

x0=[0;0;0] ; % Condition initiale des wvariables d’etats

Ip0=[—1;1;1]; % Condition initiale des wvecteurs d’adjoints

tf=3 ; % Temps finle fixe
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Thk % ok kK ok kK ok kK ok oK K KoK K KoK K KK K oKk K Kok oK oKk ok oK K ok ok K ok oK K ok ok K K oK K ok oK K KK K oK K KK K K K K Kok K ok K R ok K ok
%

% Calculons de PO avec la fonction fsolve.m

%
.......................................................................
options=optimset ( ’Display’, ’iter ’,’LargeScale’,’off ’);

%

[PO,FVAL,EXITFLAG|=fsolve (@Fonction ,Ip0, options)

% Si EXITFLAG=1, alors la methode converge, sinon la methode diverge
.......................................................................
%

% Resolution du systeme en utilisant la fonction odelfb.m

%

........................................................... AL ACAE AL
options = odeset (’AbsTol’ ,1e—9, RelTol’,1e—9);

%

[t,z] = oded45(@systeme ,[0; tf],[x0;P0(1);P0(2);P0(3)],options);
.......................................................................
%

% Representation graphiques

%

05’ ,/ // // // /,/ // // // // ,/ // // // ,/ // // / // // /,/

subplot(231); plot(t,z(:,1),’'m’); axis square;
title (' Trajectoire x1(t)’); xlabel(’t’); ylabel(’x1(t)’);

%

subplot (232); plot(t,z(:,2),’'m’); axis square;
title(’'Trajectoire x2(t)’); xlabel(’t’); ylabel(’x2(t)’);

%

subplot (233); plot(t,z(:,3),’m’); axis square;

title (’Trajectoire x3(t)’); xlabel(’t’); ylabel(’x3(t)’);

%

subplot (234); plot(z(:,1),2z(:,2),’m’); axis square;
title ( 'Diagramme des phases’); xlabel(’x1(t)’); ylabel(’x2(t)’);
%

subplot (235); plot(t,sign(z(:,6)),’r’); axis square;

title (’Controle’); xlabel(’t’); ylabel(’u(t)’);

%

subplot (236); plot(t,z(:,6)); axis square;

title (’Vecteur Adjoint p3(t)’); xlabel(’t’); ylabel(’'p3(t)’);
%

Time=toc

fprintf(’Temps d’’execution de 1’’algorithme =g/s’, Time)

oz
(¢

%%

(4

function Xzero=Fonction (X)

%
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% Definition de la fonction dont on cherche un zero

%

global x0 tf;

options = odeset (’AbsTol’ ,1e—9,’RelTol’ ,1e-9) ;

[t,z] = odell3(@systeme ,[0; tf],[x0;X(1);X(2);X(3)],options) ;
%

Xzero = [ z(end,1)—1 % Condition finale szl (tf)=1
z(end,5)—1 % Condition de tranversalite : p2(tf)=1
z(end,6) % Condition de tranversalite : p3(tf)=0
I

(V4

function zdot=systeme (t,z)
%
% Representation du systeme des etats et des wvecteurs adjoints

%

u=sign (2 (6)) ;
zdot = [ z(2)

z(3)

u

0

—z(4)

—z(5) | ; % Systeme eztremal
o7

B.3 Code de la méthode de discretisation totale

%

function Method_Discretization .m

%
%$355335935593599355835933595935958359533593559359593595835933559359593558359388$
% Methode de discretisation totale en wutilisant fmincon.m pour resoudre
% le probleme suivant :

% Minimiser — z2(tf)

% Sous les contraintes

% rldot=x2, x1(0)=0, z1(tf)=1,

% x2dot=x3, z2(0)=0, z2(tf):libre

% z8dot=u, z8(0)=0, z3(tf):libre,

% |ul<=1,

% tf : fize
%$93335599335569335559933559933555993355993355893335559933558933355599335$
%

clear all; close all; clc;

%

i % Initialiser le temps d’execution

Q +
= i o
(¢}
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Thk % ok kK ok kK ok kK ok oK K KoK K KoK K KK K oKk K Kok oK oKk ok oK K ok ok K ok oK K ok ok K K oK K ok oK K KK K oK K KK K K K K Kok K ok K R ok K ok
global tf Dx N;

%

Dx=1; % Condition finale z1(tf)=Dz
tf=3; % Temps final fize

N=100; % Nombre de pas de discretisation
%

u0 = ones(N,1) /2; % Initialisation du controle;

% Point de depart pour fmincon

% Contrainte sur le controle

lb=omnes (N,1) ; % Borne inferieur du controle u

ub=ones (N, 1) ; % Borne superieur du controle u

ok 4 5k k4 ok kK ok ok K ok % K koK K ok oK ok K K ok oK ok ok K o ok K ok ok Kk ok K ok ok Kk ok Kk ok ok oK K kK R ok K R ok K ok Kk ok oKk ok Kk ok Kok

options=optimset (’Display’, ’iter ’, "MaxFunEvals’ ,100, ’TolCon’,le—5, ’
FunValCheck’, ’off’);

%

[u, Fval, Exitflag]=fmincon(@Cost, u0, [], [], [], [], lb, ub, @conditions..
,options)

% Si Exitflag=1, alors la methode converge, sinon la methode diverge

DBk % 5k % 5k K ok ok ok ok K Kok K ok ok K oK oK oK ok K ok ok K ok oK K ok oK K K oK K KK K KK K oKk K K K ok ok K K ok K ok ok K K K KK KK K K K R K

%

% Appel a la fonction Euler_Method

%

%/00000000aa0aaeaaaaaaaaaaaa

[x1,x2,x3]=Euler_Method (u) ;

%/00000aa00a0aaaaa0aaAaaaaaaa

Calculons les trajectoires optimales

X X X K XN

subplot(211); plot(linspace(0,tf N) ,u(1:N),’r’); title(’N=10");

grid on; xlabel(’t’); ylabel(’u(t)’);

%

subplot (212) ; plot (x1 (1:N) ,x2(1:N));title (’Diagramme des phases (x1(t),x2(t..
)75

grid on;xlabel(’x1(t)’);ylabel(’x2(t)’);

%

Time=toc

fprintf('Temps d’’execution de 1’’algorithme =g/s’, Time)

,,,,,

(3 & {33

function [c¢, ceq] = conditions (u)
% Conditions terminales

global tf Dx N;

%
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c=0; % Inegalites mon lineaires.
%

% Appel a la fonction Euler_Method

%

%/000000000a0aaeaaaaaaaaaaaa
[x1,x2,x3]=Euler_Method (u) ;
%060000000aa0aaeaaaaaaaaaaaa

%

% Valeur finale des wariables d’etats
x1f=x1(N);

x2f=x2(N) ;

x3f=x3(N) ;

%

% Calculons Les egalites non lineaires.
% On impose les condition finales : xzf=1, yf=libre zf=libre
ceq= [x1f-Dx;x2f —[];x3f =[] ];

%

function valcost = Cost(u) % fonction objectif a minimiser
global tf N;

%

% Appel a la fonction Euler_Method

%

J/000000AAAA00a00A0AAAAAA00A0
[x1,x2,x3]=Euler_Method (u) ;
J/000000aAA000a000E0AAAAAA00aQ

%

% Valeur finale de |’etat z2(tf)

x2f=x2 (N) ;

varx2=x2f;

% Valeur de la fonction cout = — Valeur finale de 1’ etat z2(tf)
valcost=—varx2;

%

function [x1,x2,x3]=Euler_-Method (u)

global tf N;

%

% Conditions initiales du systeme

x1=0;

x2=0;

x3=0;

%

% Discretisation du systeme continu

for i=1:N
x1(i+1)=x1(i) + (tf./N).*(x2(1));
x2(i4+1)=x2(1) + (tf./N).*(x3(1));
x3(i+1)=x3(i) + (tf./N).*( u(i));

end;

%
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B.4 Code de la nouvelle version de la méthode Adaptée

%

function New_Method(A,H,b,c,dl,d2,x0,tf,JB,N)

%
%$$3335599333559933355993355993335599335559333559933555933355993355593335$
%

% Pc: J(u(tf))=c’z(tf) —> maz Pd: J(u)=c’u —> maz
% dotz (t)=Az(t)+B u(t), Discretisation

% Hz(tf)=g, Qu=yg,

% di<=u(t)<=d2, <

% 0<=t <= tf, Procedure finale dl <= u <=d2,

7’7$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$

%

%

% J(u) : Critere de qualite.

% A[n,n] : Matrice qui caracterise le systeme : Matrice d’etat.

% B[n,1] : Matrice qui caracterise le systeme : Matrice de controle.
% c[1,n] : Vecteur de poids des wvariables dans le critere a mazimiser.
% H[m,n] : Matrice des parametres de [ appareil de la production a tf.
% g[m,1] : Vecteur des signauz sortie de |’ appareil de la production a tf.
% x[n,1] : Vecteur representant l’etat du systeme a l’instant t.

% u[1l,n] : Vecteur de controle constant par morceautz.

% di1 : Borne inferieur du controle.

% d2 : Borne superieur du controle.

% JB : L’ensemble des indices du support.

% tf : Temps final.

%

%

tic; % Initialiser le temps d’execution

[n,n]=size (A); % Dimension de la matrice A

FO0=eye (n,n) ; % Dimension de la matrice identite FO
[m,n]=size (H) ; % Dimension de la matrice H

n=size (B); % Dimension du vecteur colonne B

n=size (g); % Dimension du vecteur colonne g

n=size (c); % Dimension du vecteur ligne c

n=size (x0); % Dimension du vecteur colonne z0

r=size (dl); % Dimension du vecteur dlI

r=size (d2); % Dimension du vecteur d2

[m,nm]=size (JB) ; % Dimension du vecteur colonne JB

%%

global mu epsilon; % Variables globales

mu=0.01; % Parametre de la methode duale

epsilon=le—3; % Parametre de la methode adaptee

(V4

%%
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%0 %% %% %% Test de controlabilite du systeme R0 % %% %% % %%
%%
disp (’Test de controlabilite du systeme’)
disp (’Condition de Kalman : D=rang[B, AxB, ..., A" {n—1}«B|=rand (K)’)
K=ctrb (A,B)
D=rank (K)
nK=length (K)
%
if (D=xK)
disp ( 'Le systeme est controlable’)
else
disp (’Le systeme n’’est pas controlable’)

return;
end ;
%%
Y7 %% % %% %% La resolvante du systeme BT % %% %% % %%
%%
F=[];

t=sym(’t’); % Variable symbolique
% Systeme autonome => F(t)=F0 exp(A t)
F=[F expm(Axt)*F0];
Fl=inv (F);
Ftf=subs (F,t, tf);
%%
W% %% %6%6%%% Calculons p(t) et C(t) T80 0606%6%%%
%%
p=HxFtf«FI«B;
C=c*xFtf*xFI«B;
%%
0% %% %6%%% ok % Probleme discret ok % B0 %606%%%
%%
THEHAESESEHIEIEES 569 Principe de discretisation 565 EIEEHEHIEIEEHEIT
%%
[tn,Q,Cd,C0,gl]=Principe_Dis (p,C,c,H,g,Ftf x0, tf ,N)
%%
W% % %0676 %% Initialisation du controle K000 0606%6%%%
%%
J=1:N;
JH=setdiff (J,JB);
%
for i=1:N

u(e)=(—1)."1.x(d1l1(e)+d22(e)) /2;
end;

%%
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GRAESEHIESEAEIEHS 569 Methode adaptee 569 ESEHIESEHIEIEA %
%%
[jo ,u]l=Adaptive_Method (Q, gl ,d11,d22,u,Cd,JB,JH,nm,N)
%%
if (N+17=0) & (u(N+1)==0)

disp(’'La solution est optimale )

u=u (1:N)

ib=jo+1
else

disp(’'La solution n’’est pas optimale )

return;
end;
%%
YT %% %% % %% ok ok Probleme depart KoKk RI% %% %% %% %
%%
tb=tn (jb); % Initialisation du support
%%
JHAESEHIESEAEIEHS 968 Procedure finale 68 ESEHESEHIESEAT
%%
%$99%333$$ Test : HX(tf)?g $9333559%%
%%
[Xf,Lambda, Delta]=Compute Xtf(H,g,FI,Ftf ,p,C,b,t,tb,tf,dl,d2,x0)
%%
while (HxXf =g)

if HxXf—g
disp(’Le controle w(t) est optimal’)
return;

else
for j=1:length (Lambda)
if sign (abs(Lambda(j))—mu)==1
disp ( 'Methode de duale’)
tb=Dual Method (Delta ,p,Lambda,tb, tf ,dl,d2)
[Xf,Lambda, Delta]=Compute Xtf(H,g,FI,Ftf ,p,C,b,t,tb,tf ,d1l,d2,x0)
else if sign(abs(Lambda(j))—mu)=—1
disp ( 'Etape finale )
tb=Step_Final (H,Xf,g,FI,Ftf ,p,C, tf ,x0,b, Delta,tb,Lambda,dl,..

d2,t)
time=toc
return;
end;
end;
end;
end ;
end;
%%

%$35835855855358558598585585958585585958585585585955855859535855855358558598
%%
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o7

G

function [tn,Q,Cd,C0,gl]=Principe_Dis(p,C,c ,H,g,Ftf,x0,tf N)

%

syms t;

%

h=tf /N

tdis (1)=0

for j=1:N
tdis (j+1)=tdis (j)+h;
a(j,:)=int(p,t,tdis(j),tdis(j+1));
C1(j,:)=int (C,t,tdis(j),tdis(j+1));

end;

tn=tdis ;

Q=q;

Cd=C1;

CO=cd*Ftfxx0;

gl=g-HxFtfxx0;

o7

function [jo ,u]=Adaptive_Method (Q,gl,d11,d22,u,Cd,JB,JH,nm,N)
%

global epsilon;

%

Q=double (Q’) ;

u=double (u’) ;

disp(’Test d’’admissibilite : Qu?g’)

%

it ((Qru—gl)==0)

disp(’La solution initiale est admissible Qu=gl’)

else

disp(’La solution initiale n’’est pas admissible Qu#gl’)

%

disp(’On ajoute des variables des ecartes’)

%

M=1000; %

n=N; %

ua=u %

%

if heaviside (Qxu—gl)==1; % Si Qu>gl1
u=—gl+Q+ua;

else
u=gl—Qx*ua;

end;

%

for i=1::nm
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%

Cd=[Cd’ cm’];
[m,n]=size (Q);
Q=[Q eye (m,m)
d11=[d11;0];
d22=[d22 ’;M];

)

)

nl=n;
ml=m;
[ml,nl]=size (Q);
u=[ua;ul;
%
for i=1:nl
for j=1:n
if i7=j
e=i;
ds(e,1)=e;
end;
end;
end ;
%
JH=setdiff (ds,JB);
N=nl;;
m=ml
%
end;
%
d1=d11;
d2=d22 :
%
if (heaviside (u—dl)==0) & (heaviside (u—d2)==1)
%
disp(’La solution n’’est pas admissible dl<u>d2 ou dl>u<d2’)
%
else
disp(’'La solution est admissible dl<=u<=d2’)

)

)
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%
if (det (QB)==0)
%
disp(’La matrice n’’est pas inversible’)
return;
%
else
QI=inv (QB)
end ;
% Calculons le vecteur de potentiel y
y=Cb*QI;
% Calculons le vecteur d’estimation E
E=y’*QH-Ch;
%
% Calculons la valeur de suboptimalite $ Beta $
El=sign (E) ;

ub=u (JH)’—d1(JH) ’;

Ib=u(JH) —d2 (JH) ’

%

for i=1:length (JH)

%

if E1(i)==
BE(i)=E(i)*ub(i);

else if El1(i)=—=1
BE(i)=E(i)x*1b(i);

else

end ;
end ;
end;
%
disp(’La valeur de suboptimalite B(u,JB)=")
Beta=sum(BE) ;
disp (Beta)
%
if Beta==0
%
disp(’La solution est optimale’)
return;
end;
if Beta—epsilon
%
disp(’'La solution est epsilon—optimale’)
return;
else

%

disp ( ’Passons au changement de plan’)
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%**********************************************************
[u,thetal , jo]=Changement_Plan (QI,QH,E1,JH,JB,dl,d2,u,ub,lb)

%***************************>k>k>k>(<***************************

%
end;
%
if (1—thetal)*Beta==0
%
disp(’La solution est optimale’)
return;
end;
if (1—theta0)xBeta—epsilon
%
disp(’'La solution est epsilon—optimale’)
return;
else
%
disp ( ’Passons au changement du support’)
Dbk o ¢ % o o ok ok Kok ok ok ok Kk ok ok ok Kk ok ok ok ok ok ok K ok ok ok Kk ok ok ok Kk ok ok ok Kk
jl=Changement_Support (QI ,QH,E,JH,JB,d1,d2,u,jo)
DB o ¢ 4 o o % K o ok ok ok K ok ok ok o ok ok K ok ok ok K R ok ok ok K ok ok o o ok ok o Ok
%
JB=setdiff (JB,jo)
JB=union (JB,j1)
%
JH=setdiff (JH,j1)
JH=union (JH, jo)
end ;
%
u=u’;
QQ’;
[jo ,u]l=Adaptive_Method (Q, gl ,d11,d22,u,Cd,JB,JH,nm,N)
07
%%
%
function [u,thetal ,jo]=Changement Plan(QI,QH,El1,JH,JB,d1,d2,u,ub,1b)
%
% Changement de plan uw —> u+thetaxl
%
% Pour JH, on prend theta=1
%
% Determiner |
%
for i=1l:length(E1l)
if BEl(i)==

1(i)=ub(i);
else if El1(i)=—1
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%

1 (JH)=double(1);

% Sur JB
1 (JB)=QI+QHx1 (JH) ’;

%

Lb=double (1(JB));

%

% Determiner theta
%
ubl=d1 (JB) —u(JB) ’;
1b1=d2(JB)’'—u(JB) ’;

%
for j=1l:length (Lb)
%
if sign(Lb(j))==-1
%
theta (j)=ubl(j)/Lb(j);
%
else if sign(Lb(j))==
%
theta (j)=Ib1(j)/Lb(j);
%
else
%
theta (j)=inf;
%
end;
end ;
end ;
%

[theta_jo ,indice_jo|=min(theta);
jo=JB(indice_jo);

%
thetaO=min(1,theta);
%

% Le mouveau plan

%

u=double (u+thetalx1") ;

(V4
(%

%%

(V4
(%
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function jl=Changement_Support(QI,QH,E,JH,JB,dl,d2,u,jo)
% sur JB
if u(jo)=dl(jo)
tl1=1;
else if u(jo)=d2(jo)
t1=—1;
else
t1=0;
end ;
end;
% sur JH
th=t1*xQI+QH;
%
Eg=double (E.xtb) ;
%
for i=1:length (Eg)
if sign(Eg(i))=—="1
sigma (1)==E(i)/tb(1);
i)==0

else if Eg(i)=
a(i)=0;

sigm
else
sigma (1)=inf;
end;
end ;
end;
sigmad=double (sigma) ;
[sigma0 ,indice_jl]=min(sigmad) ;
jl1=JH(indice_j1);
(4

U

%%

o7
function [Xf,Lambda,Delta]=Compute Xtf(H,g,FI,Ftf,p,C,b,t,tbh,tf dl,d2,x0)
%
Pb=double (subs(p,t,th));
Cb=double (subs (C,t,th));
%
if det(Pb)==0
disp(’La matrice du support n’’est pas inversible’)

else

disp(’La matrice du support est inversible’)
end;
Pbl=inv (Pb) ;
%
% Vecteur potentiel
y=Cbx*Pbl;

% Vecteur d’estimation

Delta=y*p—C;
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%

% Temps commutation
tc=solve (Delta),

%
%% *x Le controle w(t) xx %%
%
% dl si Delta(t)>0
% w(t)=
% d2 si Delta(t)<0

%***********************************************************************
[w,ta,tc,tcl]=Controle_w (Delta, tf,tc,t,dl,d2)
%***********************************************************************

% xx Calcul X(tf) *x

%
Som=0;
X=Ftf*(x0+FIxb);
%
for i=1:length (w)
for j=l:length(ta)
J=J;
I=J+1;
if (J°=I)
Xint=int (X) ;
a=ta (J);
b=ta (I);
X1=(subs (Xint ,t ,b)—subs (Xint ,t ,a))*xw(J) ;
Som=Som+X1 ;
if I=—=length(ta)
Xf=Som ;
Lambda=PbI*(g—Hx*Xf) ;
return;
end;
end ;
end;
end;
%
%%
(V4

function [w,ta,tc,tcl]=Controle_w (Delta,tf, tc,t,dl,d2)
%

tcl=setdiff (tc,0);

tcl=double (setdiff (tcl, tf));

tal=[0,tcl, tf];

ta=sort (tal);

%

ta2=[0,(tf+tcl) /2];

ta22=sort (ta2);
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tcl=setdiff (ta,tcl);
%
Deltan=sign (subs(Delta ,t,ta22));
for j=l:length(ta22)
if (Deltan(j)==1) | (Deltan(j)==0)
w(j)=dl;
else

function tb=Dual_ Method (Delta ,p,Lambda,tb,tf,dl,d2)
%

syms t s;

%

[lambda0 , indice_t0]=max(abs(Lambda)) ;
t0=tb (indice_t0) ;

Ql=subs(p,t,t0);
Sigmat=—sign (Lambda) xinv (Q1) *p;
z=simplify (DeltaxSigmat) ;

% temps commutations

Tc=solve (z,t);

%

Tf=[0,tf];

tc=setdiff (Tc, Tf);

% temps en fonction de sigma

Tls= solve(—Delta—Sigmat*s,t);
Tl=setdiff (T1ls, Tf);

%
% Signe DeltaxSigma & Ensemble : T(sigma)
%
Sz=sign (subs(z,t,0))
%

for i=1:length(tc)
for j=1:length(T1)
if (Sz==-1)
t1=T1;
Ts=[0,t1];
else %(sign (subs(z,t,0))==1) & ((sign(subs(z,t,tf))==1))
tece=tc (j);
t1=T1;
Ts=[tcc,t1];
end;
end;

)

end ;
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% Calcul alpha (sigma)
%
SO0=sign (subs (Sigmat ,t,0))
IntegA=abs (int (SOxSigmat ,t))
%
alphaS=—abs (Lambda)+(d2—d1) *(subs (IntegA ,t,Ts(2) )—subs (IntegA ,t,Ts(1)))
Alp=simplify (alphaS)
%
Sigm=solve (Alp, 'Real’ ,true)
sm=double (Sigm)
%
% Delta+sigmaxdelta
%
ts=solve (Delta+sx*Sigmat )
ts=subs (ts ,s,sm)
tss=double (ts )
%
for i=1:length(tss)
if (sign(tss(i))==1) && (sign(tf—tss(i))==1)
%
e=i
Tstar=tss (e)
J%else
%return ;
end;
end;
tstar=min( Tstar)
tbs=setdiff (tb,t0);
tb=union (tbs , tstar)

function tb=Setp_Final (H,Xf,g,FI, Ftf,p,C,tf x0,b,Delta,tb,Lambda,dl,d2,t)
Hxf=double (H+Xf-g) ;
while (Hxf =0)
tb=double (tb) ;
DDelta=diff (Delta) ;
SDelta=sign (subs (DDelta,t,tb));
%
tb=tb+SDelta.x(1./(d2—d1l)) .*(Lambda) ;
Dk 4 o o ok o ok ok ok K KK ok ok ok ok ok ok ok oK ok K K ok ok ok ok ok ok ok K K K K o ok ok ok ok ok oK K K K K o ok ok ok ok ok ok ok K O ok ok ok ok ok ok K o K
[Xf,Lambda, Delta]=Compute_ Xtf(H,g,FI,Ftf ,p,C,b,t,tb,tf,dl,d2,x0)
Dk 3 3 ok sk sk ok sk sk sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok Kk sk ok ok ok sk ok ok ok K Kk ok sk ok sk ok sk ok ok kK KOk ok sk ok ok ok ok ok ok K O sk sk ok ok ok ok ok ok
Hxf=vpa (HxXf—g ,4)
end ;

)

03
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Résumé

Ce travail de these porte sur la mise au point d’une nouvelle méthode directe
de problemes terminal de controle optimal d’un systeme dynamique linéaire.
Cette méthode est constituée d’une fusion entre 'approche de la programmation
linéaire (méthode de point intérieur) et la programmation non linéaire (méthode
de Newton), et elle se décompose en trois étapes : principe de discrtisation,
méthode adaptée et procédure finale. La solution optimale donne par cette
mthode est de type bang-bang.

Dans ce manuscrit, nous développons une approche entre cette nouvelle
méthode et le principe du maximum de Pontryagin. Ainsi, des comparaisons
numriques sont réalisées entre cette mthode et d’autres mthodes numriques di-
rectes et indirectes.

Mots Clés : Controle optimal, Programmation linéaire, Méthode de point
intérieur, Méthode de Newton, Principe du Maximum de Pontryagin, Controle
bang-bang.

Abstract

The objective of this thesis is to develop a new direct method of an optimal
terminal control problem for a linear dynamic system. This method composed
of a mix between the linear programming approach (interior points method)
and the nonlinear programming one (Newton’s method), it proceeds in three
steps : principle of discretization, adaptive method and final step. The optimal
given this is a bang-bang type.

In this manuscript, we developed an approach between this new method
and the Pontryagin’s maximum principle. To achieve this, comparisons be-
tween this method and more classical directs and indirects numerical methods
are performed.

Key Words : Optimal control, Linear programming, Interior points methods,
Newton’s Method, Pontryagin’s Maximum Principle, bang-bang control.
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