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Pérambule

Le présent polycopié de cours intitulé « Théorie de I’Elasticité », s’adresse aux étudiants
de Master | Travaux Publics, spécialité : Voies et Ouvrages d’Art (VOA).

Ce document se divise en six chapitres :

Dans le chapitre 1, une bréve définition, un historique et plusieurs hypotheses fondamentales
sur la théorie d’élasticité ont été présentés, on a situé la théorie d’¢élasticité vis a vis de la MMC
et RDM (Résistance Des Matériaux). Plusieurs lois de conservations sont présentées, a savoir
conservation de la masse, lois du mouvement et la conservation de I’énergie, ainsi que la théorie

d’¢élasticité au centre des disciplines de 1’ingénieur et son intérét.

Le deuxieme chapitre, présente des préliminaires et notions mathématiques, dans lequel nous
avons présenté les régles et les conventions des calculs indiciels, les tenseurs et 1’algebre

vectorielle, en coordonnées curvilignes, cylindriques et sphériques.

Le troisieme chapitre présente la théorie de 1’état des contraintes, des éléments principaux
nécessaires pour 1’étude de la théorie des contraintes sont bien détaillés, a savoir la définition
des contraintes dans le solide, le principe des contraintes de Cauchy, étude du tenseur des
contraintes en un point, contraintes principales et directions principales. Il présente aussi, les
équations différentielles de I’équilibre en coordonnées cartésiennes et les conditions aux limites

d’un solide.

Le quatriéme chapitre concerne la théorie de 1’état des déformations, cette unité traite la
description cinématique Lagrangienne et Eulérienne et la relation entre déformations et
déplacements (petits et grands déplacements), I’étude du tenseur linéarisé en un point est bien
détaillée. Les équations de compatibilité de déformation en petits déplacements et les relations

entre déformations et déplacements en coordonnees cylindriques sont présentéees et détaillé.

Le cinquiéme chapitre est consacré a la relation entre les contraintes et les déformations, il
s’agit de donner un apergu sur le comportement d’un corps élastique linéaire et presenter des
lois de comportement élastique linéaire isotrope. L’influence de la température et quelques

modeles rhéologiques en MMC, ont étés intégres.

Le sixieme chapitre intitulé, formulation classique des problemes en élasticité linéaire permet
de décrire les problemes de type I, Il et Ill, donner les équations générales de 1’¢élasticité
solutions en fonction des déplacements (Equations de Lamé), solutions en fonction des

contraintes (équations de Beltrami-Mitchell).
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Chapitre 1 : Généralités sur la mécanique des milieux continus (MMC

Objectifs du chapitre 1
Les objectifs tracés pour ce chapitre sont :

- Comprendre la position de la théorie d'élasticité vis a vis de la mécanique des milieux
continus et de la résistance des matériaux.

- Connaitre les hypothéses de base de la théorie d'élasticité.

- Distinguer les problémes de calculs des structures.

- Donner un apercu sur la mécanique des milieux continus au centre des disciplines de
I'ingénieur.

- Connaitre les lois de conservations.

1.1 Introduction

La mécanique des milieux continus, est une branche de la mécanique qui a pour objectifs I’étude
dynamique (en mouvement) ou statique des milieux continus. Cette branche peut étre consideré
comme étant la science de 1’ingénieur par excellence, elle permet de décrire et comprendre le
monde matériel qui nous entoure et les phénomenes courants qui se déroulent. Elle s'intéresse
aux solides déformables, aux fluides (liquides et gaz) et aux matériaux présentant des
comportements intermédiaires. La MMC englobe 1’élasticité, la plasticité, la mécanique des
fluides et la résistance des matériaux (RDM). La théorie de I’élasticité est 1’étude du
comportement des solides déformables homogenes isotropes et parfaitement élastiques avec
une loi de comportement linéaire. On y ajoute une hypothése simplificatrice supplémentaire :
les déplacements sont petits. La théorie de 1’élasticité étudie les déplacements, les déformations
et les contraintes dans un solide soumis a des forces extérieures. Les actions extérieures se

classent en deux catégories :
= Les forces de volume
Ce sont des forces réparties dans tout le volume du corps solide. Il peut s’agir :
- Des forces de pesanteur (poids propre du corps solide).
- Des forces magnétiques (électromagnétiques).
- Des forces d’inertie en cas de mouvement du corps solide.
= Les forces de surfaces
Ce sont des forces qui agissent en surface du corps solide. Il s’agir :

- Des actions de contact produites par un corps sur un autre.
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- La pression atmosphérique.
1.2 Historique

Le développement de la théorie d’élasticité a travers le temps a connu un progres important
durant des années, tout a commencé par 1’é¢tude de Galilei Galileo, qui a considéré en 1638 pour
la premiere fois la nature de la résistance des solides a la rupture. Puis vient la découverte de la
loi de Hooke en 1660, traduisant la proportionnalité entre les contraintes et les déformations.
Suivie de la formulation des équations générales de Navier en 1821, qui permet de réduire tous
les problémes des petites déformations des corps élastiques en un calcul mathématiques
linéaire. En 1705 James Bernoulli dans son expérience a constaté que la résistance a la flexion
des poutres n’est autre qu’un couple proportionnel a la courbure. Euler et Bernoulli en 1751 ont
abouti a I’équation différentielle de vibration latérale des barres travaillant en flexion, en faisant
varier les fonctions énergétiques. En 1776 Coulomb a étudié la flexion des poutres a petites
sections pour déterminer la position de 1’axe neutre. Thomas Young a pu définir la différence
entre la résistance au cisaillement et la résistance a la traction ou compression. C’est a partir de
1920 que les travaux ont etés conduits dans le but de découvrir les lois générales traduisant les
phénomeénes physiques réels et processus analytiques de résolution. En 1822, Cauchy a pu
introduire la notion de contrainte en un point d’un solide, définie la relation entre les contraintes
et les déformations et découvre les équations d’équilibres ou les composantes de contraintes
sont reliées aux forces distribuées sur le volume d’un solide. En 1921, en partant de la
conception Newtonienne concernant la constitution des corps et en supposant que les réactions
sont dues au forces intermoléculaire, Navier a pu définir 1’équation du mouvement au point

matériel [1].
1.3 Hypothéses de base de la théorie d’élasticité
Les matériaux envisagés sont supposés homogenes, continus et isotropes [2] :

e Homogénéité : On admet que tous les éléments constituant le matériau ont une structure
identique (mémes propriétés physiques, en n’importe quel point tel que : la masse
volumique, densité).

e Continuité : C’est un milieu dans lequel les propriétés physiques varient de fagon
continue d’un point a un autre.

e Isotropie : Un solide est isotrope lorsque tous les points de la structure ont les mémes
propriétés élastiques (E et v) dans toutes les directions, généralement assurée a 1’échelle

macroscopique.
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e Lineéarité : Les matériaux sont utilisés dans le domaine élastique, ce qui se traduit par

une relation linéaire entre les efforts et les allongements (Loi de Hooke)

oA

/|«

Figure 1.1 : Loi de Hooke.

1.4 Classification des corps
Il existe trois modeles de corps solides :

e Corps unidimensionnelles : 11 s’agit des corps solides ayant une dimension
prépondérante par rapport aux deux autres dimensions, comme les barres, les cables, les
poutres et les ressorts.

e Corps a deux dimensions: Il s’agit des corps solides ayant deux dimensions
prépondérantes par rapport a la troisieme dimension, les plaques, les dalles et les corps
mince.

e Corps a 3 dimensions: Il s’agit des corps solides ayant les trois dimensions

comparables, on distingue : Barrage, murs de souténement, les fondations.
1.5 Position des problemes de calcul d’une structure
Les données relatives aux calculs d’une structure sont de trois types :
- Lagéomeétrie de la structure qu’elle soit locale ou globale.
- Le ou les matériaux constituants la structure.

- Les conditions aux limites, qui constitue le chargement auquel la structure est soumise
(conditions aux limites en forces) et les attaches de cette structure (conditions aux

limites en déplacement).

A partir de ces données, il faut arriver a une solution de cette structure c.a.d. la connaissance en
tous points de la structure du tenseur de contraintes, de déformation et de déplacement, cette

solution est possible grace a 1’existence de trois systemes d’équations :
- Equation d’équilibre dans 1’¢lément de volume.

3
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- Les équations de la cinématique.
- Des lois de comportement.
1.6 Mécanique des milieux continus au centre des disciplines de I’ingénieur

La mécanique des milieux continus se trouve au centre des disciplines suivantes : le génie civil
(calcul des structures), génie mécanique, la biomécanique, la mécanique des fluides, le design
de nouveaux matériaux. Les préoccupations de I’ingénieur pour le calcul des structures sont
[3]:
- Résistance. La structure doit pouvoir supporter et transmettre les charges externes qui
lui sont appliqués ;
- Rigidité. La structure ne doit pas subir des déformations excessives lorsqu’elle est
sollicitée a des charges extérieures ;
- Stabilité. Un léger changement des conditions extérieures ne doit pas conduire a une
réponse disproportionnée de la structure ;
- Endurance. La structure soumise a un chargement cyclique (répété) doit pouvoir

supporter sans rupture un nombre important de cycles.
1.7 Lois de conservation

Les ingrédients essentiels de la mécanique des milieux continus sont les lois de conservation de
la masse, de la quantité de mouvement, du moment cinétique et dans une moindre mesure de

I’énergie [4].
1.7.1 Conservation de masse

Soit p la masse volumique (densité de masse), V le volume, t le temps. La masse totale est [3]:

m=[ p dV (1.1)

Et la loi postule qu’elle reste constante :

am _
dt

1.7.2. Lois du mouvement (Euler 1776)

d
EIV P AV =0 . (12)

En appelant & la vitesse, p# la densité de quantité de mouvement et Fj, la résultante des forces

extérieures (Figure 1.2), la loi de la quantité de mouvement s’écrit [3] :

d — —_—
Efv PUAV = Fr (1.3)
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Si % est un vecteur issu de Dorigine (figl.2), p ¥ la densité du moment cinétique et My le

moment résultant, la loi du moment cinétique est :

L RAPTAV =My oo (1.4)

atJv
Dans (1.3) et (1.4), on peut exprimer 17"; et WR) a I’aide des forces de volume f et des forces de
surface t (A désigne la surface englobant le volume V) ; dans le terme de gauche, on peut dériver
sous le signe intégral, en tenant compte de (1.2) et de ce que les limites d’intégration sont fixes,

en appelant @ = dv'/dt I’accélération, on obtient :

J, padv=[, fdv+[ TdA=F; ... (1.5)
f, ® npddV=[, R AfdV+[, FATAA=Mg oo, (1.6)

VX

XX,

Figure 1.2 : Lois du mouvement.
1.7.3. Energie cinétique

L’énergie cinétique Ecin, ’énergie interne Eme, la puissance des forces extérieures P et les
puissances d’autres sources extérieures (thermiques, électrique...) pouvant contribuer a

I’énergie, groupées dans la notation @Q, sont liées par la loi de conservation de 1’énergie :

‘“f% + ‘“fi—tn SPHQ e, (1.7)
Pour un milieu continu, I’énergie cinétique s’exprime par :

Ecin :fv PU VAV et e e (1.8)
Et I’énergie interne peut s’écrire :

Eimt=[, €0dV (1.9)

A T’aide de I’énergie interne par unité de volume e ; enfin, la puissance des forces extérieures

vaut, avec fet £ :
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P=[, f5dV+[, THdA .. (1.10)

e : densité d’énergie interne.
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Objectifs du chapitre 2
Les objectifs tracés pour ce chapitre sont :

- Connaitre les notions vectorielles et tensoriels

- Maitriser la notation indicielle.

- Apprendre a effectuer les opérations vectorielles et tensorielles (produit scalaire, produit
vectoriel produit mixte, changement de repere...)

- Maitriser le calcul vectoriel et analyses tensorielles.

2.1 Vecteurs et tenseurs

La mécanique des milieux continus fait un usage important des champs scalaires, vectoriels et
tensoriels, grace aux opérations vectorielles et tensorielles on peut écrire les equations de la

mécanique de maniere intrinseque. Une grandeur physique peut é&tre représentée
mathématiquement par [3] :

- Un scalaire (masse volumique, température, concentration d’un polluant, etc.).
- Un vecteur (accélération, forces volumiques, couples volumiques, etc.).
- Un tenseur d’ordre 2 (déformations, contraintes, etc.).

- Un tenseur d’ordre supérieur a 2 comme par exemple le tenseur d’élasticité qui est
d’ordre 4.
2.1.1 Vecteur

Dans un espace Euclidien a trois dimensions, sur les corps des réels R3, nous distinguerons trois

vecteurs unitaires notés €1, €2 , €3, associés respectivement aux axes Xi, Xz, X3. Soit B ( €1, €2

, €3) une base orthonormée (figure 2.1). Un vecteur Vest représenté par ses composantes Vi,
V2, V3 [5] :

> _ - - = 3 -
V=Ve +V,e,+Vie;=37_1Vie; i (2.1)
A
X2
Va ™.
T vV
:
—)“ 1
e
2 R E Vl R
V3 = e 7 X1
e3 e
&

Figure 2.1 : Coordonnés d’un vecteur

7
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Les vecteurs de base €1, €;, €3 ont respectivement pour composantes : (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1).
En utilisant la convention de sommation, ou convention d’Einstein, on écrit: 7 =y,

. - C Vi
En notation matricielle on écrira : V={7}= {Vz}
Le vecteur transposé : VT =V} = (V)= (1, V, Vi)
Le module d’un vecteur V de composantes (V1, V2, Va) quelconques relatives au repére

orthonormé (O, €1, €2, €3), est notée || V||.

WVl = VVEHVZEHVZ i, (2.2)

2.1.1.1 Permutations

On introduit les symboles de permutation de Lévi Civita comme suit [5] :

+15ii,j, k est une permutation paire de 1,2,3
Eiji = —1 sii,j, k est une permutation impaire de 1,2,3
0 si deux indices sont répétés

Les permutations paires de 1,2,3 sont donc : (1, 2, 3), (3, 1, 2) et (2, 3, 1) et les permutations
impaires : (2, 1, 3), (1, 3,2) et (3, 2, 1).

€ijk + Sont les composantes d’un tenseur du troisieme ordre qui représente par exemple, la
forme tri linéaire produit mixte : (L_f, v, W) = & UV, Wy
2.1.2 Operations vectorielles

2.1.2.1 Somme vectorielle

La somme vectorielle analytique (ﬁ,V) est un vecteur Wexprimé analytiquement par la

relation suivante :
W=U+V=WU+V)e;+ Uy, + V) &5+ (Us+ Vs ez ...... (2.3)
2.1.2.2 Produit scalaire

Le produit scalaire de deux vecteurs U, V est un nombre réel égal au produit des modules de

ces vecteurs par le cosinus de I’angle 8 qu’ils forment entre eux [6] :

7. W = ||0][|V| cos (U; V)
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En notation matricielle :

VW = (Vw3 [W]cosce) __ ! T

En notation indicielle :

. el

[llcoscey| - Iull

Figure 2.2 : Produit scalaire de deux vecteurs [6].

2.1.2.3 Produit vectoriel

Soit p le produit vectoriel des deux vecteurs Vet W , il s*écrit comme suit [7]:

Notation indicielle :

X3
p=V AW =€, VWgé;, i,j,k=14a3
W AV
En notation vectoriel : B4
- - - L_-._'U i_: > X
€1 €2 €3 1 Ta o X
p=det| Vy Vo Vo | oo, (2.6) I\.ﬁ
Wl WZ WS I
Xy 1
¥ w vAl

NB: é Aé, =¢é;
Figure 2.3 : Produit vectoriel de deux vecteurs [7].
On aaussi : AABAC = (A.C).B— (B.C).A
(A AB)(C D) = (4.¢)(B.D) - (4.5)(8.¢)
2.1.2.4 Produit mixte

Soit U,V et W trois vecteurs appartenant a la base (e1, &2, &), leur produit mixte est comme

suit :

En notation indiciel : U.(VAW) = €, UV,\Wx oo (2.7)
Uy U, Us

On notation vectorielle : U.(VAW) = det |Vy V. V3
Wy W, W

Ou : €;ji : est le symbole de permutation.
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2.1.3 Application linéaire de E dans E

Soit A une application linéaire dans la base orthonormée B ( €1, €2, €3) ; elle est représentée par

une matrice 3x3 notée [A] [7] :

A11A12A13
A21A22A23
A31A32A33

[A] =

Si W est un vecteur tel que W =[A]{V}, alors les composantes de W sont données par :

Wy = A1, Vi + AV, + A3V
Wy = Ay Vi + AV, + Agsls
W5 = A3 Vy + A3V, + A3V

En utilisant les conventions de sommation : W;=4;,V;
En notation vectorielle :  {W}=[A]{V'}

e 1sii=j
On définit les symboles de Kronecker [7] par:  §;; = Osii+]

= 811612013 1 00 ~
En particulier I’application identité I est représentée par la matrice : [6;;] = 1621622523] = [0 10 ]: I
I est une matrice appelée matrice identité.
2.1.4 Tenseurs

2.1.4.1 Tenseur du second ordre

Un tenseur du second ordre T est un opérateur linéaire qui fait correspondre & tout vecteur V de

~Jil

I’espace Euclidien un vecteur W de ce méme espace : W =T

Cet opérateur peut étre représenté par une matrice 3x3, notée [T] ou T, telle que : W;=T;;V;
En notation matricielle [5] : {W} =[THV} ou W=TV

e Un tenseur est dit symétrique si Tij =Tj;
e Un tenseur est dit Antisymétrique si Tij = -Tiji
e Un tenseur est dit isotrope si Tij=t 6jj; t € R.

On peut toujours décomposer un tenseur en une partie symétrique et antisymétrique :

=i

:?S‘F ’1=1A ou Tl] = Tl'js + TjiA

=i

1 = 1
S=_(Ty+ T T4 =5 (Ty; —Tp)
2.1.4.2 Trace d’un tenseur

La trace d’un tenseur d’ordre 2 est la somme de ses termes diagonaux :

10
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TT('T") = Tii == T11 + T22 + T33 ................... (27)

2.1.4.3 Produit tensoriel

On définit le produit tensoriel du vecteur U par le vecteur V, noté U® V comme le tenseur

d’ordre deux, défini par la forme suivante [7] :
Notation indicielle : U V =UVé®é . ij=1a3.... (2.8)

Notation tensorielle : UV, UV, UV,
UpV, UpV, UyV,

Usv, U3V, U3V,

I® V =

2.2 Changement de repere

2. 2.1 Matrice de passage

Soit E un espace vectoriel muni d’une base orthonormée B (€1, €2, €3) et B’(?l , 8" ,?3), une
nouvelle base orthonormée dans cette espace, SoitV €E.
Dans B: V=V, &
Dans B’ : V'= V', e
Exprimons le vecteur ¢1dans B :
?12 (?1 51) é1 +( ?1. 52) ér+ (?1 53) é3
= C0S (?1? €1) €1 + C0oS (?1? €2) €2+ COoS (?12 €3) €3
=Qu €1+ Q1262+ Q3 €3
=Qiéj (j=1a3).
On definit la matrice de passage [Q] telle que [7] :

€' 1=Q11 € 1+Q12 € 2+Q13 €3

e 2-Qn € 1+Q2 € 2+Q23 €3

€' 3-Qz € 1+Q32 € 2+Q33 €3

Figure 2.4 : Changement de base.

Ou encore, en notations indicielles : €’ i = Qijj € j
En notation matricielle : {e'1-[0]{e}
2.3 Polynéme caractéristique

Les valeurs propres d’un tenseur du second ordre (dimension 3x3) sont obtenues par la

résolution de 1’équation caractéristique [5] :

PO = Det(A—AD) e e (2.9)

11
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Soit en développant : P(A)=lIz-A lo + A% 11- A3
Avec: 11=Det (A)
I = % (AiAj; — AjA; :%((TFA)Z — Tr(A)?)
ls= A;; = Tr (A)
I1, 12, I3sont appelés les invariants fondamentaux du tenseur A.
2.4 Calcul vectoriel et analyse vectorielle

2.4.1 Analyse vectorielle

2

5 les opérateurs exposes dans cette partie
ni

On note d’une virgule la dérivée partielle, soit i =
seront exprimés dans un repére cartésien orthonormé [7].
Soit f une fonction scalaire des variables x;, x,et x5.

Le gradient d’une fonction scalaire est un vecteur :

ox;
— > of \ . of
gradf =Vf =fie; =45~ 1fi=a_xi

of

axg
Le laplacien d’une fonction scalaire est un scalaire

2 2 2
N I i

+
ox? = 0x2  0x?

Af = fu=

Soit V une fonction vectorielle, la divergence d’un vecteur est un scalaire :

iy O Ve 0V
WY s i T ey T e, T ox,

Le rotationnel d’un vecteur est un vecteur

o _ov,
axz 6x3
—_— s fcd aVk - 6V1 6V3
rotV=VAV=¢r—e =4 7~ 57—
l]k ax] t aX3 6x1

v, av,

6x1 axz

Le gradient d’un vecteur est une matrice

12
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aovy oy vy
a_9‘71 0x7 6_x3
av, v, 0V,
ox1  0xp 0%
Vs Vs Vs
ox1  0x, 9%

gradV: V.V=

Le laplacien d’un vecteur est un vecteur

oT. oT; oT;
1 12 4 13

6x1 axz 6x3
= > 0Tz 0Tz 0Tp3
AV = Tij‘jei = 9%, + 9% + 9xs

JT: oT: oT:
31 + 32 + 33}
axl axz 3x3

2.5 Formules essentielles en Mécanique des Milieux Continus

2.5.1 Coordonnées cartésiennes orthonormées
Soit [7][4] : OM = x&,+ Y&, + z&,
V=Veé.-+ V,€, + V€, un vecteur

Alors :

v, AV, AV
ox 9y oz

- — . oV oV avV;
V) =2ta@e =52 22 22
! av, av, av,
ox 9y oz

w7 =2 —y = Tr((V) = 9(V): T = 2y OV e
divV =7 =V =Tr(V(V) =V(V):] = = P>

Lo OV OV, OV,
wV=—+4+—-—4+—
divV ox + dy 0z

— — — 2y, —
AV = divi (V) = %a = V8 = AV = AV,8,+AV, 8, +AV,8,

Soit f une fonction scalaire, alors :

of
ox
of
2y
of
oz
2f _9%f | 9%F | 9%f

¢ =1i= a2t o

gradf =Vf =f.e; =

Af =

Onjonj

Soit T un tenseur d’ordre 2

13
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Txx Txy sz
T=T;éi®€=|Tyx Tyy Tys
]
sz sz TZZ
0Ty x 0Txy n 0Ty
dx ady 0z
oT; OT; oT;
yx yy yz
divT = TU] P + 3y + p
0T,y 0Tzy 0T,
dx dy 0z
_ 07Ty 3i
92 el ® 8] - Tl] KK el® €j
xk

2.5.2 Coordonneées cylindriques

En coordonnées cylindriques [7] [4] :

Soit: OM = ré,+1 0 8¢ + 28, et

am_é_ am_rg . 00M _
ar T a9 T T0 0 Tu, Tz

d(OM) = dr é, +r (dé,) + dr 6 &, +r df &y +r0 dés+dzé,

oz

6r:O

Soit f une fonction scalaire :

deg

ar

divV = Tr(V(V)) =

AV = div¥ (V) = (4,

gradfzﬁfza—

Af = div(V.f) = arz

:01

de;

or =0
de; _
a0 =0
de; _
0z -

v, 1( av, v,
T st —_ Ve i
or r\ 06 d,
—_ = A 1 ( Vg ) Vg
gradV=Vv.v= ar r\ a6 Vr d;
av, 1 v, av,
ar r 060 d,
V. T = v, 19V, 10V . AV,
v():I'= or r or r 96 + 05
20Vg Vi) o 209V, V
— 550 ) (Ve + 555 — ) 8 + A2
10f -
+:2g,+Ls
1af 1 9%f n 9%f
rdr = r2 902 dz2

14
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Soit un tenseur T symétrique du deuxiéme ordre :

_ Trr Tr@ Trz
T=|Tor Too Toz
Tzr TZB Tzz
0Ty . 1 0Tyg 0Ty Trr—Tog
(ar +r a0 + dz + r 1
. =\ 6T9T 1 6T99 ang 2Tvg
div(T)= -5 t- 7, t 2 + =
0Tzr , 1 ang_I_ 6Tzz+ Tyr
or r 00 0y T
=Y
/- —"\
\\ == ----_./
H ez
. </—é’a
g
z
\\-, g
o =%

Figure 2.5 : Coordonnés cylindriques
2.5.3 Coordonnées sphériques

En coordonnées sphériques [7] :

._—>_ - aOTVi_—) OO’M_ - OW_ . -
Soit: OM =re,. 5 = 6r 5, =Téget 29 =rsinfe,

d(m) =é.dr+rdbféy +rsin ¢ €,dep

3% _ deg _ ey _

ar 0 ! ar 0 ! ar 0

e, _ o deg _ - de, _

20 €0 0 ¢ 0 58 0

;. . . o deg 5 88, . 5 5
—=3inf e —=cosfe —= =sinf e, — cosBe
op P By LR 1) r o

Soitun vecteur: V =1V, &+ Vyéy+ Ve &,
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Chapitre 2 :
vy 1(9v, 1 AV,
or r ( a6 Ve ) r (sme ¢ V(p)
y=v.v=| 2% 1(29ve (L _
grad V=v.v= or r ( 00 +h ) (sme do cotgH )
Wy 1% 1(_L %
or r 90 (sm@ do + COtg9 Ve VT)
.7 SN T 0V Ve, 10Vg 1 9V Vg
divV =V():I = . +2 —+ - _rsm9 o0 +cotg9

(AV N 2 v 1 N d(sinb.Vy) 1 dVy)
" rz \"sing 26 sind 9

- 1 (9V, Vg cosf 0dV,
= divV(V) 0 r2 \ 9y 2sin?0  sin?6 0@

~—

AV, +2—,2 <ai+ cotgg 20— o )
\ r2sinf \ do 6(,, 2 sin@ | J
NB:AV . ,AVy, AV, voir Af ciapres.
e Soit f une fonction scalaire, alors :
gradf =V.f=¢L 22— 3’;)
Af = div(gradf) = F i:gz +5 cotg9 += 5;29 327];

e Soit un tenseur T symétrique du deuxiéme ordre
3 TTT Tre Tr(p
T=[Tor Tos Toqy

Tfpr T<p9 Tqu)

Tyr | 1 OTrg 1 0Trg 1
or r 06 rsing ¢ + (2 Ty —Tog + Trg COtgH)

_ aTgr 1 0Tgg 1 aTg(p
div (T)= T e T e o0 + = (( Too — Ty )cotge +3 Trg)

6T<pr l 6T(p9 1 aT(p(p 1

16
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Figure 2.6 : Coordonnés sphériques.

2.6. Applications
Exercice 1
Ecrire sous forme indicielles les expressions suivantes :
a) K1 X1X1 + KipX1 Xy + Ki3X1 X5 + K1 Xo Xy + KXo X,
+K53X,X3 + K31 X3X, + K3,X3X5 + K33X3X5

b) dy; 9yj | dy; 9y; | 9y; 9y;

dy1 0y 0y, 9y, dys 0y3

Y2 = A1 X1+A42,X; + A3X;

Y1 = A1 X1+A12X; + A13X5
c)
V3 = A31X1+A3,X; + A33X3

Exercice 2

Dans une base orthonormée B (é;, €, €3), on consideére les vecteurs suivants :

(0) . (v2) . (0
fpo- (-
1 0 1

e Calculer: |U

I_/)l; ﬁ.V:ﬁAW; (l_J);I_/);W)

)

Example 3
o (Axf
Soient: f = Ax} + Bxj ; V =1{Bx2
0

- Effectuer les développements suivants : divV ; div(gradf); dw (grad V) ;

17
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ax? 0 0 ax?
A=|0 pBx2 0|;A=<px?
0 0 yxi yo3

- Effectuer les développements suivants : grad(WZ) ; grad (div?)
Exercice 4
Dans une base orthonormée B (€, €5, €3), on considere les vecteurs suivants :

12/251 3/5 (—16/25\

2 - - N
4 ={ 1 }.e’l = _9/25 = 4/5 ey = i 12/25 f
-1 4/5 ) 0 3/5

a) Déterminer le vecteur unitaire 7 tel que :

b) Vérifiez que les vecteurs unitairese’;, e’,, e';forme une base B’ orthonormée.

c) Ecrire la matrice de passage [T] de B vers B’

d) Déterminez les composantes de Vdans la nouvelle base B’.
2.7 Correction
Exercice 1
Ecrire sous forme indicielles :

a) K;;jX;X;,iet]:indices muets

dy; Vi | . ..
b) 22 2y - indice muet
Oyk 0Yk

¢) ¥i = A;Xj, ] indice muet

Exercice 2

C(0)) L (vVZ) . (0
Nousavons:Uz{\/E};Vz{o};W={1}

o Calculer |U]: |U] =\/U12+U22+U32=\/02+\/§2+12=\/§

o Calculer |V|: |V|=VZ+VZ+VZ= \/\/EZ +02402=+2

18
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e CalculerU.V:

- = Vl \/E
UV=(U, U, Uy NHVot=(0v2 1 ){0{=0v2+v2.0+1.0=0
V3 O
e CalculerUaW:
€1 & & € & €
p=det| V; V, Vs |=det|y2 o0 o|=¢é [(0.1-1.0)]-¢[(V2.1-00)]+
Wy W, Wi 0 1 1
&;[(vV2.1-0.0)] =08, —V2 & + 2 &
o Calculer (U;V;W):
U(VAW) =det|Vy Vo Vi|=det|yz 0 o
Wy W, Ws 0 1 1

= 0[(0.1 - 1.0)] —v2[(v2.1-0.0)] + 1[(vV2.1 - 0.0)] = -2+ V2

Exercice 3
o (Axf
Soient : f=Ax{ +Bx; ; V={px2
0

e Calculer divV :

_ o

. = )% oVs _0Ax? = 0Bx? d
divV =1V = 2 200 TR

+ +—0=2Ax1+2Ax2

6x1 6n2 6x3 6x1 anz 6x3
e Calculer div(gradf):

(9f
dx, ,

af 2Ax1 4 1
gradf =Vf ={—») = {ZB)CZ =3V,

axZ /
of 0 V',

(x5

avry avr, n avr; :6Ax1 + 0Bx, +6_0 -2 A+2B= 2(A+B)
6x3

dlv(gradf): axl + anz a.X'3 6x1 anz

e Calculer div (grad V) :

19



Chapitre 2 :

Analyses tensorielles

vy vy an
dax d0x dax
RN 6V; 612/2 aVZ3 24%, 0 0 T Tie Tis
gradV=V.V= ox. 9%, om |- |0 24x2 2= Ta1 Tz T3
v o awl 1000 08 s Tz Ta
6x1 6x2 a.X'3
0T11 0T1p 0T13
(axl axz a.X'3 1
2A
dw (grad v)={ 2z 4 Lz 4 Tsl)yp
w g axl axz aX3
Oy | 0Ty 9Tss 0
x4 dx, 0x3
ax? 0 0 ax?
A=|0 pBxz 0|;A=<{px>
0 0 yx? yx2
e Calculer grad(dwa);
0411 0412 0413
) 5’:1 %’;2 a‘l"S 2ax;+0+0 2ax,
divd ={ 2= + —= 20 = {O + 2Bx, + O} = {Z,sz}
X1 6x2 0x3
Fy™ 043, 9455 0+ 0+ 2yx; 2yx3
axl axz aX3
6V11 6V11 6V11
axl a.X'Z 6x3 Za O O
— = avr avr avr
grad(divA) = (;;12 (;;22 al;: :[O 2B 0]
6V13 BVI3 6V13 0 0 ZY
6x1 axz 6x3
e Calculer grad (divV) :
Lo _0v | 9V, | Vs _daxi | dBxf | dyxi _
divV =1V, = e oy T ons oms + ot + Fol 2ax,+2L0x,+2y x5
(0"
0x
grad (divV) = gradf' =Vf ={—) = {2[3}
dx, 2y
af'
\0x3/

Exercice 4

Dans une base orthonormée B (€, &,, &5

), on considére les vecteurs suivants :
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12 ~16
2 (*/25) 3/ /25
Vz{ 1 }.e’l =i_9/25};e’z = 4/5 el = 12/25
~1
4/5 0 3/5

a) Déterminer le vecteur unitaire 7 tel que :V=||V ||

= b I T V772 = F T B (TP = 6

— 2 1 -1
"% % W
b) Vérifiez que les vecteurs unitaireseT, e_'z), e_')3f0rme une base B’ orthonormée
é €, €s
diney = det|P/os s Ys|e- e+ L+ i =y
3/5 4/5 0
51 52 53
e =det| s s 0 |s2g . 2agaiyg =y
_16/25 12/25 %
€1 €, €3

ey =det| s s s|le +ie + o0 =e;
12 —9 3
/25 /25 /s

e'ine', =e's
Résumé:{ene’s = e_’{ — Les vecteurs e'; ; e',et ' forme une base B’ orthonormé.

_ — —

e'sne’; =eée',

C) Ecrire la matrice de passage [T] de B vers B’ . On la déduit de la réponse b)

12 -9 4
25 25 5
3 4

T == _

[T] = = 0
16 12 3
L 25 25 5

d) Déterminez les composantes de Vdans la nouvelle base B ’(7) :
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12 -9 4

25 25 5 11
Vi= () [T 2 1 |3 4 /5
T _ — — — — =4-10

NN N o /e
—-16 12 3 1
| 25 25 5
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Chapitre 3 : Théorie de I’état de contrainte

Objectifs du chapitre 3
Les objectifs tracés pour ce chapitre sont :

- Calculer les contraintes normales et les contraintes tangentiel en un point d’un solide.
- Déterminer les contraintes principales et leurs directions correspondantes.

- Comprendre le cercle de Mohr.

- Découvrir quelques cas particuliers de contraintes.

- Appliquer les équations différentielles de I'équilibre en coordonnés cartésiennes.

- Comprendre les équations différentielles de I'équilibre en coordonnés cylindriques.
3. 1 Etude du tenseur des contraintes en un point
3.1.1Vecteur contraintes

La mécanique des milieux continus a pour but de quantifier 1’état de contrainte s’exerg¢ant en

un point M du matériau constituant un corps solide. Cet état de contrainte lié a la facette de

normal 7, est représenté par un vecteur contraint, noté T (M, T) . Soit (D) un milieu déformable

repartitionné en deux domaines (D1) et (D2). En un point M de (S), le domaine (D2) exerce un

effort de contrainte A F sur (D1) & travers la surface (ds) de normale 7 (figure 3.1) [5][9].

Figure 3.1 : Vecteur contrainte du Solide (S).

. , = AF

La force normale surfacique exercée par (D2) sur (Da) est : T, = =
. AF  dF =, =2
Lorsque : AS —: limpyg_o = i T(M,n)

T(M, n_)) : Vecteur contrainte, il caractérise les efforts de contacts au point M a travers la surface

élémentaire (dS) au point M (figure 3.2).
T(M, 1) = OB A Ty Lo (3.1)
o, Projection de T(M, n) selon 7,elle représente la contrainte normale.

T,, . Projection de T(M, 1) selon £,qui représente la contrainte tangentielle.
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Tn T(M,7)
- ds n
o, =T(M,n).7
Tl’l
— 2
= n - 2
o= JFm | - o .

Figure 3.2 : Contrainte normale et tangentielle.

3.1.2 Tenseur de contraintes

Pour connaitre un état de contraintes en un point M, du domaine (D), il faut connaitre le vecteur

contrainte T(M, i), pour toutes facette passant par le point M (quel que soit 77), ce probleme est

résolu par le théoreme de Cauchy.
3.1.2.1Théoréme de Cauchy

Nous écrivons 1’équilibre d’un tétraédre MABC infiniment petit défini autour d’un point M du
solide, appuyé sur les axes.x1, X2 et x3. Soit 7 un vecteur normal au plan (ABC), unitaire et de
composantes (n,, n,, n3), dirigée vers ’extérieur du tétraédre. Désignons par (dS) 1’aire du
triangle ABC. Sur la facette ABC agit une force dF, sur les trois autres facettes agissent les

forcesd F; , d F, etd F3 [2][4].

dF,

X3 .7
Figure 3.3 : Tétraedre sous I’action des forces de surface
Equilibre des forces [6] :

dF +dFy+d Fy+ d F; =0 dST(M, R) + dS,T(M, —e3) + dS,T(M, —&;) + dSsT(M, —e3) = 0

dSl = nldS
Sachant que : {dS, = n,dS ;T(M,—n) = =T (M, 1)
ng = n3dS

Donc : dS T(M, R) + n,dS T(M, —e7) + n,dS T(M,—&;) + nydS T(M,—e3) =0
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T(M,R) =n,T(M, &) +n, T(M, &) + ny T(M,e3) = 0

n,
Sous forme matricielle : {T(M,7)} = (T(M,&;) T(M,&;) T(M,e3) ){nz}
ns
En tous point M, il existe un tenseur d’ordre 2, appelé tenseurs des contraintes de Cauchy,
définissant une application linéaire, qui a tous vecteurs 7 , le vecteur contrainte T(M, n) et quel
011 012 013

021 022 033
031 032 033

que soit 7 : T(M, ) = G(M).7 ; & (M)=

TL(M,T_l)) = O-ij'nj .............................................................................. (32)

Le tenseur de Cauchy a (M)est symetrique.
3.1.3. Propriétés du tenseur @

D’un point de vue mécanique, Il serait trés intéressant de trouver au point M, une facette 71 telle
que le vecteur contrainte T(M,#) soit colinéaire avec la normale 7. Dans ce cas le vecteur
cisaillement 7,, devient nul sur cette facette, et le vecteur contrainte T(M, n) satisfait la relation
suivante : T(M, )= 3(M).Ri=0,.7 ; T, = 0.

La contrainte a,est alors une valeur propre du tenseur de contraintes (M) et 7 le vecteur
propre qui lui est associé. & est symétrique donc, on peut le diagonaliser dans le repere E
(é,, €,, €5) comme suit [3][6] :

T(M'@\ 033

~

_ 011 012 013 6,20 o ATIM = 52
o (M)= ~

021 032 033
031 032 033

Figure 3.4 : Les contraintes dans le repére normal.

Nous sommes en mesure d’admettre qu’il existe une base orthonormée (€, , €, €;;;) tel que le
vecteur cisaillement 7, soit nul sur chacune des facettes de normale €, , €,;, €,;.
€, ey, ;. Représentent les directions principales de @ (M), ainsi le tenseur (M) dans la

base (€, , &;;, €;;;) s écrit :
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‘ﬁ
- O-I 0 O .‘"IIG
N [ Ot
0 Mér.émenn=|0 oy O e -3
0 0 o &
1
b
e
a; _ R ,_’“'*2
— ! i e;
€ - O~
~ A
&« en

Figure 3.5 : Les contraintes dans le repére principale.

g, oy, oy - les contraintes principales. Si 71 définie une direction principale :

0.1 : la projection de & sur 71 est égale a o selon 7 .

N
S
Il

=l

M > (G—ol).ii =0

Qul
St
Il

g.

C’est un systeme linéaire de trois équations qui possede une solution si et seulement si [1] :
det(T—61) =0 ..oooooiiiiiiiiii e (3.3)

Donc les contraintes principales, sont les valeurs propres de 4.

oy = A4 > 05 = A, > gy = Ag :solution de 1’équation (3.3).

Ou [T] représente la matrice unité de dimension 3. Le scalaire A désigne la variable du polynome
caractéristique, dont les racines correspondent aux contraintes principales o; , oy et oy Le

polyndme caractéristique se présente sous la forme suivante [1] :
_A?) +11A2_12A+I3 = 0 ................................................................ (34)

Les scalaires I; I, et I sont des quantités invariables qui ne dépendent pas de la base dans
laquelle est formulé le tenseur'a (M). Les invariants principaux I; I, et I3 sont definit comme

suit : - Invariant linéaire nommeé trace de a(M) : I, = o; + o;; + oyp;
- Invariant quadratique : I, = g;0;; + 0,07 + 01,07,
- Invariant cubique : I5 =a; g;; oyp;

Les directions des contraintes principales sont calculées a 1’aide de 1’équation suivante :

X : Présente la direction principale de o; (i=1a 3)
3.1.3.1 Représentation de Mohr

3.1.3.1.1Principe de représentation de Mohr
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Elle consiste a représenter le vecteur contrainte T(M) dans un plan lié a la facette de normale

#i (Figure 3.6) : T(M,A) = 0.7 + 7.T : -

Figure 3.6 : principe de la représentation de Mohr.

On considére le plan défini par 7 et T(M) et on I’oriente de sorte que (75, %) = g , on introduit
alors un plan auxiliaire défini par lesaxes Ocg eto 7 , avec (0o, 0 7) = gdans lequel, on introduit
pour chaque vecteur T(M) les composantes o et T [4].

3.1.3.1.2 Cercle de Mohr a partir des contraintes principales a1 et ou

Supposons connues les facettes et contraintes principales d’un état plan de contrainte. On désire
trouver les composantes o et T du vecteur contrainte T(M, &) agissant sur une facette quelconque
(composantes perpendiculaire et paralléle a la facette). Prenons les axes principaux (xi, x2)
comme référence. La facette est repérée par ’angle 0 de sa normale avec x: (figure 3.7), angle
qui se retrouve entre les facettes du triangle. Soit ensuite (x1, x2) des axes locaux attachés a la
facette, obtenus par une rotation d’angle 0 a partir des axes (x1, x2). Ces axes permettent de

fixer les sens positifs de o et T [2][10].

Figure 3.7 : Recherche de o et T (contraintes principales connues).
Le tenseur contraint dans les axes (x1, x2) s’obtient a partir du tenseur contraint dans les axes

(o1, xu) par [3] :

__[cosO sin6
71 = [sine cosf
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[0]:[6059 sin@”@ 0“6059 sine]
—sin@ cos81|0 o )ll—sin@ cosé

La premiére ligne de [o] donne les composantes o et T cherchées :

{a = 0, c0s%0 + gy, sin?0
T = (07 — 0y;) cosO sinf

Ces formules sont les équations paramétriques d’une courbe plane (o, ) = 0, dont on obtient

I’équation en éliminant 6. Par les relations trigonométriques :

cos?0 = %(1 + c0s26) ; sin%6 = %(1 — c0s20) ;sin20 = 2cos6 sin26

Donc:
o+ o o] — O
o= """ + =—" cos 20
T, (3.5)
T=—% sin 20

Posonsa=(ai+ou)/2etr=(o1—on)/2;

=a + r cos 20 {0'— a=r cos 20
q

o
n ra.
On aura { T=—1 sin 20 —T =1 sin 20

En additionnant ces deux égalités apres les avoir élevées au carré, on obtient :
(0 ay+(-af=r?

Dans un systeme (o, —T), cette équation est celle d’un cercle de rayon r, centré sur I’axe des o

a I’abscisse a.

Ce cercle (figure 3.8), dit cercle de Mohr (1882) [2], permet une représentation graphique trés

expressive de 1’état de contrainte. On observe que :

- Les coordonnées d’un point quelconque P du cercle sont la contrainte normale et la
contrainte tangentielle agissent sur la facette dont I’orientation est fixe par 1’angle 26
du rayon MP ;

- Deux facettes perpendiculaires sont données par deux points diamétralement opposes ;
Le cercle coupe I’axe des abscisses aux points A et B donnant les contraintes principales
(r=0).

g; — oy
2

La contrainte tangentielle maximale est donnée par (rayon du cercle) : 7,0 = *
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A(O'”, 0)

P(on, 1)

“Tmax

Figure 3.8 : Description Cercle de Mohr a partir des contraintes principales.

3.1.3.1.3 Tri-cercle de Mohr

On se place dans le repeére principal Ep (é; , €;;, €;;;), des contraintes principales en un point M
d’un solide quand notera : gy, a;;, a;;;, ON SUPPOSE que a; > a;; > gy , les expressions suivantes

expriment les équations des trois cercles de Mohr [10] :

2
__9n1—0nIN2 2 < (ou—om
2+ (0 —o)(0c—oy) =0 (0 ;) tT —( > )2 er (@)
2 4 (O’ — 0'1)(0' — 0'111) >0 - (O‘ _ 01—20111)2 + 72 > (@) (b) ........... (3.6)

2+ (0—-0)(c—0;)=0 2
! " (0 — 2202 402 > (Z20)° (0

02— 02—

a).Le point T est extérieur au cercle du centre (=22, 0) et de rayon R1 = 2= | idem pour (b
2 2

et (c).

N.B : Equation d’un cercle (y - Yo)*+(X - Xo)? = R? de centre (no, Yo) et de rayon R.

. — on—ojun . __or—omr _
SOlt . RI_ T y RII —_ 2 RIII_

A= @ VA= JI+ZJI" A= oo
Conséquence : Pour toute facette I’expression T du vecteur contrainte T se trouve a I’éxterieur
des deux petits cercles et a ’intérieur du grand cercle. On en deduit aussi que la contrainte
tangentielle maximale est représentée par le rayon du plus grand des trois cercles, soit :

__ 01 — o

Tmax - 2
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AL
A Tmax

———————————— ; X
1
7
1 Tnazx
1 ’ [
1 7 /
' o
1 < P ;

A(ayy;,0) B(0y;,0) C(0;,0) 4—

t ' — 5 Ty

— — 1,

) ! p SRS
AI A_II_I _______ 7, Xy &rmm

Fiaure 3.9 : Tri-cercles de Mhor.

3.2 Equation différentielle de I’équilibre en coordonnés cartésiennes

On considére un corps déformable (S) (figure 3.10), soumis a des sollicitations imposées [3] :

- Forces volumique f (%, t)dans Q

QT

- Conditions aux limites :

v’ Forces surfaciques imposées : &.7" = T4(%,t) sur Q.

v’ Déplacérent imposés U = U4(%, t) sur 6Qu.
Avec : 0Qr U 8Qu = 0Q \aQu

Figure 3.10 : les sollicitations appliquées sur (S).

L’équilibre du mouvement s’écrit en termes de contrainte comme suit :

60'11 60'12 60'13

6x1 axz 6x3 + fl - O
diva+f= 0soit: {22 49224 09 4 ¢ g 3.7)
= “\ ox, ox, 9xs 2 = U e
60'31 60'32 60'33 _
ax1 + axz + 6x3 + f3 - 0

En notation indicielle : oy + f; = 0
3.3 Conditions aux limites

On consideére un solide (S) élastique linéaire, isotrope et homogéne de volume Q et de fronti¢re
0Q dans 1’état d’équilibre (figure 3.10) :
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- On lui impose des forces volumiques f(a?)

- Des conditions aux limites :
v’ Forces surfaciques imposées : T%(%, t) sur 6Qr.
v Déplacement imposés U4 (%, t) sur 6Qu.

Comme conditions aux limites on a :

- Probléme de type |
Les déplacements sont imposes sur toute la frontiere Q.
U = U4 sur oQu
- Probléme de type 11
Les efforts surfaciques sont appliqués sur 0Qr.
5.7 = T% sur 6Qr

- Probléme mixte

Si les conditions aux limites ne dépendent pas de la solution, le probléme est dit régulier

(probléme linéaire), il admet alors une solution unique.

3.4 Tenseur de contraintes particuliers

a. Etat de contraintes uni axial (traction ou compression simple)

L'état de contraintes en un point (M) est dit uni axial (figure 3.11), si le tenseur des contraintes

s'écrit sous la forme suivante [5]

o —p 0
o 0 0 —
Ez[o 0 0] X2 —>
0 0 0
1

Figure 3.11 : Etat de contraintes uni-axial
Cet ¢état de contraintes est appelé état de traction simple si 6 est positif et état de compression

simple si o est négatif. Si o > 0, il s'agit d'une traction et si ¢ <0 c'est une compression.

1120';1220,'13:0:>—7\3+0'7\2:O:>0'1:O',O'n:0'm:0
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Py(Cpr 4 0,0) Pi(0; = 0,0)
Py (Oin # 0,0) a

Figure 3.12 : Représentation d’un état de contraintes uni-axial

b. Etat plan de contrainte

En un point M, I'état de contrainte est plan (figure 3.13), si le tenseur des contraintes est de la

forme [5]:

_ [o11 612 O Xy
o= 031 032 0
0 0 0

X1 011

Figure 3. 13 : Etat plan de contraintes
Les contraintes principales sont données par :

011 t0p, 1
°'l=7\1=T+E\/(U11_022)2+40122
on =1 =22%2 2 (G~ 5,,)% + 402
) 2 > > 11 22 12

Figure 3.14 : Représentation d’un état de contraintes plan.
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c. Etat de cisaillement simple

Si I'état de contraintes en M est un état de cisaillement simple (figure3. 10) par rapport aux deux

directions, le tenseur des contraintes se réduit a [5] :

0 = O
=lt 0 O

0 0 O

Qi

. T
Figure 3.15 : Etat de cisaillement simple

L=0;L=-12;L=0=>-X-(-1)N =0=>0=1,00=0,0u=-T

TA

P;(0,7)

w0 s

P,(0,—-1)
Figure 3.16 : Représentation d’un état de contraintes de cisaillement pur.

3.4 Applications
Exercice n°1
L’état de contrainte en un point d’un solide est défini par :

6 3 0
c=(3 6 0

0 0 8

(Mpa)

1- Déterminer les contraintes principales de 4.

2- Déterminer le vecteur contraint appliqué en M, sur la facette définie par la

—.,1 1 1 , . f .
normalen (ﬁ'ﬁ' NeL ), déduire la contrainte normale et tangentielle.
Exercice n°2

Dans un solide élastique, le champ des contraintes est donné par le tenseur suivant :
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4x3x3 X — X3 4x2
Gg=|x;—x3 —4x3 0| (Mpa)
4x2 0 4x,x3

1. En utilisant I’équation d’équilibre, trouvez 1’expressions de la force volumique

/?:{f1 f2 f3}-

2. Ecrire le tenseur de contrainte o au point M (1,1,1).

Exercice n°3

On considére un solide en équilibre, constitué d’un matériau €lastique linéaire et isotrope,

soumis sur tout son contour & des efforts de surfaces de la forme : T, = —P 7.
1. Déterminez I’état de contrainte de ce solide.

Exercice n° 4

L’état de contrainte en un point d’un solide est défini par :

2 0 0
0= [0 4a 6a | (Mpa), a: estune constante réelle.
0 6a 4a

1. Déterminer I’état de contrainte pour a = 0.
2. Déterminer en fonction de « a » les contraintes principales.

3. Tracer le cercle de Mohr pour a = 1.
3.5 Correction

Exercice n°1

(Mpa)

6 3 0
Nous avons : c=1|3 6 0
0 0 8

1. Déterminer les contraintes principales de a.

) 6 3 0 100
det(6—A1)=0 -Det|[3 6 0|—4|0 1 0|]=0
0 0 8 0 0 1
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D’apres le tenseur de contrainte, on remarque que 8 est une contrainte principale de direction

e3, donc on peut réduire le tenseur de contrainte pour calculer les deux autres comme suit :

[6 3] O [A 0] O 6 3 10
det| |3 6] 0]—[[0 Al 0D=0—>det - =0
(5 of-[o & ¢ (R

6—1 37_ e ava o 2ol
det[3 =02 (6-2(6-21-3.3=0- (6-1?*-9=0

(6-1+3) (6—1-3) = 0 — donc soit: {";\ fg

Classement des contraintes principales : 6; = 9 Mpa ; : a;; = 8 Mpa ;: 0 = 3 Mpa

2. Déterminer le vecteur contraint appliqué en M, sur la facette définie par la

—,1 1 1 .
normalen (\/_E’ﬁ’ \/—5,).

(1 (%
<[5 2 S|l
i = 13 s
o0 8l|{,"7| |g
3 s

T(%,7) =

Qi

3. Déduire la contrainte anormale et tangentielle 7 :

1
/3

~ _ 1 -
A=z s ¥ 1/@ = = 8.66 Mpa
/3

= el o= (G (7 + () () o v

Exercice n°2

4x3x; X1 — X3 4x2
Nousavons: G = |x; —x3  — 4x?2 0| (Mpa)
4x2 0 4x,x3

1. En utilisant I’équation d’équilibre, trouvez I’expressions de la force volumique

f:{f1 2 f3}-
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0011 |, 001, | 0033
—+—+—+f1=0 —
;Xl aaxz :xs ! 8x1x3+0+0+f;=0 fi = —=8x1x3
=7 _ .) 9021 022 923 — — =
dive+f=0; ax1+ax2+ax3+f2_0_’ 1-8x,+0+f,=0 >{f,=8x,—1
0+0+8x3x1+f3=0 E_ 8.,)6.33(‘.1

0034 do3; 0033 _
0xq 6x2+ax3 +f3_0

f= {—8x;x3 8x,—1 —8x3x;}

2. Ecrire le tenseur de contrainte o au point M (1,1,1).

4 0 4
om=|0 —4 0|(Mpa)
4 0 4

Exercice n°3

—

Nous avons : T; = —P 7.

1. Déterminez I’état de contrainte de ce solide.

— o1 012 Op3|(™ e} 011Ny + 013 Ny + 013 N3 = —p Ny ... (1)

0. 11 = n - - n = — L
on=Tq - 021 O3 033 2 p M2 — 1021 Ny + 022 Ny + 023 N3 pn, (2)
"3 3 031 My + 033 Ny + 033 Nz = —p N3z ... (3)

031 032 033

(1) » 011=-p; 042=013=0

-p 0 O
(2) = 0pp= -~ p ; 0-21:0-23:0 ; Donc : E =10 -p 0 Mpa
0 0 -p

(3) @ 033=-p; 031=03,=0
Exercice n° 4

L’état de contrainte en un point d’un solide est défini par :

2 0 0
c6=|0 4a 6a| (Mpa),a:estuneconstante réelle.
0 6a 4a

1. Déterminer [’état de contrainte pour a = 0.

2 0 0
Pour a = 0 le tenseur de contrainte g vaut : ¢ = [ 0 0 0 ]
0 0 0

C’est 1’état de contrainte uni axial suivant la premicre direction (elle peut étre une traction ou

compression).
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2. Déterminer en fonction de « a » les contraintes principales :

_ 2 0 0 1 0 0

det(F—ol)=0 —det(|0 4a 6a|—2|/0 1 0f|=0
0 6a 4a 0 0 1

2 0 0 A 0 O
det([o 4a 6a|-|0 2 0 >=0—>(2—/1)[(4a—/1)2—(6a)2]=0
0 6a 4a 0 0 2
A =2
donc soit: {7\ = 10a
A= -—-2a

Classement des contraintes principales : 6; = 10a Mpa ; o;; = 2 Mpa ; o = —2a Mpa
3. Tracer le cercle de Mohr poura=1:

Pour a =1 : Les contraintes principales : o, = 10 Mpa ; : 0;;, = 2 Mpa ;. oy = —2 M

»

Tricercle de Mohr
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Chapitre 04 : Théorie de I’état de déformation

Objectifs du chapitre 4
Les objectifs tracés pour ce chapitre sont :

- Maitriser la description cinématique (Lagrangienne et Eulérienne) des déformations.
- Savoir la relation entre déformations et déplacements (petits et grands déplacements)
- Etude du tenseur de déformation en un point.

- Comprendre les équations de compatibilité de déformation en petits déplacements.

- Découvrir la relation entre déformations et déplacements en coordonnées cylindriques.
4.1 Description cinématique (Lagrangienne et Eulérienne)
4.1.1 Configuration d’un milieu continu

On se place dans I’espace Euclidien E, un milieu continu est un ensemble (S) de points matériels
qui occupe a chaque instant (t) un domaine D de E. On appelle configuration (C) de (S)
I’ensemble des positions occupées par les particules de (S) a I’instant (t). On appelle
transformation entre deux instants to et t, le changement de configuration entre Co et C, on

choisit (Co) comme configuration de référence [2].

On se place dans R(0, e, e, e5) et on considére une particule dans () :

(Co)
C:x=0Mat. M
. X
es A ~
X
.0 o2
€1

Figure 4.1 : Changement de Configuration de (S).
4.1.2 Description Lagrangienne

A TD’instant (t) la position actuelle d’un point matériel quelconque de (S) est définie par sa
position initiale a (to) [11].

OM = @( OM, ,t).

%=3(X,t) = $(Xy, Xy X3, 1) .
@ : fonction vectorielle bijective définie Vv Mo € Do a to, dans ce cas X1, X2, X3 et t sont des

variables Lagrangienne ou variables matérielles.
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4.1.3 Description Eulérienne

En description Eulérienne, ont défini les grandeurs physiques en fonction de la position actuelle

a I’instant (t) en particulier le vecteur vitesse [11] :

v = (oM, 1)
V) = V)(f, t) = V)(xl,xz,xg, t)

X1, X2, X3 €t t sont appelés variables Eulériennes, variables géométriques ou spéciales, elles sont

utilisées en Mécanique des Fluides.

4.2 Etude des déformations en variable de Lagrange

4.2.1 Tenseur gradient de déformation

Considérant le vecteur matériel élémentaire (figure 4.2) [3] :
dX: dX = MyM'y dans (Co).
d% = MM’ dans (C).
W Traduit le déplacement de particules entre Mo et M.
U(X,t) = MM = (% - X)

M,O € (CO) — M’E (C) , WIO == WO + MOM,O

X =X+dX;0M =@OM,t);

Ou bien OM’ = (X + dX,t)

(Co)  M'o (C)
ax’
Mo — M
dx
R M
. X
es A R
X
e,
— 0 NG
€1

Figure 4.2 : Déplacement de particule (S)

En notation indicielle : %; = ¢;(X + dX,t) = ¢;(%,¢) + 22 (X, ¢)dX; (i,j =143).
]
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En notation vectorielle : x” = @(X, t) + grad #(X,t)dX

+ grad(ﬁ()?, t)d)?

Il
=

fl

Ou:dX =x'—x; d¥ = grad@(X,t)dX ,

On pose : F(X,t) = gradg(X,t)
Fy(%,t) = Z%()? t) = j—;]()? t) = x;; ; Donc dx = F(X,t)dX........... (4.1)

F(X,t) : est appelé tenseur gradient de déformation, il caractérise les déformations locales

au voisinage du point Mo a t.
4.2.2 Tenseur de déformation de Green Lagrange

La déformation traduit la variation de longueur ou d’angle, elle est définie par la variation du

produit scalaire de deux vecteurs matriciels entre deux configurations Co et C [2][3].
dx.5% — dX.8% = 2 dX.B(X,¢). 5%

Pour caractériser la variation du produit scalaire des vecteurs dx et 8x entre (Co) et (C), on

introduit le tenseur de déformation de Green Lagrange définie comme suit :
dX — dx; Tel que: dx = F(X,t).dX.
85X - &x ; Tel que: ox = F(X,t)5X.
G.5i= (F(RL)).(F(R,6).5%) = dX F(X,¢). F(X,¢).5%
Onpose: ‘F(X,t).F(X,t) = C(X,¢).
dx.5x = dX.C(X,t)5X.
En notation indicielle : C;;(X, t) = Fy;(X, t). Fi; (X, t).
dx.5x = dXC(X,t)6X ; C(X,t): tenseur de dilatation.
dX.5X = dXI.5X ; Ou I : Tenseur identité.
dX C 6X.dX T6X = 2 dXE(X,t) 6X
dX(C —1)6X = 2 dXE(X,t)6X.
EXt)=s(CK ) -D) =5 FXOFE) =T] oo . (4.2)
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Eyj(X,t) =5 [Fu(X,t). Fy(X,1). 6] ; Eyj(X, ) : tenseur de déformation.
4.2.3 Relation entre le champ de déplacement ﬁ(Y, t) et i‘(Y, t)
Entre la configuration (Co) et (C) (Mo » M),ona: U(X,t) = MoM = % — X

En notation indicielle : U;(X,t) = x; — X; en dérive par rapport a X; :

aU(X,t) _ axi aXl

aX; 09X, 0X

= Uiy = xij — Xij = x5 — 6y

En notation tensorielle : gradU(X,t) = grad@(X,t) =T = F(X,t) -1

ol

(X,t) = gradU(X,t) + T
. o(v _1 sy (v T
Ona E(X,t) =-[ ‘F(X,t).F(X,¢) — 1]

Eij()?! t) = %[Fki()_()t t)Fk]()_(), t) - 61]] = %[(Ukl + 6ki)(Ukj + 6k]) - 611]

E; ==-[gradU(X,t) + ‘gradU(X,t) + "gradU(X,t).gradU(X,t)]............ (4.3)

N |-

La relation entre le tenseur E et le champ de déplacement U est non linéaire.

4.2.4 Changement de longueur allongement dans la direction 1

Dans la configuration (Co), le vecteur élémentaire X =d lony etdans laconfiguration (C) :

—

dx = dL.7
dx.dx — dX.dX = 2dX E dX
di? — dly = 2 dX,E;;dX; = 2dlgngE;;dlong;

dl>—dig
a2

= 2 ng;Eijno;

di?

dl(z) =1+ Znol-Eijnoj

L’allongement subit par le vecteur élémentaire dX de longueur dl, dans la direction n, est :

s(n_’o) = \/1 + 2 nol-Eijan e S (44)

4.2.5 Variation d’angle de glissement dans deux directions
On définit le glissement dans deux direction n, et m, comme étant la différence d’angle [2][3].
— ——> T
y(g,mg) =6, — 6 = 5 0
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dx8x — dX6X = 2dXESX
I
dl 8l cosO — dly6l, cosE = 2 dX;E;;6X;

dl 85l cos® = 2 dlomoiEij5lon0j = cosf = ;lmoiE(;{noj
/dlo /610

Comme 6 = g — vy donc cosf = siny

2 mOiEijan

cosf = — —
[e(my) + 1].[e(no) + 1]
Siny _ 2 moiEijnoj
[e(mg) + 1][e(ng) + 1]
y = arc sin 2 MoiLijo;
[e(mo) + 1][e(ng) + 1]
y = arcsin OBl 4.5)

\/1+2n0iEijn0j\/1+2noiEijnoj

(Co) (€)

Sy

<
>
3|

Figure 3 : Variation d’angle de glissement.

4.2.6 Signification des composantes de E

L’allongement subit par le vecteur élémentaire dX de longueur dl, dans la direction e;
est [2][3] :

dX = dlye; ; 86X = blye; .

dl—dl, dl

e(e)) = dl, _d_lo

e(e;) =1+ 2e/Eq e — 1

1+42E, = (%)2:>E11 - %[(%)2 - 1]
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Oubien:/1+2E;; =1+ ¢e(e))=>1+2E; =[1+¢e(e))]? >

By = ([1+e(e)]? - 1)

Idem pour :
1
Eyp = E([l + 5(_6;;)]2 -1)
1 .
Esz = E([l +e(e)]? - 1)

Le glissement selon la direction e et e; :

eq,€ = arc Ssin — — = arc Ssin — —
rien e [1+ el + £(e)] 1+ e [1+2@)]

1
Ei, = 2 [[1 + e(e)][1 + e(ex)]siny(ey, e—z))] =Ey

Ey1, E5,, E53 : caractérisent les allongements dans les directions des axes.
Ey,, Eq3, E,5 : caractérisent les glissements selon les axes.
E : Tenseur d’ordre deux de Green Lagrange.

4.3 Tenseur des déformations linéaires
4.3.1 Hypothese des petites perturbations (H.P.P)
Le systéme s’écarte treés peu de sa position initiale C=C, les déformations et les déplacements
restent trés petites par rapport a [’unité ||L7|| K1let ||ﬁﬁ” K1;||Uill «1et ||Ul-j|| <
1[2][3].

o ¥xX

e On néglige les termes non lineaires de E.

Le tenseur E sera linéaire =E — & = %(grad U+ tgradl).....ccccccveeveiinainn, (4.6)
U, 1,0U, oU,\ 1/0U, U\
ox; z(a—xz a—xl) z(a—xja—xl)
1,00, U, U, 1,0U, U,
1,0U, 0Us\ 1,0U, U, U,
_z(a—xg 6_x1> E(a_x3+6_x2) ox;

Les expressions des allongements vont se simplifier :
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SN 1
S(Tlo) = \/1 + 2 nol-Eijan —-1= 1+ nOiEijnoj —-1=1 +E nOiSijan -1
D E(T0) = M U0+ eevveneeeen et 4.7)

e(er) = &11; €(e3) = €35 €(e3) = €33

2 Noi€jjMoj

\/1+‘I‘L0i£ij‘n0]' \/1+m0i£ijm0j

¥ ((g, M) = siny (g, mg) = ~ 2 My €jMy;

V(0. T10)) = 2 M1 €110 wvveeeneneeeeeeeiiie e (4.8)

— 1(0U; . AU . —
v(e1,€2) = 26, = (5 (_1'*‘ _2)> ;v(er,e3) = 2¢e13; v(eg,e3) = 2653

6x2 axl

4.3.2 Etude du tenseur de déformation linéaire en un point

a) Déformations principales

Soit B(0, e, e5, e3) une base orthonormée dans le repaire normale le tenseur de déformationg
€11 €12 €13
symetrique est donné par [5] : € = |€21 €22 €23
€31 €32 €33
Dans le repaire principale R, ((0, &, &2, €3,) ) est donné par :
&g 0 O
5 == 0 82 O
0 0 &

£1,&7, &3 sont les déformations principales obtenus par la résolution de 1’équation

caractéristique [5] : det(E —XT) =0  ....oooeiviiiiiiiiiiiieee (4.9)
€11 =X €12 €13
P(N\) = € €22 =X €23
€31 €32 €33 =X
P(x) = =23+ I; x2— I, x +I; = 0 Avec I, I, 15 invariants de &

Avec: g > g, > &3
b) Décomposition en déviateur et partie sphérique

Le tenseur de déformation & est décomposé en partie déviateur et partie sphérique tel que [5] :

E=cl+e ¢ : Partie sphérique (scalaire)
1 =
gij :£5ij+eij 825 tre
e : Tenseur déviateur

—el

Y1
e}
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c) Directions principales
Elles sont obtenues par la résolution de I’équation :(8= —-X Ij()? )=20
X : Direction principale.
4.4 Equations de compatibilité de déformation en petits déplacements
Soit le tenseur de déformation &:
E==(grad U+ ‘gradU); & = (Us; + Uys)-
Si on donne les déplacements l_i()?, t) entre (Cy) et (C), on peut calculer £, inversement si on
connait & peut-on calculer U?
Ce n’est pas toujours possible ¢’est le probléme de compatibilité et de déformation linéaire € .
Théoréme

Pour que le champ de déplacement & soit compatible c.-a-d intégrable, il faut et il suffit que

les équations de compatibilité soient vérifiées [4].
€1122 F €2211 — 261212 =0
€11,23 T €2311 — €31,21 T €1231 =0
€233 T €3320 — 2 &3323 =0
€2231 T €3122 — €1232 — €2312 = 0
€3311 + €1133 —2&3131 =0
€3312 T €12,33 — €23,13 — €3123 = 0

4.5 Cinématique des déformations en variables Euleriennes

45.1 Dérivée par rapport atde dx

En variable Eulérienne [2] :

X = xi(X! t) = xi(X1)X2)X3ﬁ t) = dxi = g_de]

Ix, = M) _ @ (0% gy ) _ 9 (dXi) gy dXi_
dx = =5 _dt(axjdxl>_axj(dt)dx1’ ac = Vi 0

axk

Donc : dx, = g—;()?, t)dX; = ZTV; (%, 1) %, dX; ,V; : est exprimée en fonction de X et t
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5}

= Vi o =
dxl = ax; (X, t)dxk =4 dxl = Vi,j dxk

En notation tensorielle :cfa?l = grad 17(52, t)E;c.
45.2 Tenseur taux de déformation ou bien tenseur de vitesse

Le tenseur de vitesse exprime la vitesse des déformations en variables Eulériennes [2], la
variation par rapport au temps (t) du produit scalaire de deux vecteurs élémentaires dxdx est

de:

4 (dx8x) = 2dx.D. 5% = L (dx)8% + dx = (8%) = dxbx + dx 6%

t ——onu e —_— e —
= (grad V(% t).dx)éx + dx(grad V(%,t).5x =

-

dx ‘grad V(% t)6x + dx.grad V(%,t)6x = dx[grad V(¥,t) + ‘grad V(%,t)]6x = 2dx D 6x

Dou:D ==[grad V(% t) + ‘grad V(Z,t)]...ccccoooiiiiiiiiiii, (4.10)
En variables Eulériennes la relation entre le tenseur D de déformation et le champ de vitesse est
linéaire, donc D est symétrique.
4.6 Relation entre déformation et déplacement en coordonnées cylindriques

La relation entre les déformations et les déplacements en coordonnées cylindriques est

exprimee par les relations suivantes [5] :

U,
Err = a_r
Uy 10Ug 1( aUg)
£ =4 -—=2(U —=
60 r +r 26 r r T 20
U,
€2z = 0z

1 (9Ug 1auz)
Eg, ==L 4 -—2
0z z(az t %0

L(10U , Vs _Ua)

Sre—z

r 060 or r
= 1(%e ot
Ezr _2(6r v )
4.7 Applications

Exercicen® 1

En tout point M du solide, on définit le vecteur déplacement suivant :
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{U} =1 Uy = 25,3 (10)72
Us = X3 — X1X;
1. Déterminer le tenseur de déformation correspondant &.

2. Déterminer le tenseur de déformation au point M (0,2,1).
Exercice n° 2
En tout point M du solide, on définit le vecteur déplacement suivant :

U1=5x1—x2— x3
U2=—x1+4x2
U3=_X1+4‘X3

1. Déterminer le tenseur de déformation correspondant.

2. Déterminer les déformations principales.

1 1

3. Déterminer I’allongement unitaire suivant la direction n’ = ( = 75 ﬁ)'

Sl

] . . S o _ V2 1 1
4. Déterminer le glissement selon n et m ‘(W'E' NG ).
Exercice n° 3

Calculer la variation de la longueur selon la diagonale d’une plaque de 30 x 40 cm?, sachant

que le champ de déformation est défini par I’état plan de déformation suivant :

811=_1X10_3, ‘}
812=_2X10_3
822=5X10_3

30

v

A

Exercice n° 4
En tout point M d’un solide, on définit le vecteur déplacement suivant :
U1 = X1 + 2 Xy .X3
UZ == xZ - 2x1 x3

U3:0

1. Déterminer le tenseur de déformation au point M (1,1,0).

2. Déterminer les déformations principales au point M.

4.8 Solutions
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Exercice n° 1
On définit le vecteur déplacement suivant :

Uy = x2 + 10
{U} = U2 = ZXZX3 (10)_2
Uz = x32. — X1X3

1. Déterminer le tenseur de déformation correspondant €.

U, 10U, . 0U, 1/0U; . 0Us
Er 5(672+a71) z(a%—xl)
=_1 ¢ =y _ |1 (09U | 0V, L1 1(0U, | 9Us
€= 2 (grad U + gradU) - 2 (axz + 6x1) 6x2 2 (aX3 + 6x2)|
1/0U, . 0Us 1/0U, . 0Us U3
lz(ana_xl) z(a—xs+672) Fr
1 1
2x1 2 (0 + 0) Py (O - xz)
£=|-(0+0) 25 ~(2x;, — x;)| (10) 2
1 1
lg (0 —x3) > (2x; — x1) 2x3 J
s
2x1 O T
:{ 0 23 ~(2x; — x) | (10)72
- 1
% E(sz - xl) ZX3

2. Déterminer le tenseur de déformation au point M (0,2,1) :

0 0 -1
=0 2 2|@o02
-1 2 2

Exercice n° 2

En tout point M du solide, on définit le vecteur déplacement suivant :

Uz == _xl + 4-x2

{Ul =5x; — Xy — X3
U3=_X1+4‘x3

1. Déterminer le tenseur de déformation correspondant :

i (20 00) 100, 00
0x4 2 \0x, 0xq 2 \0x3 0xq
__1 Gradl)=|H(QL42k) 2 1(2, 0w
€= 2 (grad U + gradU) - 2 6x2 + 6x1 axz 2 6x3 + sz
1/0U au 10U au au
1 (_1 4 _3) 1 (_2 + _3) 9Us
2 6x3 6x1 2 6x3 axz 8x3
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1 1
5 “(-1-1) S(-1-1) e 1 1
F= %(—1—1) 4 %(0+0) :[—1 4 0]
l-1-1) 1(0+0) 4 -1.0 4

2. Déterminer les déformations principales.

5 -1 -1
Nousavons:& = |—-1 4 0
-1 0 4

) 5 -1 -1 1 00
det(E—AT)=0 —>det< -1 4 0|-4[{0 1 o|]=0
-1 4 0 0 1

—1 -1 A 0 0 5-12 -1 -1
det([ ] [0 A OD:O —>det<[—1 4—2 OD:O
0 0 A -1 0 4— 2

(5 =N[4 =4 =2 — 0]+ 1[(=1)(4 —1) — 0] + 1[(4 = V)] = 0
4=-D[G-NDE-D)—-1-1=0- “4-DO2—91+18) =0
A =4
{12:3
As =6

Classement des déformations principales : e, = 6; ;=4 :e; =3

, . , . : 11
3. Déterminer [’allongement unitaire suivant la directionn (\/_E’ﬁ’ \/_g)'

1
5 —1 —11|¥
M=i.t.i=(= ~ Ly|-1 4 ol|{=
€ & B VB N
-1 0 1
73
L)
73
-2ty 1,4 ERTRCIRN S
HETETE BTE O BTENG(TS
1
V3/
- P —> _\/51 1
5. Calculez le glissement selon n et m :(—3,—6, —6).
i
5 -1 -1 3
(Gre)=2R.E.m=2(= — —=)|-1 4 o|{—=
Yies-é € i VBV V6
-1 0 41|
V6
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|
N

ol
il gl

Exercice n® 3

Calculer la valeur de la longueur (AL)selon la diagonale d’une plaque de 30 x 40 cm? :

811=_1X10_3, ‘}
L
= —-2X10-3

£12 > 30cm

Exp = 5 X10-3 v a
Nous avons : 40 cm v

_ AL ) g
€E=1

L= v30%2+4+402 =50cm

40
cosa =—=10.8
7,71» - 50

30

sina =—=0.
50

ey =i .2.m= (08 06)[ 5 TZ{00} 107
= (=2 1.4) {8:2}.10-3 — —0.76.1073

e(im) = ATL & AL = g(in). L=-0.76.1073.50 = -0.038 cm.

Exercice n° 4

En tout point M d’un solide, on définit le vecteur déplacement suivant :
Ui =x1+2x, x3
UZ = Xy — le X3

U3=0

1. Déterminer le tenseur de déformation au point M (1,1,0).

au, 1 (au1 auz) 1 (au1 + aus)
6x1 2 axz aX1 2 69(,'3 6x1
-1 Gradl)=[P(Ze42) 2 1(2 o
€= 2 (grad U + gradU) - 2 6x2 + 6x1 axz 2 69(,'3 + axz
1/0U au 1/0U au au
1 (_1 n _3) 1 (_2 n _3) 9Us
2 \0x3 x4 2 \0x3 d0x, 0x3
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1 1
£=|2(2x3 — 2x3) 1 ~(—2x, +0)[=[0 1 —xll
1 - 0
120 +0)  2(=2x;+0) 0 1
1 0 1
AupointM (1,1,0): e, =10 1 -1
1 -1 0

2. Déterminer les deformations principales et leur directions principales correspondantes au

point M
1 0 1
£==[0 1 —1]
1 -1 0
i 1 0 1 100
det(E—241)=0 —>det([0 1 -1 —/1[0 1 0>=O
1 -1 0 0 0 1
1 0 1 A 0 O 1-4 0 1
det{|l0 1 —-1|—-]0 42 0|]=0 —det{{0 1-4 —-1]|]=0
1 -1 0 0 0 2 1 -1 - A

A-HDA-DDH-1]-0+1[0- (DA -A)]=0
1-DA-2)-2-1-1]=0-1-2DA%*-2-2)=0

{1—,1=0 - ;=1
A2—21-2=0

AZ=£=2

+
A2-2-2=0, A=9, VA=3; s
Az=—=-1
2
Classement des déformations principales : g, = 2; ;=1 g =—1
= Lesdirections principales :

Soit X la direction principale de la déformation principale &, = 2

1 0 1 1 0 O X 0
det(?—e,lj.)?zOH [O 1 -1 —2[0 1 0 ){Xz = 0}
1 -1 O 0 0 1 X3 0
-1 0 17 (X1 0 —X1+X3=0 o X;=X;
[O -1 -1 {lez‘OIH{_Xz_ng()(_’X2=_X3:_X1
1 -1 —210a) o X, — X, —2X; = 0

Nousavons: X? + X2+X2 =1 X2+ (X))*+X? =1o3X? =10 X, = %:X3

Donc : )7:(% )

Gl

-1
V3
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Chapitre 04 :
Soit Y la direction principale de la déformation principale g;; = 1
_ 1 0 0 0
det(?—e,,D.XzOH —1 01 0 =10
0 0 1 0
0 0 11" 0 ;=0
0 0 —1[{2=40(e1-Y;=0
1 —1 —1 Y3 0 Yl_YZ_Y3:0(_)Y1:Y2
Nousavons: Y7 +YZ+YZ =1V, =Y,
1
y=(L L
Donc.Y—(ﬁ 5 0)
3 i =-—1 ,o0n

Pour avoir la troisieme direction principale Z correspondante a la contrainte &;;; =

effectue le produit vectoriel des deux vecteur XetY soit

N [51 é, € 1
L €, €, €3 1 1 1
Z:XAY:det Xl XZ X3 :det _3 \/_§ \/_§
Y, ¥V, Y 1 1
1 Yz I3 l = 5 OJ
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Chapitre 5 : Relation entre les contraintes et les déformations

Objectifs du chapitre 5
Les objectifs tracés dans ce chapitre sont :

- Connaitre les lois de comportement et la relation entre les contraintes et les déformations
d’un solide.

- Donner un apercu sur le comportement expérimental des solides.

- Editer loi de Hooke généralisée.

- Introduire l'influence de la température sur le tenseur de contrainte et de déformation.

- Donner un apercu sur les modéles rhéologiques décrivant les comportements réels des

corps solides.
5.1 Lois de comportement
5.1.1 Nécessité des lois de comportement
On considere un corps solide déformable (S), soumis a des sollicitations imposées [2][78] :

- Forces volumique f (¥, t) sur Q.

- Conditions aux limites : 0Qr
v" Forces surfaciques imposeées : Td(f, t) sur 0Qr. 7id
v’ Déplacérent imposés U4(%, t) sur 6Qu. 3
Avec : 0Qr U 6Qu=0Q ) Ve

Figure 5.1 : corps déformable (S)
La résolution d’un probléme de mécanique des milieux continus du corps (S), consiste a
déterminer en tout point M (X)de (S), a partir des sollicitations imposées a (S) et des conditions

initiales (position et vitesse initiales) :
- Le champ des déplacements (en variables Lagrangiennes) (l_f (%,t) .

- Le champ des vitesses (en variables Eulériennes) V (%,t) .
- Le tenseur des contraintes (X, t).
- La masse volumique p(%, t).

Pour cela on utilise les équations suivantes :
. . A oo .= D
- Equation de conservation de la masse ou équation de continuité :  divp V + a—‘t’ =0

- Les lois fondamentales de la dynamique :
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v Equation de mouvement ou d'équilibre :  diva + f = py dans Qu.

v Les conditions aux limites: &. 71 = T%sur 6Qr

Pour un probleme de mécanique des solides, on a 9 inconnues (3 composantes de U et 6

composantes de () pour 3 équations seulement — il manque 6 équations.

Il manque une relation exprimant la maniere dont le corps (S) se déforme, sous I’action des

contraintes qui y régnent, c’est la loi de comportent mécanique du corps (S).

Une loi de comportement entre le tenseur des contraintes & et le tenseur des déformations € ,

est déterminée experimentalement a partir d'un certain nombre d'essais.
5.1.2 Apercu sur le comportement expérimental des solides

La loi de comportement est une relation locale entre les tenseurs des contraintes o et le tenseur

des déformation €. , en utilisant un élément volumique infinitésimal dQ du solide (S).

Pour y remédier, on réalise des essais homogénes ou G et €, ont les mémes valeurs en tous
points de | ‘éprouvette considéré. (&(%,t) = a(t) et €(X,t) = €(t)). On cherche & obtenir des

états de contraintes et deformations simples [4].

X2

(So)
F(t) I ./ N\ FO
G /Qé_’ X1

I
1
|
1
|
1 X3
1
1
l

Figure 5.2 : Essai de traction simple d’un corps déformable (S).

L’état de contraintes et de déformation réalisée, est la suivante :

g1 0 O
=10 0 0
0 O 0
Les grandeurs mesurables sont :

( B F(t)
011 = So
Al(t)
{ &1 =
Ly
A,
L €2 = E33 = — =Veyy
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Avec 1o : rayon initial de la section transversale,
v : coefficient de poisson.

Les résultats enregistrés de o11 en fonction de €11, décrit le comportement en traction simple du

matériau (comportement de I'acier).

sy %
e Interprétation des résultats 5 B
Dans le domaine OB, les déformations sont réversibles. "“
Le comportement est élastique.
&,y
OA : comportement élastique-linéaire. o -
AB : comportement élastique non linéaire. Figure 5.3 : Résultats d’essai de traction simple.

B : représente la limite d'élasticité.

Au-dela du point B, le comportement devient plastique.

Si on décharge au point C puis on recharge a nouveau, la limite B passe en C
Ceci met en évidence le phénomeéne d'écrouissage.

Si on maintient F (t) constante et on mesure AL (t) /L, en fonction du temps. On obtient les

courbes suivantes :

AL(E) A Dechargerrjent
lo Si():cste,// F Al ,
- — = cste
So lo
t
t
Figure 5.4 : Phénoméne fluage. Figure 5.5 : Phénoméne relaxation.

L'augmentation de AL(t) / I en fonction du temps pour F(t) constante décrit le phénomene du
fluage. Par contre, si on travaille avec AL(t) / Lo constante, on constate que la force F(t)
nécessaire pour la réaliser décroit avec le temps. On n’est en face du phénomeéne de relaxation.

Le fluage et la relaxation, dépendant du temps, caracterisent des comportements visqueux.
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5.2 Elasticité linéaire
5.2.1 Tenseur d'élasticité

Le comportement élastique linéaire est modélisé par une relation linéaire, entre le tenseur de

contraintes & et le tenseur des déformations €[8]: & =A.€

Elle définit un tenseur d'ordre 4 de composantes Aijx telles que ; 0;; = A jjk- €y
ijk,1=1,2,3. 5 et € sont symétriques.

5.2.2 Isotropie, anisotropie

Soient Aij les composantes du tenseur d'élasticité A dans le repére R, soient A’ij les

composantes du tenseur d'élasticité 4 dans te repére R'. Le changement du repére de R vers
R' est défini par la matrice de passage [T], ont a alors [8] :

Ayt = T T T kpT 1g-Amnpg
Le matériau est dit isotrope si le tenseur d'élasticité 4 est un invariant, indépendant du repére
choisi : A'ij=Aij Y [T]
Mécaniquement, un matériau isotrope présente le méme comportement mécanique ¢ a d méme

relation (7, €) dans n’importe quelle direction, dans le cas contraire, le matériau est dit

anisotrope.

5.2.3 Loi de comportement élastique linéaire isotrope
Soit un tenseur d’élasticité 4 , correspondant & un matériau isotrope ou : A'ij= Ajjr Y [T]

Dans ce cas A contient uniquement 2 coefficients indépendants et son expression est donnée

comme suit [8][9] :
Oij = A0;jE +2UE;j oo (5.1)
La relation (1) exprime la loi de comportement élastique linéaire isotrope.
En développant la relation (1). On obtient :
i=1;j=1:01; = Aegs + &50 + E33)+2 pegy
Z(A+2u)e + ey, +Aesg
i=1;j=2:01,=04+2peq

izl;j:3:0-13=0+2u813
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i:2;j:2:0'22:/1311+(/1+2u)€22+lg33
i:2;j:3:0-12:0+2“‘£23
i:3;j:3:0'33:/1811+/1822+(/1+2“.)€33

Par écriture matricielle simplifiée, on obtient :

(011] €11
o £
011 012 013 022 €11 €12 €13 822
o= O2 O3 |=>0= azi ;€= €2 E3|=>¢&= Szz
o £
3 013) 33 513}
012 €12
A+ 2pn A A 0 0 0
o £
(5] A A+ A 0 0 0 I( gz\l
O A A A+ 2 0 0 0 €33
Oy = 0 0 0 21 0 0 {823 }
013J 0 0 0 0 21 0 LSBJ
01y 0 0 0 0 0 21 £1y

La loi de comportement (5.1) peut étre exprimée d'une maniére inverse comme suit [7] :

A
Eijj = ﬂaij - mé}jakk ............... (52)

La loi de comportement élastique linéaire isotrope dépend de 2 coefficients indépendants Aet u
appelés coefficients de lamé défini par [8][9] :

E v.E

n= 2 1) etA = m ....................... (53)
Ou E : module de Young, v : est le coefficient de poisson.
La loi de comportement (2) peut étre exprimé comme sulit :
1+
Eij = Tvai]' —%Sijakk ......................... (54)
L’équation (4) présente la loi de Hooke généralisée.
Sous forme matricielle :
€11 1 -V -1 0 0 0 01
-V 1 -V 0 0 0
€22 1 022
£33 1] —V -V 0 0 0 O
==| 0 0 0 1+v 0 0
€23 E 023
€13 0 0 0 0 1+v 0 01
e 0 0 0 0 0 1+v .
12 | ] 12
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5.3 Influence de la température

Sous ’effet de la chaleur les corps se dilatent, soit un milieu continu exposé a un champ de
température. Si la variation de température (AT) dans ce milieu est continue et uniforme dans
cet élément. Cette variation influence surtout le tenseur de déformation. La relation entre les
contraintes, deformation et la température est donnée par la relation (5.3), ou les contraintes

¢ dépendent linéairement des déformations et de la variation des températures [2].

)
I

Qi

Avec : FAEKO (5.3)

S

a, . Tenseur des contraintes initiales.
A : Tenseur d’élasticité d’ordre quatre.
0 : Variation de températures entre les configurations de références a(To) et actuelle a (T)
K6 : Contraintes engendrées par la variation de températures.
Petites variations de températures : T-To < To
5.3.1 Loi de comportement thermoélastique linéaire isotrope
Dans ce cas la relation (5.3) devient [2] :

=0l +2uE+AtrE)I-KIO ... (5.6)

Qi

u et A : Coefficients de Lamé,
K : coefficient thermique,
o, : contraintes initiales.

Inversement, on a :

(tr&)-abl...................... (5.7)

o

= 1+v =
==801 +'—E— o -

ml<

1-2V . - . e - , ,
&9 = — (E—)ao : Déformation initiale sous contraintes et écart de température nuls.

o =— - Coefficient thermique.
3A+2u

5.4 Apercu sur les modeéles rhéologiques

Les modeles mathématiques décrivant les comportements réels des corps solides sont obtenus

par la combinaison des trois modeles élémentaires suivants [8] :

- Le ressort : modélisation du comportement élastique : E

—\/\/——
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oc=FE.€
- Le patin : modélisation du comportement élastique.
. 0o
E=0st |o| <a
§>0st |o| =gy
§<0st |o] = -0,
- L'amortisseur : modélisation du comportement visqueux : o
. P
oc=n1n.€ ' —

Les modeles rhéologiques s'obtiennent par montage en paralléle (les contraintes s'additionnent,

les déformations sont les mémes) ou en série (les déformations s'additionnent, les contraintes

sont les mémes).
e Modeéle élasto-plastique sans écrouissage

Ce modele s'obtient par montage en série d'un patin et d'un ressort

0o

e Modeéle élasto-plastique avec écrouissage linéaire

Ce modeéle s'obtient par le montage suivant :

E>
Es
AN I
Oo

e Modéle viscoélastique de MAXWELL (fluage, relaxation)

Ce modeéle s'obtient par montage en série d'un ressort et d’amortisseur :
c=E.&=n.&etE=E, + &,

La loi de comportement sous forme différentielle est donnée par :
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€= % + % Equation d’états rhéologique. E

n
P—
—
81 82

5.5 Applications

Exercicen® 1

4 2 0
Soit le tenseur de contraintes suivant: ¢ = |2 3 0] (Mpa)
0 0 1

e Sachant que E = 125 Mpa et u = 45Mpa, déterminer les composantes du tenseur des
déformations correspondant.

Exercice n® 2

0 0 -1
On définit le tenseur de déformation suivant: £ = [ 0o 2 2 ] (10)~2
-1 2 2

e Déduire le tenseur de contrainte au point M, sachant que E = 21x 10* MPa et v = 0.28.
Exercice n°3

On considére un bloc constitué¢ de deux piéces cylindriques d’axe (X-X), de section (S) de
longueur [, et l,respectivement, constitué d’un méme matériau thermoélastique linéaire et
isotrope (E ,v,a). Ces deux piéces sont retenues entre deux plateaux fixes et séparées entre
elles par un joint de dilatation d’épaisseur (A) (figure 5.2). A 1’état initial les contraintes sont
nulles (état naturel), la température est T, et les forces volumiques sont négligées. On impose a

ces deux piéces une augmentation de température 6; = T, — T,, uniforme.
1. Déterminer la valeur de T;correspondant au contact entre les deux piéces.
AN : Ty=20 C° E=2.110°Mpa, v=0.3,a =12.10°C""1, [, = 10m, [, = 7m, A=5mm.

2. On impose ensuite une autre augmentation de température 8, = T, — T;. Calculer la

contrainte a,,, résultant dans les pieces. A
AN: 8, = 10¢° (E.v,e) || (E,v,0 :_x,
F=Atrd +2u& -Kol ;6= "2 G- (rH-ab]  * ) y ~
Figure 5.1
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5.6 Corrections

Exercicen® 1

4 2 0
Soit le tenseur de contraintes suivant : ¢ = [ 2 3 0] (Mpa)
0 0 1

e Déterminer les composantes du tenseur des déformations, sachant que E = 125 Mpa et u =
45Mpa.

14V v
— 00k

€ =5 %5

O =tr(6) =0y,+0,,+033=4+ 3+ 1 =8 Mpa

125

#:2(1+V)_>v_ﬁ_1 2. a5 1 =039

€11 = =011 — £ 81100k =24 - 2218 =1952.10"
€3 = o002 — £ 8220k To3 — T2 1.8 = 0.84.1072
€33 = = 033 — £ 83300 =51 — 12 1.8 = —1.38.1072
€12 = =015 — 7 81500 %2 =2,22.107%(8,, = 0)
€13 = %01 __6130kk —1+030 =0(8,3 =0)

€3 = ﬂ(72 8230kk 1+030 =0(8,3 =0)

E

195 222 0
Donc:&=[222 084 0[1072
0 0 —138

Exercice n° 2

On définit le tenseur de déformation en un point M comme suit :

0 0 -1
E=|10 2 2|02
-1 2 2

e Déduire le tenseur de contrainte au point M, sachant que : E = 21x 10* MPaet v = 0.28.
O'i]' =2 6ij€kk + 2”811

E _ 21.10*%
2 (1+4V)  2(1+40.28)

u= = 8.2.10*

v.E _ 0.28. 21.10*
(1-2v)(1+v)  (1-2.0.28)(1+0.28)

A= = 10.44.10*
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i=1;j=1:
611 =(A+2u)e;; + Ay + Aeg3=A(g5, + £33) = 4.1072.10.44.10* = 41.76. 102
i=1;j=2:
612 =2n€&, =0Mpa
i=1;j=3:
613 =2 g3 =2.8210%-1)10"2? = —16,4.10*Mpa
i=2;j=2:
Oy =&+ (A+2p)ey+A £33=2.1072(10,44.10* + 2.8,2.10%) +
10,44.10%.2.1072 = 74,56.10°Mpa
i=2;j=3:
023 = 2 1 &3 = 2.8,2.10%.2.1072=32,8. 10°Mpa
i=3;]=3:
O33 = A& + At (A +2p) e33= 22+ 2 1) £33 = 2.1072(2.10,44 . 10* +
28,2.10%) = 74,56 .10°Mpa

41,76 0 —164
.|

0 7456 0 ]102(Mpa)
~164 328 7456

Exercice N°3
1. Déterminer la valeur de T;correspondant au contact entre les deux pieces.

On a un état de contrainte uni-axial :

~ o 0 0
=12 0 0
0 0 0
Calcule des déformations :
=5 -Y(tro)i-abl
E E
Zx 4 Qa 0 0
E
£ = 0 - % + Oa 0
0 0 — 27 4 fa

Le joint de dilatation permit aux deux piéces de se déplacer librement sans contraintes :
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A#0 ; 04 = 0.
Sans variation de température la déformation relative est la méme dans les deux piéces.

— 1l _ 2 =
Exx Exx = Exx— @ 91

Dans lapiece 1: Al; = &,y 4

Dans lapiece 2 : Al, = €, I,
Le contact entre les deux piéces ce produit pour : Al; + Al, = A
Ex(h+tl)=A0cab(h+tl))=0Aca(l—T)l,+1L)=A

5.1073

=121060+7) T 20 =S¢

To

T,=—-—+
YTal+ )

2. Contrainte résultante d 'une augmentation 6, = T, —T; :

Apres contact les deux pieces ne peuvent plus s’allonger :

ey =024 0,0 =00y, =—FE a 0,=-2.1.10°.12.107.10 = 25.2Mpa.

E
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Chapitre 6 : Formulation classigue des problémes en élasticité linéaire

Objectifs du chapitre 6
Les objectifs tracés dans ce chapitre sont :

- Déterminer le champ de déplacement et de déformation d'un solide (S).

- Avoir le tenseur de contrainte d'un solide (S).

- Vérifier les conditions au limite appliquées sur un solide (S).

- Evaluer la solution d'un probléme en mécanique des milieux continus par la méthode de
résolution analytiques.

- Donner la solution d'un probleme en mécanique des milieux continus par la méthode de
déplacement.

- Evaluer la solution d'un probléme en mécanique des milieux continus par la méthode

des contraintes.
6.1 Positions du probléme

Soit un solide déformable (S) soumet a des sollicitations imposées de domaine (D) et de
frontiére (0QuU 0Qr), le probléeme d’élasticité linéaire consiste a déterminer un état élastique
en tout point de (S) correspondant aux forces de volume (f) dan (D) et vérifiant les conditions
aux limites [3] :
- Forces volumique f (%, t)dans Q ;
- Conditions aux limites : otk
v’ Forces surfaciques imposées : 5.7 = T4(%, t) sur 6Qr; ?d

v’ Déplacérent imposés : U = U%(, t) sur 6Qu.
(S) W\oQu
Avec : 0Qr U 0Qu = 0Q

Figure 6.1 : les sollicitations appliquées sur (S).

(S) est elastique, linéaire, isotrope, homogenes et isotherme, il est dans un état d'equilibre initial
naturel(oy = 0, €, = 0). Les déplacements et déformations dans (S) restent suffisamment
petites (HPP).

Le probléme posé consiste a déterminer en tout point M (x)de (S) :
- Le champ des déplacements Uet déformations €.
- le tenseur des contraintes a.

Vérifiant :
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- Les équations d'équilibre :  div &+ F = 0uvvveeeeeeeeeeeeeeee e (6.1)
- Laloi de comportement élastique linéaire isotrope :
T= AMEIT F 21T oo, (6.2)
= TG — (U)o, (6.3)

I ‘hypothése des petites perturbations HPP, relation linéaire entre les déplacements et les

déformations :

£= %(gradﬁ+tgradl_f) .................................................................. (6.4)

- Les conditions aux limites :
T = TUR E) SUT T e, (6.5)

U = ULR, 1) SUT OQU. et e, (6.6)

Si les conditions aux limites ne dépendent pas de la solution, le probléme est dit régulier, il
admet alors une solution unique. Le probleme posé ci-dessus consiste a trouver trois
composantes du champ de déplacement et six composantes du tenseur symétrique des

contraintes.
6.2 Méthode de résolution analytique

Pour résoudre analytiquement un probleme d’élasticité lin€aire, on postule a priori une forme
particuliere de la solution et on doit vérifier les équations (6.1) a (1.6). Si on parvient, ce sera

alors la solution unique du probléme.
Les équations a vérifier seront donc :
dws+f =0
F= A +2p%F
1+V= V

€= TO’—E(U'E)I

= %(gradl_f#gradﬁ)
.1 = T%,t) sur 6Qr.

U = U%#,t) sur 6Qu.

6.3 Méthode de déplacements
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La méthode de déplacement vise a écrire le probleme en fonction des déplacements imposées
puis a résoudre le systéme d’équations aux dérivés partiels obtenus. On choisit un champ de
déplacement comme inconnue principale. Nous nous intéresserons au cas d’un matériau

élastique linéaire isotrope dans le cadre de I’hypothése des petites perturbations.  On choisit

un champ U satisfaisant les conditions aux limites (CL) sur 0Qr cad cinématiquement

admissible.

A partir de U , on calcul & par (6.4), puits & par (6.2) et on vérifier les équations d’équilibres

(6.1) et les conditions aux limites (CL). Si ¢’est le cas, le champ U est le champ solution [3].

Pour éliminer les étapes de calcul U , €, & , on exprime les équations d’équilibres (6.1)

directement en fonction de U . On reporte (6.4) dans (6.2) puits dans (6.1), on obtient les

équations de Navier [2] :

A+ 1) (grad divl + p Av(gradl) + f = 0..eeoeeeeeeeeee e (6.7)
A+ i +pUgji+fi=0

Le chemin de résolution devient comme suit :

1) Postuler un champ U
2) Veérifier les équations de Navier.
3) Vérifier les CL.

6.4 Méthode des contraintes

On choisit d’abord un champ & , Vérifiant les CL sur 6Qr, pour cela on doit calculer Ua partir

de & en passant par € ,pour calculer Ua partir de €, il faut que & soit compatible c.a.d. vérifier

les équations de compatibilités [2][3].
Eij;u — €u,ij — Ejk,ik + Eik,jk = 0ttt e (68)

En substituant ¢ dans les équations (6.8), on obtient les équations de Beltrami :

ﬁ(gradﬁ) + ﬁgrad(tr?) + gradf+ tgrad]?+ —divf.lzz 0o (6.9)
Le schéma de résolution est alors comme suit :

1) Postuler un champ a.
2) Verifier les équations d’équilibres.
3) Vérifier les équations de Beltrami.
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4) Veérifier les CL sur 0Qr.

5) Et éventuellement intégrer le champ U.
6) Vérifier les CL sur oQu.

6.5 Applications

Exercice n °1

Soit la poutre rectangulaire b x h de longueur L (figure 6.1). Elle est constituée de deux parties
de mémes dimensions. Les deux parties sont constituées respectivement de matériaux dont les
propriétés élastiques sont les modules de Young E: et E> et les coefficients de poisson vi et va.
Le cylindre est soumis & une seule force longitudinale de traction F au point x; = L. En

négligeant les forces de volume, déterminer I’expression du déplacement maximal.

Matériau 2

Matériau 1

. Figure 6.1 : Console encastré.
Exercice n° 2
Soit un barrage poids dans la base (0, €;, e, ) de section triangulaire OAB (figure 6.2), encastré
a sa base. Le barrage est soumis a son poids propre p, g et a la poussé p,g x, de I’eau, sa surface
est située a une hauteur h égale a celle du barrage. Le matériau du barrage est considére élastique

linéaire et isotrope, de parametres E et v. La pression atmosphérique est négligée.

Eau :
masse volumique p,

Barrage :
masse volumique p

//A/#/

Figure 6.2 : Barrage dans le plan
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1. Pourquoi il s’agit de déformation plane et donner les formes générales de U , 5 et £.

2. Ecrire les conditions aux limites d’une tranche du barrage et écrire les équations

d’équilibres mécaniques a I’intérieur du domaine puis au niveau de ces conditions
limites en contrainte. On postule que tous les termes du tenseur de contrainte sont des
fonctions linéaires des coordonnées x, et x,. Donner 1’expression générale de la matrice
d’un tel champ de contrainte. Montrer qu’il vérifie I’équation de Beltrami et donc la

solution du probleme élastique.

6.6 Corrections

Exercicen® 1

Déterminer I’expression du déplacement maximal :

S=bxh

On utilise la méthode des contraintes comme suit :

b)

0
Postulera:a=[p 0o o
0

Positionner un champ de contrainte 4.
Vérifier les conditions aux limites sur 0Qr.
Vérifier les équations de Beltrami.

Intégrer le champ de déplacement.

Vérifier les conditions aux limitesoQy.

0 O

0 o033

Vérifier les équations d’équilibres : f : forces volumiques négligées.

60'11 60'12 60'13

o, Tom Tom 70 04i040+40=0 [0=0
Avo+f= 04524524 T8 =054 0F040=0 ¢ 0=0
X1 axz 6x3 60'33 60'33
Ty 04+0=0 (2=
6031+6032+6033+f =0 O0x3 Ox3
6x1 6x2 6x3 3

=> 033 = Constante

c) Conditions aux limites sur 0Qr (X =L).7n-e;

Qi

. 0 0
e3=Tq =10 0
0 0

0

—

o O

0
F
0331 \s
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d) Les équations de Béltrami :

ﬁ(gradc?) + ﬁgrad(tr?) + gradf+ tgradf + %divf.fz 0

Comme ag;5 = Constante, les dérivées de & sont nulles donc les équations de Beltrami sont

nulles.

e Les déformations :

€j = 5 0ij ~ 3, OekOij
_ 1+V1 V1 — Vl
€11 = 5 011 — E_(Un + 032 +033)811 = €11 = — % 933
1 1 1
— — — - _ .V . __ 033
€12 = &3 = &3 =0, &, = T 033,633 =
1 1
v, -
7, 033 0 0
Le tenseur de déformation vaut : E=lo - 2033 0
Ey
0 0 933
! Eq
F v, -
7, 033 0 0
On fait la méme chose pour le matériau2: =0 — 2033 0
E;
0 0 933
! E,

e) Intégrer le champ de déplacement :

1 , .
&j =3 (U;; — U;,;), on cherche le déplacement maximale U

1 6U3 6U3) 6U3
==\l =— > = . - = .
€ij =3 (6x3 dx3)’ €33 %3 dU; = €33.0x3 = U3 fQ €33.dX3

=> &33 X3 +C5t = U3
Matériau 1 : U = ehx;+ C;

Condition ala limite: x; =0 - U3(0) = 0 » &0+ ¢, =0-C, =0

F
U} = eaxs+ 05U} =2 35U} = X3
Ey S. Ey
Matériau2 : U2 = &2, x5+ C,

Condition a la limite : U3 (%) = &3 (%) =UZ (x3 =0)
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L L
= &1, = 2,0 + G, U5 (0) Us (E) Us(L)
—g1 L__F L (D) (2)
(2 = €33 2 S.E; 2
+h L L
° Xl = _7 ; ﬁ;: i e_l) _2 E
0 = — 0 0 Oof(x1 0
T(m)=40¢; 6.y =T (M) - |o o0 o { 0 } = [0} (condition vérifiée)
0 0 0 053]\ 0 0
T _ . 2 i E
e Pour Vérifier: E; = E,; U§ = s (x3 + 2)
L F L L
Us}max (x3 = E) = 35 (E + E) pour E; = E,
FL o: o Al
Us}maxZEZ%L:Al %:Tzsll

Exercice n° 2

1. Pourquoi déformations planes :

/s /S 7
. ¥/]

v
Figure 2 : Barrage dans le

La section du barrage est identique sur toute sa longueur, de méme que le chargement subit, et

on déduit le champ de déplacement entierement situé dans le plan perpendiculaire a sa longueur.

La déformation dans le sens de la longueur est empéchée.

L (G
Le champ U vaut: U =< U,(X{,X,) ;
U3 =0
. Lo &1 €2 0
Le tenseur de déformation &: &€ = €1 €5 0
0o 0 O

Le tenseur de contrainte 6: 6 = | g,, gy, 0
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2. Conditions aux limites :

i = T(R)

Qul

a. Face immergée OA :x; = 0,1 =—e;=(—1 0 0)

B Pe
T(—e—;):{o}
0

b. Face OB:x; = x,;n;=(cosa - sina O):(g —g 0) ;car a =45°

T(n) =(0 0 0)

e Equations d’équilibres : f: {i o f:3={0 ppg O}

I 6x1 6x2 3x3 0x1 6x2

60'21 60'22 60'23 60'21 60'22

(60'11 + 60'12 + 60'13 + O — 0 ! 60'11 + 30'12 — O

d1V5+f=0; 0xq 0x, 0x3 +f2:0_) ax1+axz+f2:0
60'31 30'32 60'33 _ 60'33 _
6X1 + 6x2 + 0x3 + O - 0 6x3 N O
011 = A X+ Bx, A4D =0 (1)

Onpose:{o,, = A'x; + B'xy; divo+f= 0—>:{ ,
P {22 1 2 C+B' =—ppg o (2)

O = C X1 + sz
On utilise la premiére condition  la limite : 5. (—e;) = T(—&;); %, = 0

11 012 0|(~1 _ pegxz __[TO11=Peg Xz (—AXy = BXxy = pe gy
021 022 0[) 0 (= => { -0, =0 == { Cx;+Dx, =0
0 0 o35)'0 0

_ B=p.g
_>{ D=0
De(1):D=0-A=0

La deuxiéme condition a la limite :

V2
el = 011 012 0 2 0 011 = —042
o.(M=T") - 01 022 0[)¥2(= {0} ~ {012 — 0y, =0
0 0 033 (2) 0

{Ax1+Bx2—Cx1—Dx2=0
Cxy+Dx,—Ax; —B'x, =0

Sur cette face : x; = x, :
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{Axl-l-sz—Cxl—DXZ:O (_){C:B:—peg
Cx1+Dx2_A’x1_B,x2=O A,+B,:C

De(2):B"=—ppg—C=—ppg+peg =5’

D’ou: A’=C-B’=—pe g+pp 9—Pe 9= - 20 g++pp 9

011 = —Pe g X3
{ 022 = (Pp —2Pe )g- X1 + (Pe —Pp ) g- X2
012 = —Pe g-X1

033 = V[(Pp —2pc ) g- %1 — Pp 9-X2 |; €A 033=V (011 + 032)

N.B : Les equations de Beltrami sont vérifiées comme les composantes du tenseur de

contraintes sont des fonctions linéaires en x, et x,.
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