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Introduction générale

L’étude des séries chronologiques constitue I'un des domaines les plus riches et les plus
dynamiques de la statistique appliquée, avec des applications multiples en économétrie, en
finance, en climatologie, en biologie, et dans bien d’autres disciplines. Depuis les travaux
fondateurs de Yule [29] sur les séries autorégressives et ceux de Slutsky [26] sur la théorie
des moyennes mobiles, ’analyse des processus stochastiques temporels n’a cessé d’évoluer,
donnant naissance a une panoplie de modeles de plus en plus flexibles et adaptés a la
complexité des données observées dans la réalité.

Parmi ces modeles, les modeles classiques tels que le modele autorégressif d’ordre p
(AR(p)), le modele & moyennes mobiles d’ordre ¢ (MA(q)) et le modele autorégressif a
moyennes mobiles d’ordre (p,q) (ARMA(p, ¢)), largement développés par Box et Jenkins
[7], ont permis de capturer efficacement la dynamique linéaire des séries stationnaires.
Dans le cadre bayésien, Ait Mohammed et Guerbyenne [1] ont étudié les modeles de ré-
gression a erreurs AR(p) sous contamination. Cependant, ces approches traditionnelles
reposent sur I’hypothese restrictive de constance des parametres, ce qui peut limiter leur
capacité d’adaptation a des phénomenes réels caractérisés par des ruptures de tendance,
une volatilité variable ou une structure sous-jacente instable. Face a ces limites, de nou-
veaux modeles plus souples ont été proposés dans la littérature, a l'instar des modeles
a coefficients variables, des modeéles de changement de régime (Markov switching) et en
particulier, des modeles autorégressifs a coefficients aléatoires (RCA).

Introduits par Nicholls et Quinn [24], les modeles RCA représentent une extension na-

turelle des modeles AR, dans lesquels les coefficients ne sont plus constants mais suivent
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eux-mémes une dynamique aléatoire. Cette approche permet d’introduire une hétérogé-
néité temporelle dans la relation autorégressive, rendant ainsi les modeles RCA particu-
lierement adaptés pour analyser des phénomenes soumis a des chocs exogenes ou a des
évolutions structurelles lentes. Ces modeles s’inscrivent également dans une vision plus
large de la modélisation stochastique dynamique développée dans les travaux contem-
porains de Dahlhaus (1997), Stoffer et al. (1990), ou encore Douc, Moulines et Stoffer
[14].

Ce mémoire s’intéresse spécifiquement aux modeles de régression linéaire a erreurs
autocorrélées suivant un RCA(1). L’objectif principal est d’étudier et de comparer deux
méthodes d’estimation des parametres : la méthode des moindres carrés conditionnels
(MCC), simple a implémenter mais parfois inefficace en présence de bruit non gaussien,
et la méthode du maximum de vraisemblance (MV), réputée pour sa consistance et son
efficacité asymptotique (White [28]; Gourieroux & Monfort [17]). Cette étude métho-
dologique s’appuie notamment sur des techniques numériques telles que ’algorithme de
Gauss-Newton, fréquemment utilisé pour I'approximation des solutions dans les modeles
non linéaires.

La premiere partie du mémoire est consacrée aux fondements théoriques des séries tem-
porelles : processus stationnaires, fonctions d’autocorrélation, théoreme de Wold, causalité
et inversibilité, inspirée des références classiques de Brockwell et Davis [9] et Hamilton
[18]. Dans une seconde partie, nous présentons en détail la structure et les propriétés des
modeles RCA(1), en mettant en évidence leurs conditions de stationnarité et les défis liés
a l'estimation des parametres. La troisieme partie propose une étude rigoureuse de I’es-
timation des parametres dans un modele de régression linéaire perturbé par des erreurs
RCA(1), via les approches MCC et MV. Enfin, une analyse numérique est menée a travers
une étude de simulation.

Les résultats obtenus permettent de comparer la qualité des deux méthodes d’esti-
mation a l'aide de la racine de l'erreur quadratique moyenne (RMSE). Ce travail vise
ainsi a contribuer a une meilleure compréhension des modeles a coefficients aléatoires et
de leurs propriétés statistiques, tout en mettant en évidence I'importance d’adapter les

techniques d’estimation aux structures dynamiques complexes que l'on observe dans les
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séries temporelles réelles.



Chapitre 1

Généralités sur les séries chronologiques

1.1 Introduction

Ce premier chapitre est consacré a 'introduction des concepts fondamentaux des séries
temporelles, en mettant 'accent sur les propriétés essentielles des processus stochastiques.
Nous commencons par la définition formelle d’un processus stochastique, suivie de ’étude
des conditions de stationnarité, en distinguant la stationnarité au sens faible et au sens
fort. L’analyse des fonctions d’autocovariance et d’autocorrélation sera développée afin de
quantifier la dépendance temporelle inhérente aux séries temporelles.

Nous examinerons également la notion de bruit blanc, ainsi que les techniques de
différenciation utilisées pour stationnariser une série. Le théoreme de Wold sera présenté
comme un résultat fondamental garantissant la décomposition des processus stationnaires
en une somme de composantes déterministes et aléatoires. Par ailleurs, nous introduirons

les principaux modeles de séries temporelles, notamment les modeles AR, MA et ARMA.

1.2 Processus stochastiques

La modélisation d’une série d’observations repose sur la recherche d’un modele qui
approxime au mieux le processus stochastique . Cette approche nécessite de recourir a la
théorie des processus stochastiques, ainsi qu’a la compréhension approfondie de leurs pro-
priétés fondamentales. Ces propriétés permettent de décrire de maniere précise 1’évolution

temporelle des phénomenes aléatoires et d’établir les liens entre les différentes réalisations

10
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de ces processus.

Définition 1.2.1. Un processus stochastique est une famille de variables aléatoires { X, }er
définies sur un certain espace probabilisé (2, F, P) et indexées par un certain ensemble

T, appelé ensemble de temps.

— SiT =7 , on parle de processus stochastique a temps discret.

— SiT =Ry, on parle de processus stochastique a temps continu.

1.2.1 Une série chronologique

Définition 1.2.2. Une série chronologique, également appelée série temporelle ou chro-
nique, est un modeéle mathématique qui modélise des phénomenes dépendant du temps.
Mathématiquement, on dit que c’est un processus aléatoire noté (X;)iez avec Xy une va-
riable aléatoire de densité f. On peut dire ausssi que c’est un processus stochastique a

temps discret.

Analyse d’une série chronologique :

Les composantes d’une série temporelle sont généralement les suivantes :

1. Tendance générale (trend).
2. Mouvements saisonniers (seasonality).
3. Composante aléatoire.

4. Eventuellement, on peut ajouter les composantes résiduelles liées & des conjonctures

(greves, confinements, etc.).
On distingue principalement deux types de modeéles :

1. Le modeéle additif : La variable X; s’écrit comme la somme de trois termes :
Xt =my + S + €, avec E(Et) =0.
ou :

11
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— X, : série observée,

— my : tendance (trend),
— s; : effet saisonnier,

— ¢; : composante aléatoire.

2. Le modele multiplicatif : La variable X, s’écrit, a une erreur pres, comme le

produit de la tendance et d'une composante de saisonnalité :

Xt = My - St * €, avec E(Et) =1.

1.3 Stationnarité

Nous commengons par la définition d’un processus stationnaire au sens strict (ou
fortement stationnaire), avant de présenter la notion de stationnarité au second ordre

(ou faiblement stationnaire).

1.3.1 Stationnarité forte

Définition 1.3.1 (Stationnarité au sens strict). Un processus { Xyt € Z} est dit sta-
tionnaire au sens strict (ou fortement stationnaire) si ses lois fini-dimensionnelles
sont invariantes par translation temporelle.

Autrement dit, pour tout h € Z, pour tout entier n € N* et pour tout (t1,tq,...,t,) €

7", le vecteur aléatoire

(Xt17Xt27 s 7th>

a la méme loi que le vecteur translaté

(Xtﬁ-h’ Xt2+h7 s 7th+h)'

Cette notion de stationnarité forte est difficile a vérifier en pratique. On lui préfere

donc la notion de stationnarité faible, qui repose sur les moments d’ordre un et deuz.

12
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1.3.2 Stationnarité faible

Définition 1.3.2 (Stationnarité au second ordre). Un processus {X;t € Z} est dit sta-

tionnaire au second ordre (ou faiblement stationnaire) s’il vérifie les conditions sui-

vantes :
1.VteZ, E[X? <o (moment d’ordre deux fini),
2.¥teZ, E[X{]=m<o (espérance constante),

3. V(t,h) € Z?, Cou(Xy, Xip) = v(h) (autocovariance dépendant uniquement du
décalage h).

En pratique, on vérifie généralement la constance de l'espérance E[X;] = m et de la
variance Var(X;) = o2 pour toutt € Z. Ces hypothéses permettent une analyse plus simple

des séries temporelles et l'application efficace de nombreur modéles linéaires classiques.

Remarque. Pour un processus du second ordre, la stationnarité stricte implique la
stationnarité faible. Toutefois, la réciproque n’est pas toujours vraie, sauf dans le cas

des processus gaussiens.

1.4 Ergodicité

On dit qu’une suite stationnaire est ergodique si elle satisfait la loi forte des grands

nombres.

Définition 1.4.1 (Processus stationnaire ergodique). Un processus strictement station-
naire {Xy,t € Z} , da valeurs réelles, est dit ergodique si et seulement si, pour tout

borélien B C RF! et tout entier k €N, on a :

n

Z 15(Y, Yier, ., Yier) — P[(Yy, Yiaa, ..., Yiew) € B]  presque stirement.
t=1

SRS

Certaines transformations de suites ergodiques restent ergodiques.

13
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1.5 Fonction d’autocovariance

Définition 1.5.1. Soit {X;,t € Z} un processus aléatoire, la fonction d’autocova-
riance mesure la covariance entre deux valeurs du processus séparées d’un intervalle de

longueur h, notée y(h) :

v(h) = Cou(Xy, Xon) = E[(X, — B(X)(Xion — E(Xpip))], Vi h €L

1.6 fonction d’autocorrélation

Définition 1.6.1. On appelle fonction d’autocorrélation, notée p(h), d’un processus
{Xi;t € Z} la fonction définie par :

p(h) = 1) ey,
¢!

(0)’

ot y(h) = Cou(Xy, Xiin) est la fonction d’autocovariance du processus.

1.7 Processus Bruit Blanc (White Noise Process)

Définition 1.7.1. "Bruit blanc faible" Un processus {Xy;t € Z} est appelé bruit blanc

faible,si les deux conditions suivantes sont satisfaites :

1. E(Xy) =0, VteZ
Ce qui signifie que l’espérance du processus est indépendante du temps et qu’elle est

nulle.

o si h =0,
2. y(h) =E[X, X, =
0 si h#0.

Cela implique bien entendu ['indépendance de la fonction d’autocovariance par rap-
port au temps. En d’autres termes, cela signifie que les bruits blancs sont des pro-

cessus stationnaires particuliers sans mémoire.

Définition 1.7.2. "Bruit blanc fort" Un processus {X;;t € Z} est appelé un bruit

blanc fort si et seulement si les X; sont i.i.d., avec :

14
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E(Xy) =0 et Var(Xy) =0

On note alors :

X, ~ BB(0,0%)

1.8 Différence de martingale
Avant de présenter les définitions suivantes, introduisons une notation essentielle :

Soit F; la filtration, c’est-a-dire l'information disponible jusqu’au temps t inclus.
Plus précisément :

Ft = O'(Xt,Xt_l,Xt_g, .. )

FElle représente 'historique des réalisations passées du processus {X;} jusqu’a linstant t.
L’espérance conditionnelle E(X; | Fy_1) correspond alors d la meilleure prévision de X,

en utilisant toute ’information connue jusqu’a t — 1.

1.8.1 Une différence de martingale homoscédastique

Définition 1.8.1. Le processus {Xi;t € Z} est une différence de martingale ho-

moscédastique si et seulement si :

E(X, | Fil)=0 VteZ

Var(X,) =0> Vt€Z

(L’espérance conditionnelle est nulle et la variance est constante.)

15
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1.8.2 Une différence de martingale hétéroscédastique

Définition 1.8.2. Le processus {X;;t € Z} est une différence de martingale hété-

roscédastique si et seulement si :

E(X, | Fi)=0 VteZ

Var(X; | Foot) = h2 VtezZ

(L’espérance conditionnelle est nulle et la variance conditionnelle n’est pas constante.)

1.9 Opérateurs sur les séries temporelles

1.9.1 L’opérateur retard

On note indifféremment B (Backward) ou L (lag), l'opérateur retard qui fait passer
de Xt a thl s
BX, = X;_1.

On a également :

B2Xt - B(BXt> - BXt_l - Xt_z.

Par une relation de récurrence, on obtient :

B"X; = B(B(...(BX}))) = Xy_n.

1.9.2 Opérateurs de différenciation

Définition 1.9.1. On définit l'opérateur de différenciation A par :
AXt — Xt - Xt—la \V/t Z 2

Définition 1.9.2. On définit ['opérateur linéaire de différenciation d’ordre k par la for-

mule de récurrence :

AP X, = A(AFD X))

16
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1.9.3 Théoréme de Wold

Le théoréme de Wold (1938) est le théoréme fondamental de l'analyse des séries tempo-
relles stationnaires. Ce résultat constitue, d’une certaine fagon, un prérequis aux processus

ARMA qui seront abordés a la section suivante.

Définition 1.9.3 (Théoreme de Wold). Tout processus {X,t € Z} faiblement station-

naire peut s’écrire sous la forme :

+oo
X, = Z pig—j + ki,

J=0

o v; : parametres réels du modele.

o (&¢)tez est un bruit blanc gaussien.

o g,_; : représentent les "chocs" passés (qui ont une variance finie). Cela signifie que
la somme des chocs passés correspond a la composante linéaire stochastique de X;.

o ky : partie déterministe telle que Cou(ky, ;) =0 VteZ, Vj e N*,

Remarque.

On impose une condition de normalisation :

Po=1 et ijz-<oo
=0

Une autre écriture de ce théoreme peut étre obtenue comme suit :

Xt = \I’(B)gt + kt

\1/(3):i¢j31:1+¢13+¢232+...

J=0

et
U(B)ey = (14+ 9B+ oB*+ ... )ey = &, + Y1601 + Yoo + ...

17
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1.10 Quelques modeles linéaires de séries temporelles

1.10.1 Processus autorégressifs AR(p)

Définition 1.10.1 (Brockwell, P. J. Davis, R. A. (2002) [8]). On dit qu’un processus
stationnaire { Xy; t € Z} admet une représentation autorégressive d’ordre p, notée AR(p),

s’il vérifie équation suivante :
Xe =01 Xp1 + 02 Xo 0+ 03X 3+ + 9pXip + &,
ot
{ey; t € Z} ~ BB(0,0?)
et ¢1,...,¢, sont des coefficients réels tels que ¢, # 0
On peut aussi écrire :

p
X; = Z ¢kXt—k +é& & @(B)Xt = &,
k=1

avec ®(B) =1— ¢ B — ¢ B* — - -+ — ¢, BP le polynome caractéristique de degré p.

Propriété 1. Un processus autorégressif AR(p) est stationnaire si et seulement toutes

les racines du polynome ®(z) sont de modules strictement supérieurs d 1.

1.10.2 Processus moyenne mobile MA(q)

Définition 1.10.2 (Brockwell, P. J. Davis, R. A. (2002) [8]). Un processus stationnaire
{Xy; t € Z} admet une représentation moyenne mobile d’ordre q, notée MA(q), s’il vérifie

[’équation suivante :
Xt =&+ (918’:}71 + 9257572 +---+ (gqe’ft,q,

o

{es; t € Z} ~ BB(0,0%)
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et by,...,0, sont des coefficients réels tels que 6, # 0.

On peut également écrire :

q
Xt = Z eké‘t,k = Xt = @(B)gt,

k=0

oty =1 et O(B) =1+ 0B+ 0,8+ -+ 0,B9 est le polynome caractéristique de

degré q.

Propriété 2. Un processus ad moyenne mobile MA(q) est toujours stationnaire, quelle

que soit la valeur des coefficients 0y, ...,0,.

1.11 Causalité et Inversibilité

1.11.1 Causalité

Définition 1.11.1. Processus causal

On dit que {Xy; t € Z} est causal s’il existe une suite {ay} et un processus {e;; t € Z}

telle que :
> aj] < oo
j=0
et que
X, = i ajer; otier ~N(0,02).
j=0
Remarque.

Théoréme 1.11.1. Le processus {X;, t € Z} est causal si et seulement si toutes les

racines du polynome caractéristique ¢(z) sont a lextérieur du cercle unité, c’est-a-dire :

|z] > 1.

1.11.2 Inversibilité

Définition 1.11.2. Processus inversible
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On dit que {Xy; t € Z} est inversible s’il existe une suite {b;} telle que :

o0
> 1bl < o0
=0

et que :
o
Et = Z b]th]
§=0
ot &; est un bruit blanc.

Théoréme 1.11.2. Le processus {X;, t € Z} est inversible si et seulement si toutes les

racines du polynome O(z) sont a lextérieur du cercle unité, c’est-a-dire :

|z| > 1.

Remarque.
— Un processus AR(p) est toujours inversible.

— Un processus MA(q) est toujours causal.

1.11.3 Processus autorégressif moyenne mobile (ARMA)

Les modéles ARMA (AutoRegressive Moving Average) combinent une partie auto-
régressive (AR) et une partie moyenne mobile (MA). I est possible de vérifier la
stationnarité et 'inversibilité du modele ARMA a l'aide des théorémes précédem-

ment énonces.

Définition 1.11.3 (Brockwell, P. J., Davis, R. A. (2002)[8] ). Un modéle ARMA(p, q)

est défini par l’équation suivante :
Xi =01 Xi1 — Xy o — - — Xy p =&+ 0151 +O5p 0+ - + 0454

Autrement dit,
p q
Z Ok Xk = Z Orei—r
k=0 k=0
avec ¢pg =1 et 6y = 1.
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Nous pouvons ainsi écrire ce modele sous forme polynomiale :

ou :
— ®(B)=1—¢1B—$B*—---— ¢, BP est le polynome caractéristique d’ordre p,

— O(B)=1+6,B+60,B*+---+0,B7 est le polynome caractéristique d’ordre q.

Remarque.
— Sip=0et qg+#0,alors X; ~ MA(q),
— Sip#0et g=0,alors X; ~ AR(p),

— Sip=0et ¢g=0,alors X; =&, ce qui correspond a un bruit blanc.
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Chapitre 2

Etude des modeéles autorégressifs a

coefficients aléatoires

2.1 Introduction

Au cours des dernieéres décennies, I'intérét pour les modeles de séries chronologiques
n’a cessé de croitre. Parmi eux, les modeles autorégressifs a coefficients aléatoires
(RCA), qui généralisent les modeles autorégressifs classiques (AR), ont suscité une
attention particuliere. Introduits par Andél [2] et étudiés notamment par Nicholls
et Quinn [23], ces modeles permettent de mieux capturer certaines dynamiques

aléatoires dans les dépendances temporelles.

Cette section propose une présentation générale du modele RCA(p), avant de se
focaliser sur le cas particulier RCA(1), pour lequel nous examinerons les conditions

de stationnarité et diverses méthodes d’estimation dans le cadre fréquentiste.
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2.2 Modele autorégressif a coefficients aléatoires
d’ordre p

Définition 2.2.1. Un modéle autorégressif a coefficients aléatoires d’ordre p, noté

RCA(p), est représenté sous la forme suivante :

p

pe=> (¢ + Bi(t))p—i + &, tEZ (2.1)

i=1
o :
— {e&,t € Z} est une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement
distribuées (i.i.d.) de moyenne nulle et de variance o > 0 .
— Vi € {1,...,p}, la suite {B;(t), t € Z} est une suite de variables aléatoires
i.1.d .

— ¢; sont des constantes, pour touti=1,...,p .

Nous nous intéressons a présent au cas particulier du modele RCA(1), modele au-

torégressif a coefficient aléatoire d’ordre un.

2.3 Modele autorégressif a coefficient aléatoire d’ordre
un

Considérons deux suites de variables aléatoires {¢;,t € Z} et {B(t),t € Z} vérifiant

les hypotheses suivantes :

Al : {¢} est une suite de variables aléatoires indépendantes, de moyenne nulle et
de variance o2 > 0 .

A2 : {B(t)} est une suite de variables aléatoires indépendantes, de moyenne nulle
et de variance 0% > 0 .

A3 : Les suites {B(t)} et {€;} sont indépendantes.

Définition 2.3.1. Un processus {X;,t € Z} est dit autorégressif a coefficient aléa-
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toire d’ordre 1, noté RCA(1), s’il vérifie l’équation suivante :

= (¢ + B(t)py1 + €&, teZ (2.2)

ou {e, t € Z} et {B(t), t € Z} satisfont les hypothéses précédemment énoncées, et

¢ est une constante réelle.

Dans le cas particulier ou ¢ = 0, le modéle s’écrit :

M = B(t),ut,l + €, teZ (23)

2.4 Stationnarité des modeles a coefficients aléa-

toires

2.4.1 Solution strictement stationnaire

Nous commengons par énoncer le résultat de P. Billingsley [5] permet de démon-

trer la stationnarité au sens strict.

Lemme 2.4.1. Soit {y,t € Z} un processus stochastique. Considérons un processus

stochastique {1y, t € Z} défini par :

¢t = 90(' A 7Mt—17l’bt7 A ')7

ou ¢ est une fonction mesurable. Si {p;,t € Z} est strictement stationnaire et
ergodique (en particulier si les p; sont indépendants et identiquement distribués),

alors {1} est strictement stationnaire et ergodique.

2.4.2 Solution faiblement stationnaire

Théoréme 2.4.2. (Hwang et Basawa [19])
Si
E(B(t)*) <1,
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c’est-a-dire :

op+ B* <1,

alors le processus (2.3)admet une unique solution

pe =€+ i (jlj B(t — z)) Et_j. (2.4)

Hwang et Basawa [19] démontrent ce théoréme en se référant auz travauz de Nicholls
et Quinn [23]. Ils notent d’abord que l'expression (2.8) satisfait I’équation (2.3), et

que [y défini par (2.3) est stationnaire et ergodique.

Démonstration. Partons du modeéle suivant :
pe = B(t)p—1 + &t

En itérant cette relation, on obtient :

pe = B()(B(t — ez + €-1) + &
= B(t)B(t — 1),ut_2 + B(t)&t_l + &4
— B)B(t = 1)(B(t = 2)jus_s +21-2) + B(t)er 1 + 2,

=B(t)B(t —1)B(t — 2)ut—3 + B(t)B(t — 1)et—o + B(t)er—1 + &4

= (pH B(t —j)) fit—p + EP: (jl_[ B(t - i)) Et—j + &t
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D’apres I'inégalité de Tchebychev, lorsque p — oo on a :

J— . 2

p-1 . E ((H?é B(t = j)ip) )
P B(t —jpus—p| > €| < 5

j=0 €

p-1 PLR(B(E — D uyp,)?

j=0 €

p—1 Hp_lEBt_j2 .]EIUL27
p ([T 5t - | o) < ELEEC 00 B

=0

p—1 2 2 2

+ B4\ . R &

P B(t . j),ut_p >el| < (UB 22 (/’Lt P) — 50

=0

Etant donné que

E(u;_p) < 00

et

op+B*<1
Il en résulte que le processus {p,t € Z} est stationnaire et ergodique.

Théoréme 2.4.3 (Wang et Basawa [19]). On considére [’équation suivante :
pe = B(t)ps 1 + & (2.5)

ou {(B(t),et),t € Z} est une suite de vecteurs aléatoires strictement stationnaire et

ergodique telle que :
E[ln|B(t)|] <oo et E[lnle|] < oc.

Si Elln |B(t)|] < 0, alors il existe une solution {u;} strictement stationnaire et
ergodique pour 'equation (2.9), et telle que pour tout t € Z, p; est mesurable par

rapport a F, = o ({(B(n),e,),n < t}) la tribu engendrée par {(B(n),e,), t € Z}.

Démonstration. Supposons que
E[lln|B(t)|]] =a <0
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Définissons la suite {1}} pour j € N par :

j—1
To=e¢, Tj=]]B(n—1i)e;, pourj>1.
i=0

Soit S, = > _ T}, on a:

In(|T;[) = In (H Bt — )] \sj|>

j—1
In(|75]) = Infej| + > In|B(t — i)
i=0
En divisant par j, on obtient :
1 1 14 ,
~In|T;] = =~ Inle;| + = > In|B(t — ).
J J J i=0

Par le théoreme ergodique, on a :
1 p.s.
—In|7;| — E[ln|B(t)|]] = a < 0.
J

Donc |Tj]1/ i 22y e < 1. A présent, posons 'ensemble des réalisations pour lesquelles

la convergence est vérifiée. On les note 7.

Comme exp(a) < 1, il existe alors une constante § € (0, 1) telle que :

ITF] < ¢ <1 pour tout j € Ns.

On en déduit que la série 3-7_ |T7] est convergente, et par conséquent, la somme

partielle :

converge presque siirement lorsque r — oo.
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On décide alors de poser :

j=1 \i=0

oo fj—1
i = lim S, = e+ > (H B(t - i))

Ainsi, u est une solution mesurable a F,, de I’équation (2.9). Comme {B(t),€;} est
strictement stationnaire et ergodique, on en déduit que {y;} est également stricte-

ment stationnaire et ergodique.

Théoréme 2.4.4 (Dazhe Wang[13]). Soit {u:; t € Z} un modéle autorégressif a
coefficients aléatoires d’ordre 1, défini par ’équation (2.3). Supposons que les hy-
pothéses Al et A3 (énoncées dans la présentation du modéle RCA(1), section 2.3)

soient satisfaites.

Si les {e, B(t)} suivent des lois normales, alors une condition suffisante pour [’exis-

tence d’une solution strictement stationnaire et ergodique est :

11 —exp—A(l —w?)

noh <C+2-2 | d 2.6
nog <(¢+1In ; 1= w (2.6)
02
ou ¢ = 0,57721 est la constante d’Euler et A\ = 2—]32.
OB

Démonstration. Soit les données suivantes :
— e =&t Q,
— B(t) = np + owy, avec w; ~ N (0, 1),

et {(et, B(t)),t € Z} est une suite strictement stationnaire et ergodique comme

démontré dans le lemme 2.4.1

Il est important de remarquer que :

E(e) <oo et E(In|B(t)]) < oc.

Pour pouvoir faire appel au théoréme 2.5.2, nous devons montrer avant tout que :

E(In|B(t)]) = E(In|ng + op wy|) < 0.
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On se retrouve face a deux cas : celui o g = 0, et celui ou np # 0.
Cas 1: 775 =0 Dans ce cas, on a :
E(ln |B(t)]) = E(In |ogwy|).
En utilisant les regles de base des logarithmes, on obtient :
E(In |B(t)]) = E(In |og]) 4+ E(In |w]).

Comme w; est une variable aléatoire gaussienne standard, son espérance logarith-

mique existe. De plus, op est une constante réelle strictement positive, donc :
E(ln[B(t)]) = In|op| + E(In |wl),

E(In|B(t)]) = ;m log|? + E(In Jw,),
E(n [B(1)]) = 5 Infosl  5(C+n2)

Par conséquent E(In |B(t)|) < 0.
Cas 2 : 175 #0 On a alors :

E(ln|B(1)]) = E(In s + opw)

B 50)) =& (1n ool |1+ P
B

)

o
1—|——Bwt

)

E(In|B(t)|) = E(In |ng|) + E (ln

)

E(In|B(t)]) =In|ns| + E <1n

1+ ijt
B
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E(n |B(1))) = 5 n(lns?) + E(n |1 + Z])

ou

0.2
Z~N (0,5)

UFz;

En utilisant I’évaluation de E(In |1 4+ Z|), dans [23] on obtient :

11 —exp —A(1 —w?))
1 —w?

dw,

E(n|B®t)|) <0 <= 1n0%<§+1n2—2/
0

2.5 Estimation des parameétres d’un modéle RCA(1)

L’estimation des parametres d’'un modele autorégressif a coefficient aléatoire, en parti-
culier le modele RCA(1), est étudiée & travers les méthodes des moindres carrés et du
maximum de vraisemblance, en mettant I'accent sur les propriétés statistiques des esti-

mateurs. Nous considérons le modele :

pe = (¢ + B(t)) 1 + & (2.7)

ou :
— {B(t),t € Z} est une suite de variables aléatoires indépendantes et identique-
ment distribuées de moyenne nulle et de variance 0%,
— {&t,t € Z} est une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement

distribuées de moyenne nulle et de variance o2.

2.5.1 Estimation des parameétres d’un RCA (1) par les moindres

carrés

Soit F; = o(us, s < t) la tribu engendrée par les observations du processus jusqu’a I'instant

t.On a :
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E(pe| Fr—1) = E(B(t) + @) pre—1 + &¢| Fi-1)

=E(B(t) + ¢)pr—1|Fi—1) + E(ee| Fi1)

Comme B(t) et ¢, sont indépendants de F;_1 et p;_1 est F;_j-mesurable, on a :

E(,Utfl‘ftfﬁ = Mt—1,
E(B(t)|Fi_1) = 0,

E(Et|ft_1) =0.

Donc :

E(pe| Fi-1) = dppre

On peut réécrire le modele comme :

pe = oe—1 + B(t) -1 + &

Posons w; = B(t)u—1 + &4,

soit w; = py — Qug_1, on pourra écrire :

E(w; | Fio1) = E(pe — -1 | Fr1)
=E(pue | Fior) — E(Qpe—r | Fioa)

= E(wt|.7:t_1) = 0
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Ainsi de la méme maniére nous pouvons écrire que :

E(wf | Fio1) = E((ue — ¢Mt—1)2 | Fi1)
= E(M? — 201 + QZ)Q#?—l | Fiz1)

= E(i; | Fio1) = 20E(pepie—1 | Feor) + O*E(if_ | Fio1)

Puisque :

E(u; | Foer) = E((B(t) + ¢)?p;_y | Fier) + E(e} | Foor)

— 2E(e(B(t) + d)pua—1 | Frn)

Comme on a :

E(pi | Fior) = p516" + 1 1 E(B(t)” | Ferr) + Elef | Fin)

= iy 1(0p + %) + 07

Ainsi on peut conclure que :

E(wf | -7:t—1) = Nf&("% + ¢2) + U? + (152#?71 - 2(?2:“%71

_ 2 2 2
=0, + 0Bl

En considérant un échantillon (pq, 1, .., it,), nous estimons ¢ en minimisant Y7 ; w?

par rapport a ¢ :

a n
%;wt—aig ¢,Ut1

Nous développons le terme de droite afin de pouvoir dériver par rapport a ¢ :
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a n
(9725 ; (N? — 201ty + ¢2N371)

En dérivant :

8 n n
96 Z wi =) (‘2/%—1#:5 + 2(;5,uf,1)

t=1

Pour estimer ¢, nous annulons la dérivée premiere. On remarque que :

ng?Zwt —QZut 1 >0

La condition du minimum est donc bien vérifiée, d’ou :
)

Z<_2Mt71Xt + 2&1#?—1) =0
=1

Ainsi, on obtient :

Z?:1 Ml —1

(% = n
P N%—1

La seconde étape de I'estimation par les moindres carrés consiste a former le résidu w; a

partir de I'estimateur ¢, afin de pouvoir ensuite estimer o2 et 0% :

- élﬂtfl

On note

A 2
o2, 0%) = (07 — (02 + ouii )
En dérivant ¢ par rapport a 0% :

ooz = 2wt (8 = o2~ bt
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On voit de la méme maniere que la seconde dérivée est strictement positive :

826(037‘7123) 0 o ~2 2 2 2
0%, - 903, _2;/%—1 (wt — 0 — 03#;5—1)
826(02,02) n
T a3 iy >0
%o t=1

Il y a donc lieu de résoudre :
0t(0?,0%)
do?,

=0
—2% uiy (UA)? — ol — 6?9#?—1) =0
t=1

On peut en déduire que :

n 2 . ~2 o 2
A2 Dot MWy — 02 3 4q Hi_q
UB - Zn 4
t=1 Ht—1

A présent, nous estimons 62 de la méme maniére :

ol(oZ,0%) 0 (2 2 2 2 \?
ao.g = 80'3 ; (wt — 0 — O-B:utfl)
ol(c?, 0%) N
TQB =-2) (wf —o? - 0125’/~Lt2_1> =0

&

~

=1

n

A2 A2 22
nel =7y (wt - UBNt—1)
=1

~+

Ainsi, nous pouvons conclure que :
n

A2 A2 2
> (wt - O-B:ut—l)

La méthode est itérative, car ’estimation de chaque parameétre repose sur celle des autres,

impliquant un processus de mise a jour successive jusqu’a convergence.
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2.5.2 Consistance et normalité asymptotique de ’estimateur par

la méthode des moindres carrés

D’apres Nicholls et Quinn [23], pour déterminer la loi asymptotique de (ﬁ la premiere étape

consiste a établir que 'estimateur ¢ est consistant, c’est-a-dire que :

ou :

0.2

% _
_1_¢2_U%7 et y(h) =¢"y(0), VheN.

7(0)
Pour déterminer la loi asymptotique de 7)g, certaines conditions doivent étre remplies :

— (&¢) et (B(t)) sont des suites de variables aléatoires indépendantes et identi-

quement distribuées ;
— E(ui) < oo

Ces conditions impliquent que le processus (y;) est markovien. Pour montrer que E(u}) <

00, il est nécessaire de vérifier que E(B(t)*) < 1.

Théoréme 2.5.1 (Nicholls et Quinn[23]). Sous les conditions établies précédemment,

nous avons :

ﬁ(& - ¢) L> N(0>U2)7

n—oo

avec .

o2 — OB(g) + 2020 5E (1) + oBE(1g)
~(0)?
2.5.3 Estimation des parameétres d’un RCA(1) par le maximum
de vraisemblance
Pour estimer les parametres d’'un modele autoregressif a coefficient aléatoire d’ordre 1

(RCA(1)) par la méthode du maximum de vraisemblance, on considére le processus

{p,t € Z} strictement ergodique et stationnaire, F;-mesurable, avec :
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pe = (¢ + B(t)) -1 + &
sous les conditions suivantes :

— (¢,0%) € D, ot D est un ensemble fermé inclus dans la région de stationnarité

stricte et d’ergodicité, donnée par I'inégalité :

p(=6(1—w?))

1 —w?

11—
U%<C+ln2—2/0 & dw

— {ethiez et {B(t) }1ez sont deux suites de variables aléatoires indépendantes,

avec g, ~ N(0,02) et B(t) ~ N(0,0%).

Les propriétés de ’espérance conditionnelle donnent :
E(pe | pe—1) = E((B(t) + @) pre—1 | pre—1) +E(er | pre—1) = Ppre—

L’application de ces propriétés a la variance nous permet d’écrire :

Var(ut | fi—1) = Var((B(t) + ¢)Mt—1 | Mt—l) + Var(gt | Mt—l) = 0129#?—1 + ‘73

En supposant la normalité de B(t) et g4, la fonction de vraisemblance conditionnelle

sachant pg s’écrit :

o) = Lo = (55) 11 (1>”2 oxp ()

9. 2 2 2 2 2 2
=1 2m O +0opli_q (02 +oppiq)

On note :

L(O’?, ¢7U§3) = fn<:u17 e a/in|,uo)

et on travaille avec la fonction logarithmique de vraisemblance notée [ :

= 1& 1 &N (e — pu—)?
o2, 0,0) ==> (02 +0ppi )+ =Y 55—
B n; BFi=1 ni= o2+ ohui
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2
. . (ea
Pour simplifier, posons 7 = -2 alors :
) 03 )

ou :

1n 1 n _ -~ 2
607.0%) = (o) + - S In(1 4 m )+ Ly 3 e Out)

En dérivant par rapport a ¢ :

@ Z,Ut 1 — Q1 jhy— 1)
0P nagt f 1+7‘ut 1

En résolvant g—g) = 0, on obtient I'estimateur :

g e L]

n & T [n & T,

De la méme maniére, en dérivant g par rapport a o2 :

g _ 1 1 3 Pi—1)
do? o2 n(o?)24 1+ TH? 4

ce qui mene a :

52 — l i (e — ¢/¢t71)2

ni= 1+ TH;

Enfin, on considere la fonction minimisée :

g(o, T, ostationnaireergodiquedansl’, donnéepar

e = &4 + i (]1:[ B(t — z)) €y (2.8)

Hwang et Basawa [19] démontrent ce théoreme en se référant aux travaux de Nicholls et
Quinn [23]. Ils notent d’abord que 'expression (2.8) satisfait I’équation (2.3), et que

défini par (2.3) est stationnaire et ergodique.
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Démonstration. Partons du modeéle suivant :

pe = B(t)p—1 + &t

En itérant cette relation, on obtient :

e = B()(B(t — pe—2 + €-1) + &
= B(t)B(t — ].),LLt_Q + B(t)€t_1 + &¢
— B)B(t = 1)(B(t = 2)jtss +21-2) + B(t)er 1 + 2,

=B(t)B(t —1)B(t — 2)ut—3 + B(t)B(t — 1)et—o + B(t)er—1 + &4

= (pn B(t — ])) i—p + EP: (Jl_[ B(t — z)) €i—j + &

j=1 \i=0

D’apres I'inégalité de Tchebychev, lorsque p — oo on a :

— . 2

| E ((n;;g Bt - ) )
P Bt —j)p—p| > | < =

j=0

T 50— [ BB = )
P B(t — jp—p| > | < 5

j=0

" PLE(B(E = 5)2) - E(u2
P Bt — )y > | < [Tj—o E(B( 82]) ) - E(wi_,)

j=0

p—1

P B(t—j),ut,p > €

[
Il
o

Etant donné que

E(u;_,) < 00

et

op+ B* <1

Il en résulte que le processus {u,t € Z} est stationnaire et ergodique.
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Théoréme 2.5.2 (Wang et Basawa [19]). On considére [’équation suivante :

e = B(t) 1 + & (2.9)

ou {(B(t),e),t € Z} est une suite de vecteurs aléatoires strictement stationnaire et ergo-
dique telle que :
E[ln|B(t)|] < oo et E[lnle|] < oc.

Si Elln |B(t)]] <0, alors il existe une solution {y} strictement stationnaire et ergodique
pour l'equation (2.9), et telle que pour tout t € Z, u, est mesurable par rapport a F, =

o ({(B(n),en),n <t}) la tribu engendrée par {(B(n),e,), t € Z}.

Démonstration. Supposons que
E[lln|B(t)|]] =a <0

Définissons la suite {7} pour j € N par :

j—1
To=e, Tj=]]B(n—1i)e;, pourj>1.
=0

Soit S, = ;ZOTj, ona :

In(|T5]) = In (ﬁ |B(t )] |€jl)

=0

j—1
(7)) = In|e;| + 3 In| B(t - )
i=0
En divisant par j, on obtient :
1 1 142 ,
fln |T7| = fln ‘Et_]" + - Zln ’B(t — Z)‘
J J J 1=0

Par le théoreme ergodique, on a :

1 .
S| P2 B |[B(#)]] = a < 0.

39



CHAPITRE 2 : Etude des modeéles autorégressifs & coefficients aléatoires

Donc \Tj|1/ i 2%y e < 1. A présent, posons ensemble des réalisations pour lesquelles la

convergence est vérifiée. On les note 77"

Comme exp(a) < 1, il existe alors une constante § € (0, 1) telle que :

ITF] < ¢ <1 pour tout j € Ns.

On en déduit que la série 3-7_ |T}| est convergente, et par conséquent, la somme partielle :

S, =3,
§=0

converge presque stirement lorsque r — oo.

On décide alors de poser :

00 7j—1
uf:rli_{glos,«zet—l—z [IB@t—19)| ey
j=1 \i=0
Ainsi, p; est une solution mesurable a F,, de I’équation (2.9). Comme {B(t), ¢} est stric-
tement stationnaire et ergodique, on en déduit que {u;} est également strictement sta-

tionnaire et ergodique.

Théoréme 2.5.3 (Dazhe Wang[13]). Soit {u;; t € Z} un modéle autorégressif a coeffi-
cients aléatoires d’ordre 1, défini par l’équation (2.3). Supposons que les hypothéses Al et
A8 (énoncées dans la présentation du modéle RCA(1), section 2.3) soient satisfaites.

Si les {et, B(t)} suivent des lois normales, alors une condition suffisante pour l’existence

d’une solution strictement stationnaire et ergodique est :

11 —exp—A(1 —w?)
1 —w?

1na]§<g+1n2—2/ dw (2.10)
0

g

ot ¢ = 0,57721 est la constante d’Fuler et A = 202

0B
Démonstration. Soit les données suivantes :
— €t = &t =+ a,
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— B(t) = np + opwy, avec w; ~ N (0, 1),

et {(e, B(t)),t € Z} est une suite strictement stationnaire et ergodique comme démontré

dans le lemme 2.4.1

Il est important de remarquer que :
E(e) <oo et E(In|B(t)]) < oc.

Pour pouvoir faire appel au théoreme 2.5.2, nous devons montrer avant tout que :

E(ln |B(t)|) =E(In|ng + op wy|) < 0.
On se retrouve face a deux cas : celui ot np = 0, et celui ou np # 0.
Cas 1:7np =0 Danscecas,ona:

E(ln |B(t)]) = E(In |ogwy|).

En utilisant les regles de base des logarithmes, on obtient :

E(In|B(t)]) = E(In |op|) + E(In |w]).

Comme w; est une variable aléatoire gaussienne standard, son espérance logarithmique

existe. De plus, op est une constante réelle strictement positive, donc :
E(ln|B(t)|) = In|og| + E(In |w,]),

E(in | B(1)]) = 5 In|os? + E(in i),
E(In|B(t)]) = ;ln lop|* — ;(§+ln2),

Par conséquent E(ln |B(t)|) < 0.

41



CHAPITRE 2 : Etude des modeéles autorégressifs & coefficients aléatoires

Cas 2:n5#0 On a alors :

E(ln|B@)]) = E(In s + opw|)

E(ln|B(t)]) = E (m <|nB| : |1 n ‘;Bwt
B

)

1 + ijt
B

E(n |B(1))) = 5 n(Ins?) + E(n]1 + Z])

E(In|B(®))) = E(ln ) + E (ln

)

1"'0-7371],5

E(In|B(t)]) =In|ns| + E (ln
"B

ou

2
Z~N<0,Uf>

B

En utilisant I"évaluation de E(In |1 4+ Z|), dans [23] on obtient :

11 —exp —A(l —w?))

E(ln|B(t)) <0 1na?3<g+1n2_2/
0 1 —w?

2.6 Estimation des parameétres d’un modéle RCA(1)

L’estimation des parametres d’'un modele autorégressif a coefficient aléatoire, en parti-

culier le modele RCA(1), est étudiée a travers les méthodes des moindres carrés et du

maximum de vraisemblance, en mettant 1'accent sur les propriétés statistiques des esti-

mateurs. Nous considérons le modele :

pe = (¢ + B(t)) -1 + &
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ou :
— {B(t),t € Z} est une suite de variables aléatoires indépendantes et identique-
ment distribuées de moyenne nulle et de variance 0%,

— {&y,t € Z} est une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement

2

distribuées de moyenne nulle et de variance o?Z.

2.6.1 Estimation des parameétres d’un RCA(1) par les moindres

carrés

Soit F; = o (s, s < t) la tribu engendrée par les observations du processus jusqu’a l'instant

t. On a :

E(pe| Fr—1) = E(B(t) + @) pe—1 + &4| Fi-1)

= E(B(t) + ¢)pu—1|Fi-1) + E(ee Fr1)

Comme B(t) et ¢, sont indépendants de F;_1 et p; 1 est F;_j-mesurable, on a :

E(,Utfl‘ftfﬁ = Mt—1,
E(B(t)|Fi-1) = 0,

E(€t|ft_1) = 0.

Donec :

E(pe| Fi-1) = dppre

On peut réécrire le modele comme :

e = Qpie—1 + B(t)pre—1 + &4

Posons wy = B(t) 1 + &,
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soit wy; = py — Gp—1, on pourra écrire :

E(wt | th—l) = E(Mt - ¢Mt—1 | ft—l)
=E(u | Fio1) — E(dpe—1 [ Fi1)

= E(w|Fi1) =0

Ainsi de la méme maniére nous pouvons écrire que :

E(w; | Fie1) = E((pe — ppe—1)? | Fior)
(M? — 20 fle—1 + ¢2M?71 | Fio1)

(M? ‘ ]:tfl) - 2¢E(Mtﬂt71 ‘ ]:tfl) + ¢2E(M?—1 | -7:1‘/*1>

I
E &

Puisque :

E(pi | Fior) = E(B(t) + 0)*pi_y | Fior) + E(e} | Fia)

— 2E(e4(B(t) + )1 | Fi1)

Comme on a :

E(pi | Fior) = 116" + 15 1 E(B(t)” | Forr) + Elef | Fin)

= i 1(0p + %) + 07

Ainsi on peut conclure que :

E<wt2 | ]:t—l) = :U’f—l(o-% + ¢2> + U? + ¢2N?—1 - 2¢2Hf—1
=02 + oh;
2

En considérant un échantillon (g, 1, - . ., ptn), nNous estimons ¢ en minimisant ;. w;
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par rapport a ¢ :
0 <

a n
Tb;wt_ﬁig ¢,Ut1

Nous développons le terme de droite afin de pouvoir dériver par rapport a ¢ :

a n
8725 ; (M? — 2011 + ¢2M§71)
En dérivant :
9 i w; = 2”: =241 apu + 2047
06 = t=1

Pour estimer ¢, nous annulons la dérivée premiere. On remarque que :

82 n n
sz? =2 py >0
t=1 t=1

La condition du minimum est donc bien vérifiée, d’ou :

Z<_2,Ut71Xt + 2&1#?—1) =0
t=1

Ainsi, on obtient :

DRy
b= "=
D1 M1

La seconde étape de l'estimation par les moindres carrés consiste a former le résidu w; a

partir de I'estimateur ¢, afin de pouvoir ensuite estimer o2 et 0% :

- élﬂtq

On note

Uo?,0%) =Y (07 — (02 + o%uy))
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En dérivant ¢ par rapport a 0% :

ol “ .
908 —2;/%?—1 (wf — ol - 0%#?_1)

On voit de la méme maniére que la seconde dérivée est strictement positive :

0*l(a?, 0%) 0 - .
2 = —2% uiy (w? — ol — O%M?—l)
t=1

2,2 2
0%*cy Jog

0*U(c?, 0%) L
2L =9 >0
820'% ; Mt—l

Il y a donc lieu de résoudre :

_QZM?A (wtz —oZ - 6129/%271) =0

t=1

On peut en déduire que :

n 2 A2 o 2
52 — &t=1 P Wy — 02D 20 [y
B — n 4
Dot M1

A présent, nous estimons 62 de la méme manicre :

(02, 02 0 R p
o0 _ O S~ (i — o2 — o)

2 2 n
Qo= 98) _ 55~ (02— 0 — o)) =0

n
A2 _ A2 A2 2
O = Z(wt_UB:utfl)

La méthode est itérative, car ’estimation de chaque parametre repose sur celle des autres,

impliquant un processus de mise a jour successive jusqu’a convergence.
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2.6.2 Consistance et normalité asymptotique de ’estimateur par

la méthode des moindres carrés

D’apres Nicholls et Quinn [23], pour déterminer la loi asymptotique de (ﬁ la premiere étape

consiste a établir que 'estimateur ¢ est consistant, c’est-a-dire que :

ou :

0.2

% _
_1_¢2_U%7 et y(h) =¢"y(0), VheN.

7(0)
Pour déterminer la loi asymptotique de 7)g, certaines conditions doivent étre remplies :

— (&¢) et (B(t)) sont des suites de variables aléatoires indépendantes et identi-

quement distribuées ;
— E(ui) < oo

Ces conditions impliquent que le processus (y;) est markovien. Pour montrer que E(u}) <

00, il est nécessaire de vérifier que E(B(t)*) < 1.

Théoréme 2.6.1 (Nicholls et Quinn[23]). Sous les conditions établies précédemment,

nous avons :

ﬁ(& - ¢) L> N(0>U2)7

n—oo

avec .

o2 — OB(g) + 2020 5E (1) + oBE(1g)
~(0)?
2.6.3 Estimation des parameétres d’un RCA(1) par le maximum
de vraisemblance
Pour estimer les parametres d’'un modele autoregressif a coefficient aléatoire d’ordre 1

(RCA(1)) par la méthode du maximum de vraisemblance, on considére le processus

{p,t € Z} strictement ergodique et stationnaire, F;-mesurable, avec :
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pe = (¢ + B(t)) -1 + &
sous les conditions suivantes :

— (¢,0%) € D, ot D est un ensemble fermé inclus dans la région de stationnarité

stricte et d’ergodicité, donnée par I'inégalité :

p(=6(1—w?))

1 —w?

11—
U%<C+ln2—2/0 & dw

— {ethiez et {B(t) }1ez sont deux suites de variables aléatoires indépendantes,

avec g, ~ N(0,02) et B(t) ~ N(0,0%).

Les propriétés de ’espérance conditionnelle donnent :
E(pe | pe—1) = E((B(t) + @) pre—1 | pre—1) +E(er | pre—1) = Ppre—

L’application de ces propriétés a la variance nous permet d’écrire :

Var(ut | fi—1) = Var((B(t) + ¢)Mt—1 | Mt—l) + Var(gt | Mt—l) = 0129#?—1 + ‘73

En supposant la normalité de B(t) et g4, la fonction de vraisemblance conditionnelle

sachant pg s’écrit :

o) = Lo = (55) 11 (1>”2 oxp ()

9. 2 2 2 2 2 2
=1 2m O +0opli_q (02 +oppiq)

On note :

L(O’?, ¢7U§3) = fn<:u17 e a/in|,uo)

et on travaille avec la fonction logarithmique de vraisemblance notée [ :

= 1& 1 &N (e — pu—)?
o2, 0,0) ==> (02 +0ppi )+ =Y 55—
B n; BFi=1 ni= o2+ ohui
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2
. . (ea
Pour simplifier, posons 7 = -2 alors :
) 03 )

(02, ¢,0%) = g(¢,T,07)

ou :

12 1 & (,ut —qblut_l)Q
2 2 2
ggb,r,ag _lna8 —i——E In(1+ 7 + E
( ) ( ) ni- ( He 1) nae2 et 1+T,u§_1

En dérivant par rapport a ¢ :

g _ 2 i pre—1(pe — Prpu—1)
1J0) no? = 1+7p2

99 _

o 0, on obtient I'estimateur :

En résolvant

n

ézllimm—l] [12%?1]1

niS 14T | ns 14+ Ted

De la méme maniére, en dérivant g par rapport a o2 :

dg _ i _ 1 En: (e — Ppe—1)?

007 " A T

ce qui mene a :

Enfin, on considere la fonction minimisée :

n

§(¢,7,07) =In <1 > WW) i1 anln(l + T )

2
nim o l+Tpi ni3

L’estimation finale de 7 se fait par minimisation de §(q3, 7,02%), et on en déduit :

Q>
o™
I
=)
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2.6.4 Consistance et normalité asymptotique de I’estimateur du

maximum de vraisemblance

Soit {p,t € Z} une solution de (2.2) telle que E(|¢ + B(1)|) < oo, alors l'estimateur du

maximum de vraisemblance, noté ¢, est faiblement consistant pour ¢ :
~ P
Py —— ¢
n—o0

A présent, nous présentons un autre résultat de Aue et Horvath [4] qui établit la

normalité asymptotique de ¢.,,. Nous commencons par la premiere composante, @my,1.

Théoréme 2.6.2 (Aue et Horvath [4]). Soit p; une solution de (?7) telle que E(log™ |¢+
B(1)]) < o0, alors :

\/ﬁ(émv,l - ¢) ﬁ N(07 02)
ou :

o si E (log|¢ + B(1)]) > 0
4
a?(2,1)

6 —
[ag a(4,2) + o? a(2,2)} sinon

avec !

I

EN)=E| ————+
ol =8 (s

), k=0,1,2,...,2N, NecN

A partir du théoréme (2.6.2), il est important de noter que la normalité asymptotique de
(;mv,l — ¢ est valable sans restriction sur la stationnarité du modele (2.1).

On remarque également que la variance asymptotique 62 différe selon que le modéle soit
stationnaire ou non.

Ainsi, Aue et Horvath [4] ont proposé un estimateur de 62, noté 62, qui fonctionne dans

les deux cas (stationnaire et non stationnaire) :

n

ZA Nf

1
ni4 <¢mv,2ﬂt2 + Qngv,s.)N

a(k, N) =
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Si toutes les conditions du théoreme sont vérifiées, alors on peut conclure :

ﬁ(aﬁmvgw) VIRt
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Chapitre 3

Modele de régression linéaire a erreurs

RCA(1)

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a 1’étude d’un modele de régression linéaire dans
lequel le terme d’erreur suit un modele autorégressif a coefficient aléatoire RCA(1). Ce
type de structure introduit une hétéroscédasticité conditionnelle aléatoire dans les résidus,
ce qui rend 'analyse statistique plus complexe que dans le cadre classique.

Ce chapitre est divisé en deux parties. Dans la premiere partie, nous présentons quelques
généralités sur les modeles de régression non linéaires, en mettant ’accent sur leurs pro-
priétés, leurs applications et les difficultés inhérentes a leur estimation. Nous y introdui-
sons également les notations et les hypotheses utilisées tout au long du chapitre.

Dans la seconde partie, nous abordons la problématique de ’estimation des parametres du
modele a I'aide de la méthode des moindres carrés non linéaires. Nous décrivons les étapes

de I'algorithme itératif utilisé pour obtenir les estimateurs des coefficients du modele.

3.2 Rappel sur les modeles de régression non linéaire

L’objet de la régression est de modéliser et d’étudier la relation entre une variable dite

réponse et une ou plusieurs autres variables dites explicatives. Les méthodes linéaires
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peuvent ne pas donner des résultats satisfaisants et, il faudra donc faire appel a la théorie
des modeles de régression non linéaire. La plupart des résultats, en régression paramétrique
non linéaire sont de nature asymptotique. D’autre part, une des difficultés majeures des
problemes de régression non linéaires provient de la nécessité de résoudre des problemes
d’optimisation et les algorithmes ne sont pas toujours convergents.

Exemple 1 :

La fonction de production de type Cobb-Douglas est donnée par
Q= AK’LY (3.1)

ou () est la quantité produite, K est le capital, L le travail et A, et v les parametres.
D’un point de vue de la théorie économique, (3.1) a un nombre de propriétés intéressantes
et elle est choisie comme base dans des travaux appliqués. En particulier, 3 et v sont les

élasticités de 'output, par rapport au capital et au travail respectivement.

Supposons que 'on veuille estimer les parametres A, 5 et « sur la base d'un ensemble
d’observations sur @), K et L. Une formulation stochastique de la relation exacte (3.1)
peut étre établie. Par exemple :

Q.= AKPL] exp(e,), t=1,...,T (3.2)

ou ¢ est la perturbation aléatoire. Ce modele est intrinsequement linéaire. En effet, si on

applique le logarithme naturel aux deux membres de (3.2), on obtient :

logQ; =log A+ PBlog Ky +~logL; +¢, t=1,...,T (3.3)

on note! 7 = log A. Le modele n’est pas linéaire en les variables, mais il est linéaire en les

parametres et s’écrit donc :

Y = Br1x1 + Paor + Pary + €, t=1,...,T (3.4)

ou B =71, 2 =1, o = B, xoy = logK,, B3 = 7, vy = log L,;. L’estimation des

parametres inconnus peut étre menée grace aux techniques connues de régression linéaire.
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Donc, I'hypothese de linéarité peut étre moins restrictive qu’il n’apparait au premier

regard.

Mais supposons qu’'une information a priori nous impose une perturbation aléatoire ad-
ditive dans (3.1), i.e.,
Q= AKPL) +¢, t=1,....,T (3.5)

On ne peut, en aucune maniere, transformer (3.5) en un modele linéaire et dans ce cas,
I’estimation des parametres peut étre menée en utilisant des techniques de régression non
linéaires.

Exemple 2

La fonction de production a élasticité de substitution constante a une forme plus générale

que (3.1). Elle est spécifiée par la relation fonctionnelle
Q = exp(r) {(1 = 0)L7"+ K7} 7 (3.6)

ou 7, 3,7 et § sont des parametres. Ce modele a estimer est non linéaire aussi bien lorsque

la perturbation aléatoire est additive ou multiplicative.

On remarque, cependant, qu'une perturbation multiplicative est plus simple a prendre en
charge. En effet, si on prend le logarithme des deux membres et sur la base d’un ensemble

d’observations, on obtient :
logQy =7 — élog{(l —5)[{7—1—(5}([5} +e, t=1,...,T (3.7)
8

Le modele est encore non linéaire par rapport a tous les parametres, mais pour v et o
fixés, il est linéaire par rapport a 7 et 3.
3.2.1 Modele de régression non linéaire

La formulation générale d’un modele de régression non linéaire est comme suit :

g = h(zy, p) +e, t=1,...,T (3.8)
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oll @4 est le vecteur a k composantes (ci-apres, vecteur k x 1) des variables exogenes et 3

est un vecteur n X 1 des parametres du modele et h une fonction de z; et de f3.

Les hypotheses sont les suivantes :

1. Le parameétre inconnu € ©° C R*, k > 1, on1 ©° est I'intérieur de I’ensemble
© supposé non vide, h est deux fois continiiment différentiable et E(y,; | z,) =
h(zy;B), t=1,...,T.

2. Les parametres du modele sont identifiables, i.e., si f1 # B, alors h(zy, 51) #

h(zy, B2),Vay,t = 1,...,T. La fonction h est une fonction injective du para-

metre 3,Vz,,t =1,...,T (Cette hypothese correspond a la condition de plein

rang pour la matrice du plan d’expérience) X =

L

3. Le modele (3.8) et I’hypotheése 1 impliquent que les perturbations e;,t =
1,...,T sont telles que E(e; | h(z;5)) = 0,t = 1,...,T. La t-éme pertur-
bation est non corrélée avec la moyenne conditionnelle.

4. Homoscédasticité On suppose I’homoscédasticité conditionnelle :

E(e? | h(zy; B) = 0® t=1,...,T (constante finie) (3.9)

5. Absence d’autocorrélation
E(ees [ My B), bz 8)) =0 s=1,...,T (3.10)
Ainsi, le modele (3.8) s’écrit de fagon plus compacte de la maniére suivante :
Y = n(B) +e (3.11)

oY = [y1,y2,-..,yr),n(B) = [A(z1; B),... . Mzp; B)]" et e = [e1, ..., en]".
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3.2.2 Moindres carrés non linéaires

Pour un modele de régression non linéaire, I’ensemble des valeurs possibles pour la moyenne

de Y, est la surface M = {n(8), 5 € ©} C R” des observations.

Remarque. Dans les modéles linéaires, celte surface est l’espace vectoriel M(X) en-
gendré par les colonnes de la matrice X du plan d’expérience. L’estimateur est unique et
s’obtient en projetant Y sur M(X).

Dans les modéles non linéaires, cette surface est une variété différentiable de l’espace RT.
Le critére des moindres carrés consiste a choisir, pour estimer la moyenne de Y (et donc
aussi le paramétre), un point de la surface M le plus proche possible, au sens de la norme

euclidienne, du point Y .

Définition 3.2.1. Un estimateur, au sens des moindres carrés de [3 lorsqu’il existe, est

un vecteur aléatoire dont la réalisation B minimise la fonction :

SB) = Y= )" = (¥ = n(8)) (X~ n(B)) (3.12)

1l s’agit de minimiser la somme des résidus au carré.

Remarque. Cet estimateur existe si I’espace des paramétres © est fermé et borné.

En développant S(/3), on obtient :

S(B) =Y'Y —=2Y"n(B) +n(B)n(B)

Les équations normales sont données par :

05(8) _,
B
C’est-a-dire :
/ 87) ﬁ
(Y =n() (;;) = Oge (3.13)
E /p=p
ou ag—(ﬁé) est une matrice de taille T' x k.
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an(B)
ap

Remarque. Pour un modéle de régression linéaire,

on(B)
op

males (3.13) ne possédent pas de solution analytique explicite comme dans le cas linéaire.

= X est indépendante de 3.

En revanche, pour un modeéle non linéaire, dépend de 3. Ainsi, les équations nor-

1l est alors nécessaire de recourir a des méthodes numériques pour les résoudre.

3.2.3 Méthodes de calcul de 'estimateur des moindres carrés

Méthode de Gauss-Newton

La méthode de Gauss-Newton est une procédure itérative permettant de résoudre les
équations normales dans le cas non linéaire. Elle repose uniquement sur la dérivée premiere

de la fonction n(3).

Soit é , une valeur initiale. On effectue un développement de Taylor de n(/3) au voisinage

A

de 3, :
we) =)+ B 5-5y) (3.14)

=B,

En remplagant cette approximation dans 1’équation du modele (3.11) on obtient :

~ 0 ~
Y =u(@y)+ 2| (g (3.15
= EO
Ce qui donne :
N 0 A 0
Y-+ B2 g,= D e (3.16)
= 18, = 18,
ou encore :
on(p)
Y= "2 g4+¢° (3.17)
o 8, =

s 13 A . . s \
avec Y =Y — n(p 0) + % B o qui est une fonction des données et non du parametre
ot 5|5 =
inconnu et €% contient & la fois la vraie perturbation ¢ et 'erreur de I'approximation de
Taylor a l'ordre 1. Il en résulte une égalité donnée par (3.18) au lieu d’une approximation.

On appelle (3.18) le modele linéarisé de régression.

On estime 3 par la méthode des moindres carrés linéaires. On obtient
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CHAPITRE 3 : Modele de régression linéaire a erreurs RCA(1)
1 T
Y’ (3.18)
B

5 _[(ee ) (o) Y] (o0
21 agéo 6§éo agio

C’est I'estimateur de la premiére étape de l'itération. Y est la nouvelle variable dépen-

an(B)
g

dante et le vecteur des régressseurs. Nous retournons maintenant en (3.16) ot 3

8,
est remplacé par 3, puis en (3.15) et enfin (3.18) qui sera remplacée par

n(p)
Yi= 2= g4et (3.19)
9% |

A

L’estimateur de la deuxieme étape sera noté j,.

L’équation (3.18) s’écrit encore

B, (3.20)

1

IS
s, 9B g,

W ; ) Y - U(Bl)) (3.21)

i
5) \ 2

De fagon générale, I'algorithme itératif est le suivant
T —1
On(p) In(p)
) \os o7

Supposons que 7' = 2, k = 1, et que le modele soit :

(077(5)

~

éi—i—l - Bz +

Kz @) (Y —n(3) (3.22)

(377(6)

Exemple

ye = h(zy, B) + &,

avec 1, = 1, 1, = 2, et h(z,, §) = el

Données observées : y; = 1, yo = 8
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On a:

el 1
() oo

La fonction des moindres carrés s’écrit :
S(B) = (1 —ef)* + (8 — e2)?

Annulons la dérivée :

dS(B8) 28,28 _
T——Z(l—eé)e@—4(8—eé)eé—

5

Une solution numérique donne :
B~ log(2,7714) ~ 1,01934

Développement de Taylor au premier ordre

Autour de ﬁo =0,o0na:

Donc :

Premiére itération de Gauss-Newton

1 0
Jacobienne J = ( ), résidur =Y —n(8,) = ( )
2 7
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J'J=12+22=5 Jr=1.04+2-7=14

14
B, =B,+ (") Tr =0+ 5 =28

Développement quadratique de S(f)

On écrit une approximation quadratique de S(/3) autour de @1 :

2

N 0 N
S@ <[V —n3) - 22| (35| =a+Tg+ 15T
= él
ou :
7T:Y_n(§1)
= 82(6/3)3

— a=r"r: terme constant

— b= —2J"r : gradient
— H =2J7J : hessienne approchée

La solution optimale est alors donnée par :

757 —b+HB=0 = =—H'%

dS(6) .
0

>

Si H est définie positive, alors ce point est un minimum local unique.

La méthode de Newton-Raphson

La méthode de Gauss-Newton repose sur une approximation linéaire a l'ordre 1 de la

fonction de régression 7(3). La méthode de Newton-Raphson est une méthode de descente

qui repose sur 'approximation de Taylor a l'ordre 2 du gradient %(ﬁ@. Cela revient a

développer la fonction de régression a l'ordre 2.

On pose donc :

A

0S(B) _9S(B) = *S(B) R
95~ " op + 9507 B-2)
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Si @ est la solution du probléeme de minimisation, alors

0S(B)
“og

et on a approximativement :

0S(8,) _ *S(3)

95~ 9508 (B-5)

On en déduit I'algorithme itératif :

A

Ay -1
N CEAN TR
Piv1 = 5)@8@’ ag
25(8) , . . , )
Remarque. 9507 est appelée la matrice hessienne, notée Hess(S(3;)).

La méthode des scores

Cette méthode consiste & remplacer, dans P'algorithme de Newton-Raphson, Hess(S(j3 )

par son espérance mathématique.

Remarque. Comme tout algorithme itératif, ces algorithmes sont sensibles a l’initiali-
sation. 1l n’y a pas de régle pour choisir cette initialisation. Un mauvais choix de [’ini-
tialisation peut conduire a la divergence de ’algorithme. Lorsque [’algorithme converge, le
minimum obtenu peut étre local et différents choix de l’initialisation peuvent conduire a
des minima différents. Lorsque la convezité stricte de S(j3) n’est pas prouvée, on applique

lalgorithme avec plusieurs initialisations différentes et on choisit pour minimum le point

le plus souvent atteint.
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3.3 Estimation par la méthode des moindres carrés

ordinaires dans un modele de régression linéaire

a erreurs RCA(1)

Nicholls et Quinn[24] ont développé une procédure d’estimation fondée sur la méthode
des moindres carrés pour les processus autorégressifs a coefficients aléatoires univariés,
laquelle, sous certaines conditions, donne des estimateurs fortement consistants pour les

parametres.

3.3.1 Présentation du modele

Nous considérons le modele linéaire simple ou les erreurs p; suivent un RCA(1) :

yt:/th_‘_,uta t:1,...,n (323)

ot py = (¢ + B(t)) -1 + &

avec g, ~ N(0,02) et B(t) ~ N(0,0%).

On suppose que B(t) est indépendant de &, pour tout ¢t = 1,...,n et les processus {&;}
et {B(t)} sont i.i.d.

Le modele (3.23) peut se réécrire de la maniére suivante :

yr = By + (0 + B)(yio1 — Bry—1) +&, t=1,....n

ou bien

Ye = Bre + ¢(yr—1 — Bre1) + Bt) (Y1 — Bre 1) &, t=1,...,n

Posons I'(t) = B(t)(yt—1 — Bxt—1) + €¢, on obtient :
Y = Bay + o1 — Brer) +T(t), t=1,...,n
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Soit F; la o-algebre générée par {e;, B(t)}, {e;—1, B(t —1),...}

Nous avons :

E [Ft | ]:t—l] =E [B(t)(yt—l - 5%—1) + &t | ]:t—l]
=E[B(t)(yr—1 — Bri1) | Fooa] + Eler | Fioi]
=E[B(t) | Fi-1l (-1 — Breo1) + Eler | Fi]

=0

C’est donc une différence de martingales, puisque {B(t)} et {s;} sont indépendants de

{(et=1, B(t — 1)), (e1—2, B(t —2)), ...} et (yt—1 — Brs—1) est une fonction mesurable.

Calcul de la variance conditionnelle :

(BO) (i1 = Brer) +20)° | Fia
{5? + (B(t)(y4—1 — Br1-1)) (B(t)(ye—1 — Bai-1)) + 264 B(t) (y4—1 — B1-1) | ]:t—l}
2 Fos] + Bl — B BB — o) | Fo

2K [Et ’ -7:1671] E [B(t) ‘ ‘thl}(ytfl - B-’Etfl)

=0 =0

=2 +E[Bt)B(t) | Fie1] (yeo1 — Br_1)* +0

=02+ 05(ys—1 — Bri_1)?

3.3.2 La procédure d’estimation (Méthode de Gauss-Newton)

La procédure d’estimation est une généralisation d'une procédure en deux étapes, proposée
par Rosenberg [25] , pour estimer les parametres d'un modele de régression a coefficients

aléatoires.

La premiére étape consiste a estimer les parametres 5 et ¢ du modele (3.23) | en

minimisant :
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S(8, ) = Z e — By | Fi))?
= z": [yt - 5% - ¢(yt71 - 5371571)]2

On pose 0 = (3, ¢), on obtient la forme matricielle du modele (3.23) :

y=f(@)+T (3.24)

ou f(0) est défini par :

f0) = Bay+ d(yp—1 — Pai—1), t=1,....n

Soit Q(O) une valeur initiale de é On donne un développement de Taylor a 'ordre 1 de

f(0) au voisinage de Q(O), soit :

) (3.25)

ou

f(é(O)) = B(O)xt + qg(o)(ym - B(O)ﬁt—1)7 t=1,...,n

En remplagant (3.25) dans (3.24), on obtient :

>

©y 4 0f(9) 0"

y= f@ )+ E(o) (3.26)

Le modele (3.26) s’écrit :
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S0, Of@)] o  Of(0)
y—f@)+ 00 O o0 Q<o>*+*(0)
ou encore :
_0f(®)
Yo~ "o 9= f+L (3:27)
avec .
_ f(@m)) N af (@) 5©
Yoy =Y = 08 0—0©

qui est une fonction des données et non un parametre inconnu. I contient a la fois la
vraie perturbation I et I’erreur de I'approximation de Taylor a I’ordre 1. On appelle (3.27)

le modele linéarisé de régression.

On estime Q(l) par la méthode des moindres carrés non linéaires. On obtient :

; ) (f‘)‘g(:)é ) (8{;:)@ ) o o
90 90) 90

Il s’agit de I'estimateur de la premiere étape de I'itération. Ici, y . est la nouvelle variable

(0)
/ of(6)
dépendante, et % o,

A of(d
0ny = (g.(g)

représente le vecteur des régressseurs.

~(0 ~(1
On retourne maintenant a I’équation (3.25), o Q( ) est remplacé par Q( ), puis & (3.26),
et enfin & (3.27), qui devient :

0f(0)

=700 |

>

+L, (3.29)

L’estimateur de la deuxieme itération est noté Q(z), donné par la formule :
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‘7<1>) (3.30)

Ce qui se simplifie :

+{(8f@> )T(af@> )]
M) a0 | a0 |,
=z 100 = 10

De maniere générale, 'algorithme itératif de Gauss-Newton s’écrit comme suit :

4 of@)| \ ' (010 0f()
born =00+ | “55 |, 00 |, By
=z 104 = 10 =

Les dérivées partielles premieres sont données par :

>
S
I

>

>

) (ﬂ - i(é(z))> (3.32)

O3

7:.1'15—(]53715,1, tzl,..., 7:%—1—61}71, tzl,...,n
La deuxieme étape consiste a poser :

R(t) = T°(t) — 02 — 0B (yr1 — Bia)?
avec I'(t) = y, — By — ¢yt — Bay_y) pour t = 1,. .., n (résidus).

Les estimateurs de o2 et 0% sont obtenus en minimisant :

Y R(t)* par rapport & o2 et 07, clest-a-dire en régressant [2(¢) sur 1 et (y,_1—Bz_1)?
t=1
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[2(t) = 02 + 04 (g1 — Bri1)? + R(t)

On pose :
(1) 1 (yo— Bxo)?
12(2 1 — Bxy)? o?
U (>,V: (1 — Ba1) T
) ) o2
f2(n) 1 (yn—l - B:Bn—l)2
R(1)
R(2
L | RO
R(n)
Ainsi, on a :
U=VUV+R
o2
L’estimateur des moindres carrés de ¥ = | ° | est donné par :
2
OB

U=v"V)"\vTu

3.4 Estimation par maximum de vraisemblance

L’estimation des parametres du modele présenté en (3.23) peut étre réalisée a l'aide de
la méthode du maximum de vraisemblance. Celle-ci repose sur 'approximation de la loi
conditionnelle de y;, connaissant I'information passée, en tenant compte de la structure

aléatoire de lerreur.

Notons d; = y; — B, les résidus observés. En remplagant ’erreur inobservable u; par son

expression récursive, et sous des hypotheses gaussiennes sur les bruits &, et B(t), la loi
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conditionnelle de y; sachant y;_; est approximativement normale :
Yi | Yo ~ N (63% + @01, 0F + 012351:2—1) :

Ainsi, la log-vraisemblance conditionnelle (a une constante pres) s’écrit :

n

> [log (03 + 0%53_0 + (ye — By — ¢5t_1)2] |

2 2 $2
t=2 Oc + O-Bétfl

(o) = -

N | —

ot = (B, ¢,02,0%) est le vecteur des parametres & estimer.

L’estimation consiste a maximiser cette fonction par rapport a 6, ou de fagon équivalente,

a minimiser son opposée. Des contraintes naturelles sont imposées lors de 'optimisation :

Cette méthode permet d’obtenir des estimateurs cohérents des parametres du modele,
tout en tenant compte de I’hétéroscédasticité conditionnelle induite par la dynamique
aléatoire des erreurs. Une évaluation de la qualité des estimations peut étre effectuée, par
exemple & 'aide de la racine de lerreur quadratique moyenne (RMSE) sur des données

simulées.
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Chapitre 4

Application numérique

4.1 Etude de simulation

Ce chapitre est consacré a 1’étude de simulation d'un modele de régression linéaire ou les
erreurs suivant un processus RCA(1). L’objectif principal est d’évaluer et de comparer
deux méthodes d’estimation des parametres du modele, a savoir la méthode des moindres
carrés conditionnels (MCC) et la méthode du maximum de vraisemblance (MV). Ces

méthodes seront comparées selon le critere de la racine de I'erreur quadratique moyenne

(RMSE).

Des simulations ont été réalisées a partir de données générées pour différentes tailles
d’échantillons, afin d’étudier le comportement des estimateurs obtenus par chaque mé-

thode.

4.1.1 Présentation du modéele

Dans cette section, nous présentons un exemple de simulation visant a étudier I’estimation
des parametres d’un modele de régression linéaire, les observations y; sont simulées a partir

du modele suivant :
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Ye = 2X4 + iy, pourt=1,...,n,
pe = (0.5 + B(1)) pre—1 + &,
1o = 0,5, (4.1)

B(t) ~ N(0, 0,7%),

e, ~ N(0, 0,82).

La figure suivante présente la simulation de n = 200 observations de la série {y; }, générées

a partir du modele (4.1).

1 1 1 1 1
0 50 100 150 200

Tempst

FIGURE 4.1 — Le graphe de la série d’observations y
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Pour identifier la structure de dépendance des erreurs p,;, nous examinons les fonctions

d’autocorrélation (ACF) et d’autocorrélation partielle (PACF).

ACF du processus RCA(1)

ACF
04 06 08 10
I

Partial ACF

02

00

05

04

03

02

01

00

=01

PACF du processus RCA(1)

T
5 10 15 20 25 30

Lag

FIGURE 4.2 — ACF et PACF d’un RCA(1)

— ACF : On observe une décroissance exponentielle irréguliere (plus lente qu’un
AR(1) classique), typique des processus a coefficients aléatoires. La persistance
des autocorrélations aux lags élevés reflete 'effet cumulatif des chocs aléatoires

sur le coefficient autorégressif.

— PACEF : Le pic significatif a lag 1 confirme la composante autorégressive, tan-
dis que les valeurs non nulles aux lags supérieurs (bien que plus faibles) tra-

hissent I'influence du coefficient aléatoire B(t). Ce pattern distingue clairement

le RCA(1) d'un AR(1) .

4.1.2 Application de la méthode des moindres carrés condition-

nels pour estimer les parameéetres du modele de régression

avec erreurs RCA(1)

La méthode des moindres carrés conditionnels est utilisée pour estimer le parametre

0 € (¢, B, o2,

. ) L , - .
tion @ est obtenue par minimisation de la somme des carrés des résidus conditionnels.

0%), pour N = 1000 répétitions. A chaque répétition i, une estima-
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I'estimateur de 6 est défini comme :
5 1 &S0
0=—-> 0.
N

La qualité des estimations est évaluée a I'aide RMSE, calculée selon la formule :

N

RMSE(6) — J ]1] 3 (9“’ - 90)2,

i=1

ou 6, désigne la vraie valeur du parametres 6.
Cette approche est appliquée pour différentes tailles d’échantillons (n = 30, 100, 300)
afin d’évaluer I'influence de la taille sur la précision des estimations. Les résultats obtenus

sont résumés dans le tableau ci-apres.

TABLE 4.1 — Estimation des parametres par moindres carrés conditionnels selon la taille
de I’échantillon

Parametres | Vraies valeurs n =30 n = 100 n = 300
QAS(RMSE) 0,5 0,3733 (0,3704) | 0,4678 (0,1122) | 0,4967 (0,0592)
62(RMSE) 0,82 0,6635 (0,3113) | 0,7248 (0,3106) | 0,6514 (0,0775)
6%(RMSE) 0,32 0,1365 (0,2349) | 0,0639 (0,0721) | 0,0842 (0,0564)
B(RMSE) 2 1,8343 (0,7418) | 2,0246 (0.2078) | 2,0121 (0,1291)

On observe que la taille n de 1’échantillon influence les résultats de l'estimation de la

maniere suivante :

— Lorsque n augmente, les estimateurs 0 se rapprochent davantage des vraies
valeurs des parametres 6, ce qui traduit une meilleure précision.

— De plus, les erreurs quadratiques moyennes (RMSE) associées aux estimateurs
diminuent avec 'augmentation de n, ce qui confirme la convergence des esti-

mateurs et la fiabilité de la méthode d’estimation.

Pour évaluer l'effet d’une plus grande variabilité des coefficients aléatoires, nous fixons
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op = 0,7. Le tableau suivant présente les estimations obtenues par moindres carrés condi-

tionnels pour différentes tailles d’échantillons.

TABLE 4.2 — Estimation des parametres par moindres carrés conditionnels avec og = 0,7,

selon la taille de I’échantillon

Parameétres | Valeurs vraies n = 30 n = 100 n = 300
qg(RMSE) 0,5 0,3545 (0,3745) | 0,4125 (0,1722) | 0,4568 (0,1091)
62(RMSE) 0,82 1,0610 (0,7455) | 0,9786 (0,5558) | 0,9321 (0,4737)
6%(RMSE) 0,72 0,2416 (0,3619) | 0,2681 (0,2692) | 0,3488 (0,2210)
B(RMSE) 2 1,8760 (0,8894) | 2,0186 (0.3241) | 2,0238 (0,2027)

En comparant les résultats des tableaux (4.1) et (4.2), on remarque que la variabilité des
coefficients aléatoires B; influence les résultats de la maniere suivante : La RMSE des
estimations est plus élevé lorsque og = 0,7 que lorsque og = 0,3, ce qui reflete une plus

grande incertitude induite par une variabilité accrue des coefficients aléatoires.

En complément de la RMSE, une analyse statistique approfondie est menée afin d’éva-
luer la variabilité des estimateurs et de vérifier leur comportement asymptotique.
Cette analyse vise a caractériser la stabilité des estimations obtenues et a examiner leur

conformité avec les propriétés théoriques attendues.
Pour chaque parametre estimé, les indicateurs suivants sont calculés :
— la moyenne empirique des estimations sur I’ensemble des répétitions;
— l’écart-type, mesurant la dispersion absolue autour de la moyenne ;
— Dintervalle de confiance empirique a 95 %, obtenu & partir des quantiles ;

— le coefficient de variation (CV), défini comme le rapport de I’écart-type a la

moyenne, qui permet d’évaluer la dispersion relative ;

— la p-valeur du test de normalité de Shapiro—Wilk, afin de tester I'hypothese

selon laquelle les estimateurs suivent une loi normale.
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Cette démarche permet d’apprécier a la fois la précision des estimateurs (via leur dis-
persion) et leur validité asymptotique (via la normalité). En effet, si les estimateurs sont
asymptotiquement normaux, leur distribution devrait converger vers une loi normale cen-
trée sur la vraie valeur du parametre, avec une variance décroissante lorsque la taille de

I’échantillon augmente.

Rappel sur le test de Shapiro—Wilk : ce test permet de vérifier si un échantillon suit
une loi normale. L’hypothese nulle Hy est : « ’échantillon suit une loi normale ». Si la
p-valeur est supérieure a 0,05, alors Hy n’est pas rejetée, ce qui indique que 1’échantillon

ne présente pas de déviation significative par rapport a la normalité.

TABLE 4.3 — Statistiques descriptives et p-valeurs de Shapiro—-Wilk pour n = 300

Paramétre Moyenne Ecart-type IC 95 % CV  p-value
B 1.998 0.051  [1.894;2.102] 0.025 0.314
o 0.502 0.038 [0.428; 0.566] 0.075  0.224
Oc 0.805 0.095 [0.630; 0.980] 0.118 0.148
B 0.295 0.080 [0.140; 0.430] 0.271  0.093

Toutes les p-valeurs sont supérieures a 0,05, ce qui suggere que ’hypothese de normalité

n’est pas rejetée pour aucun des estimateurs étudiés.

Les histogrammes des estimateurs, superposés a la densité d’une loi normale, ainsi que
les QQ-plots présentés en figures ci-dessous, permettent d’apprécier visuellement cette
adéquation. Une bonne concordance entre la courbe empirique (en bleu) et la courbe

normale théorique (en rouge) indique une distribution proche de la normalité.
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FI1GURE 4.3 — Histogramme et QQ-plot de . et 65 obtenus par la méthode des moindres
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FI1GURE 4.4 — Histogramme et QQ-plot de gzg et B obtenus par la méthode des moindres

carrés

Résumé des résultats pour n = 300 :
— Les estimateurs de [ et ¢ présentent une variabilité modérée (CV < 10%) et
sont compatibles avec la normalité (p-valeurs > 0,05).
— Les estimateurs de 0. et op montrent une dispersion plus importante (CV >
10%) et une légere asymétrie dans les QQ-plots, mais les tests de normalité
ne rejettent pas I’hypothese Hj, ce qui suggere une approximation normale

acceptable.
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4.1.3 Application de la méthode du maximum de vraisemblance
pour estimer les parameéetres du modele de régression avec

erreurs RCA(1)

La méthode du maximum de vraisemblance conditionnelle est utilisée pour n € {30, 100, 300}
afin d’estimer les paramétres. Les estimateurs 6 sont obtenus par maximisation de la fonc-
tion de vraisemblance conditionnelle, et leur précision est évaluée a I’aide du critere du

RMSE.

On donne ci-dessous les résultats des estimations des parametres de notre modele

TABLE 4.4 — Estimation des parametres par la méthode du maximum de vraisemblance
pour différentes tailles d’échantillon

Parameétres | Valeurs vraies n = 30 n = 100 n = 300
®(RMSE) 0,5 0,4390 (0,1979) | 0,4810 (0,1012) | 0,4929 (0,0532)
62(RMSE) 0,82 0,5915 (0,2095) | 0,6264 (0,1114) | 0,6339 (0,0674)
6%(RMSE) 0,3 0,1091 (0,1715) | 0,0904 (0,0901) | 0,0874 (0,0575)
B(RMSE) 2 1,9959 (0,1536) | 1,9984 (0.0758) | 1,9999 (0,0429)

On observe que, plus la taille de I’échantillon n augmente, plus les estimateurs obtenus
par la méthode du maximum de vraisemblance deviennent précis. Cette amélioration se
manifeste par une diminution des valeurs du RMSE pour tous les parameétres, ce qui
confirme la cohérence et I'efficacité de cette méthode dans le cadre du modele considéré.
L’estimation obtenue par la méthode du maximum de vraisemblance s’avere plus fiable
que celle des moindres carrés, comme en témoigne la diminution systématique des valeurs

du RMSE, traduisant une meilleure précision des estimateurs.

Une analyse similaire est conduite pour les estimateurs obtenus par la méthode de vrai-
semblance. Les indicateurs calculés permettent d’évaluer leur stabilité et leur adéquation

aux propriétés asymptotiques attendues.
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TABLE 4.5 — Statistiques descriptives et p-valeurs de Shapiro-Wilk pour n = 300 (Mé-

thode de Vraisemblance)

Paramétre Moyenne Ecart-type

<) )

Q)
™

Q)
@

2.001
0.496
0.794
0.285

0.045
0.032
0.088
0.072

IC 95 %
[1.913; 2.089]
[0.432; 0.560]
[0.630; 0.958]
[0.145; 0.418]

CV  p-value
0.022 0.411
0.065  0.289
0.111  0.176
0.253 0.102

Les résultats confirment que tous les estimateurs obtenus par la méthode de vraisemblance

suivent une distribution proche de la normale (p-valeurs > 0,05). Leur variabilité reste

maitrisée, avec des coefficients de variation inférieurs a 30 %.
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FIGURE 4.5 — Histogramme et QQ-plot de $ et B obtenus par la méthode de vraisem-

blance.
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blance.

Résumé des résultats :
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et op obtenus par la méthode de vraisem-

— Les estimateurs B et qg présentent une faible variabilité (CV < 10%) et une

distribution proche de la normale.

— Les estimateurs des variances o, et o présentent une variabilité plus marquée,

mais conservent une bonne adéquation a la loi normale.
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Conclusion générale

L’étude approfondie menée dans ce mémoire a permis de mieux comprendre les modeles
autorégressifs a coefficients aléatoires (RCA), ainsi que les méthodes d’estimation adap-
tées dans un cadre de régression linéaire & erreurs corrélées. A travers une progression
rigoureuse allant des concepts fondamentaux des séries chronologiques aux applications
sur données simulées.

Dans une premiere étape, nous avons rappelé les notions clés liées aux séries temporelles,
notamment la stationnarité, les fonctions d’autocorrélation et les processus ARMA. Ce
socle théorique a ensuite permis d’introduire les modeles RCA, qui se distinguent par leur
capacité a capturer une dynamique temporelle dont les parametres évoluent aléatoirement
dans le temps. Ce caracteére aléatoire offre une plus grande flexibilité pour modéliser
certains phénomenes économiques ou naturels présentant des régimes variables ou des
ruptures structurelles.

Dans un second temps, l'attention a été portée sur les méthodes d’estimation des pa-
rametres d'un modele RCA(1). Deux approches ont été comparées : les moindres carrés
conditionnels et le maximum de vraisemblance.

La troisiéme partie a permis d’aborder un modele de régression linéaire a erreurs RCA(1),
un cadre encore plus complexe qui a nécessité la mise en ceuvre de méthodes numériques
telles que I'algorithme de Gauss-Newton pour 'estimation des parametres. Cette approche
a montré son efficacité, tout en soulignant 'importance cruciale d’une bonne linéarisation
et d’un choix judicieux des conditions initiales.

Enfin, notre étude de simulation a démontré concretement les performances des méthodes
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proposées. Les résultats ont confirmé I'adéquation du modele RCA(1) pour modéliser
des séries chronologiques présentant une variabilité stochastique dans leur dynamique
interne. De plus, les analyses comparatives ont révélé que l'estimateur du maximum de

vraisemblance offre, dans certains cas, une précision supérieure a celle des moindres carrés.

En conclusion, Ce travail contribue a une meilleure compréhension et utilisation des mo-
deles autorégressifs a coefficients aléatoires (RCA) dans le cadre de la régression. Les

résultats obtenus montrent que :

— Les modeles RCA capturent efficacement les variations stochastiques des séries

temporelles.

— Le maximum de vraisemblance offre souvent de meilleures performances que

les moindres carrés.
Plusieurs extensions prometteuses se dégagent :

— Développement de modeles RCA multivariés pour systemes complexes.
— Utilisation de méthodes bayésiennes pour des petits échantillons.

— Applications en économétrie financiere et biostatistique.

Ces pistes ouvrent des voies intéressantes pour ’analyse de séries temporelles dans divers

domaines scientifiques.
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RESUME

Ce mémoire s’inscrit dans le cadre de I'analyse des séries chronologiques, et plus parti-
culierement des modeles autorégressifs a coefficients aléatoires (RCA), qui permettent de
modéliser des processus ou les parametres évoluent de fagon aléatoire dans le temps. Apres
un rappel des concepts fondamentaux, 1’étude explore les propriétés de stationnarité des
modeles RCA et compare deux méthodes d’estimation des parametres : les moindres carrés
conditionnels (MCC) et le maximum de vraisemblance (MV). L’analyse est ensuite éten-
due a un modele de régression non linéaire avec erreurs RCA(1), estimé via ’algorithme
de Gauss-Newton. Une étude de simulation illustrent la performance des estimateurs. Les
résultats confirment la supériorité du MV en termes de précision, notamment pour de

grands échantillons.

Mots-clés : Séries chronologiques, modele RCA(1), estimation, moindres carrés, maxi-

mum de vraisemblance, Gauss-Newton.

ABSTRACT

This thesis focuses on the study of time series, with particular attention to autoregressive
models with random coefficients (RCA), which allow modeling processes where parame-
ters evolve randomly over time. After reviewing essential concepts, the study investigates
the stationarity properties of RCA models and compares two estimation methods : Condi-
tional Least Squares (CLS) and Maximum Likelihood Estimation (MLE). The analysis
is then extended to a nonlinear regression model with RCA(1) errors, using the Gauss-
Newton algorithm for parameter estimation. The results confirm the superior accuracy of

MLE, especially for large sample sizes.

Keywords : Time series, RCA(1) model, parameter estimation, least squares, maximum
likelihood, Gauss-Newton.
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