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Introduction générale

La théorie des valeurs extrémes (TVE) est 1’étude des événements rares, i.e., des
événements dont la probabilité d’occurrence est tres faible, comme les krachs boursiers
et les crises monétaires ou les bouleversements climatiques tels que les tremblements de
terre de forte intensité et les ouragans. Ces événements ont un impact considérable sur
la vie humaine et sur ’économie des états, d’ou I'intérét de cette théorie qui contribue a
prévenir ces risques et a prévoir ces phénomenes.

La probabilité de réalisation de ces événements est calculée en utilisant une distribution
appelée GEV 7 generalised extremes values ” dépendante d'un parametre appelé I'indice
des valeurs extrémes (ou l'indice de queue).

Les premiers travaux dans ce domaine sont apparus entre 1920 et 1940, grace a Fréchet
[12], Fisher, Tippet [11] et Gnedenko [13] qui ont montré que sous certaines conditions et
dans le contexte des variables aléatoires indépendantes, les seules lois limites des extrémes
sont les distributions de Fréchet, Gumbel et Weibull. L’indépendance des observations
n’est pas toujours vérifiée dans la pratique ce qui amené a la remplacer par des conditions
de dépendance comme le mélange, ’association, la condition D et la m-dépendance. Sous
la dépendance, Loynes [29] et Leadbetter [19] ont obtenu des résultats similaires a ceux
montrés dans le cas i.i.d. Divers travaux ont été consacrés a l'estimation de l'indice des
extréemes dont 1’objectif revient a construire des estimateurs et a étudier leur consistance
et leur comportement asymptotique. Parmi ces estimateurs, on peut citer I'estimateur de
Pickands [25], 'estimateur de Hill [16], I'estimateur des moments et d’autres définis plus
récemment comme 'estimateur de Schultze -Steinebach [27] et Brito-Freitas [21].

Nous nous intéressons dans ce document aux propriétés de I'estimateur de type géométrique
construit par Brito et Freitas en 2001. Notre objectif est de revenir sur la consistance et

la normalité asymptotique de cet estimateur pour des variables aléatoires indépendantes
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(voir [21]) puis dans le cas d’observations fortement mélangentes (voir [22]).

Ce mémoire est composé de deux chapitres :

Chapitre 1 : Nous commengons par donner un apergu sur la théorie des valeurs extrémes
en rappelant le théoreme fondamental de cette théorie, puis nous présentons quelques es-
timateurs de I'indice de queue et leurs propriétés.

Chapitre 2 : Dans ce chapitre, nous rappelons d’abord les estimateurs donnés par Schultze
et Steinebach [27] et leurs propriétés. Puis on s’intéresse a la consistance et la normalité
asymptotique de I'estimateur de type géométrique dans le cas d’observations indépendantes
et sous ’hypothese du mélange fort. Nous terminons cette partie par un exemple pratique

appliqué sur des données en assurance.



Chapitre 1

Théorie des valeurs extremes

1.1 Introduction

La théorie des valeurs extrémes est une branche de la théorie des probabilités et des
statistiques mathématiques qui se concentre sur I'analyse et l'inférence des événements
extrémes, i.e., les événements avec une tres faible probabilité d’occurrence.

L’étude de la loi de probabilité du maximum d’un échantillon de variables aléatoires a
été la premiere approche pour décrire les événements extrémes. En 1928, Fisher et Tip-
pett [11] établissent un résultat fondamental qui spécifie la forme de la distribution limite
du maximum convenablement normalisé d’une suite de variables aléatoires indépendantes
et de méme loi avant que Gnedenko [13] obtienne rigoureusement la convergence dont la
preuve fut simplifiée par De Haan [7]. Les travaux de Von Mises [28] et Jenkinson [18] ont
permis de donner une forme unifiée a ce résultat.

La théorie des valeurs extrémes repose sur la convergence en loi du maxima ou du minima
des variables aléatoires indépendantes convenablement normalisée.

Les applications de la théorie des valeurs extrémes, ainsi que les avancées théoriques, sont
de plus en plus nombreuses et touchent des domaines variés comme la météorologie, 1'hy-

drologie, la finance et les assurances.



CHAPITRE 1. Théorie des valeurs extrémes

1.2 Comportement asymptotique des extrémes

Nous considérons n variables aléatoires X, ..., X,, i.i.d de fonction de répartition F.
Deux statistiques sont particulierement intéressantes pour 1’étude des événements extémes ;
ce sont le minimum m, = min(Xy,...,X,) et le maximum M, = max(Xy,...,X,) de
I’échantillon. On notera qu’il est tres facile de passer de I'un a ’autre a ’aide de la relation :

max (X;) = — min (—X;)

La fonction de distribution de M,, est donnée par
Fuy, () =P(M, <z)=P(X; <z, Xy <z,.,X, <z)=I[F(x)]" (1.1)

La formule (1.1) présente un intérét tres limité car la loi d’une variable aléatoire parente
X est rarement connue avec précision, et méme si la loi de cette variable parente X est
connue avec exactitude, la loi du maximum n’est pas toujours facilement calculable.
Comme les valeurs extrémes se trouvent a droite et a la fin du support de la distribution,
intuitivement le comportement asymptotique de M, doit permettre de rendre compte de
queue de la distribution.
Notons par z; = sup{z € R; F(z) < 1} < oo, le point terminal & droite (right-end point)
de la fonction de répartition F'. Ce point terminal peut étre infini ou fini.
On g’intéresse alors a la distribution asymptotique du maximum en faisant tendre n vers
I'infini; on a :
lim Fy, () = lim F"(z) = O stwsay

n—00 n—00 1 slx > xy

On constate que la distribution asymptotique du maximum donne une loi dégénérée, une
masse de Dirac en x, puisque pour certaines valeurs de x, la probabilité peut étre égale a
1 dans le cas ot ¢ est fini. Ce fait ne fournit pas assez d’informations, d’ott I'idée d’utiliser
une transformation afin d’obtenir des résultats plus exploitables pour les lois limites du
maximum M,,. Pour cette raison, on essaie de trouver des constantes (a,) et (b,) de telle

n—

sorte que la loi du maximum normalisée ( n) ne soit pas dégénérée.

an
Concernant le comportement du maximum d’une suite de variables aléatoires i.i.d, le
résultat le plus important est le théoreme de Fisher-Tippett [11] donné pour des maximums

normalisés, un théoreme analogue est aussi disponible pour le minimum de 1’échantillon.
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Théoréme 1.1. (Fisher-Tippett [11], Gnedenko [13]) Soit (X,,), une suite de n variables
aléatoires réelles i.i.d de loi F' et M, = max(Xy,...,X,). S’il existe deux suites réelles

a, >0 et b, € R telles que;

lim P {Mn—_bn < x} =G(x), Ve € R (1.2)

n—oo an,
ou G est une fonction de distribution non dégénérée, alors G est du méme type que l'une

des familles suivantes :

Gumbel (type I) :A(x) = exp{—exp(—2)}; r€eR

3 0 st <0
Fréchet (type II) : @, (x) =
exp(—(z)™®*) si >0, a>0

: 1 si x>0
Weibull (type III) : ¥, (z) =
exp(—(—x)*)  si <0, a>0

10

[ ]

12

a0

Graphe-1- Graphe des distributions standards des valeurs extrémes (le bleu pour Frechet,

le rouge pour Gumbel et le noir pour Weibull).

Les trois types de distribution extrémes s’appellent les lois standards ou traditionnelles
des valeurs extrémes et « est le parametre de forme appelé indice des valeurs extrémes ou

indice de queue.
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Remarques.

1. Le théoreme 1.1 a un intérét important car si 'ensemble des distributions est grand,
I’ensemble des distributions des valeurs extrémes est tres petit.

2. Les suites de normalisation (a,) et (b,) ne sont pas uniques.

3. Gnedenko [13] donne des conditions nécessaires et suffisantes pour l'existence des
constantes de normalisation si la loi de la variable parente X est connue, ces conditions

peuvent étre utilisées pour déterminer le type de la loi limite.

Proposition 1.1. Les fonctions de densité des distributions des valeurs extrémes stan-

dards, sont les sutvantes.

A(z) = exp{—(z + exp(—2))}; reR
ar~ @ Dexp(—z=®); >0, a>0
B, (x) = p(—z7%)
0; sinon
al—z) Lexp(—(—2)*); <0, a>0
w2 | o e 0
0; si non
-1 i
2 ,4 N

Graphe-2- Graphe des densités des trois lois standards (le bleu pour Frechet, le rouge

pour Gumbel et le noir pour Weibull).

Bien que les trois lois A, ®, et ¥, soient différentes, elles sont étroitement liées.

10



CHAPITRE 1. Théorie des valeurs extrémes

Proposition 1.2 (Relation entre A, &, et U, ). Soit Y une variable aléatoire positive.
Alors les affirmations suivantes sont équivalentes :

a)Y ~ o,

b) nY* ~ A

c) Y 1~VU,

1.2.1 Distribution des valeurs extrémes généralisée (GEV)

Le comportement des lois A, &, et ¥, est completement différent mais elles peuvent
étre combinées en une seule distribution dépendante d’un unique parametre qui controle

I’épaisseur de queue de la distribution.

Définition 1.1. (Représentation de Von Mise-Jenkinson) Soit v € R, on appelle distribu-

tion des valeurs extrémes généralisée toute distribution H, telle que :

exp(—(1 —|—fyx)_71) sivy#0, 1+~vyx>0
H,(z) =

exp(—exp(—z)) si y=0

H., est une fonction non dégénérée et v est appelé un parametre de forme (shape
parameter).
Le signe du parametre 7 est un indicateur essentiel de la forme de la queue.
. Le cas 7 = 0, correspond a la loi de Gumbel (est & décroissance exponentielle).
. Le cas v < 0, correspond a la loi de Weibull de parametre o = _71 < 0 (est a support
borné a droite).
. Le cas v > 0, correspond a la loi de Fréchet de parametre o = 1/ > 0 (est a support

borné a gauche a queue lourde).

Définition 1.2 (Distribution max-stable). Une distribution G non dégénérée est dite
maz-stable si pour toute suite (X,,), de variables aléatoires i.i.d de fonction de répartition

G, il existe deux suites a, > 0 et b, € R telles que :

G"(an + bpx) — G(x) quand n — oo

en tout point de continuité de x.

11



CHAPITRE 1. Théorie des valeurs extrémes

Il est facile de remarquer que la fonction de répartition H, est max-stable, pou cela il

nY—1
vy

Le théoreme 1.1 assure que les seules limites possibles pour la loi du maximum normalisé

suffit de prendre a, =n" et b, =

d’un échantillon sont des lois dites max-stable.

Exemple : La loi de Weibull W, est une loi max-stable, en effet,

—1

Vy(nmzx) = exp(—(—n%m)a)”
= exp(—(—n""z%)n)
— exp(—(—x%)), quandn — oo

= Wy()

1.3 Domaine d’attraction

Dans cette section, nous donnons des conditions nécessaires et suffisantes d’apparte-
nance d’'une distribution a un domaine d’attraction de I'une des trois lois des extrémes.
La recherche de ce domaine d’attraction peut étre considérée comme 1’étude réciproque de

la recherche de la distribution limite du maximum normalisée.

Définition 1.3. On dit qu’une variable aléatoire X appartient au domaine d’attraction de
la distribution des valeurs extrémes G, et on note X € DA(G), s’il existe des suites réelles

a, >0, b, € R telles que la limite (1.2) soit vérifice.

Avant de donner les conditions nécessaires et suffisantes sur la variable aléatoire X pour
qu’elle appartienne au domaine d’attraction de G, on commence par donner des définitions
de quelques outils nécessaires pour cela.

La théorie des fonctions a variations régulieres apparait dans un grand nombre d’applica-
tions mathématiques, c¢’est un outil essentiel pour traiter les queues lourdes, la dépendance

a longue portée et les domaines d’attraction.

Définition 1.4. (Fonction a variation réquliére)
Une fonction mesurable f positive est dite a variation réguliere (a linfini) d’indice o € R
(on le note f € RV,,), si

fltx)

tLI«IFoo 10 =x% V>0

12




CHAPITRE 1. Théorie des valeurs extrémes

Si a = 0,0n dit que f est a variation lente a linfini, i.e.,

lim f(tz)
t—-+o0 f(t)

Exemple. f(z) =log(x), >0
log(tx) I log(t) + log(z)

=1

oo log(t)  totee  log(t)
log
= lim (1
tj+mm( * logt)
=1

La fonction log est a variation lente.

Remarque : si f est a variation réguliere alors f(x) = x®l(z), ou [ est a variation lente.

Définition 1.5. (Inverse généralisé) On appelle inverse généralisé ou fonction de quantile

de la distribution F, la fonction F'~ définie par :
F~(y) =inf{z € R, F(z) > y},Vy €]0,1]
Dans le cas ou F est strictement croissante, F'~ coincide avec linverse classique F~1.

Définition 1.6. (Fonction quantile de queue) On appelle fonction quantile de queue de la

variable aléatoire X ou de sa distribution F, la fonction b :]1,4+00[— R définie par

b(t) = F(1 — %),w -1

1.3.1 Domaine d’attraction de Fréchet DA(®,)

Théoreme 1.2. La fonction de répartition F appartient au domaine d’attraction de Fréchet

(F'€ DA(®,)) de paramétre o > 0 si et seulement si
rp=+oo et F(z)=x"%(z) Vr>0 (1.3)

ot l(.) est une fonction a variation lente.

Les constantes de normalisation peuvent étre choisies telles que

1
an=F"(1—=) et b,=0
n

ou F~ est l'inverse généralisé de la fonction de distribution F.

13



CHAPITRE 1. Théorie des valeurs extrémes

-Les distributions du DA(®,(z)) sont dites a queue épaisse.

On peut écrire la condition (1.3) de la manieére suivante :

N c o 1 — F(tx)
Tp = 1T0O0 € m —— =2
r t—+o0 1 — F(t)

La proposition suivante donne une condition suffisante pour que F € DA(®,,).

—

Proposition 1.3. (Condition de Von Mises) Soit F une fonction de répartition absolument

continue de fonction de densité f vérifiant;

im x_f—@):a>0
e ()

alors '€ DA(®,)

Exemple. (Loi de Cauchy)

Soit X une variable aléatoire suivant une loi de Cauchy, sa fonction de densité est donnée

par
1
: F@) _ 1 Fz) 1 w?
On a xEIJPoo( ()=t xgrfwﬁ*1$*2 - wEIJPoom =1

On en déduit que F(x) ~ (7z)~! au voisinage de l'infini.

Alors lim Z(2) (ntz) % _ -1

t——+o00 F(t) = Jim

t——+oo (ﬂ't)_l

D’apres le théoreme 1.2 on a F' € DA(Py).

On peut aussi écrire

P, <) = (1 -T2y
= (1= 2( +o())"
o = @y (2)

1.3.2 Domaine d’attraction de Weibull DA (V)

Théoréme 1.3. Une distribution F' € DA(V,,) si et seulement si

1
rp <400 et 1—F(zp——)=2"%(z)
x

14



CHAPITRE 1. Théorie des valeurs extrémes

ou | est une fonction a variation lente.

Dans ce cas, les suites de normalisation (ay,) et (b,) sont données par

1
a,=zp—F~(1——=) et b, =xp
n

Proposition 1.4 (Condition de Von Mises). Soit F une fonction de répartition abso-

lument continue, de fonction de densité f positive si

- o)f@)
s TR

alors F € DA(WV,).

Exemple. (Loi uniforme) On suppose que X est une variable aléatoire suivant une loi

uniforme sur [0, 1], on a donc

O;six <0
F(z) = x;six € [0,1]
l:siz>1
avec rp = F (1) =1 < o0
D’autre part on a F(zp — 1) =F(1-2)=1—-(1-1) =1 =z7Y(z), avec l(z) =1
Donc les conditions du théoreme 1.3 sont vérifiées alors F' € DA(V,).

Les constantes de normalisation sont données par

1 1
an=xp =1, et by =F Y ap) — F ' ap — E) = -

Ce qui signfie que

M, —a, L
%—wax, avecxr <0et =1
n

1.3.3 Domaine d’attraction de Gumbel DA(A)

Théoréme 1.4. Une distribution F' € DA(A,) si et seulement si
E(X/X >c¢) <oo pour c¢< F~(c)
et
lim 1—F(t+ xE_(X —t/X > ¢))
s Pt
(an) et (by) sont données par : a, = F~(1—2) , b, = E(X —a,/X > a,) ou bien
by=F~(1-2X)-F(1-1)

1
n

15



CHAPITRE 1. Théorie des valeurs extrémes

Il est également possible de caractériser les fonctions de répartition du domaine d’at-

traction de Gumbel en terme de fonctions de Von Mises.

Définition 1.7 (Fonction de Von Mises ). Soit F une fonction de distribution de point

terminal vp. Sl existe z < xy tel que;
x
— 1
F=cexp{— | —dt}, z<zx<xp, c>0
i ’
z

Ot a(.) est une fonction positive absolument continue de densité a'(.) verifiant

lim a/(z) = 0, alors F est une fonction de Von Mises et a(.) sa fonction auziliaire.

r—Tp

Proposition 1.5. . Une distribution F' appartient au domaine d’attraction de Gumbel (F €
DA(A)) si elle est une fonction de Von Mises.

Dans ce cas, un choix possible pour les suites (ay,) et (by,) est :

1
a, =F~(1— =) et b, = a(ay,)
n

Exemple.
Soit X une variable aléatoire de distribution F(z) =1 —e™** pour x > 0 et X > 0.
On a F(x) = e .
F est une fonction de Von Mises de fonction auxiliaire a(z) = A\
Donc d’apres la proposition 1.3 on a F' € DA(A).

Remarque.
Si a = 0, la loi de X présente une décroissance de type exponentielle dans la queue, on
dit qu’on est alors dans le domaine d’attraction de Gumbel (c’est le cas par exemple des
lois normale, exponentielle, gamma et lognormale) ; le domaine de Fréchet correspond a
des lois non bornées a droite avec a > 0 (c’est le cas par exemple des lois de Cauchy et
Pareto) et enfin si @ < 0, la loi de X est bornée a droite et on dit qu’on est dans le domaine

d’attraction de Weibull (c’est le cas par exemple des lois uniforme et béta).

16



CHAPITRE 1. Théorie des valeurs extrémes

1.4 Etude de la théorie des valeurs extrémes pour des

suites stationnaires

1.4.1 Introduction

Cette section est une synthese de certains résultats classiques qui représentent une
généralisation du théoreme Fisher-Tippett a des suites stationnaires.

Rappelons qu’une suite de variables aléatoires (X,,), est dite stationnaire si pour tous

entiers n, hyi; < ... < i, le vecteur (X; Xi.,») & la méme loi de probabilité que le
G X))

Pour lever I’hypothese d’indépendance, de nombreux auteurs ont proposé une extension

[ERRTES)

vecteur (X;,, ..

du théoreme 1.1 a des suites stationnaires vérifiant différentes conditions de dépendance,
telles que la m-dépendance (voir Watson [29]) la condition D (voir Leadbetter et al. [19])

et le mélange fort (voir Loynes [20]).

1.4.2 Convergence du maximum sous le mélange fort

La notion de mélange a été introduite par Rosenblatt [26]; elle décrit I'indépendance
asymptotique des variables aléatoires indexées par le temps lorsque la différence entre les
indices tend vers I'infini. Elle s’exprime en termes de coefficient de mélange qui est lié a la

mesure de la dépendance entre les tribus engendrées par le futur et le passé de la suite.

Définition 1.8. Soit (2, F, P) un espace probabilisé. Pour tout entier naturel non nul n,

on définit le coefficient du mélange fort par :

a(n) = sup{sup|P(AN B) — P(A)P(B)|, A € F{(X) et B € F5,(X)}

keN
ot FF désigne la tribu engendrée par les X;;1 < j < k.

La suite (X,,)n de variables aléatoires est dite a-mélangeante si

lim a(n) =0

Le coefficient de mélange « est compris entre 0 et 1/4.

17



CHAPITRE 1. Théorie des valeurs extrémes

Théoréme 1.5 (Loynes [20]). Soit (X,,), une suite stationnaire de variables aléeatoires

fortement mélangeante. Sl existe deux suites réelles a, > 0 et b, € R telles que
P[M,, < ayx + b,) = G(z)
alors G est de type I, II ou III.

Pour la démonstration de ce théoreme (voir Loynes [20]).

1.4.3 Convergence du maximum sous la m-dépendance

Définition 1.9. La suite de variables aléatoires (X,,), est dite m-dépendante si X; et X;

sont dépendantes quand |i — j| < m et indépendantes quand |i — j| > m.

Si on note

Fil,“.,in(xh "'7‘7;%) - P(XZ S X1, JXZn S xn)

La m-dépendance correspond a :

El,...,ip,j1,...,jq (mlv ceey xpa Y1y -eey yq) = Fwil,..‘,ip<x17 ceey l.p)Fjl,‘..hjq (yla ceey yq) (14)

avec 11 <1g < . < N1 < Jo<...<Jget j1—1ip, >m
Pour les variables aléatoires m-dépendantes on dispose des travaux de Watson [29]
qui a montré que sous certaines conditions la loi de maximum normalisé d’une suite m-

dépendante est 1'une des trois lois classiques (Fréchet, Weibull, Gumbel).

Théoréme 1.6 (Watson [29]). Soit (X,,), une suite stationnaire de variables aléatoires,

non bornées et vérifiant la condition (1.4), Si

) 1

alors, pour 7 = nP[X; > u,], on a

lim PIX; <uw,)=e"; i=1,..,n

n—oo
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CHAPITRE 1. Théorie des valeurs extrémes

Démonstration. Pour chaque | < n et Vi=1,...,n, P[X; < u,| est minorée et

majorée respectivement par

1—ZPX<u)+ +( “Z ZPX <), .., (X, <),
=1

lellll

1—ZPX<u+ A ( lz ZPX <), ., (X, <)

i=1 Z]17,11

avec u = u, et Y P(X; >u) =nF(1— F(u,)) —» 7

=1

ZZP [(X; > u), (X; > u)] = Z( —i)P[(X1 > u), (Xip1 > u)]+P(X; > u)?(n—m—1)(n—m)

j=11=1 i=1

D’autre part on a :

(n— ) P[(Xy > u), (Xix1 >u)] <mn[l-— m—f]hm?i(mP[(X > ¢), (X > u)]

1 PG > ), (X > )
T T o P[(X; > u)]

Si u = u, — 400, alors d’apres la condition (1.5) ce terme tend vers zéro.

Donc, > P[(X; > u), (X; > u)]n: 1.2

2
De la méme fagon, on calcule Y>>  P(X; > u, X; > u, X; > u) on obtient

i=1j=1s=1

s

(2

1
lim ZP(Xi >u, X; > u, Xy >u) = _673

n—-+o0o

En général, pour tout [ < n

- 1

ﬁ
3

!
(_
1“' P(M, <wu) Z

r=0 ’ r=0
1.4.4 Convergence du maximum sous la condition D

La condition D proposée par Leadbetter et al. [19] est plus faible que la m-dépendance

et se définit de la maniere suivante :

Définition 1.10 (Condition D). Une suite (X,,), vérifie la condition D si pour tout

entier i1 < lp < ... <1y et J1 < Jo < ... < jq tels que j1 — 1, >l on a :

|E1 7777 UpyJlseees Jq (U) - El """ ip (u)Fh ----- Ja (U)| S g(l) \V/U € R
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avec (1) — 0 quand | — oo et F la distribution jointe de X, ..., X

in
On introduit maintenant une condition plus faible que D, appelée la condition D(uy,).

Définition 1.11 (Condition D(u,)). Etant donnée une suite de réels (u,) et une suite
d’entiers naturels 1 < i1 < 1p < ... < 1p < J1 < J2 < ... < Jg < n tels que j1 — i, > 1, la

condition D(u,,) est vérifiée si

| Fivincsipigisgosia (Un) = Fiyip (Wn) Fjy L (Un) | < €na(un)
avec €,; — 0 quand | — oo

Théoréme 1.7 (Leadbetter et Rootzén [19]). Soit (X,,), une suite stationnaire, s’il

existe deur suites a,, > 0 et b, telles que :

P(M, < a,x+b,) — G(x)

n—oo

Si la condition D(u,) est vérifiée pour u, = a,x + b,, Vo € R, alors la distribution de G

est du méme type que l'une des trois lois limites classiques.

1.5 Estimation de I’indice des valeurs extrémes

Diverses méthodes ont été proposées pour estimer l'indice des valeurs extrémes, on
trouve la méthode de maximum de vraisemblance, la méthode des moments, la méthode
des moments pondérés, ou encore les méthodes bayesiennes. Il existe également des
approches non paramétriques pour ’estimation de 'indice de queue.

Les plus utilisés en pratique sont l'estimateur de Pickands [25], l'estimateur de Hill [16]
appliqué seulement dans le domaine d’attraction de Fréchet et ’estimateur Dekkers,

Einhmalh et De Haan [9].

Considérons la suite (X,,),, de variables aléatoires i.i.d de fonction de distribution com-
mune F , Xq) < X < ... < X, sont les statistiques d’ordre correspondantes.

On dit que k = k,, est une suite d’entiers intermédiaire si elle vérifie

limk=occet im— =0
n—oo n—oon,

20



CHAPITRE 1. Théorie des valeurs extrémes

1.5.1 Estimateur de Hill

Cet estimateur a été introduit par Hill [16] pour estimer d’une maniere non-
paramétrique l'indice des valeurs extrémes. Pour le construire, Hill utilise la méthode du

maximum de vraisemblance sur I’ensemble des k£ plus grandes observations d'un échantillon.

Définition 1.12. L’estimateur de Hill de v > 0 est défini par

Notons que 'estimateur de Hill n’est utilisable que pour des distributions appartenant
au domaine d’attraction de Fréchet (y > 0), cependant on a une propriété intéressante
de cet estimateur, il est possible de l'interpréter graphiquement, ceci est particulierement

important pour les praticiens, qui préferent souvent des interprétations graphiques.

La consistance faible et forte de I'estimateur de Hill ont été établies par Mason [23],

Deheuvels, Haeusler et Mason [8].

Théoréme 1.8. (Mason [23], Deheuvels, Haeusler et Mason [8])
1) Supposons que F € DA(H.,), v > 0, pour suite intermédiaire k on a

2) Si de plus, y — 00 quand n — oo, alors

_k
log(logn

Pour établir la normalité asymptotique il est nécessaire d’introduire une condition

supplémentaire sur la fonction de distribution F.

Définition 1.13. On dit qu’une fonction h est a variation réguliére de second ordre d’indice
(v,p); p < 0 (on note h € 2RV (v,p)) s’il existe une fonction g a signe constant avec
g€ RV, et 1tlim g(t) =0 telles que,

h(tz) z

A A cxv/up_ldu = ez 2 ; x>0, c#0 (1.6)
t=co  g(t) p

g est appelée la fonction auzilaire de h.
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CHAPITRE 1. Théorie des valeurs extrémes

Théoréme 1.9. Soit F' € DA(H.,), v > 0 vérifiant la conditions ci-dessous et une suite k

intermédiaire telle que lim \/Eg(%) = A, alors

Remarques.
1) Si lim \/Eg(%) = 0 alors VE(3 —~) ~ N(0,~?)
2) On peut associer a 'estimateur de Hill un intervalle de confiance asymptotique I(3) de

niveau (3.
. g1l . 1
108) = | = 293 ' 29t 7

ou zs est le quantile d’ordre 1 — g de la loi normale centrée et réduite.
2

1.5.2 Estimateur des moments

Cet estimateur introduit par Dekkers et al. [9] est une extension de I'estimateur de Hill,

valable pour tout v € R.

Définition 1.14. L’estimateur des moments de l'indice v € R est défini par

1 (M(l))z -
~D __ as(1) - n _
e =M+ 1+ 5 ( M7S2) 1

k
ol Mél) = %E(log X(i) — lOg X(k))

0
k
et M{P =15 (log X — log X (1))’

Les propriétés de I'estimateur des moments ont été établies par Dekkers et al [9].

Théoréme 1.10. Supposons que F' € DA(H.,,), v € R et k une suite intermédiaire.

1) Consistance faible :
~D P
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3) Normalité asymptotique : Silog b (b est la fonction quantile de queue) vérifie la condition
(1.6), et pour une suite intermédiaire k telle que JLIEIO\/EQ(%) =\, A€ R (g est la fonction

auxilaire de la fonction logb).

On a,
\/R%D — ’Y)iN()\C%p,varfy)
ot
(1+7)%; v >0
vary = , ]
(1-1*(1=27)(1—7+6?)
W(1737)7(1743) = v <0
et '
1;:517v>p=0
_(A=mA=2y) . g
T =—p)(1=27—p) * STV <P <0
1 :
Cre = T sip <y <0
~{p s S0 <y < —p
\ %;Sio<7<_pou72—p>0

1.5.3 Estimateur de Pickands

L’estimateur de Pickands est construit en utilisant trois statistiques d’ordre. Cet esti-
mateur a I'avantage d’étre valable quel que soit le domaine d’attraction de la distribution
et par conséquent, du domaine de définition de l'indice des valeurs extrémes. Pickands
[25] démontre la consistance faible de son estimateur. La convergence forte ainsi que la

normalité asymptotique ont été démontrées par Dekkers et De Haan [9].

Définition 1.15. Soient F' € DA(H,), v € R et k une suite intermédiaire. L’estimateur
de Pickands est défini par
Xiw) — Xeon) n

, 1<k <[~]

AP —1
— (log2) 'log 20
Y = (log2) 8 X — Xewy| = 1

Théoréme 1.11 (Dekkers et De Haan [9]). Supposons que F' € DA(H,,), v € R et k
une suite intermédiaire.

1) Consistance faible :
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2) Consistance forte : Si de plus logIIZgn — 00 quand n — oo alors,
~PD.S
A=

3) Normalité asymptotique : Si de plus F vérifie (1.6) et lim \/Eg(%) =X A\ fini, on a

VEGE =) 5Ny, vary)

o
1;si p=0
_ 47P'Y[(4'Y+P—1)—(27+1)(2'y+p_1)] o
bw,p - P27 (v+p)(27—1) log 2 ssip < 0 7& v
_o9—p+1 _ ]
% ;sip<0=v
et
vary = (2(2;—1)10g?)2 ;siy#0
Togzyis 07 =0

1.5.4 Autres estimateurs
1.5.4.1 Estimateur de Hill négatif

Cet estimateur a été proposé par Falk [10] ; il peut servir de complément pour Iestima-
teur de Hill dans le cas v < —%.

Siy < —%, I’estimateur de Hill négatif est défini par :

k—1
o
W=D log(Xa) — X)) — log(X) — X))
j=1

Sous certaines conditions cet estimateur est consistant, mais sa normalité asymptotique

est obtenue uniquement pour —1 < v < —%.

Théoréme 1.12. 1) Soient F € DA(H~) avec v < —3 et k une suite intermédiaire telle
k’f
logn

que 7}1_)1210 = 00 pour T assez petit, alors
A Sy
2) Si F € DA(Hv) avec —1 < v < —%, vérifie (1.6), pour k une suite intermédiaire
et sa fonction auxilaire est telle que JLIEIO\/Eg(%) =\, AeR, alors
(W™ = )N A)
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CHAPITRE 1. Théorie des valeurs extrémes

avec
Ay - e
A ) samay st <
A sip=0

1.5.4.2 Estimateur a noyau

Csorgd et al. [4] ont proposés les estimateurs & noyau ;' . Cette classe d’estimateurs ne

peuvent étre utilisés que pour v > 0, définie par :

k
S LK (4)(10g X(n-jy1m) — 108 X(njim))

S

.

ou K représente un noyau d’intégrale égale a 1 ( i.e., la fonction K(.) doit satisfaire la
condition suivante 0 < K (t) < oo, Vt et +jOK(t)dt =1).
Suivant le choix de ce noyau, différents es%i)mateurs peuvent en résulter, le plus connu étant
'estimateur de Hill, correspondant au cas particulier K (x) = I(o1)(x).
La consistance et la normalité asymptotique de cet estimateur ont été établis par Groene-
boom, P. et Lopuhaé [15]. Plus précisément, Necir [24] a proposé une loi fonctionnelle du

logarithme itéré pour cet estimateur et a prouvé sa consistance forte.

1.5.4.3 Estimateur de Zipf

Schultze et Steinebach ([27]) ont proposé d’estimer I'indice de queue par la méthode

des moindres carrés classique. Leur estimateur connu sous le nom de Zipf. Il est défini par

1
MY
’Yk My(f)
ou
k k k
MY = %Z:l log % log X5 —jy1im — %leog % (%leog Xn_j+17n>
j= j= j=

2
k
2
MP = Z log? (££1) — 4 > log 14!
j:
Cet estlmateur a été proposé, dans le but d’améliorer le biais asymptotique des estimateurs

de Hill et Pickands. Toute fois, la variance de cet estimateur est deux fois supérieure a
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celle de 'estimateur de Hill.

La normalité asymptotique de I'estimateur de Zipf est donnée par le théoreme suivant.

Théoréme 1.13. Soient F' € DA(H~), v > 0, vérifiant (1.6) et k une suite intermédiaire
telle que lim \/Eg(%) =\, AER, alors

VEGE = 7) LN, 0?)

2 . o
) 20+9%+7); siv >0

ol 0° =
2011429492 —29%] |
oy s <0
_
R e
Remarques.

1) L’estimateur de Hill n’est valable que pour des valeurs positives de v > 0, i.e., pour des
distributions appartenant au domaine d’attraction de Fréchet, tandis que les estimateurs
de Pickands et des moments sont valables pour v € R.

2) Une multitude d’estimateurs ont été proposés pour estimer l'indice des valeurs extrémes.
En revanche, le choix de 'estimateur dépend de la queue de la distribution et de la série
étudiée.

3) La construction des estimateurs est basée sur le choix de la suite k,, le nombre d’ob-
servations dans la queue de distribution. Plusieurs travaux ont été réalisés dans se sens,

proposant différentes techniques pour la détermination de k.
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Chapitre 2

Estimateur de type géométrique

2.1 Introduction

Divers estimateurs de l'indice des extrémes ont été proposés dans la littérature,
néanmoins le choix de 'estimateur est complexe car il dépend en premier lieu de la forme
et du comportement de la queue de la distribution.

Dans ce chapitre, notre intérét porte particuliecrement sur des estimateurs construits pour
des distributions a queue légere. Cette étude est motivée par un important probleme dans
la théorie du risque, a savoir 'estimation du coefficient d’ajustement dans le modele de
Cramér- Lundberg, qui joue un role majeur dans le calcul de la probabilité de ruine.
Csorgo-Steinebach [5] ont observé que ce dernier probleme d’estimation est équivalent a
I'estimation de I'indice des extrémes. Schultze et Steinebach [27] ont utilisé la méthode des
moindres carrés pour obtenir trois estimateurs tandis que Brito-Freitas [21] ont étudié les
propriétés de l'estimateur qui s’écrit comme moyenne géométrique des précédents estima-

teurs.
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CHAPITRE 2. Estimateur de type géométrique

2.2 Estimateurs de Schultze-Steinebach

2.2.1 Construction des estimateurs de Schultze-Steinebach

Soit une suite (X,,), de variables aléatoires indépendantes de fonction de distribution
commune F. Désignons par X(j), ..., X(,) les statistiques d’ordre correspondantes.

Supposons que

F(z)=1-F(z)=P(X; >xz)=r(z)e " ,2>0 (2.1)
avec r une fonction a variation réguliere et v > 0.
Posons y = log(1 — F(z)) et ¢ = r(x), alors
y =y — log(c)

=yr —d

avec d = log(c)

Pour estimer la fonction de répartition F, on utilise sa fonction empirique

— 1 —
Fn(l’) =1- Fn(x) = EZI{XQI}
=1

Alors, y peut étre estimé par y; telle que

= _10g( F(xn i+1n )

s

n
] _
ng)

D’autre part, on peut écrire

r=9"(y+d)
=ay+b

avec b=~"'d et a =71
Pour obtenir un estimateur de v; = ™!, on utilise la méthode des moindres carrés en

minimisant la quantité suivante :

fla,b) = Z(x —ay; — b)° (2.2)
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Les valeurs de a et b qui minimisent f(a,b) sont

a=—" etb=7— ay

ie.,

Eoo (& 2
Lot (2w
=1 =1

¢ Z:Zk:ll”zyz - %(éyzxéxz)

En remplagant z; par la statistique d’ordre X,,_;1;, et y; par log(%), on trouve le

premier estimateur de Schultze et Steinebach [27] de ~;,qui est donné par

i:f:llogQ(n/i) —1 <é 1og(g)>2

T = k L k k
21 log(™) X, _is10 — ;(;Xn_m,n)(; log(%))

Dans le cas ot ¢ = 1, F est une distribution exponentielle (F(z) = ¢ 2 > 0), un

deuxieme estimateur de 7 est trouvé en cherchant le minimum de la quantité

Le minimum est atteint pour

ie.,

k
leogQ(%)

~

Y2 =

k
; lOg(%)Xn—i—&-Ln
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Un troisieme estimateur de v a été proposé par Schultze et Steinebach en appliquant
la méthode des moindres carrés pour 'équation y = vxr — d; et en minimisant 'erreur

quadratique

k
fs(v,d) = Z(yz —yz + d)°

Il en découle imédiatement 1'estimateur 3

k k k
3 108(2) X ss1 — (£ Xomivan ) (L los))

~

V3=

k (& 2
2

ZXn—i—i-l,n Tk ZXH—’H-LW

=1

i=1

Les trois estimateurs sont regroupés dans la définition suivante.

Définition 2.1. Pour une suite k intermédiaire, Schultze et Steinebach [27] définissent les

trois estimateurs suivants

élogQ(%> — % (é 10g(%))2

G = — . . (2.3)
;10g<%)Xn—i+l,n - % <;Xn—i+1,n) (;log(%))
i 2
> log™(%)
Ay = —= (2.4)

k
; log<72_‘l)an’i+l,n

Z 10g(%)Xn—i+1,n - % <2Xn—i+1,n) (Z 10g<%))
Yy = =1 i=1 i=1
= (2.5)

k W 2
2
ZaniJrl,n Tk ZXn—i—i—l,n
i=1 =1

Schultze et Steinebach montrent la consistance de 5;,7 = 1, 2, 3.

2.2.2 Propriétés

Théoréme 2.1 ( Schultze et Steinebach [27]). Soit F vérifiant (2.1) et k une suite

intermédiaire, alors
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. P
Y2 (2.6)
. : log?n

Si de plus JI_{EOgT =0, on a

. P

7=y (2.7)
Si de plus, F~' est continue en (s, 1) pour s € (0,1) et nh_}r&% =0 alors,

. P

V3= (2.8)

Preuve. On donne une preuve succincte du théoreme 2.1
1) Pour démontrer (2.6) il faut et il suffit de montrer que pour une suite intermédiaire k,

on a

e (7) (1 () ) e

=1

Si de plus F vérifie (2.1) alors,

k
lim = 5 £ Z
T

2) Pour montrer (2.7) il faut et il suffit, pour une suite intermédiaire k et une distri-

bution F vérifiant les limites (2.9) et (2.10), de prouver que

k P
, - , Loy (2.12)
; log(%)Xn—i-&-l,n - % (; 10g(%)> (;Xn—i—l—l,n)

n—oo
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3) Pour montrer (2.8) il faut et il suffit de prouver que lim logz% = 0 et la limite

n—oo

(2.12), de plus, Isq € [0, 1] telle que F~* est continue en (sg, 1) telle que

g 1o i 1
EZXELfiJrl,n - (EZXTL—Z'—H,n) n_%)o 2
i=1 i=1
Les limites (2.9), (2.10),(2.11) et (2,12) sont démontées dans l'article de Schultze et
Steinebach [27].
Pour la normalité asymptotique de ,yi, i=1,3 Csorgé et Viharos [6] prouvent les

théorémes suivants.

Théoréme 2.2. (Csorgd et Viharos [6]) Si k est une suite intermédiaire et lim é—n =0
alors, pour F satisfaisant (2.1), on a
B — DN, ),
g v

k/n
ot ul) = —2 [ FY(1—=t){1+log %}dt — % quand n — oo

0
Théoreme 2.3. (Csirgs et Viharos [6]) Si k est une suite intermédiaire et lim 10"21” = 00

alors, pour F satisfaisant (2.1), on a

) d 2
kr*{1/45 — uP }-5N(0, ¥)7
L B ETRenaeG [ Eaena?
ot u® — 0 — 0 — 5 quand n — oo

-2 [ F~1(1—t){1+log 2 }dt

2.3 Estimateur de type géométrique

Brito et Freitas [21] introduisent en 2001 un nouvel estimateur de type géométrique
noté 4, construit en calculant la moyenne géométrique de 7, et As.
Pour obtenir I'estimateur 4, on minimise la somme globale des airs des rectangles présentés
dans la figure suivante.

Géométriquement
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]
(a log(nfi)+b , Rx;, -d)

Graphe : nuage de points (X(;),log(%)).

4 est construit en minimisant la quantité :

fly,d) = zk: (10g(%) — Y2 + d) (7‘1 10g(%) +y7d - x)

i=1
Définition 2.2. L’estimateur de Brito-Freitas ou [’estimateur de type géométrique est

donné par

i:illogQ(%) o (é 10g(%))2

TEVIB= | ; 5
;X?szﬁrl,n - % (;Xn—i—&-l,n)

On sait que 4 est la moyenne géométrique des estimateurs 4, et 43 donc on peut déduire

une relation entre ces estimateurs donnée par le théoreme suivant.

Théoréme 2.4. Soient 4, 41 et 3 des estimateurs définis par (2.3), (2.4) et (2.5) alors,
Y3 <A <M

Pour montrer ce résultat il suffit d’appliquer I'inégalité de Cauchy Schwarz.

2.4 Propriétés de ’estimateur de type géométrique

Dans cette partie, nous donnons les théoremes concernant la consistance et la normalité
asymptotique de l'estimateur de type géométrique dans le cas d’une suite de variables

aléatoires indépendantes identiquement distribuées.
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Théoréme 2.5. (Brito et Freitas [21]) Soient F une distribution vérifiant la condition
(2.1) et k une suite intermédiaire telle que lim log” % = 0. Si F~' est continue en (so,1)

pour so € (0,1) alors

’yﬂvy quand n — 00

Schultze et Steinebach montrent dans le théoreme 2.1 que si k est une suite in-
termédiaire vérifiant log?n/k — 0 quand n — oo, alors 4; est un estimateur consistant
de 7. De plus, si F~! est continue en (sg,1) pour so € (0,1), alors 43 est un estimateur
consistant de 7.

Comme 4 = /%173, en appliquant le théoreme de Slusky, on obtient le résultat du théoreme.

Brito et Freitas [21] montrent des résultats similaires aux théoremes 2.2 et 2.3 pour
1

?.

Théoréme 2.6. (Brito et Freitas [21]) Si k est une suite intermédiaire vérifiant

s . . 1
la normalité asymptotique de I'estimateur — de
Y

lim k/log* n = oo alors, pour F satisfaisant (2.1) on a,

BYR1/3% = un ()} N (0,8/7)
ot up (k) = u? (k)ulP (k) — 1/4? quand n — oo
Pour démontrer le théoreme 2.6 on a besoin des lemmes suivants.
Lemme 2.1. (Brito et Freitas [21]) Soient F une distribution vérifiant (2.1) et k une suite

intermédiaire telle que lim 1L4 = 00.
r—00108 M

k k 2
On définit Wy, = +>°Z2 14, — (%ZZn_HM) , alors
i=1 i=1
B0, — ()} = N, + 0,(1)

ou N} = N} (h, k), u,(k) = ug)(k:)zﬁ (k) et h est une suite bien choisie, telle que

n

N* 2 N(o, %)
v

Lemme 2.2. (Brito et Freitas [21]) Soient k une suite intermédiaire et J,(k) une suite

définie par
1< n 1< n ’
0 = 3w - (13w
i=1 =1
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CHAPITRE 2. Estimateur de type géométrique

Alors,

1 2

Preuve du théoréme 2.6. On peut écrire

ugll) uﬁf”) 1/2
= gt — ) - 2B, - )

n

(= = (k)
Y

D’apres les lemmes (2.1) et (2.2), on a {J,(k) — 1} = O(%) et donc

(1) (3)
un” (K)un” (k) 4
S Y2 T (k) — 1 0
T (k) Wk =1} =
On obtient
1 1
B2 = = un(k)} = —— kYW, — ulD (k)ul® (k
(5 w0} = R W =l )
avec {W, — ul (k)ul? (k)} = N* + op(1)
D’ou
1/2 1 d 8
7 "

Pour obtenir la normalité asymptotique de 4, on considere I'équivalent de la relation

(2.1) donnée par

1
F7'1—-5)=—=logs+logl(s), 0<s<1
Y

ou [ est une fonction a variation lente en 0.

Le théoreme suivant qui est démontré par Brito et Freitas.

Théoréme 2.7. (Brito et Freitas [21]) Soient F une distribution vérifiant (2.1) et k une

Uyth)
e\ 7y

uniformément en t dans un intervalle compact (0, 00), alors

suite intermédiaire. Si

kY2 sup
1/k<y<1

(2.13)

1 d
——k"2(5 —~) 5 N(0,1
Nez ( ) (0,1)

Pour avoir des conditions plus faciles a manipuler, on considere le changement de va-
riable Y; = %7,

On a
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1-Fx)=PY1>z)=a"(z), >0 (2.14)

avec [ est une fonction a variation lente définie par
[(z) = r(log(x)) (2.15)

On a la relation asymptotique suivante
I(tz)
I(z)

avec g une fonction positive vérifiant lim g(z) =0 la

T—00

—1=0(9(z)) quand x— oo Vt >0, (*)

La condition (2.13) fut simplifiée par Bacro et Brito [1] dans le corollaire suivant.

Corollaire 2.1. Supposons que [ est une fonction & variation lente définie par (2.15),

satisfaisant la relation (*) et g est une fonction réguliere a l'infini d’indice v < 0. Alors, si
KY2g(exp(F~Y(1 — ka))) — 0 quand n — oo,

on a

1 d
— kY25 —~) 5 N(0,1)
V2y

2.5 Estimateur de type géométrique sous le mélange

fort

Pour des suites stationnaires vérifiant la condition de mélange fort ou la m-dépendance ;
Brito et Freitas montrent que 7 reste consistant.
On rappelle que le coefficient de mélange fort est défini par :
a(n,l) = sup{sup|P(AN B) — P(A)P(B)|,A € F{(X) et B € F;3,(X)}
keN

F? est la o-algebre engendrée par {X;,i <1 < j}
Dans le reste de ce chapitre, on utilise les notations suivantes : pour x € R;
max(z,0) = z4, min(z,0) = z_, 2% = (z4)? et 22 = (z_)?

On définit Y,,; et I,,; deux fonctionnelles de X; par

Vi = (log X —logh(}) )
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Inz(e Cl) = I(logX logb(ik) €)
ob(t)=F~(1—1), t>1
D’apres I'article de Hsing [17], le moment d’ordre 3 de la variable (log X — 1 —logb(%))+

est donné par

n :
E(log X1 — log b(z))ﬁ ~ (2.16)

Het HY désignes les quantités aléatoires suivantes :

T =

k
_Z (10an —j+ln — log b(k)>
7=1

= %;:: <log X; —log b(%))

Théoréme 2.8. (Brito et Freitas [22]) Soient F une distribution vérifiant (2.14) et k une

+

suite intermédiaire. Supposons que
P
k™ Z i — E(Thi)) =0 (2.17)

ouwT,,; = Y7;ZZ, j=1,2 et T,; = Ii(e,a) pour tout € € R et a au voisinage de 1.
Alors

. P
Y=
Preuve.
Notons N* (k) = 3 (log X1 — logb(1)) — (> (log Xy — —log b(#));
i=1 =1
Commencant par montrer que,
p 1
N+(/€)—>¥ (2.18)
On a
n n 2
EE(logXl — log b(z))i e ?

On applique la condition (2.17) pour Y2 = T,,;, et on obtient

2

1< N9 P
EZ(logXi —logb(E)h 7

Jj=1



2.5. ESTIMATEUR DE TYPE GEOMETRIQUE SOUS LE MELANGE FORT 38

Alors (2.18) est vérifié, i.e.,
1 — n 1 n\2 p
+1) - - o T\ _ n
N7 (k)= kigl <long logb(kz)>+ k?Q(ZEl <10gX1 logb(k))+—>7

Il nous reste a montrer que

Notons N*(k) — N(k) = A, + B, + H> — H2*
k
a2
avec A, = %(Z_: (log Xo—jt1.n — log b(E))_

2= 150 (log X_ji10 — logh(2))”

j=1
Hsing[17] a déja prouvé dans le lemme 2.1 que
H? — H+2 50

Dong, il suffit de montrer que An£>0 et Bnio
On sait que

log X [ak]+1,0 — logb(a )—>0(H3mg[17]) (2.19)

k
On a pour € > 0

n

>0]=P Zlm-(e, a) > [ak]

i:1

=P 12[7“ €, (Z (6 CL)) Z k_l([ak] _nE(Im'(E’ CL)))

n
Pllog Xy _jakj+1,n — log b(@)

et
E(Ly(e,a)) = Pllog X; — log b(:—k) > ¢
= Fleb(-1)

On rappelle que si F € RV_, alinfini alors sa fonction quantile b est a variation régulicere

1 —
d’indice — & l'infini de plus F(b(t)) ~ ¢t~! quand ¢t — oo alors;
g

k
E Im ) ~a—e
(Ini(€,a)) ane
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Dou, k™! ([ak] —nE(e,a)) — a(l —e™) >0
On en déduit que

n
P[lOg Xn—[ak‘]—‘rl,n — IOg b(%

) > €] — 0 quand n — oo
De la méme facgon, on a
Pllog X, [ak]+1,n — log b( k) —e] — 0 quand n — oo

Ve >0,a €

D’autre part,
2
|An‘ S (10g Xn—k—l—l,n - IOg b(%))

et pour € >0
n
P[|A,| > €] < Pl(log X;,—k41.n — log b(%))i > €]

On remplace a=1 dans (2.19), on conclut que

A,—0

Soit 0 € RT telle que (1 —0,1+9) C »
On pose B, =C, + D,

. . [(140)k] )
ou C,, = P > (log Xp—jy1,n —log b(%))+
j=kt1
Et Dn = % Z (108; anjJrl,n - IOg b(%))i
[(146)k]+1

Et montrons que C,, et D,, converge en probabilité vers 0.

On a D,>0 = loan—[(1+5)k],n — logb(%) >0

et P[D,, > 0] < Pllog X,,_[(146)k]+1,n — logb(3) > 0]

comme

P [log X,,_((1+6)k)+1,n — L0g b(%) > 0]

=P [logX —[(1+0)k]+1,n — logb ((1+5 ) > logb(}) — 10gb< (A+o)k )]
D’apres (2.19), on a

39



2.5. ESTIMATEUR DE TYPE GEOMETRIQUE SOUS LE MELANGE FORT

n P
log Xn—((148)k+1,n — logb <(1 + 5)’6) —0

b est une fonction a variation réguliere a I'infini d’indice %Y, alors

o n n s b(n/k)
Jim inf(log b(-) —log b (m> = e T ok

1
= —log(l+46) >0
v
D’ou,
P[D,] — 0 quand n — oo
Pour le terme C,,, on remarque que
1
C < 2 ([(1+ 0)k] = k) (log Xyt — logb(b/n))}
< §(log Xk — log b(n/k))2
Pour € > 0
P[|C,| > €] < P[(log X,k — log b(n/k:))i) > ed ]
< P[(log Xp—k+1., — logb(n/k)); > Ved™|

D’apres le résultat (2.19), on conclut

Ce qui termine la démonstration.

Soit r, une suite d’entiers positifs, telle que lim " =

n—oo
JTn

40

Notons S,,;(T5;) = > T,; la variable aléatoire mesurable par rapport a la tribu

i=(—1Drn+1

engendrée par Firn (Thi), 1 < j <1, avec [, = [%] et T,,; sont des fonctionnelles de

(G=Drn+1

X;.
Considérons les conditions suivantes
| kl]i (|Snj|](\5nj|>k)) nj)»ooo
(2.20)
k723 (Shil(sni<k) — 0

n
]71 n—oo
L =
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Le théoreme ci-dessous donne la consistance de 4 sous le mélange fort.

Théoréme 2.9. (Brito et Freitas [22]) Soit (X,,), une suite strictement stationnaire de
distribution commune F vérifiant (2.14) et supposons qu’il existe une suite d’entiers positifs

Ty telle que lim 7= — 0. S

n—~oo

1) lim l,(rp, Yni) =0 et lim L,a(ry, Li(e,a)) =0
2) Les conditions (2.20) sont vérifiées pour Sy;(Ini(€,a)),Sn;(Yni) et Snj(Y,2).
Alors

. P
=

Brito et Freitas [22] montrent qu’en choisissant la suite 7, telle que lim %= — 0 les

n—oo

conditions (2.15) sont satisfaites. Les conditions (2.20) peuvent étre simplifiées dans le

corollaire suivant.

Corollaire 2.2. (Brito et Freitas [22]) Soient (X)), une suite strictement stationnaire de
distribution F vérifiant (2.14) et k une suite intermédiaire.
Supposons que pour Ty; = Yy, et Tr; = Li(€, a), il existe une suite r,, telle que im [,a(r,, {Tm:}) =

0 et lim 2 — 0 alors,

n—oo P
7=
Preuve. Pour montrer le corollaire il suffit de vérifier les conditions (2.20).

On pose Ty = Y, T = Y2 et Tp = Lyi(e,a)

On a
1 1
2B (15wl lgs,in) = 7 E(Sulis, >+)
j=1
_ L
< 5E(S)
Et
L,
k2ZE (1S3l 050s1<m) = 75 B (Sl snl>w)
_ L
E(S5)

k2
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D’autre part, on a

L, L, N 1,
=k (Sm1 (Tw)) = ﬁE((Z(Tm))Q) < ﬁrr%E(Tgl)
j=1
Donc, il suffit de montrer que
L,
ﬁriE(Tsl)njooo
SiT,, = 1,1, o0na
k
B(T3) = B(La) = O()
et si T,y = Y2, d’apres (2.16) on a
k
B(T3) = 0(>)
D’ou
1, 5 n/ry ok
EE(Snl(Tnl)) < L2 nO(_>
T
()

On conclut que
L,
r2B(T2) — 0

k2 n M n—oo

42

D’apres le corollaire 2.2, on peut déduire la consistance de 4 pour les suites m-dépendantes.

Corollaire 2.3 (Brito et Bacro [1]). Soit (X,,), une suite stationnaire, m-dépendante

de méme distribution F vérifiant la condition (2.1). Alors pour une suite intermédiaire k

on a

~ P
=

2.6 Exemple d’application

Cet exemple est une application aux assurances basée sur les résultats obtenus par Brito

et Freitas [21].

Les applications statistiques de la théorie des valeurs extrémes supposent souvent une
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prédiction au-dela des plus grandes observations, i.e., une extrapolation. On désire évaluer
les performances de ’estimateur construit dans cette section. Pour cela, on décide de com-
parer les estimateurs de Schultze-Steinebach 7, et 73, de Brito-Freitas et celui de Hill.
L’étude est basée sur I'estimation du coefficient d’ajustement dans la théorie de risque.

Considérons le modele de Sparre Andersen qui présente I’évolution des réserves d’une com-

pagnie d’assurance :

S(t)=z+nt — ZC’i,

ol

- z et 1 sont deux réels supposés positifs, représentant respectivement les réserves initiales
de la compagnie et le taux de cotisation demandé aux assurés, qui est supposé constant.

- (N(t)) = max{n <0 : iTi < t} représentant le nombre de sinistres jusqu’au temps t
(t=x1).

- C; est une variable aléatoire positive représentant le montant du i sinistre. Les (C'(t))>0
sont supposés i.i.d et indépendants de (N (t))i>0. Ils sont positifs, de méme fonction de
répartition F.

Les durées entre deux sinistres sont des variables aléatoires i.i.d distribuées selon la loi
exponentielle.

Le but premier de la théorie de la ruine a donc logiquement été de modéliser I’évolution de
la richesse de la société par un processus stochastique, d’évaluer la probabilité de la ruine,
soit la probabilité que le scénario traduisant un échec se réalise et bien entendu d’estimer
le niveau de réserve initiale pour rendre cette probabilité de ruine suffisamment faible.

La probabilité de la ruine est définie par

U(z) = P{lnf z4+nt — ZC ) <0} = P{maxz —nT;) > 2} (2.20)

Posons D; = C; —nT;, i = 1,2... des variables aléatoires i.i.d vérifiant F(D;) <0

La fonction génératrice des moments est donnée par

M(r) = E{exp(rD;y)} < oo Vr € [0,r]
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R est le coefficient d’ajustement, défini comme 1'unique solution positive de 1’équation
M(R) =1

On s’intéresse a 'estimation du coefficient d’ajustement de la probabilité de la ruine U(z).
D’apres l'inégalité de Cramer-Lundberg, on sait que quelque soit le capital initial z, la
probabilité de la ruine est bornée supérieurement par une fonction décroissante exponen-
tiellement, i.e.,

U(z) < e

Asymptotiquement

U(z) ~ pe ™ quand z — oo

Ou p est une constante positive (voir Grandell, Chapitre 3 [14])
Csorgd et Steinebach [5] proposent d’estimer le coefficient d’ajustement R par une suite
de variables aléatoires auxiliaires X, définie par
Wy =0,W,, = max{W,,_1 + D,,0} n=12..,
v =0, vy =min{n>v_1+1: W, =0} k=1,2,..,
Xp= max W; k=1,2,..,

Vg —1<J<Ug
(Xn)n est une suite i.i.d satisfaisant

P(X, > z) =exp{—(1+o(1))Rz}; quand x — o0 (2.21)
N()
Si C(t) = Y C; est un processus de Poisson composé ou bien les C; ~ exp(A) alors (2.21)

=1
peut s’écrire de la forme suivante :

P(X; > z) = ce {1 + O(e™*")}; pourz — oo (2.22)

avec ¢ et A sont des constantes positives (voir Csorgé et Steinebach [5]), donc le coefficient
d’ajustement peut étre estimé par certain estimateurs d’indice des extrémes proposés dans

ce chapitre ou le chapitre précédant.

Exemple.

On considere le cas des cotisations C; représentées par un processus de Poisson composé
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et posons a = E(nTy) > C; = (3 alors,

HCr—nT1)y 1 11
M) = B = e (5 g)

Dans ce cas le coefficient d’ajustement est la solution de I’équation (1 + aR)(1 — GR) =1,

ie.,

R=""7
af
Cohen[3] a donné la distribution exacte de la suite de variables aléatoires (X,,), par
1 _ (l—ﬂa)x
—ae

1—a% B

B8

otta = £ < 1. Onremarque que cette distribution est un cas particulier de (2.22) avec A=R.

Pour un quantile u = F (1 — s), 0 < s < =%, on obtient 1 — F(u) = s, i.e.,

1+a’
ae B — a‘e B
_ (o =S
1 —a2e 7
_(-au
posons ¢ =¢e B
Onac{a(l—a)+a’s}=s=u= %log{“(ls_“) +a?}
On en déduit la fonction quantile
B8 a(l—a) 2.
F(1—s) = 1o log{5 +ath 0<s < (2.23)
0; sinon
avecs =k B _1
n’ l—a 0%

Pour I'estimation du coefficient d’ajustement, Brito-Freitas [21] ont proposé des simu-
lations en utilisant I’estimateur 4. Dans cette partie on compare les résultats obtenus avec
ceux de Schultze et Steinebach [27].

On présente des simulations faites par Brito-Freitas [21] pour différentes tailles de I’échantillon

n=>50, 100, 500 ; dans chaque cas 'opération est répétée 100 fois.
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Pour (a, 3)=(24000,10000) la valeur exacte de R est donnée par R = 5.8.107°.

Soit X7, ..., X, un échantillon de fonction de distribution F ou de fonction quantile "~ de
la relation (2.23) et 8 = E(Cy) et o = E(nT})

Pour le probleme du choix du nombre d’observations utilisées dans I’estimation k&, on peut
se référer A D'article de Schultze-Steinebach [27] ot la valeur de k est donnée par k dont le
choix se fait comme suit :

ke {LI+1,..,n}1 > 2) tel que la moyenne des résidus de l’ensemble des points
(Tnny log(n /1)), (Tn-1n,108(1/2)), oy (T, _ji1 05 log(n/k)) est un minimum.

Simulation pour n=50, 1=5

0.0001; |,
i
||
ll
P
0.00009} 1 -
A P
o e
[ L
0.00008 E \ e
I -
;,'-. \/k_ ey _
0.00007} LT T
' PR
\ ‘\I ~T ’,’J
N e T e '-,,’/
0.00006 SN e e
- K
5 10 15 20 25 30 35 40

Figure 1 : Le bais de 4 (la ligne pointé), vs (tiret-point ligne), 7, et Hy,' (ligne).

k  StdDev(R(k)) StdDev(Rs(k)) StdDev(Ri(k)) StdDev(Hz'(k))

5 3.3742.10°° 3.2406 - 107 3.5438 . 10~ 4.6344 - 107"
10 2.6029-107° 2.5319-107° 2.6856 - 1072 3.0092 - 107°
15 2.3875-107° 2.3444 - 107" 2.4377-10°° 3.0570 - 1077
20 2.4304 - 1075 2.3801 - 10~° 2.4953 . 10~° 4.0844 - 107°
25 2.6014-1075 2.5164-107° 2.7168 - 1072 5.1857 - 1072
30 2.7979 . 1075 2.6624 - 1072 2.9848 . 107° 6.2661 - 1072
35  2.9953.107° 2.8008 - 107" 3.2657 - 107" 7.3465 - 107
40 3.1874-107° 2.9290 - 107° 3.5498 - 107° 8.4268 - 1077

Tableau 1 : Ecart-type de 4, s, 71 et Hs,'
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Mean(R(k)) StdDev(R(k)) Mean(k) StdDev(k)

6.0181 - 107° 3.2539 - 1075 11.68 6.62
Mean(Rs(k)) StdDev(Rs(k)) Mean(k) StdDev(k)
55778 - 107° 3.1756 - 1075 10.58 6.34

Mean(Ry(k)) StdDev(Ry(k)) Mean(k) StdDev(k)
6.7150- 107  3.3879 .10 14.63 8.66

Tableau 2 : Ecart-type et le biais de k et les estimateurs 4, 73, 71 et Hit

Simulation pour n=100, [=5

0.0001p
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Figure 2 : Le bais des estimateurs 4, 3, 71 et Hjg.

k  StdDev(R(k)) StdDev(Rs(k)) StdDev(Ri(k)) StdDev(Hgh(k))

10 21887 - 107° 2.1397.107° 22475 . 107° 25266 - 10
20 1.6860 - 107° 1.6846 - 1073 1.6905 - 1075 1.5737- 1075
30 1.4812-107° 1.4924 - 1077 1.4733-107° 1.6340 - 1077
40 1.4569-10°° 1.4632 - 1075 1.4574-1075 23680 - 1077
50 1.5350- 1075 1.5237-1073 1.5611 1073 2 9858 . 1075
60 1.6359.107° 1.5984 . 107 1.6991 - 107 3.5951 . 107°
70 1.7400 - 1075 1.6716 - 1073 1.8473 - 1075 4.2045 - 1073

Tableau 3 : Ecart-type des estimateurs 74, ¥, J1 et Hygp -
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Mean(R(k)) StdDev(R(k)) Mean(k) StdDev(k)

5.9135-107° 2.7928 - 107° 19.94

14.42

——

Mean(Ra(k)) StdDev(Rs(k)) Mean(k) StdDev(k)

5.3088 - 10— 2.7185 - 107" 18.10

13.73

Mean(Ry(k)) StdDev(Ri(k)) Mean(k) StdDev(k)

6.3247 - 10 2.7936 - 107° 21.62

16.56

Tableau 4 : Le biais et I'écart-type des estimateurs 4, ¥s, 71 et Hyg.

Simulation pour n=500, (=5

0.0001

0.00009

LA . . e Sy .S g

0.00008

L

0.00007 |

0.00006} 1y = ) mm T EEESET

Figure3 : Le biais des estimateurs 4,73,y et Hyp

k. StdDev(R(k)) StdDev(Rs(k)) StdDev(Ri(k)) StdDev(Hegh(k))

25 1.4154-107° 1.3985- 1077 1.4391-10° 1.2546 -
50  1.0367-107° 1.0456 - 1075 1.0306 - 10~° 8.5085 -
75  8.8380-107° 8.9895 - 107 8.7083 - 107 7.4255 -

100 7.9829-107° 8.1635 - 107° 7.8246 - 107¢ 6.8193 -

125  7.4078-10°¢ 7.6004 - 107 7.2368 - 1076 6.1600 -
150  7.0046 - 107 7.2027 107 6.8280 - 1076 7.0714 -
175 6.8494 - 107 7.0602 - 10~ 6.6649 - 10~ 8.7296 -
200 6.8930 - 1076 7.1060 - 10~ 6.7163 - 10~ 0.9838 -

1075
1076
1076
1076
1076
1076
106
106

Tableau 5 : Ecart-type des estimateurs 4, vs, J1 et Hygp.

48
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Nous illustrons la performance de k dans une petite étude de simulation, les résultats

résumés dans le tableau 6, o on présente I'écart-type et le biais des estimateurs en fonction

de k.

Mean(R(k))  StdDev(R(k)) Mean(k) StdDev(k)

5.7807 - 10 1.4755 - 107° 126.29 38.57
Mean(Rs(k)) StdDev(Rs(k)) Mean(k) StdDev(k)
5.4136 - 10~° 1.6161 - 1075 109.91 43.36
Mean(Ry(k)) StdDev(Ry(k)) Mean(k) StdDev(k)
6.0596 - 1075 1.5509 - 1075 130.72 30.08

Tableau 6 : Ecart-type et le biais des estimateurs 4, s, Y1 et Higp.

Les résultats obtenus montrent que le choix des k plus grandes observations joue un
role important dans le comportement des estimateurs. On remarque que pour les petits
échantillons les estimateurs de Schultze-Steinbach et celui de Brito sont plus robustes que
I’estimateur de Hill.

Quand la taille de I’échantillon augmente en remarque que l'estimateur de Hill est mieux
et plus robuste que les autres estimateurs.
D’apres les résultats on peut dire que 'estimateur de Brito-Freitas est un estimateur fiable

méme pour des échantillons de petite taille.



Conclusion générale

Dans ce mémoire, Nous avons d’abord rappelé les principes fondamentaux de la théorie
des valeurs extrémes univarié pour des suites de variables aléatoires i.i.d et pour des pro-
cessus stationnaires. Nous nous sommes intéressés dans un deuxieme chapitre a 'un des
estimateurs de l'indice des extrémes dit de type géométrique, proposé par Brito et Freitas.
Nous avons détaillé I'étude des propriétés : consistance et normalité asymptotique, pour
des observations indépendantes puis fortement mélangeantes. A titre illustratif en fin de
chapitre, une application sur des données en assurance a été présentée comme exemple

pratique.

Suite a ce travail plusieurs pistes de recherche nous semblent intéressantes. Il serait
important d’envisager d’étendre les résultats du deuxieme chapitre a d’autres types de
dépendance plus faible que le mélange fort notamment la dépendance faible au sens de
Doukhan et Louhichi qui engendre une classe de processus plus large. Le prolongement en
multivarié est aussi indispensable pour bien maitriser la théorie du calcul des risques et
son application, comme pour le calcul des risques en gestion de portefeuilles. On pourrait
aussi proposer des applications sur d’autres modeles en finance et comparer les résultats

obtenus avec ceux d’autres estimateurs.
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