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Introduction Générale

Dans de nombreux phénomenes évoluant dans le temps, il arrive que le comportement du systéme
change brusquement a un moment donné. En statistique, ces changements, appelés ruptures, corres-
pondent a des modifications significatives des propriétés statistiques du processus, telles que la moyenne,
la variance ou encore la structure de dépendance temporelle. Le moment précis ou survient une telle

modification est désigné par le terme de point de rupture (change point).

Parmi les différentes formes de ruptures étudiées en statistique, la rupture épidémique occupe une
place particuliere. Elle se caractérise par un changement temporaire dans le comportement du processus,
suivi d’un retour a son état initial. Plusieurs travaux dans la littérature ont été consacrés a la détection de
ruptures épidémiques, notamment ceux de Levine et Kline [11], Gombay [8], Yao [16], Avery et Henderson

[1], ainsi que Rackauskas et Suquet [14].

Le travail de ce mémoire porte sur les tests statistiques pour la détection de rupture épidémique dans
la moyenne d’un processus autorégressif d’ordre 1 (AR(1)), dans le cas ot les innovations sont faiblement

dépendantes. Il est structuré en trois chapitres et deux annexes :

Le premier chapitre est consacré a un rappel sur les séries chronologiques. Nous présentons d’abord
les notions fondamentales nécessaires a I’analyse de ce type de modeles, notamment la stationnarité, ainsi
que les outils descriptifs tels que les fonctions d’autocovariance, d’autocorrélation et d’autocorrélation
partielle. Nous introduisons ensuite les principaux modeles linéaires classiques, en particulier les modeles
autorégressifs AR(p), les modeles & moyenne mobile MA(q), ainsi que les modeéles mixtes ARMA(p,q).
Pour chaque modele, nous donnons la définition formelle, les principales propriétés, les méthodes d’esti-
mation, ainsi qu'un exemple d’application sur des données réelles qui peuvent étre modélisées par chacun

de ces modeles.

Le deuxiéme chapitre est consacré a I’étude des tests statistiques de détection de rupture épidémique
dans la moyenne d’une suite de variables aléatoires faiblement dépendantes. Nous présentons d’abord les
statistiques classiques, notamment celles proposées par Levine et Kline [11], ainsi que par Chen et Zhou
[4]. Nous abordons ensuite les statistiques holderiennes, proposées par Rackauskas et Suquet [14], en
introduisant brievement les espaces de Holder sur lesquels ces statistiques sont définies. L’intérét des
statistiques holderiennes est qu’elles détectent des épidémies plus courtes que les statistiques classiques.
Une étude de simulation est ensuite réalisée afin de comparer les performances et les puissances de ces
différentes statistiques dans le cas de variables indépendantes et faiblement dépendantes. Le chapitre se

conclut par une application sur des données réelles.

Le troisiéme chapitre est consacré a la détection de rupture épidémique dans la moyenne d’un proces-

sus autorégressif d’ordre 1, dans le cas ou les innovations sont faiblement dépendantes. Nous appliquons
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les statistiques holderiennes présentées dans le chapitre 2, en les adaptant au contexte spécifique des
processus AR(1). Afin d’évaluer la performance et la puissance de ces tests, nous réalisons une étude de
simulation en considérant deux types d’innovations : gaussiennes et uniformes sur [-1,1], ainsi que pour
deux valeurs différentes du coefficient autorégressif ¢. Nous concluons ce chapitre par une application sur

des données réelles.

L’annexe A présente quelques propriétés du mouvement brownien et du pont brownien, utiles pour la

compréhension théorique des tests étudiés dans ce mémoire.
L’annexe B regroupe les programmes de simulation utilisés pour la mise en ceuvre des tests et le calcul
de leurs puissances. Ces programmes, développés en langage R, permettent de reproduire les résultats

numériques présentés dans les chapitres 2 et 3.

Le mémoire se termine par une conclusion et quelques perspectives de recherche.



Chapitre 1

Généralités sur les Processus ARMA

1.1 Rappels sur les Séries Chronologiques

1.1.1 Définition

On appelle une série chronologique (ou série temporelle) une suite d’observations d’une
famille de variables aléatoires évoluant dans le temps, qu’on note {X;, ¢t € I}, ou I est
un intervalle de temps.

Les séries chronologiques univariées apparaissent dans de nombreux domaines scienti-

fiques et techniques. Voici quelques exemples :

— Finance et économétrie : évolution des indices boursiers, des prix, des données

économiques d’entreprises, des ventes.

— Médecine et biologie : Analyse de signaux physiologiques (rythme cardiaque..),

nombre de cas d'une maladie (comme Covid-19).

— Sciences de la terre et de I’espace : variations météorologiques, taches solaires,

phénomenes naturels.
— Traitement des données : mesures successives de position ou de direction d'un

objet mobile (trajectographie).

1.1.2 Bruit Blanc

Le bruit blanc joue un role clé dans la modélisation, car il représente 1’erreur aléatoire

non expliquée par un modele déterministe. On distingue deux types :

Bruit blanc faible

On dit que la suite de variables aléatoires (£;):cz constitue un bruit blanc faible si elle

vérifie les conditions suivantes :
e« E(gy)=0,VteZ.

« Var(e) =0* < c0.
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o Cov(gy,es) =0,V t #s.

Bruit blanc fort

C’est une suite de variables aléatoires (£;);ez qui sont indépendantes et identiquement

distribuées (i.i.d), avec une moyenne nulle et une variance finie. On écrit : g; ~ i.i.d.(0, o2).

Remarque Un bruit blanc est dit gaussien s’il suit une loi normale de moyenne nulle
et de variance oz, on note g, ~ N(0, 02).
1.1.3 Stationnarité

C’est une propriété importante et nécessaire pour appliquer certains théorémes des
séries chronologiques, il existe deux types de stationnarité : stationnarité faible et station-
narité forte.

Stationnarité Faible (ou stationnarité du second ordre)

Un processus {X;, t € Z} est dit stationnaire du second ordre (faiblement stationnaire)

si les propriétés suivantes sont vérifiées :
e E(X))=p<o0, Vtel.
e« E(X}) =0%<o00.

e Vh >0, Cov(Xy, Xiin) =(h) indépendant de t.

Stationnarité Forte (ou stricte)

On dit quun processus {X;, t € Z} est fortement stationnaire si et seulement si
la loi du vecteur (X, Xt,,..., Xy, ) est identique a celle de (X 4n, Xtgths - s Xtytn),
V(ty,ta, ..., th) € ZF, Vh € Z.

Remarques

— La stationnarité forte implique la stationnarité faible, mais la réciproque n’est pas

toujours vraie.

— Un processus stationnaire est homoscédastique (c’est a dire la variance est constante

dans le temps).

Exemple d’un processus stationnaire

Un bruit blanc est un processus stationnaire.
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Exemple d’un processus non stationnaire : Une marche aléatoire

Le processus {X;, t € Z} est une marche aléatoire lorsqu’il est défini par la relation

suivante :
Xi=Xy 1+, tel,

avec (&;)ez+ une suite de variables aléatoires de moyenne nulle et de variance o? et X,
une valeur initiale.

On peut écrire :

t
X =Xo+ ) e

i=1

En vérifiant les conditions de stationnarité, on aura :
o E[X;] = E[Xy]. L'espérance est donc constante dans le temps.
e Var(X,) =Y\ Var(se;) =t - o>
. Cov(Xs, Xipn)= Cov (2521 e, YU gj> —t. 02
Alors la marche aléatoire n’est pas stationnaire car la variance et la covariance dé-

pendent de t.

Dans la suite, nous utiliserons le terme stationnaire pour un processus faiblement

stationnaire.

1.1.4 Causalité et inversibilité

1. Un processus {X;, t € Z} est dit causal s’il existe une suite réelle {ax} et un autre

processus {g;, t € Z} telle que :

o0 o0
X, = E ArEi_p, avec E lag| < oo,
k=0 k=0

c’est a dire {X;} peut s’écrire en fonction des valeurs passées d’un autre processus.

2. Un processus {X;, t € Z} est dit inversible sl existe une suite réelle {b;} et un

autre processus {g;, t € Z} telle que :

o o
g = E b X,_r, avec g |br| < 0.
k=0 k=0
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1.1.5 Opérateur retard

L’opérateur retard est un opérateur qui transforme une variable X; en sa valeur passée.

Il est désigné par la lettre B (ou encore L) et est défini par :

)
BX; = X4, (processus décalé d’une unité de temps)

B2Xt - B(BXt) - BXt—l - Xt—27

BiX, = X,_4, (processus décalé de d unités de temps)
\

1.1.6 Fonction d’autocovariance et d’autocorrélation

Définition 1.1. Soit {X;, t € Z} un processus de moyenne E(X;) = p,

on appelle fonction d’autocovariance la fonction + définie par :
v(h) = Cov(Xy, Xegn) = E[(Xpgn — p)( Xy — )], VheZ.

Remarque La fonction d’autocovariance d’'un processus stationnaire vérifie
1. Vh € Z,~v(—h) = v(h). La fonction est symétrique.

2. 7(0) = Var(X3).

3. Vh € Z,|v(h)| < ~(0).

Définition 1.2. La fonction d’autocorrélation ACF (Autocorrelation Function) du pro-

cessus {X;, t € Z} notée p est donnée par :

() Cov(Xy Xo)
P =20 T Var(%)

, VhelZ.

Remarque La fonction d’autocorrélation d’un processus stationnaire vérifie
1. Yh € Z, p(—h) = p(h).
2. p(0) = 1.

3. Yh e Z,|p(h)| < 1.

1.2 Processus autorégressif d’ordre p (AR(p))

Les modeles autorégressifs forment une classe importante de modeles utilisés pour
analyser les séries temporelles. Ils reposent sur I’hypothese que la valeur présente d’une
série dépend linéairement d’un certain nombre de valeurs précédentes, avec un terme

d’erreur aléatoire.

10
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1.2.1 Définition

On dit que {X}, t € Z} est un processus autorégressif d’ordre p, noté AR (p), s'il est
défini par 1’équation suivante :
X; = leXt—l + ¢2Xt_2 + -+ ¢pXt_p +c+eg, te Z, (11)

en d’autres termes :

p
Xi =Y ¢iXiitet+e, teL,
i=1

ol
o X; est la valeur de la série temporelle a I'instant .

o O1,02,...,0, sont des coefficients réels fixés.

e &; est un bruit blanc indépendant de X, .

1.2.2 Conditions de Stationnarité

En appliquant l'opérateur retard B, on peut réécrire I’équation (1.1) sous la forme :
(1—¢1B—¢2B® — - — ¢, B") X, = ¢,
soit ®(B) =1—¢1B — ¢pB*> —--- — ¢, BP.

{Xi, t € Z} est faiblement stationnaire si les racines du polynéme caractéristique
®(B) = 0 sont de modules strictement supérieurs a 1.

Remarques
Pour p =1 : Soit {X;, t € Z} un processus AR(1) défini par :

Xy =01 X1 + &y, teZ.

Ce processus est dit stationnaire si |¢;] < 1.
Pour p =2 : Soit {X;} un processus AR(2) défini par :

X =1 Xoo1 + 92Xy o +e¢, tEZ

Ce processus est stationnaire s’il vérifie les conditions suivantes :

ga| < 1
o1+ P2 <1
o1 — @2 <1

11
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1.2.3 Moments d’un Processus AR(p)

On suppose que {X;, t € Z} est un processus stationnaire et que les bruits blancs sont
forts (g, ~ i.1.d.(0, 0%)).

Espérance

En prenant 'espérance de 1’équation (1.1) on obtient :
E[X)] = 1 E[Xi 1] + G2 E[Xyio) 4+ - + B[ Xy ] + ¢ + Elgy]
Puisque le processus {X;} est stationnaire et que E|g;] = 0, ’équation devient :
p=(p1+ g2+ -+ ¢p)u+c, avec p=E[Xy].

On obtient
c

S Y R

Variance et autocovariance

La fonction d’autocovariance d’un processus AR(p) satisfait une relation de récurrence

de la forme :
d17(1) + doy(2) + - - - + ¢y (p) + o2 si h =0,
v(h) =
1y(h—1) 4+ goy(h —2) + -+ ¢py(h —p) sih >0,
Pour h =1,2,...,p, nous obtenons un systeme d’équations :

Y1) = ¢17(0) + goy(1) + - - 4+ dpy(p — 1),
Y(2) = g1y(1) + ¢27(0) + - + dpy(p — 2),

vp) =P —1) +d2y(p—2) + -+ $7(0).
Pour h = 0, on obtient la variance d’'un AR(p).

Fonction d’autocorrélation

La fonction d’autocorrélation d’un processus AR(p) est donnée par :

1 si h =0,
p(h) =
p1p(h —1) + dap(h —2) + -+ + pp(h —p) si h >0,

En divisant les équations du systéeme obtenu précédemment par ~(0), on obtient les

équations de Yule-Walker suivantes :

12
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p(1) =1+ dop(l) + -+ + dpp(p — 1),
p(2) = g1p(l) + 2+ + dpp(p — 2),

LP(p) = d1p(p = 1) + Gop(p = 2) + -+ + &p.

Fonction d’autocorrélation partielle

La fonction d’autocorrélation partielle PACF (Partial Autocorrelation Function) notée

®, peut étre définie comme suit

1 p(1) p(1)
dot p(1) 1 p(2)
b — plk—1) p(k—2) p(k)
1 p(1) - plk—1)
i | P 1 - p(k—2)
p(k=1) plk—=2) - 1

1.2.4 Causalité et inversibilité

1. La condition nécessaire et suffisante pour qu'un processus AR(p) soit causal est
que toutes les racines du polynoéme caractéristique soient de modules strictement

supérieurs a 1.

2. Un processus AR(p) est toujours inversible.

1.2.5 Estimation des parameétres
Méthode des Moindres Carrés

Un modele autorégressif d’ordre p peut s’écrire sous la forme suivante :

X, =7'®+ ¢,
ou
e &, est un bruit blanc.
« 7' = (X1, Xioay ., Xiy).
o O = (¢1,,...,0,) est le vecteur des parametres.

L’estimation des parametres du modele précédent par la méthode des moindres carrés

est donnée par :

13
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o= (22)'ZX.
Cas particulier (p =1) :
On considere le modele AR(1) suivant :
Xt = (bthl + &4, teZ.
On utilise la méthode des moindres carrées pour estimer le parametre ¢. L’objectif est de
minimiser la somme des carrés des erreurs SSE (Sum of Squared Errors), ¢’est-a-dire :

n

SSE(¢) = 25? = Z(Xt — 9X; )%

t=2

Maintenant, on dérive SSE(¢) par rapport & ¢ :

SSE'(¢) =2 (X — ¢Xi1)(—Xiy) =2 (¢ > (X))’ - Z(XtXt_1)> .

t=2 t=2 t=2

Pour minimiser SSFE(¢), en égalant la dérivée a zéro :

SSE'(¢) =0 = 2 <¢ zn:(Xt—ﬁz - zn:(XtXt—ﬁ) =0.

Finalement, on obtient ’estimateur suivant :

Do (X Xi 1)

= doimo(Xia)?

Propriétés de ’estimateur des moindres carrées

— Consistance : quand T — oo, on aura
¢ ¢,

— Normalité :

VT(6—¢) S N(0,1—¢%).

Méthode du Maximum de Vraisemblance

D’une maniere générale la fonction de vraisemblance de ® au vu des observations

(21, ..., x) est donnée par :

14
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Avec la fonction f définie par :
— Dans le cas discret, on pose f(z,¢) = Pp(X = z).
— Dans le cas continu, on pose f(x,¢) = fo(X), la densité de X.
Lorsque &; ~ N (0,0?), la fonction de vraisemblance est donnée par :

T
1 g2
L @,02 = exp (——t ) .
( ) Hl vV 2mo? 202

t=p+

En maximisant le logarithme de cette vraisemblance, on obtient les mémes estimateurs

que ceux de la méthode des moindres carrés.

Exemple d’'un AR(1)

L’étude porte sur ’évolution du taux de chdmage mensuel aux Etats-Unis entre 2010
et 2023. Les données sont disponibles sur
https ://data.bls.gov/pdq/SurveyOutputServlet.

Le tableau ci-dessous résume les principales caractéristiques des données.

Moyenne | Ecart-type | Maximum | Minimum | Mediane
6,718 1,898 9,90 4,00 6,650

Tableau 1.1 : Résumé des données

Ces données se modélisent selon un modele autorégressif d’ordre 1, dont I’équation est
la suivante :
X =0918X;_14+6.886 + ¢4, t=2,.,156.

La figure ci-dessous montre le graphe de la fonction d’autocorrélation partielle, utilisée
pour identifier le nombre de termes autorégressifs significatifs dans la modélisation de ces

données.
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1.00

0.754

0.50

PACF

0.251

0.00 .|||'||,|||, l |

-0.25-

Lag

FiG. 1.1 : Fonction d’autocorrélation partielle

On observe un seul pic significatif au premier lag sur le graphique d’autocorrélation
partielle (PACF), ce qui signifie que ces données suivent un processus AR(1).

Le graphe suivant illustre la comparaison entre les taux de chomage observés et les
valeurs ajustées a l'aide du modele AR(1).

10
— Données réelles
— Valeurs ajustées

P |
&
[14]
(=]
[v]
=
L=}
J:
(&)
@©
o
x
j
[v]
F 5

4

2010 2012 2014 20186 2018
Date

F1c. 1.2 : Comparaison des Courbes des Données Réelles et Ajustées
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Le graphe montre que les deux courbes sont proches, ce qui veut dire que le modele

ajuste bien ces données.

Exemple d’'un AR(2)

L’étude porte sur 1’évolution du taux de chomage mensuel en France entre janvier
1983 et janvier 2024. Les données sont extraites de la base FRED (https ://fred.stlouis-
fed.org/series/LRHUTTTT).

Le tableau ci-dessous résume les principales caractéristiques des données.

Moyenne | Ecart-type | Maximum | Minimum | Mediane
9,634 1,421 12,400 7,317 9,488

Tableau 1.2 : Résumé des données

Ces données se modélisent selon un modele autorégressif d’ordre 2, dont I’équation est

la suivante :
X, =1.369X;,_1 —0.512X; 5 +9377T+¢, t=3,..,492.

La figure ci-dessous montre le graphe de la fonction d’autocorrélation partielle, utilisée
pour identifier le nombre de termes autorégressifs significatifs dans la modélisation de ces

données.

PACF

Lag

FiG. 1.3 : Fonction d’autocorrélation partielle

On observe deux pics significatifs au premier et au deuxieme lag sur le graphique d’au-

tocorrélation partielle (PACF), ce qui signifie que ces données suivent un processus AR(2).

17



CHAPITRE 1 : GENERALITES SUR LES PROCESSUS ARMA

Le graphe suivant illustre la comparaison entre les taux de chomage observés et les
valeurs ajustées a l'aide du modele AR(2).

= Données Austes

— Données rzelles

Taux (f'}{:)

2000 2010 200
Annee

F1c. 1.4 : Comparaison des Courbes des Données Réelles et Ajustées

Le graphe montre que les deux courbes sont proches, ce qui veut dire que le modele
ajuste bien ces données.

1.3 Processus moyenne mobile
1.3.1 Définition

On dit que {X;, t € Z} est un processus moyenne mobile d’ordre ¢, usuellement noté
MA(q) (moving average), s’il s’écrit sous la forme suivante :

q
X, = Zékst_k + &4, te Z, (1.2)
k=1
olt 0y, 0y, ...,0, sont les coefficients du modele et &, est un bruit blanc de variance o2.

L’équation (1.2) peut s’écrire aussi

X, = ©O(B)s; avec O(B)=1+6,B+0,B*+---+0,B%.
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1.3.2 Moments d’un processus MA(q)
Espérance

En prenant 'espérance de 1'équation (1.2), on aura :
E[Xy| = 01E[ei_1] + 02E[et_o] + - - + 0,E[e1—4] + Eley].
Puisque ¢; est un bruit blanc, alors Ele;] = 0 et par conséquent :
E[X:] =0.

Variance

La variance d'un processus MA(q) est donnée par :
Var(X,] = E [X?] — (B[X,))* = E[X?).
En appliquant cette relation sur I’équation (1.2), on aura :

VCLT[Xt] =F [(913’:}_1 + 92615_2 + -+ ant_q + €t>2]
= E [0} || + E [03¢] 5] +-- -+ E [02e]_ ] + E []]
=?(1+6;+05+---+062).
Autocovariance

La fonction d’autocovariance d'un MA(q) est donnée par :

o? (1+67+63+---+62), h=0,
Y(h) = 02 (0 + 01011 + 020hi2 + - + Ohigby) ., 1 <h<gq,
0 h >q.

Fonction d’autocorrélation
La fonction d’autocorrélation est donnée par :

1 si h =0,

On+0n4101+0nq202+40401n
h — h + + 9vq+ sil1 < h <
p(h) 1407 +03+-+02 =>4

0 si h >q.

1.3.3 Propriétés
1. Tout processus MA(q) est centré et stationnaire.

2. Tout processus MA(q) est causal.
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3. Un processus MA(q) est inversible si les racines du polynéme caractéristique ©(B)

soient de modules strictement supérieurs a 1.

1.3.4 Estimation des parametres
Méthode des Moindres Carrés

On cherche & minimiser la somme des carrés des erreurs :

SSE(01,...,0,) =Y el =Y (Xy—O1e-1 — Oagyp — -+ — Ogg, )",
t=1

t=1
Pour minimiser cette somme, on la dérive par rapport a chaque parametre, puis en

égalant la dérivée a zéro.

Finalement, on obtient ’estimateur suivant :

§_ 2= St—g X
Z?:l 5%—q 7

A~

avec 6 = (él,ég, e 0y).

Exemple d’un MA(1)

Le tableau suivant présente les données mensuelles enregistrées entre janvier 2005 et
décembre 2008 sur le nombre de nouveaux cas de la maladie de Newcastle (ND) dans une

province chinoise. Ces données, extraites de l'article (Fangge Li, Peixian Luan [6]).

Date 2005 | 2006 | 2007 | 2008
Janvier 0 15 7 7
Février 7 10 12 7

Mars 6 0 12 8

Avril 9 10 6 7

Mai 12 11 8 7
Juin 15 6 8 7
Juillet 11 10 4 7
Aofit 9 11 5 4
Septembre 9 9 8 5
Octobre 11 11 10 5
Novembre 10 9 8 6
Décembre 15 8 6 4

Tableau 1.3 : Nombre de nouveaux cas de la maladie de Newcastle en CHINE

Ces données se modélisent selon un MA(1), dont I’équation est la suivante :

Xt = —0.682¢;_1 — 0015, t = 2, ,48
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1.4 Processus autorégressifs moyennes mobiles

Les processus autorégressifs moyennes mobiles, notés ARMA (p,q) généralisent les mo-
deles AR(p) et MA(q).

1.4.1 Définition

Un processus ARMA (p,q) est défini par 'équation :

Xt — ¢1Xt_1 — e — ¢pXt_p +c=¢& + 91515_1 + -+ t9q€t_q, YVt € Z, (13)
ou ¢1,...,¢, sont les coefficients autorégressifs et 0y, ..., 0, les coefficients moyennes
mobiles.

Avec les notations précédentes, (1.3) peut s’écrire :
@(B)Xt = C"‘)(B)gt

Remarque

Si ¢ = 0, le modele devient un processus AR(p) et si p = 0, le modele devient un

processus MA(q).

1.4.2 Moments des processus ARMA
Espérance

En prenant 'espérance des deux cotés de I’équation (1.3), avec { X}, ¢t € Z} stationnaire
et Ele;] = 0, on obtient :

EXJ(1—¢1—¢a—-—¢p) =c
En posant E[X,] = p, on aura :

C

T l—di—d— =0y

1

Variance

Var[X,] = 7(0) = o®(1 + 67 + 05 + - -+ 02) + ¢1y(1) + d27(2) + - - - + 91 (D).

0*(14+67+605+- - -+07) représente la variance d'un MA(q) et ¢17(1)+day(2)+- -+ 7 (p)

représente la variance de la partie autorégressive.
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Autocovariance

En multipliant 1’équation (1.3) par X;_j, puis en prenant I’espérance, on obtient :

v(h) = dry(h=1) = -+ = dpy(h —p) =0, Vh>q+1,
Y(h) = gry(h—=1) = = ¢yy(h —p) = o*(On + 010h 1 + - + Oh—qty), 0<h<q.
Remarque

L’autocovariance d'un ARMA (p,q) satisfait une relation de récurrence d’ordre p (équa-
tion de Yule-Walker) a partir du rang q+1.
1.4.3 Propriétés

1. Le processus ARMA(p, q) est stationnaire si les racines du polynéme ®(Z) = 0 sont

de modules strictement supérieurs a 1.

2. 11 est inversible si les racines du polynéme ©(Z) = 0 sont de modules strictement

supérieurs a 1.

1.4.4 Estimation des paramétres

Un modele ARMA(p, q) peut étre défini comme suit :

X =Z'"d+W'O + ¢,

ou
o 7'= (041, %m0, T—yp)
o W= (11,612, ...,61—¢) ,
o O = (¢1,,...,0,) est le vecteur des parametres autorégressifs,
o O =(61,0,,...,0,) est le vecteur des parametres de moyenne mobile.

L’estimateur des parametres par la méthode des moindres carrés est donné par :

B=(MM)"'MX

ou M = [Z W}, représente la matrice qui contient les retards de X; et de &;.

Exemple d’'un ARMA(1,2)

La série étudiée présente des données sur le taux effectif des fonds fédéraux entre 1970
et 2008. Ces données ont été extraites dans le cours de Pelgrin F [13].

Le tableau ci-dessous résume les principales caractéristiques des données.
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Moyenne | écart-type | Maximum | Minimum | mediane
6,28 3,5548 19,10 0,11 5,55

Tableau 1.4 : Résumé des données
Ces données se modélisent selon un ARMA(1,2) , dont I’équation est la suivante :
Xy =0.9721X, 1 + ¢, + 0.4903g,_; + 0.0822¢;,_5 + 6.0076, t = 3,..,456.

Le graphe suivant présente la comparaison entre ces données et les données ajustées

selon ARMA(1,2).

— Données réelles
— Données ajustées
w |
5 2 4
m
'_
m —_
o -

T I I T T
1970 1980 1990 2000 2010

Année

Fia. 1.5 : Comparaison des courbes des données réelles et ajustées.

On remarque que les deux courbes sont proches, ce qui veut dire que le modele ajuste

bien ces données.
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Chapitre 2

Tests de rupture épidémique dans la
moyenne de variables aléatoires

faiblement dépendantes

2.1 Introduction

Dans 'analyse des séries temporelles et des suites de variables aléatoires, il est fréquent
que les données soient soumises a des perturbations imprévues qui modifient temporaire-
ment leur comportement habituel. La détection de tels changements, appelés ruptures,
permet non seulement de mieux comprendre 1’évolution des phénomenes observés, mais
aussi d’ajuster les modeles statistiques afin d’en améliorer la précision. Parmi les diffé-
rentes formes de ruptures, on distingue notamment les ruptures épidémiques, qui se
caractérisent par une variation temporaire d’'un parametre de la série sur un intervalle de

temps limité, puis la série retrouve son comportement initial.

Soit un échantillon (X3, X, ..., X)) de variables aléatoires indépendantes de moyennes

; et de variance o2, i =1,...,n.

7
On dit qu’il y a une rupture épidémique dans la moyenne s’il existe deux indices

1 <p<qg<netunréel 6 #0 tels que :

o sit=1,2,...,p,
i =9 po+6 sii=p+1,...,q,
o sit=q+1,...,n,

ou p et ¢ sont les bornes de la rupture et [* = ¢ — p sa longueur.
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Le probleme central est de tester 'hypothese nulle :

Ho:py=po=-+= = pio

contre 'hypothese alternative :

;= ourt < pouzt>q,
Hy:31<p<qg<ntels que Hi= o P b 1
pi = pio + 0 pour p <i<gq.

Ici, les parametres g, p, g, et 6 sont supposés inconnus.

Dans la suite de ce chapitre, nous allons présenter quelques statistiques pour tester Hy

contre H,4. On définit d’abord les sommes cumulées des observations :

S(t) = iX’f’ avec S(0) = 0.

k=1

2.2 Statistiques de tests classiques

2.2.1 Statistique de Chen et Zhou

Soit (X1, Xs,...,X,) un échantillon de variables aléatoires indépendantes et i et j

deux entiers tels que 1 <7 < j < n, on définit les sommes suivantes

Ui’j = Z Xk;, et ‘/i,j = Z Xk

k‘eliyj kEIZ-CJ-

avec ;= {i+1,....jtet If; ={1,...,i,j+1,...,n}.

On définit
o (=G =)= G = DV
i = .
n
Soient ig et jo vérifiant
Rigjo =  Imax Hij.

10 et jo peuvent étre considérés comme des estimations pour les bornes de la rupture £*
et [*.
Soit X070 « x{iod0) o ...« xlodo) e ¢léments ordonnés de

n—jo+io’

Pensemble { Xy, k € If; .} et

20,70
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La statistique de test proposée par Chen et Zhou [4] est alors :
7 _ Mo jo

ngofio (i0d0) 5 yr(ioo)
0,J0 0,J0
X =30 X,
k:n—jo+i0—m+1 k=1

Cette statistique est ensuite comparée a une valeur critique C,, obtenue par simulation
de Monte Carlo sous I'hypothese nulle (voir Chen et Zhou [4]). On rejette I'hypothese

nulle d’absence de rupture épidémique au niveau de signification «, si Z,, > C,,.
2.2.2 Statistique de Levin et Kline

La statistique de Levin et Kline est définie comme :

Qn(X1, Xo,...,X,)) = max S(j)—S(i)—j_iS(n).

1<i<j<n n

Sous Hy, on a n~Y/2Q),, converge dans C[0, 1] vers supy.,. |B(t)|, ot B(t) = W (t) —
tW (1) est le pont brownien correspondant au mouvement brownien W.
Sous I’hypothése alternative, la statistique n='/2Q,, tend vers l'infini quand n — oo,

donc le test basé sur @), est consistant.

2.3 Statistiques de tests holderiennes

2.3.1 Espaces de Holder

L’espace de Holder d’ordre «v avec 0 < aw < 1, noté H,[0, 1], est 'espace des fonctions

f définies sur [0, 1], nulles en 0, telles que :

Hf”a |f(t) _f(8>|

= sup

< +oo.
o<lt—s<1 |t —s|*

On définit également le module de continuité holderienne de f, noté w,(f,d), par

wa(f,é): |f(t)_f(8)|

sup
o<li-sj<s |t —s|*

On définit le sous-espace H2[0,1] de H,[0,1] par :

f € H0,1] <= f € H,[0,1] et (lsir%wa(f, §) = 0.
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L’espace (Hy, || - ||o) est un espace de Banach non séparable. En revanche, (H,, || - ||5)
est séparable pour tout 0 < 8 < « et H, s’injecte contintiment dans Hg.

(H2, |l - |la) est un sous-espace fermé séparable de (Hy, || - ||a)-

2.3.2 Statistiques de Rackauskas et Suquet

Afin de détecter des courtes épidémies, Rackauskas et Suquet (2004) ont proposé la

statistique U, ,, avec 0 < a < %, définie par :

Ua,n<X17 XQ, Ce 7Xn) = Imnax

La loi limite de U, est définie par :

B~ Bl
Voo = 500 T ) — (- )"

Soit D, I'ensemble des nombres dyadiques sur [0, 1] de niveau j :
Do={0,1}, D;={(20-1)27 :1<¢<27"}, j>1
On note :
D=|JDp;, D*=D\{0}.
Jj=0
Pour r € Dj, j > 0, on définit :

r_:r—Q_j, rt=r4+27.

Rackauskas et Suquet (2004) ont également défini la statistique D, , par :

1
Don(X1,Xo,...,X,) = max max

1<j<loga(n) 2 Jo reD;

S(nr) — éS(m*Jr) — %S(m’_)’ .

La loi limite de D, , est donnée par :

1
D, o = sup —— max
>1 274 reD;

La valeur seuil lue dans la table de U, pour o« = 0.25 et au risque 0.05 est 2.27 (voir
Imegaoudene et al.[7]).

La valeur seuil lue dans la table de D, pour a = 0.25 et au risque 0.05 est 1.32 (voir
Rackauskas et Suquet [14]).
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Les statistiques holderiennes sont particulierement utiles pour détecter des ruptures

épidémiques de courte durée. La statistique ), par exemple, détecte des ruptures de

longueur d’au moins n'/2, tandis que les statistiques Uan et D, détectent des ruptures
dont la longueur est de I'ordre n°, avec § = é:gz

Les statistiques D, , présentent un comportement asymptotique similaire a celui des

statistiques U, ,, mais elles sont plus utiles car leurs lois limites sont connues.

2.4 Convergence et consistance

2.4.1 Cas de variables aléatoires indépendantes

Soit (X;);>1 une suite de variables aléatoires indépendantes. Si les (X;) sont identique-
ment distribuées de variance o2, alors la convergence sous Hy des statistiques Uan et Doy

dans 'espace de H§ est donnée par le résultat suivant.

Théoréme 2.4. (Rackauskas et Suquet [14]) On suppose que

1
P(| X1 >t) =0o(t™"), oup=7 )
5 —

Alors pour tout 0 < a < %

1 _ L
o VU, S Usoo

et
-1 - L
o ' V2Dyp 5 Do so.

La consistance de rejeter Hy contre H 4 est donnée par le résultat suivant.

Théoréme 2.5. (Rackauskas et Suquet [14]) Si sup, V(Xj) < +oo et

_ U

lim,, o0 by n'72% = +00, avec h, = m (1-— %)
Alors

n_1/2Ua’n L, +00
et
n_l/QDa,n Lt +00.

2.4.2 Cas de variables aléatoires faiblement dépendantes

Soit (X}) une suite de variables aléatoires vérifiant X = e + > 7 | 0ic_; + ay, o les

£, sont i.i.d. centrées et de variance finie 02 et a; est une suite de nombres réels. On va
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tester I’hypothese nulle

contre

ay = ..=0ap = Qg1 = .. = ap = 0,

H):31<p<q<n tels que
apr1=..=0a, =20 5 # 0.

La convergence et la consistance des statistiques U, ,, et D, , dans 'espace de H§ sont

données par les résultats suivants.

Théoréme 2.6.(Graiche [10]) Supposons que

1
limt%_o‘P(|51| >t)=0, pourun0<a< —. (2.1)
t—0 2

Alors sous (H{)
J_ln_%Dam L> D,

n—oo

et

-1 -1 L
o N2 Uy — U,

n—oo

Théoréme 2.7.(Graiche [10]) Si la condition (2.1) est satisfaite et lim n® 2 ([*)= =

n—0o0
+00.

Alors sous H/,
1 P
n 2Dy, — +00

n—oo

et

_1 P
n 2Uq, — +00.

n—o0

2.5 Etude de simulation

2.5.1 Cas de variables aléatoires indépendantes

Pour comparer les performances des quatre statistiques D, = o~ 'n"Y2D,,, U, =
o In7Y2U,, , R, = 07 'n"Y2Q, et Z,, avec a = 0.25, nous simulons 1000 échantillons
de taille n = 60 de variables aléatoires indépendantes suivant une loi normale N(0,1) puis
une loi uniforme U[-1,1], avec un seuil de significativité de 0.05.

Sous H'y, le tableau suivant donne les valeurs des quatre statistiques pour différentes

valeurs de I* et §.
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I 5 X ~ N(0,1) X ~U[-1,1]
D, U, R, Zn, D, U, R, Zn,
2 1.0766|1.7285|1.3446 | 3.8621 {1.4161|2.9093|1.7178| 6.069
3 4 1.1482|2.3668|1.3864 | 7.7632 / / /  [15.0924
5 1.3409| / |1.5445| 9.7004 / / / /
5 2 1.3065|2.9099|1.4068 | 6.2321 |1.8941(2.0696|2.3284| 9.7684
4 1.3933| / [1.7341|12.5665| / |5.5957| / /
- 2 1.3095(2.9861|1.8486| 8.3726 [2.4078(2.5613|2.9627|13.2251
3 1.5108| / /12,5704 / / / /
10 1 1.2904(1.7534|1.5502| 5.4198 [1.8218|2.9526|2.1289| 8.5114
2 1.6485(2.6646| / |10.6906| / / / /
15 1 1.9615(2.0424]1.7922| 7.3534 |1.7585|2.9954|2.6871|12.1042
2 /12,9925 / [15.4189| / / / /
Valeur critique ¢| 1.32 | 2.27 | 1.50 | 8.38 1.32 | 2.27 | 1.50 | 8.38

Tableau 1.1 : Comparaison entre D, U,, R, et Z,.

On note que quand [* augmente, les statistiques détectent plus rapidement I’épidémie
pour un ¢ plus petit. On remarque aussi qu’il est plus intéressant d’utiliser la statistique

U, pour de courtes épidémies (I* < 7).

Le tableau suivant présente les valeurs des puissances des tests basés sur D,,, U,, R,
et Z,,.

o | 5 X ~ N(0,1) X ~U[-1,1]
D, U, R, Zn D, U, R, Zn
2 10.9165 | 0.9317 [ 0.9279 | 0.90 | 0.9581 | 0.992 | 0.9736 | 0.9028
3 (4[09774| 1 0998309304 | 1 1 1 1
5] 0998 | 1 1 1 1 1 1 1
5 | 2] 09435 0973 |0.0639 | 0.9087 | 0.9959 | 1 | 0.0998 | 0.9826
41099 | 1 1 09987 | 1 1 1 1
- 2] 09693 | 0.992 | 0.9882 ] 0.49 | 0.9998 | 1 1 0.9998
3109987 | 1 |0.9999 | 0.9988 | 1 1 1 1
Lo | 1109424 ] 0.9506 | 0.9534 | 0.0072 | 0.9885 | 0.996 | 0.9949 | 0.9515
2 | 0.9956 | 0.9989 | 0.9988 | 0.9866 | 1 1 1 1
15 | 1] 09368 | 0.9738 | 0.9767 | 0.941 | 0.9876 | 0.9994 [ 0.9995 | 0.9953
2109963 | 1 1 09999 | 1 1 1 1

Tableau 1.2 : Puissance des tests basés sur D,,, U,, R, et Z,.

On remarque que pour les courtes épidémies (I* < 7), le test basé sur la statistique U,

est plus puissant.
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2.5.2 Cas de variables aléatoires faiblement dépendantes

Pour comparer les performances des statistiques D,, et U,, avec a = 0.25, nous simulons
1000 échantillons de taille n = 60 de variables aléatoires faiblement dépendantes, générées

par un processus moyen mobile d’ordre 2, défini par la relation suivante :
X =¢ep+0b5ep_14+03ep_0+ag, k=3,..,60,

ou les €4 suivent une loi normale N (0, 1) puis une loi uniforme U[—1, 1].
Sous H'j, le tableau suivant nous donne les valeurs des statistiques pour différentes

valeurs de I* et 4.

. 5 g; ~ N(0,1) g; ~U[-1,1]
D, U D, Un
2 1.2771 | 2.0832 | 1.2991 | 2.2208
3 4 1.2984 | 2.3327 | 1.3123 | 2.5317
6 1.3615 / 1.3930 /
. 2 1.3730 | 2.2461 | 1.4324 | 2.6130
4 / 2.7912 / /
. 1 1.3332 | 2.1148 | 1.4710 | 2.3028
3 / 2.7920 / /
10 1 1.4301 | 2.1861 | 1.6378 | 2.5059
2 / 2.6417 / /
Valeur critique ¢ 1.32 2.27 1.32 2.27

Tableau 1.3 : Comparaison entre D,, et U,.

On remarque que pour tres courtes épidémies (quand [* < 5), la statistique U,, détecte

plus rapidement 1’épidémie.

Nous nous intéressons maintenant a la puissance des tests. Le tableau suivant présente

les valeurs des puissances des tests basés sur D,, et U,.
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g g~ NOD | e~ UL
D, U, D, U,

21 0.9372 | 0.9576 | 0.932 | 0.9706

3 | 4(0.9398 | 0.9763 | 0.951 | 0.9998
609435 | 1 09667 | 1

. | 2[09502 | 0.9722 | 0.9641 | 0.995
410967 | 1 09875 | 1

_ | 109418  0.9601 | 0.9565 | 0.9765
3| 0.976 | 0.9976 | 0.9959 | 1

Lo | 1] 0:9556 | 0.9689 | 0.9781 | 0.9887

2 | 0.9861 | 0.9927 | 0.9996 | 0.9999

Tableau 1.4 : Puissance des tests basés sur D,, et U,,.

On remarque que le test basé sur la statistique U, est le plus puissant dans les deux

cas.

2.6 Application aux données réelles

Nous prenons les données présentées dans le chapitre 1 (Exemple 1.5), qui se modélisent

selon le modele MA(1) suivant
X = —0.682¢,_, — 0.015, k=2,..,48.

Nous avons d’abord testé la normalité des innovations € a ’aide du test de Shapiro-
Wilk. La p-value obtenue est 0.0964 > 0.05, ce qui veut dire qu’on ne peut pas rejeter
I'hypothese de normalité (les innovations sont gaussiennes).

Afin de tester s’il y a une rupture épidémique dans la moyenne de ces données, on

calcule les valeurs des statistiques U, et D,, et on obtient le tableau suivant.

Les statistique | Valeurs obtenues | Valeurs critiques
D, 1.6085 C1 =132
U, 2.4097 Cy = 2.27

Tableau 1.5 : Statistiques D,, et U,, pour les données de la maladie de Newcastle

On remarque que les deux statistiques D,, et U, dépassent leurs valeurs seuil. On re-
jette donc I’hypothese nulle Hy, ce qui implique qu’il y a une rupture épidémique dans la

moyenne de ces données.
Pour estimer les bornes p et ¢ de I'épidémie, nous avons appliqué la méthode propo-

sée par Chen et Zhou basée sur la statistique R; ;. Cette approche permet d’identifier le

segment [ig, jo] & l'aide du maximum du R, ;.
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Pour ces données, le maximum de R, ; est atteint pour ip = 3 (correspondant a mars

2005) et jo = 27 (correspondant a mars 2007).
Ceci implique que la rupture épidémique a eu lieu entre avril 2005 et mars 2007.

La Figure ci-dessous présente les trois box-plots correspondants aux trois phases (avant,

pendant et apres 1’épidémie).
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Fia. 2.1 : Boxplots

On observe un changement marqué de la moyenne du processus (le point rouge) vers
des valeurs plus élevées pendant la période correspondant a I’épidémie. Cette hausse est
suivie d'un retour a la moyenne initiale, ce qui indique la fin de la phase épidémique et

un retour a la situation initiale.
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Chapitre 3

Tests de rupture épidémique dans un
processus AR(1) a innovations

faiblement dépendantes

3.1 Introduction

Une rupture dans la moyenne des innovations se produit lorsque 1’espérance des inno-
vations change de maniere significative a un ou plusieurs instants.
Dans notre cas, on s’intéresse a la rupture épidémique dans la moyenne d'un AR(1) a

innovations faiblement dépendantes donnée par :

X=Xy + e+ ag,

Le modele précédent est étudié par Markeviciuteé [12] dans le cas d’innovations i.i.d. Dans

ce travail, on s’intéresse au cas ou les innovations sont définies par

q
e=e+ Y biey, Xo=0, |¢[<1

i=1

et (e;) sont i.i.d. centrées de variance finie o2.

On veut tester 'hypothese nulle
Hé:a1:a2:-~~:an:0.
contre 'hypothese alternative

ap=ay=---=a, =0.

H,:31l<p<qg<n
Apy1 =+ =g = 0, 0 # 0.

On considere les statistiques holderiennes définies dans le chapitre 2
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3.2 Convergence et consistance

La convergence des statistiques Uaﬂ et Dayn est donnée par le résultat suivant.

Théoreme 3.1 On suppose que V 0 < a < %,
1
1 1/2—a e
thmot P(ley] >t) =0. (3.1)

Alors sous H|, et pour |¢| < 1

o2 (1= §) U —=— U, . (a)
n—>-+oo
et
o 'n"2(1 = ¢) Do —=— D, . (b)
n—>-+oo

Idées de preuve

On définit d’abord le processus

nt

Zn(t) =Y X1+ (nt — [nt]) Xguysr, £ €[0,1].

=1

On montre ensuite que la condition (3.1) implique

oY (1 - ¢)Z, £ 5w dans HC. (3.2)

n—oo

Pour montrer (a) et (b), on va vérifier que
U_ln_l/z(l - Cb)UOc,n = g(a_ln_1/2<1 - ¢)Zn) + Op(l)'

et
o 'nV2(1 = @) Doy = hlo ' V2 (1 — ¢) Z,) + 0,(1),

avec g et h deux fonctions continues vérifiant g(w) = U, €t h(w) = Dy oo.

De (3.2) et comme g et h sont continues, on déduit
o V(1 — §)Unp —— U,

et

o' V2 (1 = ¢) Doy —=— Da.
n—oo

La consistance de rejeter H| contre H; est donnée par le résultat suivant.
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Théoréme 3.2. Supposons que la condition (3.1) est satisfaite et

. _1 _
lim n—2t(1*)17% = +o0.
n— +00

Alors sous (HY)
et

Idées de preuve

Soit I, = {k*+ 1,...,n"} et IS ={1,2,...,n}|,.
Sous H'y, on a
/ ) ;
X, — Xptig st kel
X si keI,
avec X, satisfaisant HJ.

Ensuite, on montre que

n

[N
D=

1 s -,
(1 - ¢)Uo¢,n 2 5’5|na_ (l*)l_a - n_§(1 - qb)Ua,n

et

- 1 -1 6\1—a -1 )
(1 - ¢)Da,n > Wkﬂna 2<l )1 -n 2(1 - qb)D:;v,n’

n

NI

avec Ul . et D! . sont les statistiques basées sur les X.

Du théoréme 3.1 et en utilisant la condition (3.1), on déduit
n Y21 = ¢)Uqn A
n—oo
et
nY2(1 = ¢) Dy —— +00.
n—oo
3.3 Etude de simulation

Nous examinons les performances des statistiques Dn = n’%(l — czﬁ)[)am et Un =
n_%(l — qb)Uam avec a = .25 pour deux types de variables aléatoires e; : gaussiennes et
uniformes sur l'intervalle [-1,1] et pour deux valeurs du coefficient ¢ au seuil de significa-
tivité de 0,05.

1°" cas : Les ¢; sont gaussiennes
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Le tableau suivant nous donne les valeurs des statistiques pour

différentes valeurs de

[* et § et .
* 5 ~ o= O.5~ ~ o= 0.8~
D, U, D, U,
2 0.9177 | 1.4264 | 0.9825 | 1.3568
2 4 1.2456 | 2.2716 | 1.0416 | 1.5608
6 1.3980 / 1.3447 | 1.5952
7.7 / / / 2.2813
2 1.0522 | 1.6412 | 1.0153 | 1.3792
3 4 1.2625 | 2.5311 | 1.2404 | 1.7471
4.6 1.6453 / 1.3935 | 2.0319
5 / / / 2.2966
1 1.0236 | 1.5141 | 1.0517 | 1.4059
5 2 1.3047 | 2.0556 | 1.1024 | 1.4611
4 1.7307 | 2.8026 | 1.7736 | 2.6244
1 1.1693 | 1.6150 | 1.2253 | 1.6636
7 3 2.0421 | 3.0177 | 1.8030 | 2.6969
1 1.3165 | 1.7799 | 1.3690 | 2.1040
10 2 2.2738 | 3.5603 / 2.9449
1 1.7971 | 3.3140 | 1.1139 | 1.9624
15 2 / / 1.5555 | 3.0685
Valeur critique ¢ 1.32 2.27 1.32 2.27

Tableau 1.1 : Comparaison des statistiques D,, et U,,.

On note que quand [* augmente, les deux statistiques détectent plus rapidement 1’épi-

démie.

Quand ¢ = 0.5, on remarque que pour les courtes épidémies (I* < 5), la statistique U,

détecte plus rapidement cette épidémie.

Quand ¢ = 0.8, il est plus intéressant d’utiliser D,,.

Le tableau suivant présente les valeurs des puissances des tests basés sur D,, et U,.
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| s 6=05 _$=038
D, U, D U,
2 1 0.9152 | 0.9161 | 0.9056 | 0.9048
2 | 4 | 09218 | 0.9319 | 0.9091 | 0.9105
6 | 0.9389 | 0.9894 | 0.9399 | 0.9246
7.7 | 0.9948 1| 09649 | 0.9713
2 1 0.9217 | 0.9178 | 0.9100 | 0.9024
3| 4 | 09382 0.9874 | 0.9335 | 0.9196
4.6 | 0.9751 | 0.9988 | 0.9497 | 0.9431
5 | 0.9798 | 0.9996 | 0.9571 | 0.9524
1 | 09191 | 0.9152 | 0.9080 | 0.9022
51 2 | 09424 | 0.9506 | 0.9251 | 0.9146
4 | 0.9998 1| 09937 | 0.9931
1 | 09296 | 0.9161 | 0.9108 | 0.9031

71 3 1 1| 09945 1
1 | 09411 | 0.9255 | 0.9108 | 0.9488
10| 2 |0.9997 | 0.9999 | 0.9661 | 0.9825
1 | 09334 | 0.9545 | 0.9094 | 0.9143
15| 2 |0.9963 1 0.9858 | 0.9999

Tableau 1.2 : Les puissances de test basés sur les statistiques D,, et U,.

On remarque que quand ¢ = 0.5, le test basé sur la statistique U, est plus puissant.

Quand ¢ = 0.8, le test basé sur la statistique D,, est plus puissant.

2¢™e cas : Les ¢; sont uniformes sur [-1,1]
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[ 5 ~ o= 0.5~ ~ o= 0.8~
D, U, D, U,
2 1.1713 | 1.7763 | 0.9104 | 1.2594
2 4.6 1.2929 | 2.3110 | 1.4805 | 2.2313
5 1.7420 / / 2.4620
2 1.2854 | 2.2241 | 1.1267 | 1.5477
3 3 1.3087 | 3.1529 | 1.4746 | 2.1787
5 1.6138 / / 3.5499
1 1.2583 | 1.8424 | 1.0116 | 1.3391
5 2 1.3146 | 3.1942 | 1.5901 | 2.2792
4 1.9430 / / /
1 2.0249 | 2.1704 | 1.2015 | 1.6119
7 3 / 3.6474 | 1.9449 | 3.8939
1 2.4744 | 2.1732 | 1.3193 | 2.0091
10 2 / 3.8437 | 2.2971 | 3.9364
Valeur critique ¢ 1.32 2.27 1.32 2.27

Tableau 1.3 : Comparaison des statistiques D,, et U,,.

On remarque que quand ¢ = 0.5, pour les courtes épidémies (I* < 7) la statistique U,
détecte plus rapidement cette épidémie.

Quand ¢ = 0.8, la statistique D,, détecte plus rapidement I’épidémie.

Le tableau suivant présente les valeurs des puissances des tests basés sur D,, et U,.

| s =05 =108
D, U, D, U,
2 1 0.9277 | 0.9231 | 0.9142 | 0.9056
2 | 4.6 | 0.9964 1| 09632 | 0.9423

1 1 0.9731 | 0.9715
0.9505 | 0.9571 | 0.9274 | 0.9118
0.9999 1 0.9937 | 0.9638
0.9852 1 1 1
0.9367 | 0.9275 | 0.9159 | 0.9051
0.9963 | 0.9889 | 0.9771 | 0.9764
0.9985 1 0.9992 | 0.9994
0.9661 | 0.9582 | 0.9300 | 0.9141
0.9998 | 0.9999 1 1
0.9967 | 0.9991 | 0.9390 | 0.9495
0.9996 1 0.9974 | 0.9999

ot
N R W &= N =0t W N ot

10

Tableau 1.4 : Les puissances de test basés sur les statistiques D,, et U,,.

On remarque que pour les courtes épidémies, quand ¢ = 0.5, le test basé sur la statis-
tique Un est plus puissant. Par contre, quand ¢ = 0.8, c’est le test basé sur la statistique

D,, qui est le plus puissant.
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3.4 Application aux données réelles

Nous prenons les données présentées dans le chapitre 1 (Exemple 1.6), qui se modélisent
selon le modele ARMA(1,2) suivant :

X, =09721X, 1 +¢&, t=3,..,481,

avec €; = ¢; + 0.4903¢;_1 + 0.0822¢;_5 4+ 6.0076.

Afin de tester s’il y a une rupture épidémique dans la moyenne des innovations &;, on
calcule les valeurs des statistiques Dn et Un basées sur les données et on obtient le tableau

suivant.

Les statistique | Valeurs obtenues | Valeurs critiques
D, 1.4358 C1 =132
U, 1.5115 Cy = 2.27

Tableau 1.5 : Les valeurs des statistiques D,, et U,

On remarque que D, > C, ce qui indique qu’il y a une rupture épidémique dans la

moyenne des innovations, qu’on peut voir sur le graphe suivant.

T U}JLUIC

{'\I.I —

Vr —
[74]
3
o
D
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C(E:I —
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' T T T T T
0 100 200 300 400

Temps

Fia. 3.1 : Graphe des innovations

On note que U, < Ch, ce qui implique que la statistique U, n’a pas détecté cette

épidémie.
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Pour estimer le début p et la fin ¢ de cette épidémie, nous avons calculé le maximum

du R;;, qui est atteint pour 7o = 110 et jo, = 139.
Ceci implique que la rupture épidémique a lieu entre avril 1979 et juillet 1981.

Figure ci-dessous présente les trois box-plots correspondants a ces trois phases :
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F1c. 3.2 : Boxplots

On remarque qu’il n’y a pas de différence significative dans la moyenne des innovations
entre les périodes avant et apres ’épidémie, par contre, il y a une différence significative
pendant I’épidémie, ce qui montre qu’il y a un changement dans la moyenne puis un retour

a l'état initial.
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Conclusion Générale

Ce travail a porté sur la détection de ruptures épidémiques dans la moyenne d’un pro-
cessus autorégressif d’ordre 1 avec des innovations faiblement dépendantes.
Apres un rappel théorique sur les séries chronologiques et les principaux modeles linéaires
(AR, MA, ARMA), nous avons étudié quelques statistiques de test afin de détecter une
rupture épidémique dans la moyenne des variables aléatoires, notamment les statistiques

classiques et les statistiques holderiennes.

Nous avons ensuite adapté les statistiques holderiennes au cadre spécifique des proces-
sus AR(1), a travers des simulations utilisant différents types d’innovations (gaussiennes
et uniformes) et différentes valeurs du parametre autorégressif ¢. Enfin, une application

sur des données réelles a été présentée.
Ce travail ouvre plusieurs perspectives de recherche, notamment I’extension a des mo-

deles plus complexes ou présentant une dépendance forte, ainsi que le développement de

méthodes alternatives, telles que les approches non paramétriques ou bayésiennes.
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Annexe A
Mouvement brownien et pont

brownien

A.1 Mouvement brownien

A.1.1 Définition

On dit que le processus (& )s>0 est un mouvement brownien s’il s’agit d’un processus
>0

gaussien continu, tel que :

E[ét] = [,

et
Cov(&, &) = o*(s At), Vs, t>0,

ol s At = min(s,t).
Il est possible de ramener ce mouvement brownien a un mouvement brownien canonique

(ou standard) en effectuant le changement de variable suivant :

:gt—ﬂt
o

Wi

Le processus ((;):>0 obtenu est alors centré et de covariance standard :

EW, =0, et Cov(W;, W) =sAt

A.1.2 Les accroissements du mouvement brownien

Proposition A.1 Soit (& ):;>¢ un mouvement brownien. Pour tous 0 < s < ¢, I'accrois-

sement & — &, suit une loi normale & — & ~ N (0,t — s).

Cette proposition implique que le mouvement brownien a des accroissements station-

naires.
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Proposition A.2 Pour tout 0 =ty < t; <ty <--- <t les accroissements successifs :

St — &tos o —Etas -5 St — iy

sont indépendantes. Cela signifie que le mouvement brownien a des accroissements indé-

pendants.

A.1.3 Propriétés du mouvement brownien
Propriété de Markov

Le mouvement brownien est un processus de Markov, c’est-a-dire
Pour tout t < s et A € B(R), avec F; =o(W,, 7 <1),

PWs,e A|F)=PWs,e A|W,).
Démonstration : Il suffit de vérifier que pour tout t; <t; <.-- <ty <s,Vkona:
P(WS S A | Wt17Wt27"'7Wtk) :P(WS S A | VVtk)

En effet, les accroissements (W, — Wh,), (W, — Wi, ), ..., (Wi, — W), Wy, — Wh)

sont indépendants.

Ainsi, la loi de Wy conditionnellement aux : W, —W,, _,... ., Wy, =W, , W, — Wy, Wy,

est une loi normale, de variance s — t;, ce qui implique :

P(WSGA‘.Ft):P<W5€A’Wt),

Propriété des martingales

Soit (W;)i>0 un mouvement brownien, alors les processus suivants sont des martingales

par rapport a (F;) :

L. (Wi)i>o-

2. (W2 —t)s0-

3. <exp ()\Wt — )\th>)t20'

Invariance du mouvement brownien

Soit W, un mouvement brownien, alors les processus suivants sont également des mou-

vements browniens :

1. =W, (c’est la symétrie du mouvement brownien).

2. \/lEWCt, ¢ > 0 (propriété d’autosimilarité du mouvement brownien).
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3. Wiys — Wy, avec s > 0 (propriété d’invariance par translation du mouvement brow-
nien).
4. W/ défini par : W) =0, W/= tW% pour ¢t > 0 (propriété d’invariance par inver-

sion du temps du mouvement brownien).

Régularité trajectorielle

On définit un mouvement brownien standard qu’on notera W; comme étant un pro-
cessus gaussien centré, a accroissements indépendants et stationnaires et a trajectoires
continues et y-holderienne, pour tout v €0, %[

Notons que Wy = 0 p.s (car la loi de Wy est N(0,0)) et W, ~ N(0,¢) car E(W;) =0
et Var(W;) = I'(t,t) = t.

Irrégularité des trajectoires

On a déja vu que les trajectoires sont v-holderiennes en tout point et pour tout 0 <
v <1

Nous allons maintenant voir que presque toutes les trajectoires sont nulle part -
holderiennes pour v > %

Pour presque tout w, (W;(w)):>o n'est en aucun point v-holderienne pour v > %

Comme conséquence de ce résultat, on peut déduire que :
1. Presque toute trajectoire est nulle part dérivable.

2. Presque toute trajectoire est a variation non bornée.

A.2 Pont brownien
Le pont brownien est un processus gaussien centré, noté {B;, t > 0}, tel que
i) E[B] =0,
ii) E[BsBy] = s(1 —t), Vs<t.
On le définit de la fagon suivante.

Bt = Wt - th

Comme W, et Wi sont des éléments aléatoires gaussiens, B; est aussi un élément

aléatoire gaussien. De plus, on a :
BO — B1 — 0, E[Bt] — O,
E[(B,— B = (t—s)(1— (t—s)) sis<t,

E[(B52 — le)(BtQ — Btlﬂ = —(82 — Sl)tg si S1 S S9o S tl S tg.
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Le pont brownien admet les mémes propriétés que le mouvement brownien.

46



Annexe B

Programmes de simulation

Dans cette annexe, nous présentons le programme de simulation des deux statistiques
de test présentées dans le chapitre 3 ainsi que le programme de calcul de leurs puissances

codés en langage R.

B.1 Progrmme de simulation des statistiques

<- 60 #taille d'échantillon
<- 0.25

<- 20

<-3

<-p+1

delta <- 5

phi <- 0.5  #coefficient

Q H oo B

k <- floor(log2(n))
n_simulations <- 1000

x <- numeric(n)

eps <- numeric(n)

Dn <- numeric(n_simulations)

Un <- numeric(n_simulations)

for (s in 1:n_simulations) {

e <- rnorm(n) #innovations

eps[1] <- e[1]
eps[2] <- e[2] + 0.5 * e[1]
for (i in 3:p) {
eps[i] <- e[i]l + 0.5 * e[i - 1] + 0.3 * e[i - 2]
¥

x[1] <- eps[1i]
x[2] <- eps[2] + phi * x[1]
for (i in 3:p) {
x[i] <- eps[i] + phi * x[i - 1]
¥
for (i in (p + 1):q) {
x[i] <- eps[i] + phi * x[i - 1] + delta
}
for (i in (q + 1):n) {
x[i] <- eps[i] + phi * x[i - 1]
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x <- x[1:n]

S <- cumsum(x) #somme cumulée

U <- matrix(0, nrow = n - 2, ncol = n - 1)
n-1)
n- 1)

<
A
|

matrix(0, nrow = n - 2, ncol

R <- matrix(0, nrow = n - 2, ncol
for (j in 2:(n - 1)) {
for (i in 1:(j - 1)) {
Uli, jl <- s[j]l - sI[il
V[i, jl <- S[n] - U[i, j]
R[i, j] <= ((a - (j - 1)) * Ui, j1 - (j - 1) = V[i, j1) / n
}

M <- R[p, dq] #pour trouver les bornes d'épidemie

#la statistique D_n

D1 <- matrix(0, nrow = k, ncol = 27(k - 1))

for (j in 2:k) {
for (1 in 2:(27°(F - 1)) {

S1 <= S[floor(n * ((2 * 1 - 1) / (277)))]
82 <= S[floor((2 * n * (1 - 1)) / (27j))]
83 <- S[floor((2 * n * 1) / (27j))]
D1[j, 1] <= (2°(j * a)) * abs(S1 - (1 / 2) * 82 - (1 / 2) * $3)

D2 <- max(D1, na.rm = TRUE)
D3 <- max(D2, na.rm = TRUE)
S11 <- numeric(k)
S12 <- numeric(k)
D4 <- numeric(k)

for (j in 1:k) {

S11[j] <- S[floor(n / (27j))1]

S12[j1 <- S[floor((2 * n) / (27j))1

D4[j] <= (27(j * a)) * abs(S11[j] - (1 / 2) * S12[jl)
}

D5 <- max(D4)
D_a <- max(D3, D5)

#la statistique U_n définie dans le cour

Ul <- matrix(0, nrow = n, ncol = n - 1)
for (i in 2:n) {
for (j in 1:(i - 1)) {
U1[i, j] <- abs(S[j] - S[i] - S[n] * ((j - i) / n)) /
(abs(((j - 1) / n) * (1 - ((j - 1) / n)))~a)

}

U_a <- max(U1)

#la convergence

Dn[s] <- (1 / sd(e)) * n~(-0.5) * (1 - phi) * D_a
Un[s] <- (1 / sd(e)) * n~(-0.5) * (1 - phi) * U_a

cat("Simulation", s, ": Dn =", Dn[s], ", Un =", Un[s], "\n")
}
#les moyennes

Dn_mean <- mean(Dn)
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Un_mean <- mean(Un)

Dn_mean

Un_mean
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B.2 Progrmme de simulation des puissances

<- 60

<- 0.25
<- 20

<- 10
<-p+1
delta <- 2
bl <- 1.32
b2 <- 2.27
i_0<-p
j-0<q
n_simulations <- 1000

Q H oo B

x <- numeric(n)

eps <- numeric(n)

#les statistiques

Dn <- numeric(n_simulations)

Un <- numeric(n_simulations)

for (s in 1:n_simulations) {

e <- rnorm(n) #les innovations du modele ARMA
eps[1] <- e[1]
eps[2] <- e[2] + 0.5 * e[1]
for (i in 3:p) {
eps[i] <- e[i] + 0.5 * e[1i - 1] + 0.3 * e[i - 2]
}
x[1] <- eps[1]
x[2] <- eps[2] + phi * x[1]
for (i in 3:p) {
x[i] <- eps[i] + phi * x[i - 1]
¥
for (i in (p + 1):q) {
x[i] <- eps[i] + phi * x[i - 1] + delta
}
for (i in (q + 1):n) {
x[i] <- eps[i] + phi * x[i - 1]

x<-x[1:n]
S <- cumsum(x)
<- floor(log2(n))

<- matrix(0, nrow

n -2, ncol =n-1)

<- matrix(0, nrow = n - 2, ncol =n - 1)

o < =

<- matrix(0, nrow = n - 2, ncol = n - 1)
for (j in 2:(n-1)) {
for (i in 1:(j-1)) {
Uli, j1 <- S[§1 - slil
VIi, jl <- S[n] - U[i, jl
R[i, j] <= ((a - (j - 1)) = Ui, j1 - (j - 1) = V[i, j1) / n

}

max (R) #pour trouver les bornes d'épidémie
#la statistiques D_n
D1 <- matrix(0, nrow = k, ncol = 27(k - 1))

for (j in 2:k) {
for (1 in 2:(27°(j - 1))) {
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S1 <= S[floor(n * ((2 * 1 - 1) / (2°1)))]

82 <- S[floor((2 * n * (1 - 1)) / (2701

83 <- S[floor((2 * n * 1) / (27j))]

D1[j, 1] <= (27(j * a)) * abs(81 - (1/2) * 82 - (1/2) * S3)

}

D2 <- max(D1)

D3 <- max(D2)

S11 <- numeric(k)

S12 <- numeric(k)

D4 <- numeric(k)

for (j in 1:k) {
S11[j]1 <- S[floor(n / (27301
S12[j] <- S[floor((2 * n) / (273))]
D4[j] <- (27(j * a)) * abs(S11[j] - (1/2) * S12[j1)

}

D5 <- max(D4)

DY <- max(D3, D5)

#la statistique U_n
Ul <- matrix(0, nrow = n, ncol = n - 1)
for (i in 2:n) {
for (j in 1:(i - 1)) {
U1[i,j] <- abs(S[i] - S[j] - S[n] * ((i - j) / n)) / abs(((i - j) / n) * (1 - (i - j) / n)))"a
}
}
U2 <- max(U1)
U2<-max (U2)

Dn[s] <- (1/sd(e))* n~(-1 / 2) * DY
Un[s] <- (1/sd(e))* n~((-1 / 2)) * U2

Power_Dn <- sum(Dn <= b1l)

Power_Un <- sum(Un <= b2)

B1=1-(Power_Dn/10000)

B2=1-(Power_Un/10000)

cat("Puissance du test Dn,Un: ", Power_Dm, " ", Power_Un, "\n")
B1

B2
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Résumé

Dans ce travail, on s’intéresse a la détection de rupture épidémique dans la moyenne
du processus autorégressif d’ordre 1 a innovations faiblement dépendantes. Apres une
présentation des concepts fondamentaux des séries chronologiques et des modeles ARMA,
nous étudions quelques statistiques de test classiques et holderiennes, pour détecter une
rupture épidémique dans la moyenne des variables aléatoires. Nous adaptons ensuite les
statistiques holderiennes au cas de données suivant un autorégressif d’ordre 1 et évaluons

leurs performances a travers des simulations et une application sur des données réelles.

Abstract

In this work, we’re focusing on detecting epidemic change-points in the mean of an
autoregressive process of order 1 with weakly dependent innovations. After presenting the
fundamental concepts of time series and ARMA models, we examine several statistical
tests - both classical and Holderian - to detect these epidemic changes in the mean of
random variables. We then adapt the Holderian statistics to the autoregressive of order 1

case and evaluate their performance through simulations and an application to real data.
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