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Pour terminer, mon affection va pour mes deux adorables filles Rachel et Lamys à qui
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2 Principes d’invariance hölderiens dans le cas indépendant 14

2.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

2.2 Les espaces de Hölder Hα[0,1] et H0
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2.2.5 Processus à trajectoires dans Hα . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
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Introduction générale

La convergence en loi de processus stochastiques est très utilisée dans les applica-

tions physiques telles qu’en statistique et les phénomènes d’attente. Ces applica-

tions sont basées sur des fonctionnelles continues de trajectoires de ces processus.

Plus précisément, on utilise le théorème de la fonction continue qui énonce que

pour toute fonction h continue sur un espace métrique E, à valeurs dans un espace

métrique E ′ et toute suite de variables aléatoires (Sn) convergeant en loi dans l’es-

pace E vers une limite W , h(Sn) converge aussi en loi vers h(W ).

Parmi les processus stochastiques les plus utilisés dans ces applications, on retrouve

notamment le processus des sommes partielles, le processus empirique et le proces-

sus quantile. En occurrence, la convergence en loi du processus de sommes partielles

est largement utilisée dans les tests de rupture épidémique et l’étude asymptotique

de certains paramètres de systèmes d’attente (cf. [65],[68] et [74] à [77]). Cette

convergence en loi est également connue sous le nom de principe d’invariance.

Le principe d’invariance, connu sous le nom du théorème de Donsker-Prohorov,

énonce que pour toute suite (Xn)n≥1 de variables aléatoires réelles (v.a.r.) indépenda-

ntes et de même loi (i.i.d.), centrées et réduites, la suite des sommes partielles

normalisées

1√
n

S[nt] =
1√
n

i=[nt]∑
i=1

Xi, t ∈ [0,1]

converge faiblement vers le mouvement brownien standard W , dans l’espace de

Skorokhod D[0, 1], muni de la métrique uniforme. Une variante de ce résultat est

la convergence dans l’espace C[0,1] vers la même limite, du processus lissé

3



Introduction générale 4

Wn(t) =
1√
n

[

i=[nt]∑
i=1

Xi + (nt− [nt])X[nt]+1], t ∈ [0,1].

D’autre part, il est bien connu que le mouvement brownien est à trajectoires hölde-

riennes pour tout ordre α < 1
2

et l’espace de Hölder possède une topologie plus fine

que celles des espaces D et C (donc possède plus de fonctionnelles continues). Ceci

est la motivation principale de Lamperti [50] à étendre le principe d’invariance de

Donsker dans les espaces de Hölder.

Ce résultat établit la convergence de la suite de processus de sommes partielles

lissés, basés sur des variables aléatoires i.i.d. centrées vers le mouvement brownien

dans les espaces de Hölder pour tout ordre α < 1
2
. Kerkyacharian et Roynette [49]

ont redémontré le théorème de Lamperti en utilisant la base de Faber-Schauder.

Résultat par ailleurs, étendu au cas de v.a.r dépendantes (α-mélange, association)

par Hamadouche [43]. Le cas indépendant et non de même loi est également traité

dans Hamadouche et Taleb [44]. Pour des applications de ces principes d’invariance

hölderiens, on renvoie aux travaux de Suquet & Rǎckauskas ([65] à [68]) et de Su-

quet & Viano [74].

Pour une suite de processus empiriques, basés sur des v.a.r. indépendantes et de

même loi uniforme, Hamadouche [41] a établi la convergence de cette suite vers

le pont brownien B dans Hα, pour tout α < 1
4
. Notons ici que, contrairement

au principe d’invariance de Lamperti, la borne obtenue pour l’ordre de régularité

hölderienne est inférieure à celle du processus limite B (α < 1/2). Le caractère

surprenant de la borne α < 1
4

s’explique par les propriétés des espacements d’une

suite i.i.d. et le type de lissage utilisé (lissage polygonal). Avec le lissage par convo-

lution les choses rentrent dans l’ordre, Hamadouche et Suquet [42] ont établi cette

convergence pour tout α < 1
2
. Le résultat est également étendu au cas de v.a.r.

dépendantes par Merabet et Hamadouche [51].

La première partie de ce travail consiste en l’extension du théorème de Lamperti

au cas de suites strictement stationnaires de v.a. r. vérifiant la notion de faible

dépendance introduite par Doukhan et Louhichi [30]. Dans l’espace D[0,1], cette

notion est largement étudiée et présente des propriétés meilleures que le mélange.

Cette dépendance est plus générale que l’association et le mélange fort, et permet de

traiter ces deux notions dans une approche unifiée. Le premier principe d’invariance
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pour ce type de dépendance dans l’espace de Skorohod est établi par Doukhan et

Louhichi [30] sous la condition d’existence des moments d’ordre supérieur à 4. Par

la suite, cette condition de moments a été améliorée par Dedecker et Doukhan [26]

sous les conditions de θ−faible dépendance, par Bulinski et Shashkin [13] dans le cas

de k′−faible dépendance et par Doukhan & Wintenberger [33] pour des variables

k et λ-faiblement dépendantes, en requérant uniquement l’existence des moments

d’ordre supérieur à 2. Plusieurs applications à l’économétrie sont étudiés dans [31],

[32] et [33].

Dans la deuxième partie de cette thèse, on s’intéresse au comportement asympto-

tique de la période d’activité du modèle M/G/1 avec rappels exponentiels. L’ana-

lyse de cette caractéristique est très importante du point de vue du serveur et

aussi très utile dans l’organisation effective des ressources du système d’attente.

Plusieurs méthodes basées sur la transformée de Laplace-Steiltjes ont été élaborées

pour étudier cette caractéristique; voir Artalejo [5], Falin [37] et Falin & Temple-

ton [38]. Parmi les approches utilisées dans l’estimation de la densité de la période

d’activité ordinaire du système, on peut citer l’approche du principe du maximum

d’entropie et l’approche de la file d’attente tronquée (Artalejo et Gomez-Corall [7]).

Dans notre démarche, on propose deux approches.

- La première approche repose sur le résultat donné par Artalejo et Falin [36]. Les

auteurs ont montré qu’on peut étudier certaines caractéristiques de la file d’attente

M/G/1 avec rappels en décrivant l’évolution du système en termes de périodes

actives L
(b)
k et de périodes inactives L

(i)
k de l’orbite. En utilisant ces notions et le

principe d’invariance hölderien donné par Hamadouche et Taleb [44], on donne la

loi asymptotique d’une période d’activité du système.

- Dans la deuxième approche, en utilisant l’évolution du système selon la suite

(Ri, Si) de périodes inactives et de périodes actives du serveur, une période d’activité

ordinaire du système s’écrit comme la somme de n variables aléatoires dépendantes

et non de même loi, sachant que n est le nombre de clients servis pendant cette

période. On terminera l’étude en utilisant un principe d’invariance dans le cas

dépendant (Hamadouche [43]).

La thèse est structurée comme suit :

Le premier chapitre comporte une synthèse des résultats de convergence faible de
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processus stochastiques dans les espace métriques D[0,1] et C[0,1].

La première partie du chapitre 2 est consacrée aux espaces de Hölder Hα[0,1],

0 < α ≤ 1. On commence par rappeler les résultats de Ciesielski [20] sur ces es-

paces. Ensuite, les principaux résultats d’équitension et les critères de convergence

en loi dans les espaces de Hölder sont passés en revue. On termine le chapitre, en

rappelant les principes d’invariance hölderiens dans le cas des variables aléatoires

indépendantes obtenus par Lamperti [50], Hamadouche [43] et Hamadouche & Ta-

leb [44].

Dans le troisième Chapitre, on rappelle les résultats de convergence faible hölde-

rienne établis par Hamadouche dans le cas des suites de variables aléatoires fai-

blement dépendantes (le α-mélange et association) [43]. Certains de nos résultats

sont concentrés dans la deuxième partie de ce chapitre. Ils consistent en l’exten-

sion du théorème de Lamperti au cas de suites de variables aléatoires faiblement

dépendantes au sens de Doukhan et Louhichi. En utilisant quelques inégalités de

moments établies, on montre une version du principe d’invariance de Lamperti

pour les lignes polygonales d’interpolation du processus de sommes partielles. Le

même résultat est établi pour le lissage par convolution du processus de sommes

partielles.

Dans le chapitre 4, on présente une étude du comportement asymptotique de la

période d’activité d’une file d’attente M/G/1 avec rappels. Nous proposons deux

approches. La première approche est basée sur les notions de périodes actives et

de périodes inactives de l’orbite[4] et le principe d’invariance pour des variables

aléatoires indépendantes. Dans la seconde approche, on utilise la description de

l’évolution du système en termes de périodes d’activité et de périodes d’inactivité

du serveur et on propose également de conclure avec un principe d’invariance hölde-

rien.

- Quelques propriétés du mouvement brownien sont présentées en Annexe A.

- L’annexe B est consacrée aux généralités sur les systèmes d’attente avec rappels.



Chapitre 1

Théorèmes limites fonctionnels

1.1 Introduction

La convergence faible d’une suite de processus stochastiques dans les espaces fonc-

tionnels est équivalente à la convergence des lois fini-dimensionnelles de cette suite

et la relative compacité de la suite de mesures associées à cette suite de processus.

Lorsque l’espace est polonais (séparable, métrisable et complet), Prohorov a établi

que la relative compacité d’une famille de mesures de probabilités est équivalente

à l’équitension de cette famille.

Dans ce chapitre, après un rappel des définitions de la convergence faible, on

énoncera des critères d’équitension et de convergence faible pour chacun des es-

paces polonais (C[0,1], C) et (D[0,1], D).

1.2 Convergence faible et équitension dans les espaces

métriques

1.2.1 Convergence faible

Soient E un espace métrique muni d’une distance d et B la tribu borélienne en-

gendrée par les parties ouvertes de E. On note par P une mesure de probabilité sur

(E, B).

Définition 1.1. (Billingsley [9])

On dit que la suite de mesures de probabilité (Pn) sur (E, B) converge faiblement vers la

mesure de probabilité P si et seulement si pour toute fonction réelle, continue et bornée f

7
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sur E, on a ∫

E

fdPn−→
n→∞

∫

E

fdP

Cette convergence faible est notée par Pn =⇒ P.

Théorème 1.1. (Billingsley [9])

On dit que deux mesures de probabilités P et Q sur (E, B) cöıncident si
∫

E

fdP =

∫

E

fdQ,

pour toute fonction réelle, continue et bornée f sur E.

Remarque 1.1.

Le théorème 1.1 garantit l’unicité de la limite dans la convergence faible.

Notons aussi que deux distances qui engendrent la même topologie donnent le même en-

semble de fonctions continues sur E. Par conséquent, elles mènent à la même notion de

convergence faible : la convergence faible dépend uniquement de la topologie de l’espace et

non pas de la métrique l’ayant engendrée.

1.2.2 Convergence en loi

Soit X un élément aléatoire d’un espace de probabilité (Ω, A, P ) à valeurs dans

l’espace métrique (E, B).

Définition 1.2. On dit qu’une suite d’éléments aléatoires (Xn), à valeurs dans E, converge

en loi (faiblement) vers l’élément aléatoire X, si et seulement si, la suite (Pn) des lois de

probabilité des variables (Xn) converge faiblement vers la loi de probabilité P de X dans

E et on écrit Xn
L−→ X.

Définition 1.3. On dit que la suite de processus (Xn(t))t∈T converge en loi fini-dimensionnelles

vers (X(t)t∈T si pour tout k−uplet (t1, t2,..., tk) ∈ T k, la suite de vecteurs (Xn(t1),..., Xn(tk))

converge en loi vers (X(t1),..., X(tk)).

Théorème 1.2. (Théorème de la fonction continue)(Billingsley [9])

Si (Xn) converge faiblement vers X, et si Φ est une fonction continue de E dans E ′ (deux

espaces métriques), alors φ(Xn) converge faiblement vers Φ(X).
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1.2.3 Théorème du Portemanteau

Les résultats de la convergence faible sont basés sur le théorème du Portmanteau.

Théorème 1.3. (Billingsley [9])

Soient Pn et P des mesures de probabilités sur (E,B). Les conditions suivantes sont équivalentes.

1) Pn =⇒ P

2) lim
n−→∞

∫

E

fdPn =

∫

E

fdP pour toute fonction réelle, bornée et continue sur E.

3) lim sup
n

Pn(F ) ≤ P(F ) pour tout fermé F de B.

4) lim inf
n

Pn(O) ≥ P(O) pour tout ouvert O de B.

5) lim
n

Pn(A) = P(A) pour tout ensemble de continuité A de P.

A est dit ensemble de continuité de P, si P(∂A) = 0, avec ∂A la frontière de A.

Ce théorème possède une version exprimée en terme de convergence en loi.

Théorème 1.4. (Billingsley [9])

Soient (Xn) et (X) des éléments aléatoires de (E, B). Les conditions suivantes sont équivalentes.

1) Xn
L−→ X

2) lim
n−→∞

E(f(Xn)) = E(f(X)), pour toute fonction réelle f , bornée et uniformément conti-

nue sur E.

3) lim sup
n

P (Xn ∈ F ) ≤ P (X ∈ F ) pour tout fermé F de B.

4) lim inf
n

P (Xn ∈ O) ≥ P (X ∈ O) pour tout ouvert O de B.

5) lim
n

P (Xn ∈ A) = P (X ∈ A) pour tout ensemble de continuité A de X.

1.2.4 Equitension

Définition 1.4. Soit Π une famille de mesures de probabilités sur (E, B). On dit que Π

est équitendue si

∀ε > 0, ∃ un compact Kε tel que P(Kε) > 1− ε pour tout P ∈ Π.

La famille Π est dite relativement compact si de toute suite de Π, on peut extraire une

sous suite qui converge faiblement.

Théorème 1.5. (Prohorov [63])

Si la famille Π de lois de probabilités est équitendue, alors elle est relativement compact.
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La réciproque n’est cependant pas valable sauf sous la condition que l’espace E soit

séparable et complet.

Théorème 1.6. (La réciproque du théorème de Prohorov)(Billingsley [9])

Supposons l’espace E séparable et complet. Si Π est relativement compact, alors elle est

équitendue.

1.3 Convergence de processus stochastiques dans C[0,1]

1.3.1 Definitions

On note par C[0,1] l’espace des fonctions réelles continues sur l’intervalle [0,1] muni

de la topologie uniforme C définie par la distance d.

d(f, g) = sup
t
|f(t)− g(t)|; f, g ∈ C[0,1]

L’espace C[0,1] muni de la topologie uniforme C est séparable et complet.

Définition 1.5. (Billingsley [9])

On définit le module de continuité d’un élément f de C[0,1] par

wf (δ) = sup
|t−s|≤δ

|f(t)− f(s)|, 0 < δ ≤ 1.

Remarque 1.2. Une condition nécessaire et suffisante pour qu’une fonction réelle f , définie

sur [0,1], soit dans C[0,1] est

lim
δ−→0

wf (δ) = 0.

1.3.2 Convergence faible et équitension

C[0, 1] muni de la topologie uniforme est séparable et complet, donc la convergence

faible est équivalente à la convergence des lois fini-dimensionnelles et l’équitension.

Théorème 1.7. (Billingsley [9])

Soient (Pn) et P des lois de probabilité sur (C, C). Si les lois fini-dimensionnelles de (Pn)

convergent faiblement vers celles de P et si la suite (Pn) est équitendue, alors Pn =⇒ P.
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Voici deux résultats qui donnent des conditions nécessaires et suffisantes d’équitension

dans l’espace (C, C).

Théorème 1.8. (Billingsley [9])

La suite (Pn) est équitendue si et seulement si les deux assertions suivantes sont satisfaites.

1) pour tout η > 0, ∃a et n0 tels que

Pn{f, |f(0)| > a} ≤ η, n ≥ n0.

2) Pour tout ε et η positifs, il existe δ, 0 < δ < 1 et un entier n0 tels que

Pn{f, wf (δ) ≥ ε} ≤ η, n ≥ n0.

Théorème 1.9. ( Billingsley [9])

La suite des lois de probabilité (Pn) est équitendue si et seulement si les deux assertions

suivantes sont vérifiées.

1) pour tout η > 0, ∃a et n0 tels que

Pn{f, |f(0)| > a} ≤ η, n ≥ n0.

2) Pour tout ε et η positifs, il existe δ, 0 < δ < 1 et un entier n0 tel que

1

δ
Pn{f, sup

t≤s≤t+δ
|f(t)− f(s)| ≥ ε} ≤ η, n ≥ n0,

pour tout t ∈ [0,1].

1.4 Convergence de processus stochastiques dans D[0,1]

1.4.1 Définitions

On note par D[0,1] l’espace des fonctions définies sur [0,1], continues à droite et

admettant une limite à gauche. Autrement dit,

1) pour tout t tel que 0 ≤ t < 1, on a f(t+) = lims↘tf(s) existe et f(t+) = f(t),

2) pour tout t tel que 0 < t ≤ 1, on a f(t−) = lims↗tf(s) existe.
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Définition 1.6. (Billingsley [9]) On définit le module de continuité d’une fonction f ∈ D

par

wf (δ) = sup
0≤t≤1−δ

wf [t,t + δ],

où wf (T0) = sup
s,t∈T0

|f(t)− f(s)|, T0 ⊂ [0,1].

On définit un autre module de continuité w′
f , qui jouera le même rôle que le module de

continuité wf dans C[0,1], par

w′
f (δ) = inf

{ti}
max

(0<i≤r)
wf [ti−1,ti[,

où l’infimum est pris sur les ensembles finis {ti} des point vérifiant.

{
0 = t0 < t1 < ... < tr = 1

ti − ti−1 > δ, i = 1,..., r, r ∈ N∗ .

Soit Λ la classe des fonctions continues sur [0,1] à valeurs dans [0,1], strictement

croissantes. Si λ ∈ Λ, alors λ(1) = 1 et λ(0) = 0.

Soit ε pour lequel il existe une fonction λ ∈ Λ telle que

a) sup
t
|λ(t)− t| = sup

t
|t− λ−1t| < ε.

b) sup
t
|f(t)− g(λ(t))| = sup

t
|f(λ−1(t))− g(t)| < ε.

La distance qui définit la topologie de Skorokhod sur l’espace D[0,1] est donnée

par

d(f, g) = inf
λ

(‖λ− I‖, ‖f − g(λ)‖,
avec les notations : ‖f‖ = sup

t
|f(t)| et I la fonction identité sur [0,1].

D[0,1] muni de cette distance n’est pas complet. On définit une autre métrique d0

équivalente à d et qui fait de D[0,1] un espace complet. Pour deux fonctions f ∈ Λ

et g ∈ Λ vérifiant les conditions

c) ‖λ‖◦ < ε, avec ‖λ‖◦ = sup
s 6=t

|logλ(t)− λ(s)

t− s
|,

d) sup
t
|f(t)− g(λ(t)| < ε, on pose

d0(f,g) = min
λ

(‖λ‖◦, ||f − g(λ)||).
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1.4.2 Convergence faible et équitension

Soient t1,..., tk des points de l’intervalle [0,1] et π la projection donnée par
πt1,...,tk : D −→ Rk

f −→ (f(t1),..., f(tk)).

Étant donné une loi de probabilité P sur l’espace (D,D), on note par TP l’ensemble

des points t ∈ [0,1] pour lesquels la projection πt est continue sauf aux points ap-

partenant à un ensemble de mesure nulle. Si 0 < t < 1, alors t ∈ TP si et seulement

si P(St) = 0 où St = {f, f(t) 6= f(t−)}.
Les résultats essentiels de convergence faible et d’équitension sont donnés par les

théorèmes ci-dessous.

Théorème 1.10. (Billingsley [9])

Soient Pn, P des lois de probabilités sur (D,D) telles que

1) (Pn) est équitendue ;

2) Pnπ−1
t1,...,tk

=⇒ Pπ−1
t1,...,tk

, pour tout t1,..., tk ∈ Tp, alors

Pn =⇒ P.

Théorème 1.11. (Billingsley [9])

La suite des lois de probabilités Pn est équitendue si et seulement si les deux assertions

suivantes sont satisfaites.

1) pour tout η > 0, ∃a tel que

Pn{f, |f(0)| > a} ≤ η, n ≥ 1.

2) Pour tout ε et η positifs, il existe δ avec 0 < δ < 1 et un entier n0 tel que

Pn{f, w′
f (δ) ≥ ε} ≤ η, n ≥ n0.



Chapitre 2

Principes d’invariance hölderiens
dans le cas indépendant

2.1 Introduction

Généralement, les théorèmes limites fonctionnels établissent la convergence en loi

dans l’espace C[0,1] ou C(R) d’une suite de processus stochastiques (ξn) vers un pro-

cessus ξ, lorsque ceux-là ont des trajectoires continues. Dans le cas de processus à

saut, on a recours à l’espace de Skorokhod D[0,1] ou D(R). Mais souvent, les trajec-

toires des processus de la suite considérée, même le processus limite (mouvement

brownien, pont brownien,...), ont une régularité supérieure à la seule continuité,

par exemple hölderienne. D’où l’intérêt de travailler dans l’espace de Hölder. De

plus, cet espace possède plus de fonctionnelles continues de trajectoires pour des

applications.

Le premier principe d’invariance hölderien est dû à Lamperti [50] et traite le cas

du processus polygonale (ξn) de sommets ( j
n
,

Sj√
n
), où Sn =

k=j∑
k=1

Xk et les Xk sont i.i.d.

et centrées. Lamperti établit la convergence de (ξn), vers le mouvement brownien,

dans l’espace Hα[0,1], avec α < 1
2
− 1

p
sous la condition E(|X|p) < +∞, pour un

p > 2. Hamadouche et Taleb [44] ont traité le cas de suites de variables aléatoires

indépendantes et non de même loi.

Dans ce chapitre, nous rappelons d’abord quelques résultats sur les espaces de

Hölder Hα[0,1] et H0
α[0,1]. Ensuite, nous présentons les résultats essentiels sur la

convergence faible et l’équitension dans H0
α[0,1]. Pour finir, nous rappelons les prin-

cipes d’invariance hölderiens dans le cas indépendant (cf. [43], [44] et [50]).

14
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2.2 Les espaces de Hölder Hα[0,1] et H0
α[0,1]

2.2.1 Définitions

On définit l’espace de Hölder d’ordre α (0 < α ≤ 1), noté Hα[0,1], comme l’espace

des fonctions f définies sur [0,1], nulles en 0 et telles que

‖f‖α = sup
0<|t−s|≤1

|f(t)− f(s)|
|t− s|α < +∞.

On note ωα(f,δ) le module de continuité hölderien de f

ωα(f,δ) = sup
0<|t−s|<δ

|f(t)− f(s)|
|t− s|α .

On définit le sous-espace H0
α[0,1] de Hα[0,1] par

f ∈ H0
α[0,1] ⇐⇒ f ∈ Hα[0,1] et lim

δ→0
ωα(f,δ) = 0.

Notations

Dans toute la suite de ce travail, et sans perte de généralité, on notera Hα et H0
α

au lieu de Hα[0,1] et H0
α[0,1].

Remarque 2.1. Nous avons les propriétés suivantes :

1) (Hα, ‖.‖α) est un espace de Banach non séparable.

2) (Hα, ‖.‖β) est séparable pour tout 0 < β < α. De plus Hα s’injecte continûment dans

Hβ.

3) (H0
α, ‖.‖α) est un sous-espace fermé séparable de (Hα, ‖.‖α).

2.2.2 Analyse par les fonctions triangulaires

On note C0[0,1] l’hyperplan fermé des fonctions de C[0,1].

Pour définir la base de Faber-Schauder, on considère la fonction triangulaire ∆(t)

définie par

∆(t) =





2t si 0 ≤ t ≤ 1
2
,

2(1− t) si 1
2
≤ t ≤ 1,

0 ailleurs.



Chapitre 2.Principes d’invariance hölderiens dans le cas indépendant 16

Pour n = 2j + k, j ≥ 0, 0 ≤ k < 2j, on pose

∆n(t) = ∆j,k(t) = ∆(2jt− k), t ∈ [0,1],

∆0(t) = t.1[0,1](t),

∆−1(t) = 1[0,1](t).

{∆n, n ≥ 0} est une base de Shauder de l’hyperplan C0[0,1].

Lemme 2.1. (Faber-Schauder )

Pour toute fonction f de C0[0,1],

f(t) =
+∞∑
n=0

λn(f)∆n(t), (2.1)

avec λ0(f) = f(1) et pour n = 2j + k, (j ≥ 0, 0 ≤ k < 2j) :

λn(f) = λj,k(f) = f(
k + 1

2

2j
)− 1

2

{
f(

k

2j
) + f(

k + 1

2j
)

}
.

La série (2.1) converge uniformément sur [0,1], autrement dit, au sens de la norme ‖.‖∞
de C0[0,1].

Comme H0
α[0,1] ⊂ C0[0,1], alors toute fonction de H0

α admet la décomposition

précédente comme le montre le résultat suivant.

Théorème 2.1. (Ciesielski [21])

Pour toute fonction f de H0
α, la série

f(t) =
∑
n≥0

λn(f)∆n(t),

converge au sens de la norme ‖.‖α. La famille {∆n, n ≥ 0} est une base de Schauder de

(H0
α, ‖.‖α).

Nous adoptons la notation classique `∞ pour l’espace de Banach des suites bornées

u = (un)n∈N muni de la norme ‖u‖∞ = sup
n≥0

|un|.

Théorème 2.2. (Ciesielski [21])

On pose ∆
(α)
n = 2−(j+1)α.∆n pour n = 2j + k, (j ≥ 0,0 ≤ k < 2j) et ∆

(α)
0 = ∆0.
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Les espaces (Hα, ‖.‖α) et (`∞, ‖.‖∞) sont isomorphes par les opérateurs Sα et Tα = S−1
α

linéaires définis comme suit

Sα : Hα −→ `∞

f 7−→ u = (un)n≥0,

avec un = 2(j+1)α.λn(f), n ≥ 1 et u0 = λ0(f).

Tα : `∞ −→ Hα

u = (un)n≥0 7−→ f =
∑
n≥0

un∆
(α)
n .

De plus ‖Sα‖ = 1 et

2

3(2α − 1)(21−α − 1)
≤ ‖Tα‖ ≤ 2

(2α − 1)(21−α − 1)
.

En utilisant la base de Faber-Schauder, on peut définir aussi un isomorphisme

entre H0
α et un sous-espace de `∞.

Théorème 2.3. (Ciesielski [21])

H0
α est isomorphe par Sα à Co,α sous espace des suites de `∞ vérifiant

lim
j→+∞

2(j+1)α sup
0≤k<2j

|uj,k| = 0.

Ainsi, on a

f ∈ Hα ⇐⇒ sup
j≥0

2(j+1)α sup
0≤k<2j

|λj,k(f)| < +∞, |λ0(f)| < +∞

et

f ∈ H0
α ⇐⇒ f ∈ Hα et lim

j→+∞
2(j+1)α sup

0≤k<2j

|λj,k(f)| = 0.

2.2.3 Compacité dans H0
α

La convergence faible hölderienne d’une suite de processus stochastiques est équival-

ente à la convergence des lois fini-dimensionnelles de cette suite et à sa relative

compacité dans l’espace des mesures de probabilités sur H0
α muni de la topologie

de la convergence étroite. D’après le théorème de Prohorov, cette relative compacité

est équivalente à l’équitension de la suite des lois.
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Pour connâıtre les compacts de H0
α, on donne une condition suffisante de relative

compacité.

Lemme 2.2. (Hamadouche [41])

Si 0 < α < β < 1 et si K est borné dans Hβ, alors K est relativement compact dans H0
α.

Le lemme 2.3 fournit une condition nécessaire et suffisante de relative compacité,

qui est une version hölderienne du théorème d’Ascoli.

Lemme 2.3. ( Suquet [72])

K est relativement compact dans H0
α si et seulement si

lim
δ→0

sup
f∈K

ωα(f,δ) = 0.

2.2.4 Dual de H0
α

On note (`1, ‖.‖`1), l’espace des suites réelles a = (a0, a1,...) telles que

‖a‖`1 =
∑
n≥0

|an| < +∞.

Une caractérisation du dual de H0
α est donnée par le théorème de Ciesielski.

Théorème 2.4. (Ciesielski [21])

Toute fonctionnelle linéaire continue ϕ sur (H0
α, ‖.‖α) est de la forme

ϕ(f) =
∑
n≥0

anun,

avec u0 = λ0(f), un = 2(j+1)αλn(f), n = 2j + k; j ≥ 0, 0 ≤ k < 2j et a = (a0, a1,...) ∈ `1.

De plus

‖ϕ‖(H0
α )́ ≤ ‖Sα‖ ‖a‖`1 ,

‖a‖`1 ≤ ‖Tα‖ ‖ϕ‖(H0
α)′

et les constantes ‖Sα‖ et ‖Tα‖ sont optimales.
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2.2.5 Processus à trajectoires dans Hα

Étant donné un processus (ξt)t∈[0,1], quelques conditions pour qu’il ait une version

à trajectoires presque sûrement dans Hα sont données par les théorèmes suivants :

Théorème 2.5. (Kolmogorov)

Soit {ξt, t ∈ [0,1]} un processus défini sur un espace de probabilité (Ω, A, P ). Supposons

qu’il existe δ > 0, γ > 0 et C > 0 tels que :

∀λ > 0, P (|ξt − ξs| > λ) ≤ C

λγ
|t− s|1+δ .

Alors il existe une version de ξ à trajectoires dans H0
α pour tout 0 < α <

δ

γ
.

Théorème 2.6. (Ibragimov [46])

Soit f une fonction définie sur R+, croissante telle que pour tous s, t dans [0,1] :

E |ξt − ξs|p ≤ f p(|t− s|). (2.2)

Une condition suffisante pour que presque toutes les trajectoires de ξ soient dans Hα est

que

1∫

0

f(u)

uα+1+ 1
p

du < +∞.

Remarque 2.2. Dans le cas où l’intégrale diverge, Ibragimov [46] a montré qu’il existe un

processus ζ vérifiant (2.2), tel que

P

{
sup
s6=t

|ζt − ζs|
|t− s|α = +∞

}
= 1.

2.2.6 Convergence faible hölderienne

On considère un processus à trajectoires hölderiennes comme un élément aléatoire

de l’espace fonctionnel Hα. Comme H0
α s’injecte continûment dans Hα, la conver-

gence faible dans H0
α entrâıne celle dans Hα.

L’étude de la convergence faible des éléments aléatoires de H0
α repose sur le résultat

suivant.
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Proposition 2.1. (Hamadouche [43])

La convergence en loi dans H0
α d’une suite de processus (ξn, n ≥ 1) équivaut à l’équitension

sur H0
α de la suite des lois Pn = Pξ−1

n des éléments aléatoires ξn et à la convergence des

lois fini-dimensionnelles de (ξn).

L’équitension hölderienne

Des conditions d’équitension sont indispensables pour l’étude de la convergence

faible des suites de processus dans Hα. En raison de cette notion d’équitension, on

travaillera sur l’espace polonais (H0
α, ‖.‖α). Comme H0

α s’injecte continûment dans

Hα, la convergence en loi sur H0
α entrâıne celle sur Hα.

Une condition suffisante d’équitension est donnée par le théorème suivant :

Théorème 2.7. (Kerkyacharian, Roynette [49])

Soit (ξn)n≥1 une suite de processus nuls en 0 et vérifiant pour des constantes δ > 0, γ > 0

et c > 0

∀λ > 0, P (|ξn(t)− ξn(s)| > λ) ≤ c

λγ
|t− s|1+δ .

Alors la suite des lois Pn des processus ξn est équitendue dans H0
α pour 0 < α < δ

γ
.

En utilisant l’inégalité de Markov, on obtient la version moments du théorème 2.7.

Corollaire 2.1. (Lamperti [50])

Soit (ξn)n≥1 une suite de processus nuls en 0 et vérifiant pour des constantes δ > 0,γ > 0

et c > 0

E |ξn(t)− ξn(s)|γ ≤ c |t− s|1+δ .

Alors la suite des lois Pn des processus ξn est équitendue dans H0
α, pour 0 < α < δ

γ
.

Le résultat suivant est plus maniable pour la vérification des conditions de mo-

ments.

Théorème 2.8. (Hamadouche [43])

Soit (ξn(t))n≥1 une suite de processus à trajectoires dans H0
α, vérifiant les conditions sui-

vantes :

a) Il existe des constantes a > 1, b > 1, c > 0 et une suite de nombres positifs (an) ↘ 0

telles que

E |ξn(t)− ξn(s)|a ≤ c |t− s|b , (2.3)
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pour tout n et tous s, t tels que ‖t− s‖ ≥ an;

b) ∀ε > 0, lim
n→∞

P{ωα(ξn,an) > ε} = 0.

Alors pour tout α < a−1{min(a,b)− 1}, la suite (ξn)n≥1 est équitendue dans H0
α.

2.3 Principes d’invariance pour des variables aléatoires

indépendantes

2.3.1 Lissage polygonal du processus de sommes partielles

Le premier principe d’invariance dans Hα, établi par Lamperti [50], concerne les

variables aléatoires indépendantes et de même loi.

Théorème 2.9. (Lamperti [50])

Soit (Xn)n≥1 une suite de variables aléatoires i.i.d., centrées et réduites. On suppose qu’il

existe γ > 2 tel que E|Xj|γ < ∞. On pose pour tout n ∈ N∗ :

ξn(t,ω) =
1√
n

[

[nt]∑
i=1

Xi + (nt− [nt])X[nt]+1], t ∈ [0,1].

La loi de ξn convergent étroitement vers la mesure de Wiener Pw dans H0
α pour tout 0 <

α < 1
2
− 1

γ
.

Il existe deux démonstrations de ce résultat. La première est donnée par Lamperti

[50] et consiste à démontrer la convergence des lois fini-dimensionnelles de ξn vers

celles du mouvement brownien ainsi que l’équitension de la suite de ses lois.

Ce résultat a été redémontré par Kerkyacharian et Roynette en utilisant la base de

Faber-Schauder [49].

La généralisation de ce résultat au cas de suites de variables aléatoires indépendantes

et non de même loi est donnée par le théorème suivant :

Théorème 2.10. (Hamadouche, Taleb [44])

Soit (Xn)n≥1 une suite de variables aléatoires indépendantes, centrées, non de même loi.

On suppose qu’il existe γ > 2, m > 0 et M > 0 telles que

m ≤ E|Xj|2 et E|Xj|γ ≤ M < ∞, ∀j ≥ 1.

On pose pour tout n ∈ N∗, 0 ≤ j < n,
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ξn(t) =
1

sn

[

j∑
i=1

Xi + (nt− j)Xj+1,
j

n
≤ t <

j + 1

n
.

Alors la suite (ξn) converge faiblement vers la mesure de Wiener Pw dans H0
α pour tout

0 < α < 1
2
− 1

γ
, avec s2

n =
i=n∑
i=1

E(X2
i ).

Soit (Yi)i≥1 une suite de variables aléatoires i.i.d, de loi exponentielle de paramètre

1. Pour tout i ≥ 1, on pose Xi = Yi − 1. Dans ce qui suit, on donne des trajectoires

simulées de la suite

ξn(t) =
1√
n

[

[nt]∑
i=1

Xi + (nt− [nt])X[nt]+1], t ∈ [0,1], n ≥ 1
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Fig. 2.1 – Simulation d’une trajectoire de ξn, avec n = 10.
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Fig. 2.2 – Simulation d’une trajectoire de ξn, avec n = 100.
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Fig. 2.3 – Simulation d’une trajectoire de ξn, avec n = 1000.



Chapitre 2.Principes d’invariance hölderiens dans le cas indépendant 24

2.3.2 Lissage par convolution du processus de sommes partielles

Soit (Xn)n≥1 une suite de variables aléatoires réelles centrées et (kn)n≥1 une suite de

noyaux de convolution telles que

kn(t) =
1

bn

k(
t

bn

), t ∈ R (2.4)

avec k une densité de probabilité sur la droite réelle et (bn)n≥1 une suite de réels

positifs tendant vers 0 et vérifiant

∫

R

|u|k(u)du < +∞, (2.5)

1

bn

= O(n
τ
2 ), 0 < τ <

1

2
. (2.6)

Lemme 2.4. (Hamadouche [43])

Soit f une fonction mesurable, bornée à support dans [0,1] et k un noyau de convolution

tel que

k ∈ L1([−1,1]) ∩ L
1
2 [−1,1]), (2.7)

|k(x)− k(y)| ≤ a(k)|x− y|, x, y ∈ [0,1], (2.8)

pour une certaine constante a(k). Alors la restriction à l’intervalle [0,1] de (f ∗ kn)(t) −
(f ∗ kn)(0) est dans H 1

2
[0,1].

Pour tout n ≥ 1, on pose

Wn(t) =
1

sn

[nt]∑
i=1

Xi, t ∈ [0,1],

avec s2
n = V ar(Sn) et Sn =

i=n∑
i=1

Xi.

Le processus des sommes partielles lissés par convolution est défini par

ζn(t) = (Wn ∗ kn)(t)− (Wn ∗ kn)(0), t ∈ [0,1], n ≥ 1. (2.9)

Notons que le terme (Wn ∗ kn)(0) assure la nullité en zéro du processus ζn.

Théorème 2.11. (Hamadouche [43])

Soit (Xn)n≥1 une suite de variables aléatoires i.i.d., centrées et réduites. On suppose qu’il
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existe γ > 2 tel que E|Xj|γ < ∞. On suppose de plus que les noyaux de convolution kn

vérifient les hypothèses (2.4)-(2.8). Alors la suite de processus lissés (ζn) converge faible-

ment vers le mouvement brownien W dans H0
α pour tout α < 1

2
−max(τ, 1

γ
).

Idée de la preuve.

On démontre l’équitension de la suite (ζn)n≥1 en utilisant le théorème 2.8. La

convergence des lois fini-dimensionnelles est obtenue à partir de celles de Wn qui

convergent vers celles du mouvement brownien.

Théorème 2.12. (Hamadouche, Taleb [44])

Soit (Xn)n≥1 une suite de variables aléatoires indépendantes, centrées et non forcément de

même loi. On suppose qu’il existe γ > 2, m > 0 et M > 0 telles que

E|Xj|γ ≤ M < ∞, ∀j ≥ 1 et m ≤ E(X2
j )

On suppose de plus que les noyaux de convolution kn vérifient les hypothèses (2.4)-(2.8).

Alors la suite de processus lissés ζn converge faiblement vers W dans H0
α pour tout α <

1
2
−max(τ, 1

γ
).



Chapitre 3

Principes d’invariance hölderiens
pour des suites dépendantes

3.1 Introduction

En modélisation, il est souvent peu réaliste de supposer l’indépendance. En effet,

les observations dépendantes sont mieux ajustées à la réalité. C’est pourquoi, de-

puis plusieurs années déjà, s’est développée une vaste littérature sur les processus

dépendants.

Dans ce chapitre, nous proposons l’extension du théorème de Lamperti au cas de

suites de variables aléatoires faiblement dépendantes au sens de Doukhan et Lou-

hichi [30]. Cette notion est plus générale que le mélange fort et l’association; elle

permet de traiter ces deux dernières notions dans une approche unifiée.

Mais avant de présenter nos résultats, nous rappelons d’abord ceux obtenus par

Hamadouche [43] dans le cas dépendant (α-mélange et association).

Dans la suite de cette thèse, le terme stationnaire désignera la stationnarité au sens

strict.

3.2 Cas de suites de variables aléatoires α-mélangeantes

Soit (Ω, A, P ) un espace probabilisé. Le coefficient de mélange fort entre deux sous

tribus A et B est donné par la définition 3.1. Pour d’autres notions de mélange, le

lecteur peut se référer à [15] et [28].

Définition 3.1. Pour deux sous tribus A, B ⊂ A, on définit le coefficient de mélange fort

26
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par

α(A, B) = sup
(A,B)∈A×B

|P (A ∩B)− P (A)P (B)|.

Définition 3.2. Soient (Xn)n≥1 une suite de variables aléatoires sur (Ω, A, P ) et Ml
j la

tribu engendrée par les variables Xj,..., Xl. On dit que la suite (Xn) est α-mélangeante (ou

fortement mélangeante) si la suite de coefficients

αn = sup
k≥1

α(M1
k, M∞

k+n)

tend vers zéro quand n tend vers l’infini.

Remarque 3.1.

1) Les coefficients de mélange sont définis pour les tribus engendrées par les variables

aléatoires. Ce qui rend difficile l’évaluation et l’utilisation de ces mesures de dépendance.

2) Il est clair que lorsque deux variables ou deux tribus sont indépendantes, leur coefficients

de mélange (αn)n≥1 sont nul.

3) Les châınes de Markov et les processus linéaires, sous certaines conditions, fournissent

quelques exemples de processus α-mélangeants (cf. [28], [40] et [53]).

Les inégalités sur les covariances et les inégalités de moments constituent l’une des

premières applications du mélange.

Théorème 3.1. (Davydov [24])

Soient X et Y des variables aléatoires réelles centrées de variances finies. Pour h, l, r ≥ 1

tels que 1
h

+ 1
l
+ 1

r
= 1, on a

|Cov(X,Y )| ≤ 8α(X,Y )
1
hE

1
l |X|lE 1

r |Y |r.

Théorème 3.2. (Yokoyama [80])

Soit (Xj)j≥1 une suite stationnaire, α-mélangeante telle que E(X1) = 0, E|X1|γ+ε < +∞
pour un γ > 2 et un ε > 0 et

+∞∑
n=0

(n + 1)
γ
2
−1α

ε
γ+ε
n < ∞.

Alors il existe C > 0 tel que

E|X1 + X2 + ... + Xn|γ ≤ Cn
γ
2 .
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Une version du principe d’invariance de Donsker pour des variables fortement

mélangeantes est donnée par le théorème suivant :

Théorème 3.3. (Odäıra, Yoshihara [56])

Soit (Xj)j≥1 une suite α-mélangeante vérifiant pour des constantes ε > 0, γ > 2 les condi-

tions :
+∞∑
n=1

α
ε

γ+ε
n < +∞;

sup
j≥1
E|Xj|γ+ε < +∞.

Alors (Xj)j≥1 satisfait le théorème central limite fonctionnel dans D[0,1].

La première extension du principe d’invariance de Lamperti pour des suites sta-

tionnaires de variables aléatoires dépendantes est donnée par Hamadouche [43].

Théorème 3.4. (Hamadouche [43])

Soit (Xn)n≥1 une suite stationnaire α-mélangeante de variables aléatoires centrées. On

suppose qu’il existe γ > 2 et ε > 0 tels que E|X1|γ+ε < ∞ et

Σ∞
n=1(n + 1)

γ
2
−1[αn]

ε
γ+ε < ∞.

On pose pour tout n ∈ N∗ et 0 ≤ j < n :

ξn(t) =
1

σ
√

n
[

j∑
i=1

Xi + (nt− j)Xj+1], t ∈ [
j

n
,
j + 1

n
[,

où

σ2 = EX2
1 + 2

∞∑
j=2

Cov(X1,Xj) < ∞.

Les lois de ξn convergent faiblement vers la mesure de Wienner PW dans H0
α pour tout

0 < α < 1
2
− 1

γ
.

On considère dans ce qui suit le lissage par convolution du processus de sommes

partielles. Soit (Xj)j≥1 une suite de variables aléatoires réelles et centrées.

Pour tout n ≥ 1, on pose

Wn(t) =
1

σ
√

n

[nt]∑
i=1

Xi, t ∈ [0,1],
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avec 0 < σ2 = EX2
1 + 2

∑∞
j=2 Cov(X1,Xj) < ∞.

Le processus des sommes partielles lissé par convolution est donné par la formule

ζn(t) = (Wn ∗ kn)(t)− (Wn ∗ kn)(0), t ∈ [0,1], n ≥ 1. (3.1)

Théorème 3.5. (Hamadouche [43])

Soit (Xn)n≥1 une suite stationnaire α-mélangeante de variables aléatoires centrées. On

suppose qu’il existe γ > 2 et ε > 0 tels que E|X1|γ+ε < ∞ et

Σ∞
n=1(n + 1)

γ
2
−1[αn]

ε
γ+ε < ∞.

On suppose de plus que σ > 0 et que les noyaux de convolution (kn) vérifient les hypothèses

(2.4)-(2.8). Alors la suite de processus de sommes partielles lissés (ζn) définis par (3.1)

converge en loi vers le mouvement brownien W dans H0
α, pour tout α < 1

2
−max(τ, 1

γ
).

3.3 Cas de suites de variables aléatoires associées

Un autre concept de dépendance faible est celui de variables aléatoires associées

introduit par Esary, Proschan et Walkup [35].

Définition 3.3. On dit que X1, X2,..., Xn est une suite finie de variables associées si

Cov(f(X1,.., Xn), g(X1,.., Xn)) ≥ 0 (3.2)

pour toute paire f, g de fonctions Rn −→ R croissantes coordonnée par coordonnée et

telles que cette covariance existe.

Définition 3.4. On dit qu’une suite (Xn)n≥1 est une suite de variables associées si toute

sous suite finie est associée.

Propriétés 3.1.

1) Une propriété fondamentale des variables associées est l’équivalence entre la non corrélation

et l’indépendance.

2) Un sous-ensemble de variables associées est associée.

3) Des fonctions non décroissantes de variables associées sont associées.

Remarque 3.2.

Il est plus simple de vérifier si la condition (3.2) d’association est satisfaite ou non, plutôt
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que de voir si la suite des coefficients de mélange (αn) tend vers 0. Récemment, Doukhan et

Louhichi [30] ont introduit une nouvelle notion de dépendance faible qui permet de traiter

le mélange et l’association dans une approche unifiée (Voir la section 3.4).

Théorème 3.6. (Birkel [12])

Soit (Xj)j≥1 une suite de v.a.r. associées, centrées et telles que sup
j≥1
E|Xj|γ+ε < +∞ pour

un ε > 0 et un γ > 2. On suppose que le coefficient u(n) = sup
k∈N∗

∑

j:|j−k|≥1

Cov(X1,Xk) vérifie

u(n) = O(n−
(γ−2)(γ+ε)

2ε ).

Alors il existe une constante b telle que pour tout n ≥ 1

sup
m
|Sn+m − Sm| ≤ b n

γ
2 où Sk =

j=k∑
j=1

Xj.

Théorème 3.7. (Newman, Wright [54])

Soit (Xj)j≥1 une suite stationnaire de v.a.r. centrées, de variance finie, associées telles que

σ2 = E(X2
1 ) + 2

∑
j≥2

Cov(X1,Xj) < +∞.

Pour tout n ≥ 1, on définit le processus

Wn(t) =
1

σ
√

n
(

j∑

k=1

Xk + (nt− j)Xj+1),
j

n
≤ t <

j + 1

n
, 0 ≤ j < n.

Alors Wn convergent faiblement dans C[0,1] vers le mouvement brownien W .

L’extension du principe d’invariance de Lamperti au cas d’une suite de v.a.r. as-

sociées est obtenue par Hamadouche [43].

Théorème 3.8. (Hamadouche [43])

Soit (Xn)n≥1 une suite stationnaire de variables associées, centrées telles que E|X1|γ+ε < ∞
pour un γ > 2 et un ε > 0. On suppose que

u(n) = 2
∞∑

j=n+1

Cov(X1,Xj) = O(n
−(γ−2)(γ+ε)

2ε ),

0 < σ2 = EX2
1 + u(1) < ∞.

On pose pour tout n ∈ N∗, 0 ≤ j ≤ n

ξn(t) = 1
σ
√

n
[

j∑
i=1

Xi + (nt− j)Xj+1], t ∈ [ j
n
, j+1

n
[.
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Les lois de ξn convergent étroitement vers la mesure de wiener PW dans H0
α, pour tout

0 < α < 1
2
− 1

γ
.

Théorème 3.9. (Hamadouche [43])

Soit (Xn)n≥1 une suite stationnaire de variables associées, centrées telles que E|X1|γ+ε < ∞
pour un γ > 2 et un ε > 0. On suppose que

u(n) = 2
∞∑

j=n+1

Cov(X1,Xj) = O(n
−(γ−2)(γ+ε)

2ε ),

0 < σ2 = EX2
1 + u(1) < ∞.

On suppose de plus que les noyaux de convolution kn vérifient les hypothèses (2.4)-(2.8).

Alors la suite (ζn)n≥1 (de la formule (3.1)) converge faiblement vers W dans H0
α, pour tout

α < 1
2
−max(τ, 1

γ
).

3.4 Cas de suites de variables aléatoires faiblement

dépendantes au sens de Doukhan-Louhichi

Dans cette section, nous commençons d’abord par rappeler quelques définitions

et résultats sur la dépendance faible au sens de Doukhan-Louhichi. Ensuite, nous

présentons nos deux extensions du théorème de Lamperti au cas de suites vérifiant

cette dépendance.

3.4.1 Définitions

On pose

G = {f/∃ u ∈ N∗, f : Ru → R} .

Définition 3.5. (Doukhan, Louhichi [30])

La suite (Xn)n∈Z est dite (ε, z, Ψ)−faiblement dépendante si il existe un ensemble z ⊂ G,

une suite ε = (εr)r∈N décroissante vers zéro, et une fonction Ψ : z2 × N2 → R+ telle que

pour tout (u + v)-uplet (i1, i2,..., iu, j1, j2,..., jv), avec

i1 ≤ i2 ≤ ... ≤ iu < iu + r ≤ j1 ≤ j2 ≤ ... ≤ jv,

on a

|Cov(h(Xi1 ,..., Xiu), k(Xj1 ,..., Xjv)| ≤ Ψ(h,k,u,v) · εr,
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pour toutes fonctions h, k ∈ z définies (respectivement) sur Ru et Rv.

Remarque 3.3. Des fonctions spécifiques ψ donnent des notions différentes de dépendance

faible qui sont adéquates pour décrire et étudier des classes d’importants modèles en sta-

tistique et en économétrie [31, 32, 33]. On pose

z = £1 = {f : Ru → R, mesurable; ||f ||∞ ≤ 1 et Lip(f) < ∞} ,

où ‖h‖∞ = sup
x∈Ru

|h(x)| et Lip(h) = sup
x6=y

|h(x)−h(y)|
||x−y||1 le module de continuité lipschitzien de h,

avec ||x||1 =
u∑

i=1

|xi| pour x = (x1,..., xu).

La suite (Xn) est dite

• λ−faiblement dépendante si Ψ(h,k,u,v) = uvLip(h)Lip(k) + u Lip(h) + vLip(k), avec

λr = εr.

• k−faiblement dépendante si Ψ(h,k,u,v) = uvLip(h)Lip(k), avec kr = εr.

• k′−faiblement dépendante si Ψ(h,k,u,v) = vLip(h)Lip(k), avec k′r = εr.

• θ−faiblement dépendante si Ψ(h,k,u,v) = vLip(k), avec θr = εr.

Remarque 3.4. Soient deux classes de fonctions z1 et z2 et deux fonctions ϕ1 et ϕ2

(toutes caractérisées selon la définition 3.5 de Doukhan-Louhichi) telles que z1 ⊂ z2 et

ϕ2 ≤ ϕ1. Alors une suite de variables aléatoires réelles (Xn)n≥1 (ε, F2, ϕ2)−faiblement

dépendante est (ε, z1, ϕ1)− faiblement dépendante.

En effet, soit (Xn)n une suite (ε, z2, ϕ2)−faiblement dépendante, alors pour tout

(u + v)-uplet (i1,...,iu,j1,...,jv) avec i1 ≤ ... ≤ iu + r ≤ j1 ≤ ... ≤ jv, on a

|Cov(h(Xi1 ,...,Xiu),k(Xj1 ,....,Xjv)| ≤ ϕ2(h,k,u,v) · εr,

pour tout h, k ∈ z2 qui sont définies respectivement sur Ru et Rv.

Comme z1 ⊂ z2, alors h, k ∈ z2. Par conséquent

|Cov(h(Xi1 ,...,Xiu), k(Xj1 ,...,Xjv)| ≤ ϕ2(h,k,u,v) · εr

et comme ϕ2 ≤ ϕ1, on obtient |Cov(h(Xi1 ,...,Xiu), k(Xj1 ,...,Xjv)| ≤ ϕ1(h,k,u,v) · εr.

La suite (Xn)n≥1 est donc (ε, z1, ϕ1)−faiblement dépendante.
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Remarque 3.5. Les notions de λ et k-faible dépendance possèdent des propriétés d’hérédité.

Par exemple, soit h : R −→ R une fonction lipchitzienne. Si la suite (Xn)n≥1 est λ (ou k)

faiblement dépendante alors la suite (h(Xn))n≥1 est aussi λ (ou k) faiblement dépendante

(cf. Dedecker et al [27]).

Dans ce qui suit, nous présentons des exemples de suites qui sont faiblement

dépendantes au sens de Doukhan-Louhichi. Pour une plus large variété d’exemples,

on renvoie aux références [3],[27], [31], [32] et [33]. On pose

£ = {h : Ru → R, mesurable; Lip(h) < ∞, ‖h‖∞ < ∞} .

Exemple 3.1. ([30])

Une suite de variables aléatoires réelles associées, stationnaires et centrées (Xn)n≥1 est

λ-faiblement dépendante avec λr = O(sup
i≥r
|Cov(X0,Xi)|).

Exemple 3.2. ([30])

Une suite de variables aléatoires réelles (Xn)n≥1 α-mélangeante est aussi (ε,£1,Ψ)−faiblement

dépendante avec εn = αn et Ψ(h,k,u,v) = 4||h||∞||k||∞, où (αn) sont les coefficients de

mélange.

Exemple 3.3. ([31])

Soit (εn)n une suite de variables aléatoires i.i.d. et centrées. Le processus linéaire et causal

défini par

Xn =

j=+∞∑
j=0

bjεn−j, n ∈ Z,

avec bj = O(|j|−µ) pour µ > 1
2
, est θ−faiblement dépendant avec θr = O(r−µ+ 1

2 ).

Exemple 3.4. Dans cet exemple il y a lieu de rappeler la définition d’une suite de variables

aléatoires associée négative.

Définition 3.6. Une suite (Xn)n∈N de variables aléatoires réelles définies sur un espace de

probabilité (Ω, F, P ) est dite associée négative si pour tous les ensembles finis I, J ⊂ N
tels que I ∩ J = ∅ et deux fonctions non décroissantes coordonnées par coordonnées

f : R|I| −→ R et g : R|J | −→ R, on a Cov(f(Xi, i ∈ I), g(Xj, j ∈ J)) ≤ 0 lorsque la

covariance existe. (|I| étant le cardinal de l’ensemble fini I).

Une suite (Xn)n∈N de variables aléatoires réelles associée négative avec EX2
n < ∞, est

(k,£,ψ)-faiblement dépendantes avec kn = sup
|i−j|≥n

|cov(Xi,Xj|, Ψ(h,k,u,v) = Lip(h)Lip(k)uv.
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En effet, dans Bulinski & Shabanovich [14], il a été démontré qu’une suite associée négative

de variables aléatoires réelles de moments d’ordre 2 finis, vérifie pour tous les sous ensembles

finis et disjoints I; J ⊂ N et deux fonctions quelconques bornées et lipschitziennes

f : R|I| −→ R et g : R|J | −→ R l’inégalité suivante :

|Cov(f(Xi, i ∈ I), g(Xj, j ∈ J))| ≤ Lip(f)Lip(g)
∑
i∈I

∑
j∈J

|Cov(Xi, Xj)|.

Pour tout u + v-uplet (i1, i2,..., iu, j1, j2,..., jv), avec i1 ≤ i2 ≤ ... ≤ iu < iu + r ≤ j1 ≤
j2 ≤ ... ≤ jv, on pose I = {i1, i2,..., iu)}, J = {j1, j2,..., jv}.
Donc pour h, k ∈ £ deux fonctions définies respectivement sur Ru et Rv, on a

|Cov(h(Xi1 ,..., Xiu), k(Xj1 ,..., Xjv)| ≤ Lip(h)Lip(k)
∑
i∈I

∑
j∈J

|Cov(Xi, Xj)|

≤ Lip(h) Lip(k) sup
|i−j|≥r

|Cov(Xi, Xj)|u · v.

3.4.2 Principes d’invariance dans D[0,1]

Soit (Xn)∈Z une suite de variables aléatoires réelles centrées. On note

S[nt] =

[nt]∑
i=1

Xi, t ∈ [0,1], n ∈ N∗ et σ2 =
∑
i∈Z

E(X0Xi).

Le principe d’invariance de Donsker 1√
n
S[nt]

L−→n−→∞ σW (t), dans l’espace de Skoro-

khod D[0,1] sous les conditions de λ et k-faible dépendance est obtenu par Doukhan

& Wintenberger [33]. Dans le cas de k′-faible dépendance, le résultat est démontré

par Bulinski & Shashkin [13]. Dedeker & Doukhan [26] ont obtenu cette conver-

gence sous les conditions de θ-faible dépendance. Nous rappellons ces résultats pour

une suite (Xn)n≥1 stationnaires de v.a. centrées.

Théorème 3.10. Soit (Xn)n≥1 une suite stationnaire de v.a.r. centrées et θ−faiblement

dépendante. On suppose qu’il existe β > 2 tel que E|Xj|β < ∞ et θr = O(r−θ) avec

θ > 1 + 1
β−2

. Alors σ2 est bien définie et ( 1√
n
S[nt]) converge faiblement vers σW dans

D[0,1].
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Théorème 3.11. Soit (Xn)n≥1 une suite stationnaire de v.a.r. centrées et k′−faiblement

dépendantes. On suppose qu’il existe β > 2 tel que E|X1|β < ∞ et k′r = O(r−k) avec

k > 1 + 1
β−2

. Alors σ2 est bien définie et ( 1√
n
S[nt]) converge faiblement vers σW dans

D[0,1].

Théorème 3.12. Soit (Xn)n≥1 une suite stationnaire de v.a.r. centrées et λ−faiblement

dépendantes (resp. k−faiblement dépendantes). On suppose qu’il existe β > 2 tel que

E|X1|β < ∞ et λr = O(r−λ), avec λ > 4 + 2
β−2

(kr = 0(r−l), avec l > 2 + 1
β−2

). Alors σ2

est bien définie et ( 1√
n
S[nt]) converge en loi vers σW dans D[0,1].

3.4.3 Coefficients de dépendance faible

Les coefficients de dépendance faible sont définis par Doukhan et Louhichi de la

façon suivante :

Définition 3.7. (Doukhan, Louhichi [30])

On considère une suite (Xn)n≥1 de variables aléatoires centrées. Pour un entier positive r,

le coefficient de faible dépendance est la suite non décroissante (Cr,q)q≥2 telle que

Cr,q = Sup|Cov(Xt1 ...Xtm , Xtm+1 ...Xtq)|,

où le supremum est pris sur tout les points (t1,...., tq) tels que 1 ≤ t1 ≤ .... ≤ tq et m, r

vérifiant tm+1 − tm = r.

Une inégalité de moments de type Marcinkiewicz-Zygmund est obtenue dès qu’on

sait contrôler les coefficients (Cr,q) ([30]).

Théorème 3.13. (Doukhan, Louhichi [30])

Soit (Xn)n∈N une suite de variables aléatoires centrées, on suppose qu’il existe q ∈ N, q ≥ 2

tel que Cr,q = O(r
−q
2 ). Alors il existe une constante C1 telle que

|E(Sq
n)| ≤ C1n

q
2 .

Remarque 3.6. Si on considère, dans le théorème 3.13, q = 2p, p ≥ 1 (paire), on a

l’inégalité E|(Sn)|2p = |ES2p
n | ≤ C1n

p.

Le lemme 3.1, donne une estimation des coefficient (Cr,q) en fonction des termes de

la suite réelle (εr) donnée dans la définition 3.5.
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Lemme 3.1. (Doukhan, Newmann [33])

Soit (Xn)n≥1 une suite de v.a.r. k-faiblement dépendantes (ou λ−faiblement dépendantes)

et on suppose qu’il existe m > q, E|Xi|m ≤ Mm, pour tout i ≥ 1. Alors

Cr,q ≤ q42q+3M
q−1
m−1
m k

1− q−2
m−2

r

( respectivement Cr,q ≤ q42q+3M
q−1
m−1
m λ

1− q−1
m−1

r ).

3.4.4 Principes d’invariance dans Hα

On considère une suite de variables aléatoires réelles λ, k, k′ ou θ-faiblement dépend-

ante et on démontre la convergence en loi de la suite de processus des sommes

partielles lissé polygonal vers le mouvement brownien dans les espaces de Hölder Hα.

La démonstration se base essentiellement sur des théorèmes limites dans l’espace

de Skorokhod et la conséquence 3.1, du théorème 3.13 et du lemme 3.1, donnée

ci-dessous. Le même résultat est établi pour le lissage par convolution du processus

de sommes partielles.

Conséquence 3.1. Soit (Xn)n∈N∗ une suite de variables aléatoires réelles et centrées telles

que E|Xt|m ≤ Mm, pour un certain m > q ≥ 2 avec Mm > 0 une constante positive. On

suppose que la suite (Xn)n≥1 est soit λ−faiblement dépendante vérifiant λr = O(r−ν), ν ≥
q
2
(m−1

m−q
) ou k−faiblement dépendante vérifiant kr = O(r−ν), ν ≥ q

2
(m−2

m−q
). Alors il existe une

constante positive C1 ne dépendant pas de n pour laquelle

|E(Sq
n)| ≤ C1n

q
2 . (3.3)

Preuve. Soit (Xn) une suite λ-faiblement dépendante vérifiant les conditions de la

conséquence 3.1. Par le lemme 3.1, on a

Cr,q ≤ q42q+3M
q−1
m−1
m λ

1− q−1
m−1

r , ∀r ≥ 1.

Comme λr = O(r−ν) pour ν ≥ q
2
(m−1

m−q
), on obtient

Cr,q ≤ q42q+3M
q−1
m−1
m λ

1− q−1
m−1

r ≤ (q42q+3M
q−1
m−1
m )(b1r

− q
2
(m−1

m−q
))1− q−1

m−1 ), b1 étant une constante

positive.

Donc Cr,q = O(λ
−q
2

r ), car − q
2
(m−1

m−q
)(1− q−1

m−1
) = −q

2
.

On conclut par le théorème 3.13 à l’inégalité suivante : |E(Sq
n)| ≤ C1n

q
2 .

Le cas de la k-faible dépendance se démontre de façon analogue.
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Remarque 3.7. Nous avons les propriétés suivantes :

1) Une suite de v.a.r. θ-faiblement dépendante est λ-faiblement dépendante. Alors, sous la

θ-faible dépendance, la conséquence 3.1 reste vrai avec θr = O(r−ν), ν ≥ q
2
(m−1

m−q
).

2) Une suite de variables aléatoires k′-faible dépendante est k-faiblement dépendante. Alors,

sous la k′-faible dépendance, la conséquence 3.1 reste vrai sous la condition k′r = O(r−ν),

pour ν ≥ q
2
(m−2

m−q
).

Exemple 3.5.

Soient γ > 2 et (εn)n∈Z une suite stationnaire de variables aléatoires réelles (i.i.d.), centrées

et vérifiant E|εn|γ < ∞, pour tout entier n. Soit (an)n∈Z une suite de nombres réels tel que
+∞∑

i=−∞
aiεi converge dans Lγ. Alors la suite Xn =

+∞∑
i=0

aiεn−i, n ≥ 1, avec ak = O(|k|−µ), pour

µ > 1
2
, est λ−faiblement dépendante avec λr = O( 1

rµ− 1
2
)([31]).

Cette suite satisfait la propriété : E|
n∑

i=1

Xi+h|γ = E|
n∑

i=1

Xi|γ, pour tout entier n ≥ 1 et h ≥ 0

([52]).

On suppose qu’il existe d > γ + 2 tel que E|Xn|d < M < ∞.

On pose µ = υ + 1
2
, pour υ >

([ γ
2
]+1)(d−1)

d−γ−2
, on aura λr = O(r−v).

En prenant q = 2[γ
2
] + 2 et m = d, on a les conditions de la conséquence 3.1 qui sont

satisfaites. Par conséquent,

Cr,q ≤ q42q+3M
q−1
m−1 λ

1− q−1
m−1

r .

En utilisant la propriété λr = O( 1

rµ− 1
2
), pour υ >

([ γ
2
]+1)(d−1)

d−γ−2
≥ ( q

2
)(d−1)

d−q
, on obtient

Cr,q ≤ (q42q+3M
q−1
m−1 )(b2 · r

(
q
2 )(d−1)

d−q )1− q−1
d−1 , b2 étant une constante positive.

Ce qui mène à l’estimation suivante : Cr,2[ γ
2
]+2 = O(r−[ γ

2
]−1).

On obtient alors, l’inégalité

|E(S
2[ γ

2
]+2

n )| ≤ C1n
[ γ
2
]+1.
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A) Lissage polygonal du processus de sommes partielles

On considère une suite (Xn)n≥1 de v.a. réelles et centrées.

Le processus des sommes partielles lissé polygonal est donné comme suit :

ξn(t) =
1

σ
√

n
[

j∑
i=1

Xi + (nt− j)Xj+1], t ∈ [
j

n
,
j + 1

n
[, 0 ≤ j < n, n ≥ 1,

avec 0 < σ2 =
∑

k≥1

E(X1Xk) < ∞.

Théorème 3.14. Soit (Xn)n≥1 une suite stationnaire de variables aléatoires réelles centrées

telles que E|Xn|m < ∞ pour m > 2 + γ et γ > 2. On suppose que la suite (Xn)n≥1 est soit

λ−faiblement dépendante vérifiant

λr = O(r−λ), pour λ > max(4 +
2

m− 2
,
([γ

2
] + 1)(m− 1)

m− γ − 2
),

ou k−faiblement dépendante, avec

kr = O(r−l) pour l > max(2 +
1

m− 2
,
([γ

2
] + 1)(m− 2)

m− γ − 2
),

ou k′−faiblement dépendante, avec

k′r = O(r−l), pour l > max(1 +
1

m− 2
,
([γ

2
] + 1)(m− 2)

m− γ − 2
),

ou θ−faiblement dépendante, avec

θr = O(r−θ), pour θ > max(1 +
1

m− 2
,
([γ

2
] + 1)(m− 1)

m− γ − 2
).

Alors la suite (ξn)n≥1 converge en loi vers W dans H0
α, pour tout 0 < α < 1

2
− 1

γ
.

Preuve du théorème 3.14

Convergence des lois fini-dimensionnelles

Toutes les conditions du théorème 3.10, 3.11 ou 3.12 (relativement à la notion de

dépendance faible) sont satisfaites. Par conséquent, les lois fini-dimensionnelles de

Wn(t) = ( 1
σ
√

n
S[nt]) convergent vers celles du mouvement brownien W . Donc, il suffit

de montrer que la distance dans Rk entre (ξn(t1),..., ξn(tk)) et (Wn(t1),..., Wn(tk))

converge vers zéro en probabilité, pour tout k ∈ N∗ et 0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ ... ≤ tk ≤ 1.

Nous considérons la norme euclidienne dans Rk
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||ξn −Wn||2Rk =
k∑

i=1

|ξn(ti)− 1

σ
√

n
S[nti]|2.

Pour montrer que ξn(t)− 1
σ
√

n
S[nt]

P→
n→∞

0, il suffit de montrer que

ξn(t)− 1

σ
√

n
S[nt]

L2→ 0, ∀t ∈ [0,1].

Soit t ∈ [0,1], alors il existe j ∈ N; j
n
≤ t < j+1

n
tel que

E|ξn(t)− 1

σ
√

n
S[nt]|2 = E| 1

σ
√

n
[

j∑
i=1

Xi + (nt− j)Xj+1]− 1

σ
√

n

[nt]∑
i=1

Xi|2

= E| 1
σ
√

n
(nt− [nt])X[nt]+1|2.

≤ | 1
σ2n

(nt− [nt])2|EX[nt]+1|2,

≤ 1
σ2n
E|X[nt]+1|2, car(nt− [nt])2 ≤ 1.

En utilisant l’inégalité de Hölder sur E|X[nt]+1 × 1|2, on obtient

E|ξn(t)− 1

σ
S[nt]|2 ≤ 1

σ2n
(E(|X[nt]+1|γ))

2
γ ≤ 1

σ2n
M

2
γ , avec E(|X1|γ) < M.

On obtient la convergence suivante

ξn(t)− 1
σ
√

n
S[nt]

L2→ 0, ∀t ∈ [0,1].

Il s’en suit que

ξn(t)− 1
σ
√

n
S[nt]

P→
n→∞

0, ∀t ∈ [0,1].

Par conséquent

||ξn(t)− 1
σ
√

n
S[nt]||2Rk =

k∑
i=1

|ξn(ti)− 1
σ
√

n
S[nti]|2 P→ 0, lorsque n tend vers ∞.

Equitension

D’après le corollaire 2.1, il suffit de montrer que sous les hypothèses du théorème

4.14, on a

E|ξn(t)− ξn(s)|γ ≤ B|t− s| γ2 , s, t ∈ [0,1],

où B est une constante positive.
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Soit s, t ∈ [0,1], on considère deux cas:

Cas 1 : j
n
≤ s ≤ t ≤ j+1

n
.

E|ξn(t)− ξn(s)|γ = | 1
σ
√

n
[

j∑
i=1

Xi + (nt− j)Xj+1]− 1
σ
√

n
[

j∑
i=1

Xi + (ns− j)Xj+1]|γ

= ( 1
σ
√

n
)γ(nt− ns)γ E|Xj+1|γ

= ( 1
σ
)γ (n (t− s))

γ
2 (t− s)

γ
2 E|Xj+1|γ,

≤ ( 1
σ
)γ(t− s)

γ
2 E|Xj+1|γ, car n (t− s) ≤ 1,

alors, en posant B1 = ( 1
σ
)γM , on obtient

E|ξn(t)− ξn(s)|γ ≤ B1|t− s| γ2 . (3.4)

Cas 2 : j−1
n
≤ s ≤ j

n
≤ ... ≤ j+k

n
≤ t ≤ j+k+1

n
.

Par l’inégalité de Jensen, on aura

E|ξn(t)− ξn(s)|γ = E|ξn(t)− ξn( j+k
n

) + ξn( j+k
n

)− ξn( j
n
) + ξn( j

n
)− ξn(s)|γ

≤ 3γ−1(E|ξn(t)− ξn( j+k
n

)|γ + E|ξn( j+k
n

)− ξn( j
n
)|γ + E|ξn( j

n
)− ξn(s)|γ).

Comme précédemment, on montre que

∃B1,B2 ∈ R∗+ tel que

E|ξn(t)− ξn(
j + k

n
)|γ ≤ B2|t− s| γ2 , (3.5)

E|ξn(
j

n
)− ξn(s)|γ ≤ B3|t− s| γ2 . (3.6)

Pour le terme du milieu, en utilisant la propriété suivante :

E|
p∑

i=1

Xi+h|r = E|
p∑

i=1

Xi|r (3.7)

qui est vérifiée sous la condition de la stationnarité pour tout entier p ≥ 1, h ≥ 0 et

pour tout réel positif r, on a

E|ξn(
j + k

n
)− ξn(

j

n
)|γ = E| 1

σ
√

n

j+k∑
i=j+1

Xi|γ = E| 1

σ
√

n

k∑
i=1

Xi|γ.
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Par l’inégalité de Hölder

E|ξn(
j + k

n
)− ξn(

j

n
)|γ ≤ (E| 1

σ
√

n

k∑
i=1

Xi|2[ γ
2
]+2)

γ

2[
γ
2 ]+2 .

Toutes les conditions de la conséquence 3.1, sont satisfaites sous la λ et k-faible

dépendance et d’après la remarque 3.7 pour la θ et k′-faible dépendance, donc en

utilisant (3.3), avec q = 2[γ
2
] + 2, on obtient

E| 1
σ
√

n

j+k∑
i=j+1

Xi|2[ γ
2
]+2 ≤ ( 1

σ
√

n
)2[ γ

2
]+2C1k

[ γ
2
]+1

≤ ( 1
σ
)2[ γ

2
]+2 C1(

k
n
)[ γ

2
]+1

≤ ( 1
σ
)2[ γ

2
]+2C1|t− s|[ γ

2
]+1, car k

n
≤ t− s.

D’où

E|ξn( j+k
n

)− ξn( j
n
)|γ ≤ (( 1

σ
)2[ γ

2
]+2C1|t− s|[ γ

2
]+1)

γ

2[
γ
2 ]+2 = ( 1

σ
)γC

γ

2[
γ
2 ]+2

1 |t− s| γ2 .

Finalement

E|ξn(
j + k

n
)− ξn(

j

n
)|γ ≤ B4|t− s| γ2 , avec B4 = (

1

σ
)γ C

γ

2[
γ
2 ]+2

1 . (3.8)

De (3.4) à (3.6) et (3.8), on conclut que

∀t,s ∈ [0,1], E|ξn(t)− ξn(s)|γ ≤ B|t− s|1+δ

avec B = max(B1, 3γ−1(B2 + B3 + B4)) et δ = γ
2
− 1 > 0.

Par le Corollaire 2.1, on déduit que (ξn)n≥1 est équitendue dans H0
α, pour tout

0 < α < 1
2
− 1

γ
. Ce qui termine la preuve du théorème 3.14.

B) Lissage par convolution du processus de sommes partielles

On considère une suite (Xn)n≥1 de variables aléatoires réelles, centrées. On pose

σ2 = EX2
1 +

∑
k≥2 E(X1Xk) et Sn =

n∑
i=1

Xi, n ≥ 1. Sous l’hypothèse 0 < σ < ∞, on

considère le processus des sommes partielles normalisées de Donsker-Prohorov

Wn(t) =
1

σ
√

n

[nt]∑
i=1

Xi, t ∈ [0,1].

Selon les besoins, on utilisera également les notations de Wn ci-dessous,
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Wn(t) =
1

σ
√

n

n∑
i=1

Xi1[ i
n

,1[(t), t ∈ [0,1].

Wn(t) =
1

σ
√

n

n∑
i=1

Si1[ i
n

, i+1
n

[(t), t ∈ [0,1].

Soit le processus lissé défini par

ζn(t) = (Wn ∗ kn)(t)− (Wn ∗ kn)(0), t ∈ [0,1], n ≥ 1. (3.9)

Théorème 3.15. Soit (Xn)n1 une suite stationnaire de variables aléatoires λ, θ, k′ ou

k−faiblement dépendantes. On suppose que les conditions du théorème 3.14 sont vérifiées

et les noyaux de convolution kn vérifient les conditions (2.4)-(2.8). Alors la suite (ζn)n≥1

définie par (3.9) converge faiblement vers W dans H0
α, pour tout α < 1

2
−max(τ, 1

γ
).

Preuve du théorème 3.15

Convergence des lois fini-dimensionnelles

Par l’un des théorèmes 3.10, 3.11 ou 3.12, les lois fini-dimensionnelles de Wn

convergent vers celles de W (suivant la notion de dépendance faible). Alors il suffit

de montrer la convergence vers zéro de E|Wn ∗ kn(t)−Wn(t)|2.
En effet, nous avons

E|Wn ∗ kn(t)−Wn(t)|2 = E| ∫R[Wn(t− u)kn(u)−Wn(t)]du|2

= E| ∫RWn(t− u)kn(u)du− ∫
RWn(t)kn(u)du|2

= E| ∫R(Wn(t− u)−Wn(t))kn(u)du|2

= E| ∫R 1
σ
√

n
(S[n(t−u)] − S[nt])kn(u)du|2

= E|Ekn [ 1
σ
√

n
(S[n(t−u)] − S[nt])]|2.

Où Ekn est l’espérance mathématique par rapport à la mesure de probabilité kn(u)du.

Par l’inégalité de Jensen, on obtient

E|Wn ∗ kn(t)−Wn(t)|2 ≤ E[Ekn|
1

σ
√

n
(S[n(t−u)] − S[nt])|2].

Le théorème de Fubini permet d’écrire

E|Wn ∗ kn(t)−Wn(t)|2 ≤ Ekn [E|( 1
σ
√

n
)2(S[n(t−u)] − S[nt])|2]

≤ ∫
R

1
σ
√

n
E|(S[n(t−u)] − S[nt])|2kn(u)du.
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D’autre part

E|(S[n(t−u)] − S[nt])|2 = E|(S[n(t−u)]−[nt])|2.
L’inégalité de Hölder nous donne,

E|(S[n(t−u)] − S[nt])|2 ≤ (E|(S[n(t−u)]−[nt])|2[ γ
2
]+2)

1
[
γ
2 ]+1 .

En appliquant l’inégalité (3.3) avec q = 2[γ/2] + 2, on a

(E|(S[n(t−u)]−[nt])|2 ≤ (C([n(t− u)]− [nt])[ γ
2
]+1)

1
[
γ
2 ]+1 ,

où C est une constante positive. Par conséquent,

E|Wn ∗ kn(t)−Wn(t)|2 ≤
∫

R
| 1

σ
√

n
|2 C

1
[
γ
2 ]+1 ([n(t− u)]− [nt])kn(u)du.

Comme [n(t− u)]− [nt] ≤ n(|u|+ 2
n
), on obtient

E|Wn ∗ kn(t)−Wn(t)|2 ≤
∫

R

n

σ2n
C

1
[
γ
2 ]+1 [|u|) +

2

n
]kn(u)du

≤ C ′ ∫
R[|u|+ 2

n
]kn(u)du, avec C ′ = 1

σ2 C
1

[
γ
2 ]+1 .

Par l’hypothèse 2.4 et le changement de variable v = u
bn

, il s’en suit que

E|Wn ∗ kn(t)−Wn(t)|2 ≤ C′ ∫R[|vbn|+ 2
n
]kn(vbn)bndv

≤ C ′ ∫
R[bn|v|+ 2

n
)] 1

bn
k(v)bndv

≤ C ′(bn

∫
R |v|k(v)dv +

∫
R

2
n
k(v)dv

≤ C ′(bn

∫
R |v|k(v)dv + 2

n
).

Comme
∫
R |v|k(v)dv < ∞ et bn → 0 quand n tend vers l’infini, on déduit que

Wn ∗ kn(t)−Wn(t)

converge vers zéro dans L2 pour tout t ∈ [0,1].

En particulier pour t = 0, E|Wn ∗ kn(0) − Wn(0)|2 = E|Wn ∗ kn(0)|2 tend vers zéro

quand n tend vers l’infini.

Comme pour t ∈ [0,1], on a

E|ζn(t)−Wn(t)|2 = E|Wn ∗ kn(t)−Wn ∗ kn(0)−Wn(t)|2.
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Alors en utilisant l’inégalité de Jensen, on aura

E|ζn(t)−Wn(t)|2 ≤ 2(E|Wn ∗ kn(t)−Wn(t)|2 + E|Wn ∗ kn(0)|2) −→
n−→∞

0.

A partir de cette inégalité, on déduit que pour tout t ∈ [0,1], ζn(t) −Wn(t)
L2→ 0, et

donc ζn(t)−Wn(t)
P→ 0.

Par conséquent, pour tout k ∈ N∗ et 0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ ... ≤ tk ≤ 1, on a

k∑
i=1

|ζn(ti)−Wn(ti)|2 = ||ζn −Wn||2Rk

P→ 0.

On conclut que les lois fini-dimensionnelles de ζn convergent vers celles de W .

Equitension de (ζn)n≥1

Nous allons utiliser le théorème 2.8 avec an = 1
n
.

Soit s, t ∈ [0,1] et sans perte de généralité on suppose que t > s. On considère deux

cas.

Cas t− s > 1
n
.

E|ζn(t)− ζn(s)|γ = E|(Wn ∗ kn)(t)− (Wn ∗ kn)(s)|γ

= E| ∫R( 1
σ
√

n
S[n(t−u)] − 1

σ
√

n
S[n(s−u)])kn(u)du|γ

= E| ∫R( 1
σ
√

n
(

[n(t−u)]∑
i=[n(s−u)]+1

Xikn(u)du)|γ

= E|Ekn( 1
σ
√

n
(

[n(t−u)]∑
i=[n(s−u)]+1

Xi)|γ.

Par l’inégalité de Hölder, on a

E|ζn(t)− ζn(s)|γ ≤ EEkn|
1

σ
√

n
(

[n(t−u)]∑

i=[n(s−u)]+1

Xi)|γ.

Par le théorème de Fubini, on obtient

E|ζn(t)− ζn(s)|γ ≤ Ekn(E| 1

σ
√

n
(

[n(t−u)]∑

i=[n(s−u)]+1

Xi)|γ)

≤ ∫
R E| 1

σ
√

n
(

[n(t−u)]∑
i=[n(s−u)]+1

Xi)|γkn(u)du
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≤ ∫
R(

1
σ
√

n
)γE|(

[n(t−u)]∑
i=[n(s−u)]+1

Xi)|γkn(u)du.

La stationnarité de la suite (Xn), nous donne

E|(
[n(t−u)]∑

i=[n(s−u)]+1

Xi)|γ = E|(
[n(t−u)]−[n(s−u)]]∑

i=1

Xi )|γ.

En utilisant l’inégalité de Hölder, on obtient

E|ζn(t)− ζn(s)|γ ≤
∫

R
(

1

σ
√

n
)γ(E|

[n(t−u)]−[n(s−u)]∑
i=1

Xi |2[ γ
2
]+2)

γ

2[
γ
2 ]+2 kn(u)du.

En utilisant l’inégalité (3.3) avec q = 2[γ/2] + 2, on a

E|
[n(t−u)]−[n(s−u)]∑

i=1

Xi |2[ γ
2
]+2 ≤ C1(|[n(t− u)]− [n(s− u)]|)[ γ

2
]+1.

Par conséquent

E|ζn(t)− ζn(s)|γ ≤
∫

R
(

1

σ
√

n
)γ C

γ

2[
γ
2 ]+2

1 ([n(t− u)]− [n(s− u)])
γ
2 kn(u)du.

Comme |[n(t− u)]− [n(s− u)]| ≤ n(t− s) + 2 et 1
n
≤ |t− s|, alors

E|ζn(t)− ζn(s)|γ ≤ 1
(σ
√

n)γ C
γ

2[
γ
2 ]+2

1 (n(t− s) + 2)
γ
2

≤ 1

σγn
γ
2

C
γ

2[
γ
2 ]+2

1 n
γ
2 ((t− s) + 1

n
2)

γ
2

≤ 1
σγ C

γ

2[
γ
2 ]+2

1 (|t− s|+ |t− s|2)
γ
2 , (|t− s| ≥ 1

n
)

≤ ( 1
σγ C

γ

2[
γ
2 ]+2

1 3
γ
2 )|t− s| γ2 .

Il existe ainsi une constante C2 = ( 1
σγ C

γ

2[
γ
2 ]+2

1 3
γ
2 ) telle que pour t− s > 1

n
, on ait

E|ζn(t)− ζn(s)|γ ≤ C2|t− s| γ2 .

Cas t− s < 1
n
. On a

|ζn(t)− ζn(s)| = |(Wn ∗ kn)(t)− (Wn ∗ kn)(s)|
= | ∫

R[Wn(u)kn(t− u)−Wn(u)kn(s− u)]du|
= | ∫

RWn[kn(t− u)− kn(s− u)]du|
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≤ ∫
R

1
σ
√

n

n∑
i=1

|Xi|1[ i
n

,1[(u)|[kn(t− u)− kn(s− u)]|du

≤ ∫
R

1
σ
√

n

n∑
i=1

|Xi| | 1
bn

k( t−u
bn

)− 1
bn

k( s−u
bn

)|1[ i
n

, 1[(u)du.

Par l’inégalité (2.7), on obtient

|ζn(t)− ζn(s)| ≤ ∫
R

1
σ
√

n

n∑
i=1

|Xi|( 1
bn

a(k) t−s
bn
|1[ i

n
, 1[(u)du

≤ 1
σ
√

n

n∑
i=1

|Xi| 1
b2n

a(k)|t− s|(1− i
n
)

≤ 1
σ
√

n
1
b2n

a(k)
n∑

i=1

|Xi||t− s|, car (1− i
n
) ≤ 1.

Donc
|ζn(t)− ζn(s)|

|t− s|α ≤ 1

σ
√

n

1

b2
n

a(k)
n∑

i=1

|Xi| |t− s|1−α.

On a alors

ωα( ζn,
1
n
) = sup

0<|t−s|< 1
n

|ζn(t)− ζn(s)|
|t− s|α

≤ 1
σ
√

n
1
b2n

a(k)
n∑

i=1

|Xi|( 1
n
)1−α

≤ a(k) 1
σ

1
b2n

( 1
n
)

1
2
−α( 1

n

n∑
i=1

|Xi|).

Pour montrer que ωα(ζn, 1
n
)

P→ 0, il suffit de montrer que

a(k) 1
σ

1
b2n

1

n
1
2−α

( 1
n

n∑
i=1

|Xi|) P→ 0.

L’inégalité de Markov nous donne

P([(a(k)
1

σ

1

b2
n

1

n
1
2
−α

(
1

n

n∑
i=1

|Xi|)) > λ]) ≤ 1

λ
a(k)

1

σ

1

b2
n

1

n
1
2
−α

(
1

n

n∑
i=1

E|Xi|.

Par l’inégalité de Hölder

E|Xi| ≤ (E|Xi|γ)
1
γ ≤ M

1
γ .

Par suite

P[(a(k)
1

σ

1

b2
n

1

n
1
2
−α

(
1

n

n∑

i=1

|Xi|)) > λ] ≤ 1

λ
a(k)

1

σ

1

b2
n

1

n
1
2
−α

(
1

n

n∑
i=1

M
1
γ )
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≤ 1

λ
a(k)

1

σ

1

b2
n

1

n
1
2
−α

(
1

n
nM

1
γ ) ≤ M

1
γ
1

λ
a(k)

1

σ
(

1

b2
n

1

n
1
2
−α

).

Il est clair que M
1
γ 1

λ
a(k) 1

σ
( 1

b2n

1

n
1
2−α

) →
n→∞

0 quand α < 1
2
− τ .

On conclut alors par le théorème 2.8 à l’équitension de (ζn)n≥1 dans H0
α pour tout

α < min[(γ)−1(min(γ,γ
2
) − 1), 1

2
− τ ] = 1

2
− max( 1

γ
, τ). Ce qui termine la preuve de

l’équitension et du théorème 3.15.



Chapitre 4

Application aux systèmes d’attente
M/G/1 avec rappels

4.1 Introduction

Les systèmes d’attente avec rappels sont caractérisés par la propriété qu’un client

qui trouve à son arrivée tous les serveurs occupés quitte le système et rappelle

ultérieurement à des instants aléatoires. Entre deux rappels successifs, le client est

dit en orbite. Ces systèmes sont très utilisés dans la modélisation des situations

réelles (les réseaux de télécommunications, les systèmes d’ordinateurs,...). Une des-

cription complète de situations où les systèmes d’attente avec rappels se présentent

est donnée dans la monographie de Falin & Templeton [38], le livre de Artalejo &

Gomez-Corall [7], les travaux de Falin [36] et ceux de Yang & Templeton [79].

Notre intérêt dans ce chapitre sera focalisé sur la période d’activité du système

M/G/1 avec rappels exponentiels. L’analyse de cette caractéristique est très im-

portante du point de vue du serveur et aussi très utile dans l’organisation effective

des ressources du système.

La structure de la période d’activité de ce modèle et son analyse avec la transformée

de Laplace-Stieltjes ont été étudiées par plusieurs méthodes (cf. [5], [37] et [38]).

Parmi les approches utilisées dans l’estimation de la densité de la période d’acti-

vité, on peut citer l’approche du principe du maximum d’entropie et l’approche de

la file d’attente tronquée [7].

Dans ce chapitre, on examinera le comportement asymptotique de la période d’ac-

tivité du système en utilisant des principes d’invariance hölderiens.

48
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4.2 Le système M/G/1 avec rappels

On décrit la file d’attente M/G/1 avec rappels comme suit : Les arrivées se font selon

un processus de Poisson de paramètre λ. Tout client qui arrive pour la première fois

dans le système (client primaire) et trouve le serveur occupé, quitte le système et

se met en orbite pour faire des rappels aléatoires jusqu’à ce qu’il trouve le serveur

libre et entrer en service. Les intervalles entre les rappels d’un même client sont

i.i.d. de loi exponentielle de paramètre µ. Un client (appel primaire ou rappel) qui

trouve le serveur libre est immédiatement servi et quitte le système. La suite des

temps de service est une suite de variables aléatoires i.i.d. de loi générale B sur

R+. Soit B(t), t ≥ 0, la loi de probabilité du temps de service de transformée de

Laplace-Stieltjes β(s) et de moments d’ordre k, βk = (−1)kβ(k)(0). On suppose que

B(0+) = 0.

Les intervalles de temps entre deux arrivées successives, les temps de service et les

rappels sont mutuellement indépendants.

On utilisera les notations suivantes : ηk l’instant de fin de service du client k, ξk

l’instant de début du kème service et πk l’instant d’arrivée du kème client primaire.

On a ρ = λβ1.

Le système évolue de la façon suivante : A l’instant ηi−1 le (i− 1)ème client termine

son service (les appels sont numérotés dans l’ordre de service) et le serveur devient

libre. Même s’il y a des clients dans le système, ils ne peuvent occuper le service

immédiatement. Donc le ième appel suivant, entre en service après un intervalle de

temps Ri durant lequel le serveur est libre, bien qu’en général il y a des clients qui

attendent. Si le nombre de client Ni−1 dans l’orbite à l’instant ηi−1 est égale à n,

alors Ri est de distribution exponentielle de paramètre λ+nµ. Le ième client sera un

appel primaire avec probabilité λ
λ+nµ

et un rappel avec probabilité nµ
λ+nµ

. Le service

Si du ième client débute à l’instant ξi = ηi−1+Ri. Tous les rappels qui arrivent durant

ce temps de service n’ont aucun effet sur le système. A l’instant ηi = ξi + Si, le ième

client achève son service et le serveur devient de nouveau libre et ainsi de suite.

Fig. 4.1 – L’évolution du système.
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4.3 Période active et période inactive de l’orbite

Dans le travail de Artalejo et Falin [4], on trouve une description de l’évolution du

système en terme de périodes actives (L(b)) et de périodes inactives (L(i)) de l’orbite.

Ces deux caractéristiques sont définies comme suit.

Définition 4.1. (Artalejo, Falin [4])

Une période inactive L(i) de l’orbite commence au moment où le dernier client de l’orbite

entre en service et se termine lorsqu’un client primaire (un client qui arrive pour la première

fois) trouve le serveur occupé et rejoint l’orbite.

Définition 4.2. (Artalejo, Falin [4])

Une période active de l’orbite L(b) débute au moment où, lorsqu’un client primaire arrive,

il trouve le serveur occupé et l’orbite vide; il va dans ce cas dans l’orbite. Elle se termine au

moment où un rappel de l’orbite trouve le serveur libre et entre en service et laisse l’orbite

vide.

Soit Tk le temps aléatoire qui s’est écoulé entre le début d’un temps de service et

l’arrivée d’un client juste avant le début de la période L
(b)
k . Tk se termine à l’arrivée

d’un client primaire.

Le schéma ci-dessous (FIG. 4.2), montre l’évolution du système suivant des périodes

actives et de périodes inactives de l’orbite.

Fig. 4.2 – L’évolution du système suivant les périodes actives et inactives de l’orbite.

La durée d’une période inactive de l’orbite L
(i)
k est déterminée par le minimum entre

le temps de service et l’instant d’arrivée d’un client primaire.

La densité de probabilité de la durée de cette compétition si elle se termine par la
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fin d’un temps de service est f1(t) = 1
β(λ)

B′(t)e−(λt) [4].

La densité de probabilité de la durée de cette compétition si elle se termine par

l’arrivée d’un client primaire est f2(t) = 1
1−β(λ)

λe−(λt)(1−B(t)) [4].

On rappelle que la période d’activité ordinaire du système débute à l’instant t0 de

l’arrivée d’un client primaire qui trouve le système vide jusqu’à l’instant t1 où le

système redevient vide (le serveur libre et l’orbite vide) pour la première fois.

En utilisant l’évolution du système selon les périodes L(i) et L(b), la période d’activité

ordinaire du système se décompose en plusieurs périodes actives L
(b)
k de l’orbite et

des périodes de compétition Tk. Elle se termine par un temps aléatoire Θ [4].

La loi de L
(b)
k dépend de la loi de Tk. Par conséquent, la suite de variables aléatoires

L
(b)
k n’est pas une suite de variables i.i.d. Cependant, la modification C

(b)
k = Tk +L

(b)
k ,

donne une suite de variables aléatoires i.i.d.[4].

Soit L une période d’activité du système. On note par N (b) la variable aléatoire,

nombre de périodes actives de l’orbite se déroulant pendant une période L, on

définit la loi conditionnelle

Ln = (L/N(b)=n−1) =

{
(
∑k=n−1

k=1 C
(b)
k ) + Θ, n ≥ 2,

Θ, n = 1.
(4.1)

Le schéma ci-dessous illustre la décomposition d’une période d’activité L en fonction

des termes de la suite C
(b)
k (cf.[4]), avec τ1, τ2 sont des réalisations des variables

aléatoires T1 et T2 et ω une réalisation de la variable aléatoire Θ.

Fig. 4.3 – Période d’activité du système : L, où t0 = πj et t1 = ηr.

Dans cet exemple, nous avons

(L/N(b)=2) = T1 + L
(b)
1 + T2 + L

(b)
2 + Θ = Θ +

k=2∑

k=1

C
(b)
k ,
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Remarque 4.1.

La variable aléatoire Θ est de densité f1 (cf. [4]).

Les variables aléatoires Tk, k ≥ 1 sont de même loi de densité, la fonction f2 (cf.[4]).

Les variables aléatoires L
(b)
k , k ≥ 1 sont de même loi et par conséquent les variables

aléatoires C
(b)
k , k ≥ 1 sont aussi de même loi (cf.[4]).

Dans ce qui suit, nous adoptons les notations suivantes : pour n ≥ 1,

an = E(Ln) = E(Θ) + (n− 1)E(C(b)) = −β′(λ)

β(λ)
+ (n− 1)

β(λ)p−1
00 + λβ′(λ)− β(λ)

λ(1− β(λ))
,

s2
n = V ar(Ln) = V ar(Θ) + (n− 1)V ar(C(b)),

avec V ar(Θ) et V ar(C(b)) qui sont calculées à partir des formules (4.2), (4.3) et

(4.4).

Remarque 4.2. Lorsque ρ < 1, on a (cf. [4])

E(Lb) =
β(λ)p−1

00 − 1

λ(1− β(λ))
et E(T ) =

1

λ
+

β′(λ)

1− β(λ)
.

Par conséquent,

E(C(b)) =
β(λ)p−1

00 + λβ′(λ)− β(λ)

λ(1− β(λ))
, (4.2)

où p00 = (1− ρ)exp(−λ
µ

∫ 1

0
1−β(λ−λu)
β(λ−λu)−u

du).

Lemme 4.1. Pour ρ < 1, on a

E(Θ) = −β′(λ)

β(λ)
, E(Θ2) =

β′′(λ)

β(λ)
. (4.3)

E((C(b))2) =
λ2β′′(λ)− 2(p−1

00 − 1)λβ′(λ) + β(λ)(−E(L2) + 2(p−1
00 − 1)2)

λ2(1− β(λ))
, (4.4)

où E(L2) est donnée par Artalejo & Lopez-Herrero [6].

E(L2) = 1
p00

[ 1
1−ρ2 (

2ρβ1

µ
+β2)−

∫ 1

0
2

λµ(β(λ−λt)−t)
×(1−λ(1−t)β′(λ−λt)

β(λ−λt)−t
− 1

1−ρ
exp{λ

µ

∫ 1

t
1−β(λ−λu)
β(λ−λu)−u

du}dt)].
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Preuve du Lemme 4.1

1) La transformée de Laplace-Stieltjes de Θ est donnée par (cf. [4])

Ψ(s) =
β(s + λ)

β(λ)
.

On dérive cette fonction, on obtient

Ψ′(s) =
β′(s + λ)

β(λ)
.

Comme Ψ′(0) = −E(Θ), alors

E(Θ) = −β′(λ)

β(λ)
.

Pour obtenir E(Θ2), il suffit de dériver une deuxième fois cette fonction par rapport

à s et de poser s = 0, avec Ψ′′(0) = E(Θ2).

2) Soient g(s) et Φ(s) les transformées de Laplace-Stieltjes de C(b) et L respective-

ment. On a la relation suivante [4]

g(s) =
1

1− β(λ)
(1− β(s + λ)

Φ(s)
).

La première dérivée de g par rapport à s nous donne

g′(s) =
−1

1− β(λ)
(
β′(s + λ)Φ(s)− Φ′(s)β(s + λ)

(Φ(s))2
).

En dérivant une deuxième fois

g′′(s) =
−1

1− β(λ)
[
β′′(s + λ)Φ(s) + β(s + λ)(−Φ′′(s) + 2(Φ′(s))2φ(s))− 2φ′(s)(φ(s))2β′(s + λ)

Φ4(s)
].

On sait que E((C(b))2) = g′′(0), par conséquent

E((C(b))2) =
1

λ2(1− β(λ))
[λ2β′′(λ)− 2(p−1

00 − 1)λβ′(λ) + β(λ)(−E(L2) + 2(p−1
00 − 1))2].

Théorème 4.1. On suppose que les variables aléatoires Θ, C(b) sont non dégénérées et

qu’il existe γ > 2 tel que

E|Θ|γ < ∞ et E|C(b)|γ < ∞. (4.5)

On définit pour tout n ∈ N∗, Bn = Ln−an

sn
.

Si ρ < 1, alors la suite (Bn)n≥1 est asymptotiquement gaussienne.
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Preuve du Théorème 4.1.

En utilisant les notations Xk = C
(b)
k−1, k ≥ 2 et X1 = Θ, on a Ln =

k=n∑

k=1

Xk.

On considère la suite centrée (Yk = Xk − E(Xk))k≥1, et nous allons vérifier que

les conditions du théorème de Hamadouche & Taleb [44] sont satisfaites.

1) On a E(Y 2
1 ) = V ar(X1) = V ar(Θ) et pour k ≥ 2, EY 2

k = V ar(Xk) = V ar(C(b)).

Comme les variables aléatoires Θ et C(b) sont non dégénérées alors, on a

min(V ar(Θ), V ar(C(b))) > 0. Il suffit donc de prendre m = min(V ar(Θ2), V ar(C(b))).

2) La condition (4.5) assure que

M = max(E|Θ− E(Θ)|γ, E|C(b) − E(C(b))|γ) < ∞.

Comme Y1 = Θ− E(Θ) et Yk = C
(b)
k − E(C

(b)
k ), k ≥ 2, on obtient

E|Yj|γ ≤ M < ∞, ∀j ≥ 1.

3) D’autre part, on a

b2
n =

∑k=n
k=1 V ar(Yk) =

k=n∑

k=1

E(Y 2
k ) =

k=n∑

k=1

V ar(Xk) = V ar(Θ) +
k=n∑

k=2

V ar(C(b)). Il s’en suit

que b2
n = V ar(Θ) + (n− 1)V ar(C(b)). C’est à dire b2

n = s2
n.

Par le théorème 2.10, on déduit que la suite de processus de sommes partielles lissés

ξn(t) = 1
sn

[

[nt]∑

k=1

Yk + (nt− [nt])Y[nt]+1], t ∈ [0,1], n ∈ N∗

converge vers le mouvement brownien dans Hα pour tout 0 < α < 1
2
− 1

γ
.

On considère la fonctionnelle continue F : Hα −→ R définie par F (g) = g(1).

Par le théorème de la fonction continue, on a F (ξn) qui converge en loi dans R, vers

F (Wt) = N(0,1), où N(0,1) est la loi normale standard.

Comme

F (ξn) =

k=n∑

k=1

(Xi − E(Xi))

sn

=

(
k=n∑

k=1

Xk)−
k=n∑

k=1

E(Xk)

sn

=

(
k=n∑

k=1

Xk)− E(Θ)− (n− 1)E(Cb)

sn

=

(
k=n∑

k=1

Xk)− an

sn

,

on obtient le résultat du Théorème 4.1.
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Remarque 4.3.

La valeur moyenne de la période d’activité E(L) vérifie l’équation

E(L) =
∞∑

n=1

E(L/N (b) = n− 1)× P (N (b) = n− 1) =
∞∑

n=1

an × qn−1,

où qn, n ≥ 0 est la loi de probabilité de la variable aléatoire N (b) qui est une loi géométrique

de paramètre β(λ).

Nous verrons dans la section 4.5 sur des exemples numériques que la série
∑∞

n=1 an × qn−1

converge plus rapidement vers la valeur moyenne E(L) lorsque ρ est proche de 0.

Nous verrons également le comportement des valeurs moyennes E(L), E(L(b)) et E(Ln) en

fonction des taux de service, des rappels et des arrivées.

4.4 L’évolution du système par alternance de périodes

actives et inactives du serveur

Une période d’activité du système, notée L, consiste en une alternance de périodes

d’activité du serveur Si et de périodes Ri, où le serveur est libre alors qu’il y a des

clients dans l’orbite. On note par I la variable aléatoire, nombre de client servis

dans cette période d’activité, on a

(L/I=n) =
i=n∑
i=1

(Ri + Si), n ≥ 1,

où R1 = 0.

Lemme 4.2. (Falin, Templeton [38])

La variable aléatoire Ri dépend du nombre de client dans l’orbite à l’instant ηi−1 et possède

la loi conditionnelle suivante : G(x) = P (Ri < x/Ni−1 = k) = 1 − e−(λ+kµ)x de moyenne

E(Ri/Ni−1=k) = 1
λ+kµ

.

Lemme 4.3. (Falin, Templeton [38])

Les variables aléatoires (Ri + Si)i≥2 sont identiquement distribuées si et seulement si les

variables aléatoires Ni son identiquement distribuées.

Dans la suite de notre travail, on supposera que ρ < 1 et le nombre de client dans

l’orbite pendant la période d’activité L est estimé à ne = [no]+1, où no = λ2β2

2(1−ρ)
+ λρ

µ(1−ρ)

est le nombre moyen de client dans l’orbite (cf. [79]). On aura donc les variables
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aléatoires (Ui = Si + Ri) qui seront identiquement distribuées.

Dans ce qui suit, on s’intéresse à la loi asymptotique de An =
i=n∑
i=1

Ui, avec Ri de loi

exponentielle de paramètre 1
λ+neµ

, i ≥ 1. Notons

bn =
n

λ + neµ
+ nβ1, n ≥ 1

et

σ2 = β2 − β2
1 +

1

(λ + neµ)2
+ 2

i=∞∑
i=2

Cov(R1,Ri).

On pose Zi = Ui − E(Ui). Les variables aléatoires centrées (Zi) sont dépendantes et

de même loi. Dans le cas où (Zi) est une suite mélangeante, on note par (αn)n≥1 la

suite des coefficients de mélange fort de (Zn)n≥1 (Voir définition 3.2) et on obtient

le résultat suivant :

Théorème 4.2. On suppose que (Rn+Sn−E(Rn+Sn))n≥1 est stationnaire, α−mélangeante

et qu’il existe γ > 2, ε > 0 tels que

E|Si|γ+ε < ∞ ; E|Ri|γ+ε < ∞ et Σ∞
n=1(n + 1)

γ
2
−1[αn]

ε
γ+ε < ∞.

On définit pour tout n ∈ N∗, Dn = An−bn

σ
√

n
.

Si ρ < 1, alors (Dn)n≥1 est asymptotiquement gaussienne.

Preuve du Theorème 4.2

Sous les conditions du théorème 4.2, la suite centrée (Zn = Un − E(Un))n≥1 est α-

mélangeante et stationnaire.

L’hypothèse qu’il existe γ > 2, ε > 0 tels que E|Si|γ+ε < ∞ et E|Ri|γ+ε < ∞,

donne E|Zn|γ+ε < ∞.

Nous avons aussi les coefficients de mélange (αn)n de la suite (Zn)n≥1 qui vérifient

la condition Σ∞
n=1(n + 1)

γ
2
−1[αn]

ε
γ+ε < ∞ du théorème 3.4 (Chapitre 3).

Ce qui permet de conclure, par ce théorème, que la suite de processus

ξn(t) =
1

σ
√

n

[nt]∑
i=1

Zi + (nt− [nt])Z[nt]+1, t ∈ [0,1], n ≥ 1

converge faiblement vers W dans Hα, α < 1
2
− 1

γ
, avec
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σ2 = E((Z1)
2) + 2

i=∞∑
i=2

Cov(Z1,Zi).

D’autre part, on a

σ2 = V ar(U1) + 2
i=∞∑
i=2

Cov(U1,Ui) = β2 − β2
1 + 1

(λ+neµ)2
+ 2

i=∞∑
i=2

Cov(R1,Ri) = σ2.

En utilisant la fonctionnelle F (g) = g(1), continue sur (Hα, ‖.‖α) et à valeurs dans

R, on déduit la convergence en loi de F (ξn) = An−bn

σ
√

n
vers F (Wt) = N(0,1). Ce qui

achève la preuve du théorème 4.2.

4.5 Exemples numériques

Pour les illustrations numériques, on suppose que la loi B des temps de service est

la loi d’Erlang E2(ν). Ce qui mène aux données suivantes :

La transformée de Laplace-Stieltjes est donnée comme suit β(s) = ( ν
ν+s

)2, s ≥ 0.

Le premier moment E(B) = β1 = 2
ν

et le taux d’utilisation du serveur ρ = 2λ
ν

. Nous

obtenons l’expression de la valeur moyenne de la période active L(b),

E(L(b)) =
β(λ)p−1

00 − 1

λ(1− β(λ))
=

(ν2p−1
00 − (λ + ν)2)

λ(ν2 + 2νλ)
.

La valeur moyenne de la période d’activité ordinaire du système

E(L) =
p−1

00 − 1

λ
,

avec p00 = (1− ρ)exp(−λ
µ

∫ 1

0
1−β(λ−λu)
β(λ−λu)−u

du) = (1− ρ)exp(−λ
µ

∫ 1

0

(1−x)+ 2ν
λ

( ν
λ
)2−x(1−x)− 2ν

λ
x
dx).

Nous avons également la valeur moyenne de la période d’activité

Ln = (L/N b = n− 1), n ≥ 1 qui est donnée par

an = E(Ln) = −β′(λ)

β(λ)
+ (n− 1)

β(λ)p−1
00 + λβ′(λ)− β(λ)

λ(1− β(λ))

=
2

ν + λ
+ (n− 1)

ν2p−1
00 − ν2 − 2ν2λ

ν+λ

λ2(λ + 2ν)
,
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et l’équation suivante qui donne

E(L) =
∞∑

n=1

E(L/N (b) = n− 1)× P (N (b) = n− 1) =
∞∑

n=1

an × qn−1,

où qn = β(λ)(1 − β(λ))n = ν2

(ν+λ)2
(2νλ+λ2

(ν+λ)
)n, n ≥ 0, est la loi de probabilité de la

variable aléatoire N (b).

Dans le tableau ci-dessus, on effectue des calculs numériques sur la série
∑

n≥1 anqn−1

pour différentes valeurs de ρ.

(ν, µ, λ) n
∑n

k=1 akqk−1

(1,1.5,0.4) 20 17.82686201
ρ = 0.8 36 17.82708897

n≥ 37 17.82708898 =E(L)
(1,1.5,0.3) 20 6.83941919
ρ = 0.6 26 6.83942184

n≥ 27 6.83942185=E(L)
(1,1.5,0.2) 15 3.95399468
ρ = 0.4 21 3.95399622

n≥ 22 3.95399623=E(L)

Tab. 4.1

Remarque 4.4. La série
∑

n≥1 anqn−1 converge plus rapidement, vers la valeur moyenne

de la période d’activité E(L), lorsque ρ est proche de 0.

Dans ce qui suit, on présente des graphiques dans le but d’illustrer l’effet des pa-

ramètres ν, λ et µ sur les mesures E(Ln), E(L(b) et E(L).

En prenant la loi des temps de service, la loi d’Erlang-2 de paramètre ν, on obtient

E(L(b)) =
(ν2p−1

00 −(λ+ν)2)

λ(λ2+2νλ)
,

E(L) =
p−1
00 −1

λ
,

E(Ln) = 2
ν+λ

+ (n− 1)
ν2p−1

00 −ν2− 2ν2λ
ν+λ

λ2(λ+2ν)
, n ≥ 1.
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Fig. 4.4 – E(L) et E(L(b)) en fonction de µ.
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Fig. 4.5 – E(L) et E(L(b)) en fonction de ν.
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Fig. 4.6 – E(L) et E(L(b)) en fonction de λ.
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Fig. 4.7 – E(L) en fonction de ν.
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Fig. 4.8 – E(L30) en fonction de ν.
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Fig. 4.9 – E(L) en fonction de λ.
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Fig. 4.10 – E(L30) en fonction de λ.
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Fig. 4.11 – E(L) en fonction de µ.
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Fig. 4.12 – E(L30) en fonction de µ.
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Remarque 4.5.

Dans la figure FIG. 4.4, E(L) et E(L(b)) sont comparées pour les valeurs ν = 3 et λ = 0.7.

FIG. 4.5 illustre le comportement des valeurs moyennes E(L) et E(L(b)) pour les valeurs

µ = 0.8 et λ = 0.4.

Le comportement de ces deux caractéristiques est présenté dans FIG. 4.6 pour les valeurs

µ = 2 et ν = 8.

L’effet du taux des arrivées λ sur E(L) est donné dans la figure FIG. 4.9. Les courbes

correspondent à ν = 8 et µ = 0.5, 1, 2, 3. On remarque que E(L) crôıt plus vite lorsque µ

est proche de 0.

Les courbes de E(L) et E(L30), données dans FIG. 4.9 comme fonctions de λ montrent que

ces valeurs croissent plus vite lorsque µ tend vers 0.

Les valeur E(L) et E(L30), représentées dans FiG. 4.11 et FIG. 4.12 comme fonctions de µ

(ν = 1 et ρ = 0.2, 0.4, 0.6), croissent avec les valeurs de µ décroissantes.



Conclusion générale

Dans ce travail, nous avons d’abord présenté les résultats essentiels de la conver-

gence faible dans les espaces métriques notamment les espaces fonctionnels C[0,1]

et D[0,1].

Nous avons ensuite introduit le cadre fonctionnel de l’espace de Hölder Hα, et

rappelé les résultats essentiels de convergence faible et d’équitension dans cet espace

et nous avons passé en revue les principes d’invariance déjà établis dans ces espaces.

Notre contribution consiste d’abord en l’extension du principe d’invariance de Lam-

perti au cas des variables aléatoires faiblement dépendantes au sens de Doukhan-

Louhici. Ensuite, nous avons donné une application du principe d’invariance hölde-

rien établi par Hamadouche et Taleb aux systèmes d’attente. Plus précisément,

nous avons proposé une étude asymptotique d’une période d’activité dans la file

d’attente M/G/1 avec rappels et nous avons terminé par des résultats numériques.

Les perspectives de ce travail sont diverses:

D’abord, on peut étendre ces résultats au cas de variables aléatoires fortement

dépendantes (longue mémoire) et à d’autres types de dépendance.

Comme l’espace de Hölder H[0,1] possède une topologie plus fine que celle de C[0,1]

et celle de D[0,1], on peut étudier d’autres applications sur d’autres paramètres des

systèmes d’attente et dans le domaine de la statistique.

Dans la deuxième approche du chapitre 4, le type de dépendance entre les variables

aléatoires (Ri + Si), où Ri est une période d’inactivité du serveur et Si une période
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d’activité du serveur, n’est pas connu, il serait donc intéressant d’avoir ce type de

dépendance et d’établir des résultats adéquats pour d’éventuelles applications.



Annexe A
Processus gaussiens et mouvement
brownien

A.1 Processus gaussiens

Soit (Ω, A, P ) un espace de probabilités. Dans cette annexe, on prendra T = R ou

R+.

Les lois fini-dimensionnelles

Définition A1. Étant donné un processus stochastique (Xt)t∈T , les lois fini-dimension-

nelles de X sont les lois de tous les vecteurs (Xt1 ,..., Xtn) pour t1,..., tn ∈ T et n ∈ N .

Définition A2. On dit que Y est une version (modification) du processus X si pour

tout t ∈ T , P (Xt = Yt) = 1. On parle encore d’équivalence au sens fort.

Régularité des trajectoires

Souvent lorsqu’on considère un processus stochastique X, on en cherche une version

Y dont les trajectoires ont de bonnes propriétés de régularité.

Théorème A1 (Kolmogorov). Soit (Xt)t∈T un processus tel qu’il existe a, b, c > 0

vérifiant pour tout s, t

E(|Xt −Xs|a) ≤ |t− s|1+b

Alors il existe une version continue X de X. En fait, les trajectoires de X sont

mêmes γ-höldériennes pour tout γ < b/a.

Définition A3. Un processus est dit gaussien si toutes ses lois fini-dimensio-nnelles

L(Xt1 ,..., Xtn) sont gaussiennes (∀n ∈ N, ∀t1,..., tn ∈ T ). Autrement dit X = (Xt)t
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est gaussien si toute combinaison linéaire a1Xt1 + ... + anXtn suit une loi gaussienne

(pour tout n ∈ N, t1,..., tn ∈ T et a1,..., an ∈ R).

La loi d’un vecteur gaussien (Xt1 ,..., Xtn) est connue (via sa fonction caractéristique)

par le vecteur moyenne (E[Xt1 ],...., E[Xtn ]) et la matrice de covariance

(Cov(Xti , Xtj)1≤i, j≤n).

On comprend dés lors que toute la loi d’un processus gaussien est connue dés qu’on

se donne la fonction moyenne a(t) = E[Xt] et l’opérateur de covariance K(s, t) =

Cov(Xs, Xt). En effet, la loi fini dimensionnelle de (Xt1 ,..., Xtn) est alors la loi normale

de dimension n, N(an; Kn) avec an = (a(t1),..., a(tn)) et Kn = (K(ti; tj))1≤i; j≤n. Les

fonctions a et K définissent donc toutes les lois fini-dimensionnelles de X et donc

aussi sa loi.

Des conditions pour avoir une version assez régulière d’un processus gaussien sont

données dans le résultat suivant dû au théorème A1.

Théeorème A2 (Régularité). Soit X un processus gaussien centrée (E[Xt] = 0), de

fonction de covariance r(s; t). On suppose qu’il existe α > 0 tel que pour tout s, t

r(t, t) + r(s,s)− 2r(s, t) ≤ c|t− s|α.

Alors il existe une version continue X de X. De plus, pour tout γ < α/2, les

trajectoires de X sont p.s. höldériennes.

A.2 Mouvement brownien et pont brownien

Historiquement, il s’agit du mouvement irrégulier de particules de pollen en suspen-

sion dans l’eau, observées par Robert Brown en 1828. Il en résulte une dispersion

des micro-particules dans l’eau, on dit aussi une ”diffusion” du pollen dans l’eau.

De fait, ce mouvement sert actuellement à beaucoup d’autres modélisations de

phénomènes dynamiques :

- particules microscopiques en suspension,

- prix d’actions en bourse,

- erreurs de mesures physiques,

- comportement asymptotique des files d’attente,
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- tout comportement dynamique avec part aléatoire (équations différentielles sto-

chastiques).

A.2.1 Mouvement brownien

On se donne un espace de probabilité (Ω, A, P ).

Définition. Un mouvement brownien est un processus gaussien (Xt)t≥0 tel que

E(Xt) = tµ,

Cov(Xs,Xt) = Γ(s,t) = σ2(s ∧ t), ∀s, t ≥ 0,

où µ et σ2 sont fixés.

En faisant le changement de variable Yt =
Xt − µt

σ
, on a

E(Yt) = 0, Γ(s, t) = s ∧ t et E(Y 2
t ) = t, ∀s, t ≥ 0.

Un tel processus (Wt)t≥0 est dit mouvement brownien canonique ou standard.

Dans ce qui suit on appelera mouvement brownien , le mouvement brownien stan-

dard.

A.2.2 Propriétés du mouvement brownien

Nous rappelons ici quelques propriétés du mouvement brownien.

Propriété 1 : Le mouvement brownien est à accroissements indépendants, sta-

tionnaires et gaussiens.

Le mouvement brownien Wt est à accroissements indépendants signifie que pour

toute suite 0 = t0 ≤ t1 ≤ ... ≤ tn, on a les accroissements (Uj = Wtj −Wtj−1
)j=1,n sont

mutuellement indépendants.

Le mouvement brownien est à accroissement stationnaires signifie que la loi de Uj

ne dépend que des écarts (tj − tj−1).

P (Uj ≤ x) =
1√

2π(tj − tj−1)

∫ x

−∞
exp(− u2

2(tj − tj−1)
du

pour tout x ∈ R.

Le mouvement brownien est à accroissement gaussiens :
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Wtj −Wtj−1

Loi
=

√
(tj − tj−1)N(0,1).

On tire de ces propriétés que le vecteur U = (U1, U2,...., Un)t suit une loi normale

Nn(0n, M), M =




t1 − t0 0 ... 0
0 t2 − t1 ... 0
. . ... .
0 0 ... tn − tn−1


 .

Propriété 2 : Le mouvement brownien est continu en probabilité et en moyenne

quadratique en tout t fixé.

En effet, pour un t fixé, on a V ar(Wt+µn −Wt) = |µn| , alors (Wt+µn −Wt)
m.q−→ 0 en

mq quand µn −→ 0.

Notons que ce résultat n’implique pas la continuité de la trajectoire (Xt(w))t à w

fixé.

Propriété 3 : Continuité P-p.s des trajectoires pour une modification de Xt.

Théorème A.3 (Kolmogorov- Chantsov). Soit un processus (Xt) sur (Ω, A, P ) tel

que

E(|Xt −Xs|α) ≤ c |t− s|1+β , ∀s, t ∈ [0, T ],

où α et β des constantes positives, alors il existe un processus (Yt) sur (Ω, A, P ) tel

que
1) P{Xt = Yt} = 1, ∀t ∈ [0,T ];

2) P





sup
0<|t−s|≤h

s,t∈[0,T ]

|Yt − Ys|
|t− s|γ ≤ δ





= 1,

où δ est une constante, h une variable aléatoire p.s positive et γ ∈ ]
0,β

α

[
.

On appelle (Yt) une modification de (Xt) γ−hölderienne.

Ces conditions étant vérifiées dans le cas du mouvement brownien, alors il existe

une modification dont toutes les trajectoires sont localement γ-hölderiennes pour

tout γ ∈]0, 1
2
[.
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Propriété 4 : Mesurabilité du mouvement brownien.

Pour t fixé, l’application: ω −→ Wt(ω) est mesurable. Grâce à la continuité des

trajectoires, on a le résultat suivant :

Théorème A.4. L’application

W : Ω× R+ −→ R
(w, t) −→ W (w, t) = Wt(w)

est mesurable pour (A⊗ B(R+), B(R)).

Propriété 5 : Invariance du mouvement brownien.

Le mouvement brownien (Wt) est préservé par les transformations suivantes :

1) Changement d’échelle : pour c > 0, U c = ( 1√
λ
Wλt)t≥0 est un mouvement brownien.

2) Symétrie : W (1) = (−Wt)t≥0 est un mouvement brownien.

3) Inversion du temps : W (2) = (W
(2)
t )t≥0 défini par Wt =

{
tW 1

t
si t > 0

0 si t = 0
est

un mouvement brownien.

4) Décalage : pour t0 ≥ 0, W (3) = (Wt0+t −Wt0)t≥0 est un mouvement brownien.

Propriété 6 : La propriété de Markov.

Le mouvement brownien est un processus de markov, c-à-d: ∀t ≤ s et A ∈ B(R),

P{Ws ∈ A/Ft} = P{Ws ∈ A/Wt},

avec Ft = σ(Wτ , τ ≤ t).

Propriété 7 : La propriété de Markov forte.

C’est une généralisation de la propriété suivante (qui est une conséquence directe de

l’indépendance des accroissements). Pour tout t ∈ R+, le processus (Wt+s −Wt)s∈R+

est un mouvement brownien indépendant de Ft. Cette propriété reste vraie lorsque

t est un temps d’arrêt. Avant de généraliser, rappelons d’abord la définition d’un

temps d’arrêt.
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Définition A.5. La variable aléatoire τ ∈ R est un temps d’arrêt pour la filtration

(Ft)t≥0 si

∀t ≥ 0, {τ ≤ t} ∈ Ft.

Si τ1 et τ2 deux temps d’arrêt, alors τ1 ∧ τ2,τ1 ∨ τ2 et τ1 + τ2 le sont aussi.

Théorème A.5. Soit τ un temps d’arrêt pour la suite de tribus (Ft)t≥0, engendrée

par le mouvement brownien.

U = Wτ+s −Wτ est un mouvement brownien indépendant de Fτ .

Propriété 8 : Irrégularité des trajectoires de (Wt).

On suppose que (Ω, A, P ) est complet.

Théorème A.6. Pour presque tout w, (Wt(w))t≥0 n’est en aucun point γ−hölderienne

pour γ ≥ 1
2
.

A.2.3 Pont brownien

Le pont brownien est un processus gaussien centré, défini sur T = [0,1] de la façon

suivante :

Bt = Wt − tW1,

où Wt est le mouvement brownien.

Remarques

1) B1 = 0 P -p.s et cela signifie que toutes les courbes viennent P -p.s de 0 à l’instant

t = 0, vers 0 à l’instant t = 1. C’est la raison pour laquelle on l’appelle pont

brownien.

2) On peut considérer le pont brownien By
t entre 0 et y sous la forme suivante.

By
t = Wt − t(W1 − y) = Bt + ty, 0 ≤ t ≤ 1.

Bt est le pont brownien standard issu de 0 vers 0.

By
t est appelé le pont brownien fractionnaire.

A.2.4 Simulation d’un mouvement brownien canonique

Pour simuler un mouvement brownien qui est un processus à temps continu, il faut

d’abord discrétiser le temps.
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Soit 4t la longueur d’une période de temps. Nous simulerons le mouvement brow-

nien au temps 0, 4t, 24T, 34t,....

On a {Wj4t−W(j−1)4t; j ∈ N} est une suite de variables aléatoires i.i.d., toute de loi

N(0, 4t). Pour simuler une trajectoire du mouvement brownien jusqu’à l’instant

n4t, nous allons générer n variables aléatoires indépendantes {Zj, j = 1, 2, 3,..., n}
de loi normale N(0,1). Comme

W0 = 0,Wj4t = W(j−1)4t + (
√
4t)Zj, j = 1,2,...,n.

Nous simulerons

W0 = 0, Wj4t, j = 1,2,...,n.

Par induction sur j, on obtient

Wj4t = (
√
4t)

k=j∑

k=1

Zj, j = 1,2,...,n.

Plus la longueur de l’intervalle de temps 4t est petite, meilleure sera notre ap-

proximation. Sous Matlab, le programme correspondant à l’algorithme précédent

est donné comme suit (cf.[17]) :

clear all;

m=3 % le nombre de trajectoire simulées

n=1000 % le nombre de périodes de temps

∆t = 0.001 % la longueur d’une période de temps

Z = normrnd(0,1,n,m); % matrice composée de nm v.a.i.i.d N(0,1)

W = zeros(n + 1,m); % initialisation: trajectoire du M.B

temps = zeros(n + 1,1);

for i = 1 : n

W (i + 1, :) = W (i, :) + sqrt(∆t) ∗ Z(i, :);

temps(i + 1,1) = temps(i,1) + ∆t;

end
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plot(temps, W );

Fig. 4.13 – Trajectoires d’un mouvement brownien.

Pour plus de détails sur le contenu de cette Annexe, se référer à [10], [16] et [45].



Annexe B
Généralités sur les systèmes d’attente
avec rappels

B.1 Introduction

Un système d’attente classique peut être résumé comme suit. Des clients arrivent

à un certain endroit et réclame un certain service. Les instants d’arrivée et les

durées de service sont en général aléatoires. Si un poste de service est libre, un

client qui arrive se dirige vers ce poste où il est servi. Sinon il prend sa place

dans une file d’attente et attend son tour selon la discipline du système : FIFO,

LIFO,... Quelquefois les clients impatients quittent définitivement la file, mais il

est aussi supposé qu’ils quittent le système définitivement. Cependant, la supposi-

tion de perte de clients qui ont choisi de quitter le système est juste une première

approximation des situations réelles. Habituellement un tel client après une durée

aléatoire revient dans le système et essaie d’obtenir encore le service. Les modèles

des files d’attente classique ne prennent pas en considération ce phénomène (les

rappels) et par conséquent ne peuvent pas être utilisés dans le traitement de plu-

sieurs problèmes importants.

Les files d’attente avec rappels ont été introduites pour résoudre ce problème. La

description d’un systèmes d’attente avec rappels se caractérisent par la propriété

qu’un client arrivant dans le système et qui trouve tous les serveurs occupés quitte le

système définitivement, ou rappelle ultérieurement à des instants aléatoires. Entre

deux rappels successifs, le client est dit ”en orbite”. Si un système de files d’attente

classique est défini complètement par la connaissance du processus des arrivées, la

discipline d’attente et le mécanisme de service, pour un système avec rappels, il y

a lieu d’ajouter un élément décrivant la loi des répétitions d’appels. Ces systèmes
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de files d’attente sont largement utilisés dans la modélisation du service d’abonnés

dans une centrale téléphonique.

Fig. 4.14 – Schéma général d’un système avec rappels.

B.2. Modèles markovien avec rappels M/M/s

Considérons un système à s serveur (s ≥ 1). Les clients arrivent selon un processus

de Poisson de taux λ. Si un appel primaire (un client qui arrive pour la première

fois) trouve au moins un serveur libre, il est immédiatement pris en charge et quitte

le système après avoir achevé son service. S’il trouve tous les serveurs occupés, il

rejoint l’orbite et devient source d’appels secondaires. Le temps de service est ex-

ponentiel de taux α et la durée entre deux rappels successifs d’une même source

secondaire est exponentielle de taux µ.

L’état du système peut être décrit par le processus markovien homogène (S(t), N(t))

à espace d’état {0, 1,..., s} ×N . Où

S(t) est le nombre de clients en cours de service à l’instant t.

N(t) est le nombre de clients en régime de rappels (en orbite) à l’instant t.

Soit

Pin(t) = P (S(t) = i, N(t) = n), i = 0, 1,..., s.
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Les conditions d’existence d’un régime stationnaire ont été établies par Falin [38].

Dans ce cas, les limites

lim
t−→∞

Pin(t) = Pin

existent.

B.3 Modèles semi-markovien avec rappels

B.3.1 Le système M/G/1 avec rappels

Ce système décrit dans le chapitre 4, est le modèle avec rappels le plus étudiés

par les spécialistes et il existe une documentation abondante sur ses diverses ca-

ractéristiques. Le premier résultat sur le système M/G/1 avec rappel a été obtenu

Par Alexandrov [2] et Keilson, Cozzolino & Young [48], en utilisant la méthode

de la variable auxiliaire. Ils ont obtenu les probabilités d’états et les fonctions

génératrices du nombre de clients dans le système.

L’état du système peut être décrit par le processus

Y (t) =

{
N(t), si C(t) = 0.
(C(t), N(t), H(t)) si C(t) = 1.

Où, C(t) = 0 ou 1 selon que le serveur est libre ou actif;

H(t) est une variable aléatoire à valeurs dans R+, et désignant la durée de service

résiduelle à la date t, si C(t) = 1;

N(t) représente le nombre de clients dans l’orbite à l’instant t.

Le nombre de clients dans le système à l’instant t s’écrit

X(t) = C(t) + N(t).

Notons

P0j(t) = P (C(t) = 0, N(t) = j),

P1j(t,x) = P (C(t) = 1, N(t) = j, x < H(t) < x + dx), j > 0.

En régime stationnaire (ρ < 1), la fonction génératrice du nombre de clients dans

le système est donnée par

Q(z) =
(1− ρ)(1− z)β(λ− λz)

β(λ− λz)
exp(−λ

θ

∫ z

1

1− β(λ− λz)

x− β(λ− λx)
dx).
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Posons

π(z) =
(1− ρ)(1− z)β(λ− λz)

β(λ− λz)− z
,

φ(z) = exp(−λ

µ

∫ z

0

(1− β(λ− λx))

x− β(λ− λx)
dx).

On aura la décomposition stochastique

Q(z) = π(z)
φ(z)

φ(1)
.

Cette formule signifie que le nombre de clients dans un système M/G/1 avec rappels

Xr s’écrit comme la somme de deux variables : Xr = Xc + V.

Xc : est le nombre de clients dans le système M/G/1 classique.

V : une variable aléatoire positive de fonction génératrice φ(z)
φ(1)

.

Sous l’hypothèse ρ = λβ1 < 1, les probabilités limites

pj = lim
t−→∞

P (X(t) = j),

pij = lim
t−→∞

P (C(t) = i, N(t) = j), j ∈ Z+, i = 0,1.

existent et sont positives.

B.3.2 Châıne de Markov induite

La méthode de la châıne de Markov induite a été utilisée pour la première fois par

Choo et Conolly [19].

Soit Ni = N(ηi) le nombre de clients dans l’orbite à l’instant ηi du ième départ. Il

est facile de voir que

Ni = Ni−1 − δNi
+ νi,

où νi est le nombre d’appels primaires durant le ième service.

δNi
est une variable aléatoire de Bernoulli

δNi
=

{
1, si le ième client servi provient de l’orbite.
0, sinon.

La loi conditionnelle de δNi
est donnée par

P (δNi
= 0/Ni−1 = n) = λ

λ+nµ

P (δNi
= 1/Ni−1 = n) = nµ

λ+nµ

}
.
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La variable aléatoire νi ne dépend pas des événements qui se sont produits avant

l’instant ξi du début du ième service. La distribution de νi est

an = P (νi = n) =

∫ ∞

0

(λx)n

n!
e−λxdB(x), n ≥ 0

de fonction génératrice

k(z) =
n=∞∑
n=0

anz
n = β(λ− λz)

et de moyenne

E(νi) =
n=∞∑
n=0

nan = ρ.

La suite de variables aléatoires (Ni) forme une châıne de Markov (dite châıne

de Markov induite) dont les probabilités de transition en un pas rm,n = P (Ni =

n/Ni−1 = m) sont données comme suit :

rm,n =
λ

λ + mµ
an−m +

mµ

λ + mµ
an−m+1.

Preuve

On a rm,n = P (Ni = n/Ni−1 = m)

= P (Ni−1 − δNi
+ νi = n/Ni−1 = m)

= P (νi = n−m + δNi
/Ni−1 = m)

= P (νi = n−m/Ni−1 = m, δXi
= 0) · P (δNi

= 0/Ni−1 = m)

+ P (νi = 1 + n−m/Ni−1 = m,δXi
= 1) · P (δNi

= 1/Ni−1 = m)

= P (νi = n−m)P (δNi
= 0/Ni−1 = m)

+ P (νi = 1 + n−m)P (δNi
= 1/Ni−1 = m)

= λ
λ+mµ

an−m + mµ
λ+mµ

an−m+1.

Régime stationnaire

La châıne de Markov Ni admet une distribution stationnaire notée πn ssi ρ < 1 (cf.

[38]).

• Les équations de Kolmogorov de la distribution πn sont

πn =
m=n∑
m=0

πm
λ

λ + mµ
an−m +

m=n+1∑
m=1

πm
mµ

λ + mµ
an−m+1, n = 0, 1,...
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π0 = (1− ρ)exp(
−λ

µ

∫ 1

0

1− β(λ− λu)

β(λ− λu)− u
du).

• La fonction génératrice de πn est donnée par

H(z) = (1− ρ)
1− z

k(z)− z
k(z)exp(

λ

µ

∫ z

1

1− k(u)

k(u)− u
du).

• La distribution stationnaire πn vérifie

n=∞∑
n=0

πn

λ + nµ
=

1− ρ

λ
.

• Les probabilités pj et pij peuvent être calculées par les formules de récurrence

p0 = 1− ρ, p1 =
1− a0

a0

p0, p2 =
1− a0 − a1

a0

(p0 + p1)

pj+1 =

1−
j∑

i=0

ai

a0

j∑
i=0

pi +

ij∑
i=2

pi

j∑

k=j−i+2

ak

a0

, j ≥ 2,

p0j =
λ

λ + µj
πj, p1j =

(j + 1)µ

λ
p0,j+1, j ≥ 0,

B.3.3 Caractéristiques moyennes

Les caractéristiques du système M/G/1 avec rappels sont données dans l’article de

Yang et Templeton [79] par

1) Nombre moyen de clients dans le système

n = ρ +
λ2β2

2(1− ρ)
+

λρ

µ(1− ρ)
.

2) Nombre moyen de clients dans l’orbite.

no = n− ρ =
λ2β2

2(1− ρ)
+

λρ

µ(1− ρ)
.
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3) Temps d’attente et nombre de rappels. Le temps d’attente d’un client est me-

suré à partir du temps d’entrée dans le système jusqu’au temps du commencement

du service.

Pour trouver le temps moyen d’attente W , on utilise la formule de Little n = wλ et

on aura

w =
λβ2

2(1− ρ)
+

ρ

µ(1− ρ)
.

Une fois w obtenu, il est facile d’obtenir η, le nombre moyen de rappels par client

η = wµ =
µλβ2

2(1− ρ)
+

ρ

(1− ρ)
.

B.3.4 Période d’activité ordinaire du système

Une période d’activité est définie comme étant la période qui débute à l’instant t0

d’arrivée d’un premier client primaire dans un système vide (C(t0+0) = 1, N(t0+0) =

0) jusqu’à l’instant t1 où le système redevient vide pour la première fois

t1 = inf{t : t > 0, C(t) = 0, N(t) = 0}.
On note L = t1 − t0, la durée de la période d’activité du système, cette période est

constituée d’une alternance de période d’activité Si et de période d’inactivité Ri du

serveur.

On note Y (s) = E(e−sL), la transformée de Laplace de la période d’activité.

Si I est le nombre de clients servis dans la période d’activité L, alors on note

π(s,y) = E(e−sLyI), la transformée conjointe de ces deux variables.

Falin [38] procède à une étude de la période d’activité en utilisant la méthode

des catastrophes qui permet de donner des résultats plus explicites dans le cas du

système M/G/1. La période d’activité à été étudié par Coo et Conolly [19] pour le

modèle M/M/1 qui donnent une procédure récursive de calcul des moments de la

variable L.

Théorème B2 [38].

Pour le système M/G/1 avec rappels, la transformée de Laplace-Steiltjes de la dis-

tribution conjointe de la période d’activité L du nombre de clients I servis au cours

de cette période π(s,y) est solution de l’équation

s + λ− λπ(s,y) = µ

∫ π∞(s,y)

0

exp{−1

v

∫ x

0

s + λyβ(s + λ− λu)

yβ(s + λ− λu)− u
du} dx

yβ(s + λ− λx)− x
.
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où π∞(s,y) est l’équivalent de π(s,y) dans la file M/G/1 classique.

• Si ρ > 1, alors P (L = 1) = P (I = ∞) > 0

• Si ρ = 1, alors P (L = 1) = P (I = ∞) = 0

• Si ρ < 1, alors

E(L) = −1

λ
+

1

λ(1− ρ)
φ(1) et E(I) =

1

1− ρ
φ(1).

Le moment d’ordre 2, E(L2) est obtenu par Artalejo & Lopez-Herrero [6].

E(L2) = 1
p00

[ 1
1−ρ2 (

2ρβ1

µ
+β2)−

∫ 1

0
2

λµ(β(λ−λt)−t)
×(1−λ(1−t)β′(λ−λt)

β(λ−λt)−t
− 1

1−ρ
exp{λ

µ

∫ 1

t
1−β(λ−λu)
β(λ−λu)−u

du}dt)].
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[17] Briand P., Equation différentielles stochastique, (2005).

[18] Chanda K. G., Strong mixing proprieties of stochastic processes, Jour. Appl. Prob.,

Vol. 11, pp: 401-408, (1974).

[19] Choo Q.H. and Conolly B.W., New results in the theory of repeated orders queueing

systems, J. Appl. Probab., Vol. 16, pp:631–640 (1979).

[20] Ciesielski Z., On the isomorphisms of the spaces Hα and m, Bull. Acad. Polon.

Sci., Vol. 8, pp: 217 - 222 (1960).
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Théorèmes limites. Processus aléatoires), M., Naouka, (1973).
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Résumé

Dans la première partie de ce travail, on considère le principe d’invariance de Lam-

perti pour des variables aléatoires vérifiant la condition de dépendance faible in-

troduite par Doukhan et Louhichi. En utilisant quelques inégalités de moments

établies, on montre une version du principe d’invariance de Lamperti pour les lignes

polygonales d’interpolation du processus de sommes partielles. Le même résultat

est établi pour le lissage par convolution du processus de sommes partielles.

La deuxième partie est consacrée à l’étude du comportement asymptotique de la

période d’activité d’une file d’attente M/G/1 avec rappels. Nous proposons deux

approches. La première approche est basée sur la modélisation de Artalejo et Fa-

lin (1996) et le principe d’invariance pour des variables aléatoires indépendantes.

Dans la seconde approche, on utilise la modélisation de l’évolution du système en

termes de périodes d’activité et de périodes d’inactivité du serveur et on propose

également de conclure avec un principe d’invariance hölderien.

Mots clés: Mouvement brownien, Espace de Hölder, Principe d’invariance, Système

avec rappels, Décomposition de Schauder, Equitension, Faible dépendance.



Abstract

We consider Lamperti’s invariance principle in Hölder spaces for random variables

satisfying Doukhan-Louhichi dependence condition. With some moment inequali-

ties, we obtain a version of Lamperti’s invariance principle for the polygonal inter-

polation of the partial sums process. Similar results are proved for the convolution

smoothing of partial sums process.

In the second part of this work, we propose two approaches to study the conver-

gence in distribution of the busy period of the M/G/1 retrial queue. The first

approach rely on the modeling of Artalejo and Falin (1996) and an invariance prin-

ciple for independent randoms variables. In the second one, we use the evolution of

the system in terms of idle periods and busy periods of the server and we conclude

too with an hölderian invariance principle.

Keywords : Brownian motion, Hölder space, Invariance principle, Retrial queue,

Schauder decomposition, Tightness, Weak dependence.


