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Introduction

Le mémoire est composé de deux parties. La premiere partie comporte
une synthese générale sur la propriété de Markov et son application a la
cinétique des réactions chimiques, et la deuxieme est une introduction aux
systemes dynamiques.

Dans le premier chapitre de la premiere partie, nous présentons une syn-
these sur la propriété de Markov.

Les marches aléatoires sont des exemples fondamentauxr de chaines de
Markov. Dans le cas des marches aléatoires dans Z2, ot d est un entier posi-
tif, nous précisons la notion de récurrence, puis nous étudions une condition
nécessaire et suffisante pour la majoration d’une marche aléatoire dans 7
(cf. [2]). Dans le cas des marches aléatoires dans R, nous proposons une dé-
monstration d’une propriété sur ['ensemble des valeurs de récurrence (cf. [6]).

Dans le deuriéme chapitre, nous donnons quelques éléments de base de
la cinétique des réactions chimiques, puis nous introduisons un modeéle de
chaines de Markov associé a la cinétique des réactions chimiques : “Les
Chaines de Markov a flot”. Nous définissons ainsi le vecteur de flot total
d’une chaine de ce type, et nous donnons la signification de ses composantes,
grace a un résultat énoncé (cf. [12]), dont nous proposons une démonstration,
en utilisant le théoreme érgodique.

La deuziéme partie est consacrée a une introduction a la dynamique des
populations et auxr systémes dynamiques.

Un modéle d’évolution d’une population, dans le cas déterministe, est



décrit par ’équation différentielle :

ar,

= KP,
dt !
ou P
d—tt = pb(1 - P),

ou P, est la taille de la population a Uinstant t (cf. [15]).

En discrétisant le temps, ces deux équations deviennent respectivement :
et
P,y = puP,(1—P,). (2)

Un modeéle plus riche est obtenu en considérant que les coefficients K et p
sont des variables aléatoires. Les équations (1) et (2) donnent lieu alors & des
systemes dynamiques.

Enfin pour terminer, nous faisons quelques observations et remarques sur

les chaines de Markov (X,,), associées, définies respectivement, par :
X, =Y, X, (1)

et
X, =Y, X, 1(1-X, ), (I1)

ot (Yy,), est une suite de variables aléatoires indépendantes et de méme loi.



Premiére partie

Chaines de Markov et Cinétique
des Réactions Chimiques



Chapitre 1

Processus et Chaines de Markov

1.1 Introduction

Nous rappelons dans cette introduction les idées de base sur la propriété
de Markov. Soit T un ensemble et (X;)ier un processus aléatoire & valeurs
dans un espace mesurable (E,E). Intuitivement, le processus (Xy)wer vérifie
la propriété de Markov si son futur et son passé sont conditionnellement
indépendants relativement au présent. Nous allons préciser cette propriété
dans les différents cas, suivant que les ensembles T' et E sont dénombrables

ou non.

1.2 Chaines de Markov a espace d’états dé-
nombrable

Définition 1.2. 1. Soit (2, A, P) un espace probabilisé, et soit E un espace
dénombrable. Une suite de variables aléatoires (X, )nen @ valeurs dans E est

une chaine de Markov si :

VYn >0, Vi, J, 1, Tp_o,..., Tg € FE ,on a :



PXpi1 = J1Xn =14, Xpo1 = 2no1, Xn2 = Tng,..., Xo = 20| = P[Xp11 = j| X, =1].

La chaine (X,,),, est dite homogéne ou a probabilité de transition station-

naire si la probabilité P[X, 1 = j| X, = i| ne dépend pas de n.

Les nombres p;; = P[ X1 = j| X, = 1| sont les probabilités de transition
de la chaine (X,)nen, €t la matrice [pi;li jer est dite matrice de transitions
de la chaine. Si {p;, i € E} est la loi de Xy, on dit que {p;, i € E} est la

loi initiale de la chaine (X,),.

Remarque 1.2. 1. La loi initiale {p;} et les probabilités de transition {p;;},

avec i, j € E vérifient les relations suivantes : Pour tous i, j € K

piz0, Y pi=1
pij 2 0, sz‘j =L
j

Théoréme 1.2. 1 (Théoréme de Pexistence (cf. [1])).

Soit E un ensemble dénombrable, et soient la suite {p;, i € E} et la
matrice [pijlijer données et vérifiant les conditions de la remarque précé-
dante, alors il existe un espace probabilisé (Q, F, P) sur lequel est définie
une chaine de Markov {X,,, n > 0} dont l’espace des états E, la distribution

initiale {p;, i € E} et la matrice de transition [pi;lijer

Définition 1.2. 2. Soit (X,,)nen une chaine de Markov homogéne a espace
des états . Pour x € E un état, soit v, la variable aléatoire a valeurs dans
N définie par :

inf{n >0/ X,, =x} si cet ensemble n’est pas vide;
Vp =
+00 s1non.

v, est le premier instant d’entrée dans ['état x, pour la chaine (X,,),.

e 1 est un état récurrent pour la chaine (X,,), si:

10



Py, < oo |Xg=2a]=1.

et transient sinon.

e Une classe essentielle C C E est dite récurrente si tous ses états sont
récurrents. Et comme la récurrence est une propriété de classe, alors C est
récurrente si elle contient un état récurrent.

e Une chaine de Markov irréductible est dite récurrente si elle a un état

récurrent.

Marches aléatoires dans Z4¢, d > 1

Soit Y, Yo, -+ Y, --- une suite de variables aléatoires indépendantes
et de méme loi, a valeurs dans Z. La marche aléatoire engendrée par les
Y, est la suite (X,), de v.a. & valeurs dans 7 définie par Xo, et pour
n>0 X,=Xo+Y1+Yo+ ..4+Y,, ou Xy est une variable aléatoire a
valeurs dans 7 indépendante des Y,,, n > 1.
X, est par exemple, la position d’une particule sur l’axe 7 a l’instant n, qui
se déplace sur 7 en effectuant des sauts Y, indépendants et de méme am-
plitude a gauche ou a droite aprés chaque unité du temps et en démarrant a

Uinstant 0, de la position Xy. Y, est le n"™¢ pas de la marche.

Plus généralement, la donnée d’une suite de variables aléatoires (Y, )n>1
indépendantes et de méme loi & valeurs dans Z%, d > 1 et d’une variable
aléatoire Xy & valeurs dans Z% indépendante des Y,, n > 1, définit une

marche aléatoire (X, )n>0 sur Z2, en posant pour n > 0,

X, = Xo + Z Ys.
k=1

Pour les marches aléatoires sur Z, nous avons la proposition suivante.

11



Proposition 1.2. 1. Soit (X,,),, la marche aléatoire irréductible sur Z, défi-

nie par Xo =0, et pour n > 0,

X, = i Yy
k=1

avec (Y,), une suite de variables aléatoires indépendantes et de méme loi
valeurs dans 7Z, et indépendantes de Xo. Pour que (X,,), soit récurrente, il

est nécessaire et suffisant que
> PIX, =0[X; = 0] = +o0.
n=0

Démonstration. On a

Plvy < 00| Xg = 0] = Pylvy < 00] = > Polvg = k]
k=1
= ) lim NPy = ]
1 A1

Calculons Y 7o \*Py[vg = k]
Ve € Z, on a :

= ZPO[Xn =z, v, = k|
k=1

PX, =z = R[X,=2z v, <n

= Y R[Xy—Xp =0, v, = k.
k=1

Les événements { X, — Xy = 0} et {v, = k} sont indépendants, donc

P[X,=2] = Y PX,—X;=0]. Py, = k]
k=1

= Z POI:Xn—k; = 0] PO[VLB = k]

k=1

12



En multipliant Py[X,, = x] par \* (0 < X< 1) on obtient

X' Po[X, =a] = N Po[ X, = 0] Pylv, = K]

k=1
Alors :
SN R[Xy=2] = > ) N B[Xyp =0] Py, = k]
n=1 n=1 k=1
= ) > X" R[X, =0] Py, = k]
n=0 k=1
= D AN R[X, =0> M Py, = k].
n=0 k=1
D’ou

zn:x“ Pylv, = k] = (i N Py[X, = 0]) <§: N Py[X, = :4)

Alors ;
i)\k Rlv. = k] = (i N R X, = 0]) _ <i N P X, = x])

Pour x =0, on a :

i NPy =k] = (i N Pyl X, = o]) _ (i N'Py[X, = o])

n=1
1

i A Py[X,, = 0]
n=0

13



Et comme Pylvy < oo] = lim Z N Pylvo = Kk, alors

,\/1
_ 1

Polvy < oo = 1-— }\1/1% =
> X P[X, = 0]

n=0

1

= 1— —

;%ZOA Py[X,, = 0]

La série Z A" By X, = 0] converge uniformément sur [0,1], donc
n=0

P()[l/0<OO]:1— =

n=0
Alors,
1
Pl <oo]=1 & — =0
> BlX, =0
n=0
& ) PB[X,=0]=+c0
n=0
O

Proposition 1.2. 2. Soit (X,,), une marche aléatoire dans 7, définie par

Xo=0 et pourn >1,
n
X,=> %
k=1
avec les Y, sont des variables aléatoires indépendantes et de méme loi sur 7,

et indépendantes de Xy. Pour x € Z, notons
P[X,, = x| X, = 0] = P,(0, z),

14



alors si ®(t) est la fonction caractéristique de Y1, nous avons :

1 T
Vn > 0, P,(0,y) = Dy / et ®"(t) dt, pour tout y € E.
T

—T

Démonstration. (Cf. [3/). O

Proposition 1.2. 3. Si ®(t) est la fonction caractéristique de Yy, alors (X,,)n

est transiente ssi :

lim Re [ dt < 0.

1
A1) 1- )@(t)}

Démonstration. D’aprés la proposition (1.2.1), (X,), est transiente si et

seulement si :

G = P,0,0) <oo, avec P,(0,0) = P[X, = 0|Xy = 0]
n=0

mais
o0

G = lim A"P,(0,0)
21

n=0

D’ou et d’apres la proposition (1.2.2),

G = 11/122 A" % /ﬂeOCI)”(t) dt
_ % tim /_: nf%v O™ (¢) dt
- o lm 7; :0 B dt
- % v _: 1—)1\<I>(t) .

En remarquant que, pour 0 < A < 1,

[r=mem = [ r=am = [ i)

15



On a alors :

G = i lim Re {é} dt
2 A 1)

et alors

. T 1
G < o0 ssi }\1/rr%/_7r Re{m} dt < oo
C’est a dire :
(Xn)n est transiente ssi :

. T 1
}\l/ln% - Re {m} dt < oo

O

Exemple 1.2. 1.

Si (X,)n est la marche aléatoire définie par

X, = z”: Yi
k=0

ot les Yy sont des variables aléatoires indépendantes et identiquement distri-
buées telles que :
P[Y, = 1] = P[Y}, = —1]

alors (X)), est récurrente. En effet, si ¢(x)

N =

st la fonction caractéristique de

®

la variable aléatoire Yy, alors :
1

o(z) = 56” + 56’“‘ = oS .

4 1 4 1
Re|————| dx = — dx.
/7r ‘ |:1 - A¢($):| v /7r 1 — Acos @ !

Posons tg 5 =t, alors :

Et

dt 1
— = —(141%).
dx 2( +t)

16



D’ou :

On a

donc :

T 1 +oo 1 2
——dx = . dt
/ﬂl—)\cosx v /OO 1—t* 1+4¢

1—A
1+1¢2

B /*w 2 ! "
e () =XN1—¢*)  1+1¢2
1+4+t2
2 dt

1+t — A+Aﬂ

/ma
g

1—A+1+M

Tl A
— 1
C=NJo |, Hx

1—A

4 oo 1
dt.
= 2

Posons :

>
—
+
>

1 —

>
—_
|
>,

17



4 [+ 1 4 [t T—\
- Sdt = —— - du
1— X Jy N 1-XJ, 1+u2V 1+
1 Ty
LYo
+oo
4 T—\ t
— arc u
1—x Vit g i
B 4 11—\
1= A V14X 2
4 1

= — +00 quand A\ 1.

VIth VI

Done, d’apres la proposition (1.2.3), la marche aléatoire (X,,),, est récurrente.

Dans le cas symétrique et irréductible, il est connu que pour d < 2 la
marche aléatoire est récurrente et pour d > 3 la marche est transiente (cf.
[4])-

Sid =1, cela est immédiat (cf. [exemple précédent]), et directement, il suffit
de montrer que 0 est récurrent, et comme les probabilités de retour sont :

1
P[Xy, = 0| Xy = 0] = C}

ZnQTn
et

n

> - e

n

le résultat s’en suit.

Les marches aléatoires dans 7%, d € N*, sont des exemples fonda-
mentaux de chaines de Markov. Nous nous intéressons ci-dessous au cas ot
d =1, en donnant un théoreme de majoration. Pour cela, rappelons la loi de

0 ou 1 de Kolmogorov.

18



Théoréme 1.2. 2. Loi de 0-1 de Kolmogorov (Loi de tout ou rien). Soit
(Xn)nen une suite de variables aléatoires indépendantes, et soit F la tribu

définie par F = N, Fy, ot : Fry = 0(Xoy1, Xnya, ...) alors
Ae F= P(A)=0ou P(A)=1.

Démonstration. Soit F,, = 0(X1,..., X)), Fn = 0(Xpi1, Xnio,...)

Fn est engendrée par la classe Cy d’événements de la forme :

{w, Xi(w) <z 1<i<n}, z; € RU{oc}.

F.. est engendrée par la classe Cy d’événements de la forme :
{w, Xjw)<z;; n+1<j<n+r}, reN, z; e RU{oo}

mais les v.a (X;); € N sont indépendantes, donc Cy et Cy sont indépendantes
et par conséquent, F, et F, sont indépendantes. On a aussi F, et F sont
indépendantes, en effet :

F C Fn, Vn, et comme F, et F, sont indépendantes pour tout n € N alors
F est indépendante de F,

Soit Foo = 0(Xp,n € N) alors Fo et F sont indépendantes, en effet :

F est engendrée par U,F,, et comme F,, ne dépend pas de F pour tout n,
alors U, F,, ne dépend pas de F, et par conséquent , Fo, ne dépend pas de F.
D’autre part, on a F C F,, C Fuoo Vn, donc F C Fs. D'ou YA € F on a
Ae F.

Et comme F et Fu sont indépendantes, alors A est indépendant de A. Par
conséquent : P(AN A) = P(A).P(A).

C’est o dire : P(A) = [P(A)]?

Dot : P(A).[1— P(A)]=0

]
Donc : P(A)=0o0u P(A)=1 0O

Proposition 1.2. 4. Pour x > 0, soit 7, la variable aléatoire, définie par :

o inf{ n/ X,, > x} si cet ensemble n’est pas vide ;
T 4o sinon.

19



T, est le premier instant d’ entrée de la chaine (X,,), dans Uintervalle] x , oo |.

Si (Xp)n>0 la marche aléatoire définie par Xo = 0, et pour n > 1,

n

X, = ZY"“ ot (Yi)k>1 est une suite de variables aléatoires indépendantes
k=1
et de méme loi, et indépendantes de Xq, et si 19 est fini, alors sa fonction

génératrice pour | A |< 1, est :

br(A) = E(V®) = 1 - eap {—Z Zp(x, > 0}}

n=1

Démonstration. (¢f. [2]) O
Théoréme 1.2. 3. Pour que la marche aléatoire (X,,), soit majorée, i.e.
P{sup X,, < 400} =1,
n

il est nécessaire et suffisant que

[e.o]

1
Y =P{X, >0} < 0.
n

n=1
Démonstration.

<) Supposons que

P[X,, > 0] < oo,

S|

oS
n=1

et montrons que

Plsup X,, < oo] =1.

20



Plrp=o0] = 1— Pl < ]
= 1-P U{Tozn}]

= 1—ZP[70:77,]

= 1—1im)\”ZP[7'0:n]

21

= 1—1lim » A"P[rp=n]
A1

= 1—limE(\™).
21

Done, d’apres la proposition (1.2.4), on a :
=1
Plry = = 1—|(1-— — —P[X, >0
fro = oo cap Z LPx, > o)

= exp{— Z P[X, > 0]}
On admet que
e"=0 & r=+c0.

Donc, st

P[X, > 0] <

§|>—‘

2
alors

exp{— Z P[X,, > 0]} > 0.

C’est a dire

P[T(]:OO]>O.

21



D’autre part, on a :

{ro =00} = {inf{n/X, >0} = +oo}
= {X, <0, Vn}
= {sup X, <0} C {sup X,, < +oco}.
Donc,
Plsup X,, < 4+00] > Py = 00| >0
D’ou, et d’apres la loi de 0-1(tout ou rien),

Plsup X,, < +o00] =1

C’est a dire (X,), est majorée.
=) Réciproquement, Supposons que
Plsup X,, < +o0] = 1.
n

et montrons que

NE
S |

P[X, > 0] < +o0.

n=1

Pour cela supposons le contraire, ¢’est a dire :

WE
S|

P[X, > 0] = +o0.

i
I

Et alors,
P[TO = +OO] = 0.

*SiPlYy > 0] =1, alors > -, Y, = +00 presque sdrement, et par suite
P[sup X,, = 00| = 1.
n

Do :
Plsup X,, < 00| = 0.

22



Contradiction avec [’hypothése.
*Si P[Y1 > 0] # 1, alors P[Y, < 0] > 0. C’est a dire

I m <0 tel que p,, = P[Y1 =m] > 0.

Pour tout n on a :

PlYi=m, ..., Y, =m, supo(Xpix — Xpn) < —nm] =

= PYi=m,...Y,=m, X, — X, < —nm, X0 —X,, <—nm,...|
= PYi=m,...Y,=m, Xpp1 < —nm+nm, X120 < —nm+nm,..]
= PYi=m,...Y,=m, X411 <0, X,12<0,..]
< P[X; <0,V

[

IN
B

/]
sup X; < 0] = P[ry = +o00] = 0.
!

PYi=m,.., Y, =m, sup(X,1x — X,) < —nm] <0.
k>0

C’est a dire
P[Yy = m]...P[Y,, = m].P[sup X; < —nm] <0, ¥n € N.
!

C’est a dire

(pm)"Plsup X; < —nm] <0, Vn € N.
I

D’ou
Plsup X; < —nm] =0, Vn e N.
!

Comme n < —nm pour tout n € N, alors

[sup X; < n] C [sup X; < —nm).
I I

23



Par conséquent,
Plsup X; <n|=0, VneN.
!

Donc :

P{sule>n =1, VneN.
l

D’o4
Plsup X; = +o0] = 1.
I

Par conséquent,
Plsup X,, < oo] = 0.

Contradiction avec [’hypothese du théoréme. Donc

3

=1
Z—PX > 0] < 400.
n=1

O

1.3 Chaines de Markov a espace d’états quel-
conque

Définition 1.3. 1. Soit (E,&) un espace mesurable et p une mesure de
probabilité sur E. Une suite de variables aléatoires (X,), G valeurs dans E

est une chaine de Markov homogeéne d’espace d’états E et de loi initiale p si :

1. pestlaloi de Xo;

2. Pour toute fonction f, E-mesurable et bornée sur E, nous avons :
Vn Z 07 E[f(Xn-l—l)‘Xm a3) X17 XO] = E[f(Xn-l—l)‘Xn] p.s

Cette définition peut étre reformulée en termes de probabilité condition-

nelle de la maniére suivante :

24



Définition 1.3. 2. Soit (E,E) un espace mesurable et u une mesure de
probabilité sur E. Une suite de variables aléatoires (X,,), G valeurs dans E

est une chaine de Markov d’espace d’états E et de loi initiale p si :
1. p estla loi de Xy,
2. VA€ & Yn>0, ona
P[X,11 € AlX,, ..., X1, Xo] = P[X,11 € A|X,] ps
C’est a dire
P[X,1 € Alo(Xp, ..., X1, Xo)] = P[Xn1 € Alo(X,)] p.s

ot 0(X,) est la tribu engendrée par la variable aléatoire X, et o(X,, ..., X1, Xo)

est la tribu engendrée par les variables aléatoires X, ..., X1 et Xj.
Remarque 1.3. 1. La définition (1.3.1) est équivalente a la définition (1.3.2).

Démonstration.
e Soit (X,), une chaine de Markov de loi initiale p, vérifiant la définition
(1.3.1), alors

Vf une fonction £-mesurable et bornée sur £ on a :
Vn 2 0,E[f (X)) Xn, -y X1, Xo] = E[f (Xni1)|Xa] p.s

Nous avons VA € €, 14 est mesurable et bornée, donc

Pour f = 14, avec A € € nous avons, d’apres la définition (1.3.1),
E[ HA(Xn+1)’XO> ) Xn] = E[HA(XnJrl)‘Xn]

C’est a dire
P[X,1 € Al X0, ..., Xy| = P[X,11 € A|X,)] (par définition de la probabilité
conditionnelle.)

e Soit (X,), une chaine de Markov de loi initiale p, vérifiant la définition
(1.3.2). Nous avons, donc
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VAe &, PlX,1 € A|Xo, ..., X,] = P[X,1 € AlX,].
C’est a dire
E[MaA(Xni1)| X, - X1, Xo] = E[ 14(X,11)|X0] (par définition de la pro-
babilité conditionnlle.)
Soit [ une fonction mesurable et bornée, alors [ est une limite d’une suite

croissante de fonctions élémentaires (fy)r, c¢’est a dire

f=lim f
k—+o00

avec

k

fr = Zai 14, pour tout k € N

i=1
ot o est un scalaire réel pour tout 1 =1, ..., k
et VZ, Az €.

Montrons que E[ f(X41)[Xn, .y X1, Xo] = [f(Xn41)[ Xn]-
Vi=1,..., k, pour tout k de N on a :

E[ L, (Xos1)|[ Xy ooy Xo, Xo] = E[ L, (Xoi1)| X
D’ou
OéZE[ ﬂAi(Xn+1)|Xn7 ceey Xl, X()] = OZZE[ ]]-Al(Xn—i—l)‘Xn]
C’est a dire
E[Oéi]lAi(Xn+1)|Xn, ceey Xl, X()] :E[Oéz]lAz(Xn+1)|Xn]

D’o4
k k
ZE[ai]lAi(Xn+l)|Xn7 e X1, Xo] = ZE[aiﬂAi(Xn+1)|Xn]'

i=1 =1

Zaz]lA n+1 (XD X17 ZOQHA n+1 ’X]
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k
k1—1>I—|I—100 E Zaz]lA n+1 .. X17 XO] - l_l)I_POOE ZazﬂA n—l—l)‘Xn]
C’est a dire

lim E[fk( n+1)|Xn7 ceey Xl, X()] :kl—{I-{looE[fk(Xn—i_l)‘Xn] (131)

k—+oc0

Par convergence monotone, on a

kEIwa[fk( n+1)\Xm ey X, Xo] :E[kEwak(Xn—i—lﬂXnu ey X4, Xo]

et
Jim BIf(X)|X0] = B[ lim_fu(X,0)|X,
En effet :
x D’une part nous avons :
o frel!, Vk

o (fx)r est une suite croissante vers f
o [ est bornée, i.e AM tel que f(X) < M , VX. Et comme f, / f, alors

Donc, par la convergence monotone, nous avons :

lim /Q Fo(Xosy) dP = /Q lim fi(X) dP. (1.3.2)

x D’une autre part, nous avons :

B[y (X, 1)|X,] € LI VK
o(E[fr(Xni1)| X0k est une suite croissante.
oM tel que : VA € o(X,,)

/ E[fr(Xni1)| Xn] dP = / fr(Xpi1) dP (par définition de l’espérance conditionnelle.)
A

J4 [(Xni1) dP ( par hypothese, fi, / [ )
M fA dP = M.P(A) < M.1 = M.

VARVAN
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DO’/LC, par convergence monotone nous avons :

im | B 1X) dP = [ im BRG] dP (133)

On a alors pour tout k et pour tout A € o(X,),

/ lim E[fi(Xpni1)] X0 szlim/ E[fr(Xni1)| Xn] dP (d’apres (1.3.3))
Ak ko Ja

= lilgn / fr(Xpi1) dP (par définition de l'espérance conditionelle. )
A
= /lilgn f1(Xnt1) dP (d’apres (1.5.2))
A
= / E [lilgn J(Xni1)|X0)] dP (d’apres la définition de 'espérance conditionelle.)
A

et par unicité presque sire de l’espérance conditionelle, nous avons :

E[liin fi(Xng1) | Xn] = 111?1 E[fi(Xnt1)| X0]

D’une maniére analogue, on peut montrer que :

E[hiﬂ fk(XnJrl)’Xo, P Xn] :lllzn E[fk(XnJrl)’Xo, P Xn]

Par conséquent, et d’aprés (1.3.1), nous avons :

E [f(Xos1)|Xo v Xo] = ELF(Xo1)| o)

(Xn)n vérifie alors la définition (1.3.1).
0J

Définition 1.3. 3. Soit (E,E) un espace mesurable. Une application

N: Ex&—[0,1]
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est un noyau de transition sur E si :

1. Pour tout x € E, Uapplication N(z,.) : € — [0, 1] est une probabilité
sur (E,E);

2. Pour tout A € &, lapplication N(.,A): E — [0, 1] est mesurable.

Exemple 1.3. 1. Si P est une probabilité sur l’espace (2, A) et (X,), une
chaine de Markov d’espace des états (E,E), alors l'application P définie par :

P[X,, Al = P[X,+1 € A|X,,], pourtout Ac&

est un noyau de transition sur E.

Marches aléatoires dans R :

Soit (Yy,), une suite de variables aléatoires réelles indépendantes et identi-
quement distribuées, de loi p. (X,,), est une marche aléatoire dans R, engen-
drée par la suite (Yy,), si : Xy est une variable aléatoire réelle indépendante
desY, et¥n>1, X, =Y, + X, _1.

Notons que (X,), est alors une chaine de Markov a espace d’états R et

de noyeau de transition P défini, pour tout A € Bg et tout n > 0 par :
P X1 € A|X,] = P[X,, A], avec P[X,,, A] = P[Y,,;1 € A— X,].

Définition 1.3. 4. Soit (X,,), une marche aléatoire sur R.

1. Un point x de R est un état possible pour (X)), si :
Ik tel que : Ve >0, P[| Xy —x|<e]>0.
2. Un point x € R est une valeur de récurrence pour (X,,), si :

Ve >0, P |limsup{| X,, —z | <e }| =1
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Proposition 1.3. 1. Soit (X,,),, une marche aléatoire sur R engendrée par
une suite de variables aléatoires réelles indépendantes et identiquement dis-
tribuées, alors : si R est ’ensemble de valeurs de récurrence de la marche

(Xp)n, on a R = 0 ou R est un sous groupe de R. Et dans ce dernier cas,

on a :
oR=R

ou

e R={0} & X,=0ps
ou

e 3neN tel que : R ={Fnz, z € R}

Démonstration.
e 5i (X,)n n'admet pas de valeurs de récurrence, alors R = ().
e Si R # 0, montrons que : Vx, y € R, alors y — x € R. C’est a dire, on

montre que :

Ve 0, Pl (YU Xn-(w—2)|<e}| =1

L m n>m

C’est a dire

ve>0, Pl Xn—(w—2) >} =0

L m n>m

Pour cela, supposons le contraire, c’est a dire :

de>0 tel que : P

Uﬂ{\Xn—<y—x)rze}]7é0

m n>m

D’ou :

de >0, et 3 m tels que : P

ﬂ{an—(y_a;)\zg}] >0

n>m
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C’est a dire :

Je >0, 3m tels que : P ﬂ{|Xn—(y—x)\226} >0

n>m

On ax € R = x est un état possible, c’est a dire : 3 k tel que : Ve >
0, P[| Xy —x|<e] >0.
Considérons les événements suivants :
{| Xy —z|<e} et {| X, — X — (y—2)|> 2} avec :n > k.

Si Uévénement
{1 X=Xy —(y—2) [> 26}

se réalise, alors [’événement

{1 Xe =2 [+ ] X0 —y|=2e}
se réalise. C’est a dire, ’événement

{1 Xn—y|=2e— [ Xp —2 [}

se réalise.
Si de plus | Xp,—x |< €, alors [’événement { | X,, — y |> €} se réalise. Donc :
Siwe{|Xy—a|<e}n{| X, —Xi— (y—2)|> 2}, alors

we{|Xo—yl[>e}
C’est a dire :
{|Xe—zl<epn{ | Xa-Xs—(y—2)[22e} C{[Xn—y[|>¢}
Donc :
Pl Xn—y|>el =2 P[{[ Xk —z|<e}n{ | X0 — Xy — (y —2) [> 2¢}]
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On remarque que les événements{ | Xy, —z |<e}let{ | X, — Xx — (y — x) |> 2¢}

sont indépendants, donc
Pl|X,—yl>e]>P[| Xe—x|<e| . Pl| Xp— X — (y—12) |> 2¢]
C’est a dire :
Pl|X,—yl>e]|>P[| Xe—x|<e| . Pl| Xk — (y—2x) |> 2¢]

o :

Pl | X, —x|<e] >0, par hypothése (= est un état possible pour (X,,),. )
Et

P[| Xk — (y—x) |> 2] > 0, pour n —k > m, d’aprés Uhypothése, c’est a
dire n > m+ k.

On a alors :
P| Xo—yl|>e, In>m+k|>P[| Xy —z|<e] .Pl| Xor— (y—2) |> 2, ¥n>m+ k|

c’est a dire :

Pl () {IX—yl>e}| 2P[[Xo—zl<e] . P| () {|Xok—(y—2)}
n>m+k n>m+k
ou :
P U {| Xo—(y—2x) |> 25}] > 0, par hypothése.
n>m+k
Done :
Pl N {|Xn—y|26}] > 0.
n>m—+k
Do :
P

Uﬂ{\Xn—y\Ze}]>0-

m n>m
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Et donc :
PIAOAULIXa—yl<e}| #1
m n>m
c’est a dire : y € R. Contradiction, car on a supposé que y € R. Et par
conséquent, y —x € R, et R est un sous groupe de (R, +). C’est a dire :
R=RouR={0} ou, R={ £tnz, z€ R}, neN.
O

1.4 Processus de Markov

1. Cas dénombrable :

Définition 1.4. 1. Soit E un ensemble dénombrable, et soit T = R*. Une
matrice de transition est une matrice dont les éléments sont des fonctions
(pi;(:)ijer ou tout simplement (p;;)ijcp définies sur T satisfaisant au trois
conditions suivantes :

Pour tousi, j€ Eets, teT,

JjeEE

3. Zpik(s)pkj(t) = pij(s +1).

keE

Définition 1.4. 2. Soit E un espace dénombrable, T = RT. et (X;)er un
processus aléatoire 4 valeurs dans E. (X;)ier est un processus de Markov si :
Vn € N, Vi1, to,..., t, € T tels quen > 2 et 0 < t;7 <ty < .. <t,, et
Vi1, 19, ..., 1, € E on a :

PIXy, =in|Xt, | =tn-1, Xty =in-2, o, Xy, =11] =

= P[Xy, = in|Xy,_, = in1]
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Le processus de Markov (Xy)ier est dit homogéne si pour tous i, j € E
et t,s € T, la probabilité P X, = j|X, = i] est une fonction de t qui ne

dépend pas de s. On note, alors :
pij(t) = P[Xis = j| X, = i] = P[X, = j| Xy = i].

Pour tout t € T, p;;(t) représente la probabilité de transition de processus
(Xt)ter de Uétat i a l’état j, a linstant t. La matrice des fonctions [p;;(t))i jer
est une matrice de transition pour le processus (X )ier. En effet,

1) Vi, jeE, p;(t) >0, par définition d’une probabilité.

2)Yi € E, Zpij(t) = 1. En effet, soit s € T et soit i € E tels que :

JEE

P X;=1i>0,o0na:

PX,=i] = Y P[X,=1i, Xiy. = j|

jeE
= Y PIX, = i|P[Xys = j| X, = ]
JjEE
= P[X, =1 ZP[Xt+s = j|X, =1
JjEE
jeE

D’ou :
> pi(t) =1
ek
(8)Ni,j € E etVs,t €T, ona:
> k()P () = pis(s + ).
k

En effet, soit uw € T tel que : P[X, =1i] >0, on a :
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pij(s +1t) = P[Xipsru = J|Xu =1
P[Xs—i—t—l—u - ju Xy = Z]
P[X, =i

ZP[XS-I—t-I—u - ju Xs+u - ka Xu - Z]
ker

P[X, =]
> PIX, = i|P[Xpu = k[ Xy = i|P[Xosrpu = j| Xeru = k, X, =1]

PIX, =) pu(s)pi;(t)

PIX, =i
= > pir(9)pis (1)

keE

Définition 1.4. 3.

1. (Xy); est dit stationnaire si la loi conjointe de Xyve, Xivtys -y Xett,

ne dépend pas de t.

2. Un processus (Xy)wer est dit a accroissements indépendants si :
Vig<ty<ty<..<t, €T, les variables aléatoires (Xy, — Xy,),
(Xy, — X4y), ooy (Xy, — X4, ) sont indépendantes, et on le note
“P.A.I7 On dit qu’il est a accroissements stationnares si pour tous
s, t €T, (Xyrs—Xi) ont la méme loi, et on le note “P.A.S”. Si (X;); est
en méme temps “P.A.1” et “P.A.S”, alors on dit qu’il est un processus

a accroissements indépendants et stationnaires et on le note “P.A.1.5”.

Remarque 1.4. 1.
S10 <ty <t <..<t, ona, dapres les propriétés de la probabilité
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conditionnelle et la propriété de Markov :
P[Xy, (w) =1y, 1 S v < n|Xy (W) = io] =T _1pi, i, (8 — tu-1)
Exemple 1.4. 1.

Tout processus de Poisson est Markovien. En effet, soit (X;)ier+ un pro-
cessus de Poisson a taux A > 0. (Xy)ier+ est un P.A.LS, et vérifie : Xq = 0,
et pour t > 0 fizé, la variable aléatoire X; suit la loi de Poisson de paramétre
At.

Soit 0 =ty < t; < ... <t, une suite croissante d’instants, et jo =0, 71 =

1, ..., Jn_1, Jn des états. Montrons que :
P |:th - jn‘th,1 - jn—h ceey XO - j0:| - P |:th :jn|th,1 - jn—l] .

Nous avons d’une part :
P [th = jn’th_1 :jnfb ) Xt1 = j1> Xo = O} =P [thftn_l :]n _jn71]7

et d’autre part :
P [th = jTu th71 = jn—l]

P [th = jn|th71 :jn—l} - P [Xt :.7 *1}

P Xy, — Xtn s = Jn— Jn-ts Xtns = Jn—1]
P[th71 :jn—l]
P X — Xop ) = ju—juct] P [Xop, = jn
— [Xe, tnoy = Jn — Jn 1} (Xt = G car (X;); est un P.A.T
P [th,l :]n—l}

= P [th — th_l = ]n - jnfl}
= P [th—tn—l = Jn _jn_l} ’

Par conséquent, on a :

P[Xi, = julXtn s = Jn1y oy Xiy =51, Xo=0] = P [X;, = ju| X, = G
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et donc (Xi)ier est un processus de Markov homogéne. Sa matrice de tran-

sition est P(t) = [pi;(t)]i, jen telle que :

Pij(t) = P[Xt+8 = j’Xs = 7/]
P[Xt+5 =7, Xs= z]

P[X, =]
_ P[XtJFS_XS:j_i; Xs:Z]
B P[X, =]
PlX S_Xs:‘—‘.PXs:‘
= et P[ij: 27]/] [ Z], car (X;); est un P.A.1

= P[Xps— X, =j—1i

= P[X;=j—1i] car (Xy); est un P.A.S.
e (W)

e

2. Cas général :

Pour terminer avec la propriété de Markov, nous donnons quelques

définitions dans le cas général.

Soit T = [0, +oo[, E un espace métrique séparable et localement com-

pact, et £ sa tribu borélienne.
Soit (Xy)ier un processus aléatoire a valeurs dans E, F, = 0(X,, s €
0, t]), et F| = o0(Xs, s € [t, +o0|). Intuitivement, un événement dans F;
est déterminé par 'état du processus (Xi)ier avant Uinstant t, et un événe-
ment dans F, est déterminé par l’état du processus apres linstant t. Fy et F|
représentent, respectivement, le passé et le futur de ce processus, relativement

a linstant présent t.
Soit (Fy)ier une filtration dans £, adaptée au processus (Xy)ier. Donnons
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la définition swivante :

Définition 1.4. 4. Le processus (X;)er est dit Markovien si et seulement

st l'une des propriétés suivantes est vérifiée :
1.YteT, YA€ F, VB € F: P(ANB|X,) = P(A|X,).P(B|X,).
2.WteT, BeF . P(B|F,)=P(B|X,).
3. VteT, YAe F: P(A|F]) = P(A|Xy).
Les probabilités P(B|X;) sont appelées "probabilités de transitions de pro-

cessus (Xy); .

La forme'2" de la propriété de Markov, donnée précédemment est la plus
utile. Elle est équivalente a la forme suivante :

Pour tous u > t, et pour toute fonction réelle f bornée, £- mesurable,

E(f(Xu)|F) = E(f(Xu)|X2)

Fonction de transition :

Définition 1.4. 5. La famille P = {P,(., .), 0 < s <t < oo} est une
fonction de transition Markovienne sur (E, £) si et seulement si pour tous

s <t <wu elle vérifie les trois conditions suivantes :
1.Vre E: Ar— Py(x, A) est une mesure de probabilité sur & ;
2. VA€ &: xv+— Pz, A) est E-mesurable;
3. Vee E, VAec&: Pyyu(v, A) = fE P i(x, dy)Py, u(y, A).

Cette fonction est dite homogéne (ou stationnaire), si et seulement s’il existe

une collection {P,(., .), t > 0} telle que : Vs <t, x € E, A€ &, ona:

P&t(x, A) = Pt,s(x, A)
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Dans ce cas, Ps; est remplacée dans'1’ et'2" par P, et'3" peut étre réécrite

comme suit :

Pyyy(z, A) :/Ps(a:, dy)P(y, A)

E
qui est appelée “Equation de Chapman-Kolmogorov”.

Comme fonction de x et A, P est appelée aussi “Noyau de transition sur

(E, )7

Awvec les notations utilisées dans cette section, pour tous s, t € T, x €

E A €&, avec s <t si
P, (X, A) = P(X; € A|X,),
alors le noyau Py (x, A) est complétement défini.

Théoréme 1.4. 1. (Théoréme de existence). Pour tout noyau de transition
P, il correspond un processus de Markov, dont les probabilités de transition

sont définies par :
P(X; € AlX; =) = Ps(x, A)

et inversement, a tout processus de Markov on peut associer un noyau de
transition, dont les valeurs sont données par les probabilités de transition de

CE Processus.
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Chapitre 2

Chaines de Markov et Cinétique
des Réactions Chimiques

2.1 Eléments de Cinétique des réactions chi-
miques.

Nous donnons ci-apres quelques éléments sur la cinétique des réactions
chimiques ((Cf. [11]) pour de plus amples détails). Soit Q@ un systéme chi-
mique fermé, dont toutes les composantes chimiques qu’il peut contenir sont
C;(j=1, .., d), deN". Pourj=1, --- d ett >0, soit th le nombre de
molécules du facteur C; a linstant t. Il est convenable de représenter l’état du
systeme a linstant t par un vecteur X; = (X}, X2, -+, X@) dans un espace
d’états d-dimentionnel. L’ensemble des valeurs th,j =1, ---, d constitue
un treillis. Chaque point de ce treillis correspond a un état du systéme et vice
versa.

L’état du systeme change si des réactions chimiques se réalisent dans ce
systeme. Une réaction chimique qui se réalise dans ce systeme est déterminée

par un ensemble de coefficients stoechiométriques s;, r; sous la forme :
8101 + 8202 + ...+ SdOd — 7“101 + 7‘202 + ...+ ’f‘dOd (211)

Sipour j =k, on ar, = sg # 0 alors la composante Cy, est un catalyseur,
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et st r, > s, > 0, on dit que Cy, est un autocatalyseur.

Les coefficients s; et r; sont définis pour un facteur commun C; mais on

prend s; comme le nombre de molécules nécessaires pour une collision.

Définition 2.1. 1. Une réaction chimique élémentaire est une réaction qui
se déroule en une seule étape, sans qu’apparaissent des composés intermi-

diaires entre les réactifs et les produits.

En pratique, on trouve souvent :
-Les réactions monomoléculaires : A — Produit ;
-Les réactions bimoléculaires : A+ B — Produit,

2A —  Produit ;
-Et rarement, réactions trimoléculaires : A+ B+ C — Produit, ( dans le
cas ot un catalyseur est introduit ).
Une réaction qui n’est pas élémentaire est dite complexe. Dans ce cas elle peut
étre constituée par la succession de plusieurs étapes élémentaires (réactions
en chaines) :
Réactifs— o
e — 0

.. ¢ — Produit.

Exemple 2.1. 1.

Considérons la réaction suivante :

2NO + 2Hy — 2H50 + Ny
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Cette réaction est complexe, elle se fait dans trois étapes ( trois réactions

élémentaires) :

1. 2No — NyOs ;

2. N2Oy + Hy — Ny + Hy0s ;

3. HyOy + Hy — 2H,50.

Chaque collision de la réaction (2.1.1) change le nombre Xg de molé-
cules du facteur C; dans le systeme avant la réaction en (X{ + r; — s;)
apres la réaction. Géométriquement, le vecteur d’état du systeme Xy de-

vient apres la réaction Xo + pu, ou p est le vecteur dont les composantes

sont pj =r;—s;, j=1, -, d.

A la réaction (2.1.1) on associe son inverse déterminée par [’équation :

d

d
Z 7"]'0]' —>Z SjCj
j=1

j=1
Cette réaction change le vecteur d’état du systéeme Xy en nouveau vecteur
d’état Xo — p, apres la réaction.

En démarrant de l’état initial Xo, la réaction (2.1.1) et son inverse changent

l’état Xy en une chaine discréte d’états possibles, dont le vecteur d’état final

est -
Xi = Xo+&u

ot & est un entier.

Considérons maintenant une autre réaction avec les mémes facteurs :

d d
D S0 — ) ey (2.1.2)
j=1

Jj=1
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et son tnverse. En démarrant de X, cette réaction et son inverse changent
le vecteur d’état Xy a une autre chaine discréte d’états, dont le vecteur d’état

final est :
Xo+ &' (W =r—s;, j=1, .., d)

Si les deux réactions (2.1.1) et (2.1.2) et leurs inverses se réalisent, a un

instant t, alors ’état Xy du systeme se transforme en [’état X, tel que :
Xt:XO+§M+§/M/' (f 5 6/:"'a _17 07 17 )

St plusieurs réactions réversibles p se réalisent a un instant t, alors l’état X

du systeme, se change en l’état X, tel que :

X, = Xo+ Z &,

p

ou &, prend les valeurs entieres ...,—2, —1, 0, 1, 2,... pour chaque réaction

p. 1l est appelé “degré d’avancement” de la réaction p.

Exemple 2.1. 2.

Considérons les quatre réactions de collision suivantes, qu’on suppose réa-

lisées a un instant t, dans un systéeme chimique :

L’état X; du systeme a linstant t, est donné par :
4
Xi=Xo+ > Euut?
p=1
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ot Xo = (X1, X2, X3) est Uétat initial du systeme, et p® = (u\”, 1, u$,

avec : Mgf’) _ ) _ )

i Jpourp=1, .., 4detj=1, 2 3.

Pour p =1 (cas de la réaction (1) de cet exemple), on a :

,ugl) :7{1) —sgl) =0—-2=-2

p) =) s =1-0=1

ugl)zrél)—sgl)z(J—O:O

Donc V) = (=2, 1, 0).

Pour p=2 :
p? =1 s =0-1=-1
WP =1 s =0 -1 = 1

My =T —3:(,)2):1—0:1
alors p® = (-1, —-1,1).

Pour p =3 :
p=0-1=-1
p =2-0=2
p =0-1=-1

On a u® = (-1, 2, —1).

Pour p=4, on a :
p=1-0=1
w =0-1=-1
p =0-1=-1

et p = (1, -1, —1).
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Donc :
Xt:(X&—251—§2—§3+§4, X§+fl—52+2§3—§4, X§’+€2—€3—§4).

Définition 2.1. 2. 1. La concentration de la composante C; dans le sys-

teme a un instant t est : ,
. X/
A=t
Q
C’est la densité de probabilité de C; dans le systéme. Si le contenu du

systeme est homogene, alors la densité de C; en tout point de ce systéme

Xi
q
2. La vitesse de la réaction (2.1.1) est définie par le nombre de collisions

est égale a

par unité du temps par unité de volume. Elle est donnée par :
b TI ()

ot ki est la constante de vitesse de la réaction directe, et (H‘jjzl(c{)sj)

est la probabilité pour qu il en résulte une collision a l’instant t.

Dans le cas de la réaction (2.1.1), ot {X]C;} se transforment en {(X] +
r; — s;)C;}, la vitesse de la réaction est donnée par :

1 de,

m% ]{3+H§»l:1(cg)sj, pour 1 S ) S d

d’ou, la vitesse de réaction par rapport a C; est donné par :

X,
= Q ky(r; — si)n;;l(ﬁt)sj.

dx;
dt

Remarque 2.1. 1.

Cette équation est vraie sous les conditions suivantes :
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1. Le contenu du systéme doit étre homogéne a tout instant t, pour que la
J

densité de C; a un instant t donné soit égale a en tout point de

Q .

)

¢
0 ’

2. On suppose que le systeme est dans les conditions ot la température est

constante.

2.2 Chaines de Markov a flot.

Définition 2.2. 1. Une famille de variables aléatoires (X;)i>o @ valeurs dans
E, qui vérifie la propriété de Markov est un processus de Markov. Cependant

si E dénombrable on dit aussi que (Xy)i>o est une chaine de Markov d’espace
d’états E. Elle est finie si E est fini.

Soit (X¢)i>0 une chaine de Markov finie sur E, indexée par les nombres
réels positifs. Le tauz de transition r(z,y) d’un état x & un état y est le

nombre réel défini par :

rew) =

[p[xt = y| X, = 1]

" } pour tout T # y

r(z,x) = tl_igl+

{P[Xt =x|Xg=1x]—1
t

] pour tout x € F.

Nous avons immédiatement :
a)r(z,y) >0, Ve,ye Eetx#y

b) Zr(x,y) =0, pour tout x € E.

yer

Définition 2.2. 2.
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1. Un graphe est un couple (V,W) ou V et W sont deux ensembles dé-
nombrables tels que : W C V X V.V est alors I’ensemble des sommets,
et W est l’ensemble des arcs. Un arc (a, b) a pour sommet initial a et
sommet final b. Le graphe d’une chaine de Markov a pour sommets ses

états, et ses arcs sont les couples (x, y) € E X E tels que r(x, y) > 0.

2. Un diagramme d’une chaine de Markov est un sous graphe de son

graphe.

3. Un produit mp d’un diagramme D est le produit de tauz de transitions

de ses arcs :

Tp = H T(.T,y)

(z,y)€D
4. Un chemin dex ay € E dans un diagramme D d’une chaine de Markov
est toute suite d’états (xq, ..., x,) telle que : x = x1, ..., x, =y, et

pour 0 < i <mn, (x;, wiy1) est un arc de D.

5. D est un diagramme directionnel d’un diagramme J si, pour tout
x e FE, x&J, il eriste exactement un sommet y de J et exactement

un chemin de x ay dans D, et aucun arc ne commence par un sommet

de J.

6. La somme ) ; d’un diagramme J est la somme de tous les produits mp
de tous ses diagrammes directionnels. Soit D; ['ensemble de tous les

diagrammes directionnels de J, on a :

ZJ: Z?TD.

DeDy

Proposition 2.2. 1 ((cf. [12])). Soit (X,,), une chaine de Markov & espace
d’états fini E. La loi stationnaire (p(x))zcp de (X,), est donnée pour x € E,

par :

p(x) = zz::‘”
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ot Y est la somme de tous les ), x € E.

Réduction du diagramme

Une chaine de Markov dont les taux de transition se trouvent en deux
ordres significativement différents, peut étre approximée par une autre chaine
de Markov simple (cf. [12]), avec uniquement les tauz de transition d’ordre
minimal. La nouvelle chaine est obtenue en négligeant les états que la loi
stationnaire charge avec de faibles probabilités.

On ne considérera que les chaines de Markov érgodiques, c’est a dire, on
suppose que pour tous états x # y il exriste un chemin x = xy, ..., T, =
y, n > 2, tel que pour tout 1 < i < n on ar(z;, 1) >0 (cf. [12]). Une
chaine de Markov érgodique a valeurs dans un ensemble fini & admet une

unique loi stationnaire (p(x))zer, vérifiant :

1) p(z) > 0 pour tout x € E,

2) Zp(x) =1, et

z€eE
3) p(x) Y r(z, y) =Y py)rly, =), © € E.
y# y#
Démonstration.
1INz, y € E, v #y, il existe un chemin x = x1,22, ... Tp =1Yy,n > 2

tel que r(x;, zi41) > 0 pour tout 1 < i < n. Donc pour tout x € E il existe
au, moins un diagramme directionnel de x dans E. Et alors la probabilité sta-

tionnaire p(x) > 0 en tout point x de E.

2) Zp(x) =1, par définition de la probabilité p.
zr€E

3)m est une loi stationnaire pour (Xi)ier, alors Ve € E, Yt € R, on a :



D’une part, on a :

ﬂ(x)zp[Xth]ZZP[Xt:% Xo =y]

=Y " P[Xo=y]. P[X, = z|X, =y
= " w(y)P[X; = 2 Xo = y].

D’une autre part, on a :
n(x) = P[Xo=2] =) P[Xo==, X; =1y

=Y P[Xq=1]. P[X, =y|X, = 1]
=m(z) Y P[X, = y|Xo = 2.

yer

D’ot nous avons [’égalité suivante :

m(1) ) P[X; =y|Xo = 2] =Y 7(y)P[X, = 2[Xo = y].

yeE yer

D’ou :

m(z) Y PXi=ylXo=a]= > w(y)P[X,=2[Xy =1y

yeE, y#z yeE, y#z
On a alors
Pl X, = y|X PIX, = 2| X, =
t—0+ t t—0t t
yEE, y#x yeEE, y#x
D’ou
. PXy=ylXo=1a] . PIX,=z|Xo =y
e e S
yeEE, y#x yeE, y#x
C’est a dire :



O

Considérons un systéme chimique fermé dont toutes les composantes chi-
miques qu’il puisse contenir sont C;, j =1, ..., d, avec d entier positif, dans
lequel des réactions chimiques ont lieu. Le nombre de particules de chaque
composante du systeme, varie dans le temps suivant ces réactions chimiques.
Nous faisons Uhypotheése que le taux de cette variation ne dépend pas du
nombre présent de particules des composantes dans le systeme, mais du type
de réactions chimiques survenues. St X; représente le nombre de particules
dans le systéme a linstant t, avec Xf le nombre de particules de la compo-

sante C; a linstant t, alors (Xi)i>o est une chaine de Markov & valeurs dans
VA

La deuzieme hypothése que nous faisons est que le systéme chimique décrit
peut se mettre dans un ensemble fini d’états E, et que les transitions d’un
état a un autre ne dépendent que des principes des réactions chimiques, et de
[’état du systeme juste avant la transition, et non pas du passé, c’est a dire
des états occupés par le systéme dans le passé. Ce qui est une hypothése trés
réaliste. Si donc on note par x; U'état du systéeme a linstant t, (x;);>0 est une
chaine de Markov finie a valeurs dans E.

Globalement, le systeme chimique considéré, peut étre décrit par la chaine
de Markov (zy, X;)i>0 @ valeurs dans ExZ? (cf. [12]). Un état de cette chaine
a un instant t est un couple (zy, X¢) qui signifie qu’a Uinstant t, le systéme est
a l’état xy € E, et les nombre de particules des composantes du systeme a cet
instant sont donnés par les composantes de vecteur X; = (X}, X2, -+ | X2).
Une transition de (x;, X)i>o est définie par ses états initial (xz, X) et final
(y, Y) et le taux de la transition r. Soit (z, X) — (y, Y) une transition
de la chaine (z¢, Xi)i>o0, €t soit A € 7% le vecteur représentant le tauz de
variation de la chaine (X;)i>o par cette transition. Cest a dire, Y = X + A.

Le vecteur A ne dépend pas du nombre présent de particules dans le systéme,
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c’est a dire A ne dépend pas de X. A partir d’un état (x, X) la chaine
(2, Xt)i>0 peut atteindre deuzx états (y, Y;), i = 1,2 ou plus, avec des vec-
teurs Y; différents. Et alors entre deux états x, y € E on peut avoir deux
transitions ou plus pour la chaine de Markov (z;, Xi)i>0, avec des tauz de
variations de (Xi)i>o différents. La chaine (xy, Xi¢)i>0 peut aussi avoir des
transitions (x, X;) — (y, Yi) dont les mémes états initial x € E et final
y € E, un méme tauzx de transition, et un méme taux de variation, mais avec
des vecteurs X; différents et Y; différents.

On peut, alors résumer la chaine (z¢, Xi)i>0 par une chaine de Markov
finie (z¢)i>0 @ espace d’états E. La chaine (z)i>0 représente chaque classe de
transitions de la chaine (x;, Xi)i>0 qui ont des mémes états initial et final,
respectivement x, y € E, un méme taux de transition, et un méme taux de
variation, par une seule transition u définie par le quadriplet (x, y, ru, Ay),
o x, y € E sont, respectivement, les états initial et final de la transition u,
ry € RY est le tauz de la transition u, et A, € Z% est le vecteur représentant
le tauz de variation de la chaine (Xi)i>0 par u.

Supposons que l'ensemble U de toutes les transitions de la chaine (2¢)>o est
fini, alors d’aprés Kurka, (2;)i>0 est appelée chaine de Markov a flot, et pour
u € U, A, est le vecteur de flot de u. Définissons alors, formellement la

chaine de Markov a flot.
Définition 2.2. 3. Une chaine de Markov a flot est définie par le triplet

(E, U, d), ou E est un ensemble fini d’états, d est un entier positif ( nombre
de composantes dans le systéme), et U est un ensemble fini de transitions.
Soit u € U,

U= (luy fusTus Ay), 00 iy, fu € E sont les états initial et final de la transition
u, 1y € RY est le tauz de la transition u, et A\, € Z% est le vecteur de flot de

u.

Une chaine de Markov a flot est une chaine de Markov dont les transi-
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tions ont leffet d’augmenter ou diminuer le nombre de particules de certaines
composantes du systéme. Ces accroissements ou décroissements sont donnés
par les vecteurs de flot des transitions.

On s’intéresse auz tauxr de variation (croissance ou décroissance) des
nombres de particules des composantes du systeme, dans lintervalle du temps
[0, t]. Ces tauzx sont les composantes de vecteur Xy — Xg. Les composantes
de vecteur de flot total F, défini par la suite, donnent les taux de varia-
tion moyens des nombres de particules des composantes dans le systéme, par
unité du temps. Cela nous permettra d’énoncer le résultat principal du cha-

pitre ainsi qu’une idée de sa démonstration.

Proposition 2.2. 2. Soit (x;, Xt)i>0 une chaine de Markov infinie corres-
pondante & une chaine de Markov a flot (2:)¢>0, et F' le vecteur défini par :
F =" plin)rud

uelU
ot (p(x))zer est la loi statonnaire de la chaine (X;)i>o. F est le flot total de
la chaine (2¢)i>0, iy un état (état initial) soumis a la transition u, avec un

tauz de transition r, et un A, le vecteur de flot. Alors on a :

tginw% [(X: — Xo] =F, p.s.
Démonstration. La démonstration de cette proposition repose sur les tra-
vauz de P. Kurka et 1. Dvorak. Nous en donnons ci-dessous une idée.
Soit (Fy); la filtration de tribus, définies pour t > 0 par F, = 0{X,, u <
t}. Définissons la suite croissante (Ty )y de temps optionnels ou temps d’arréts
relativement a la filtration (F)e, en posant : Ty = 0,
T — { inf{t > 0 tel que X, — Xo # 0}
+o0, siVt>0, X;— Xy=0.
Et pour k > 1

T — inf{t > T} tel que X; — Xrg,_, # 0}
FT Hoo, siVE>Thoy, Xi— Xg, = 0.
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Remarquons que Ty, T oo quand k T oco. Considérons le processus

(X1, — X1, ,)k. Nous avons :

. X —Xo . X7, — Xo
lm — = lim ————.
t——4o00 t n—-+o00 Tn
Et comme
Xr —Xo 1
T = ? E (XTk - XTk—l)
n n 1

st nous admettons que le processus (Zy), défini pour n >0 par
Zn=Xp, — X1,_,
est stationnaire, alors d’apres le Théoreme Ergodique, nous avons

n—1

% S 7 - E[Z] =E[A) = F

et par conséquent

1
lim - [X;—Xo]=F, p.s.

t——4o00

Ce qui établit le théoréme.

O

EXEMPLES

Nous terminons par quelques exemples pour illustrer la méthode exposée
(cf. [12])

Exemple 2.2. 1. Considérons un exemple d’une chaine de Markov a flot
(2t)e>0 en donnant la chaine de Markov infinie correspondante (xy, Xi¢)i>0,

et le vecteur de flot total F'. Soit alors la chaine de Markov a flot (z)so dé-
finie par le triplet (E, U, 2) avec :

E ={ey, ea}, U ={(e1, €2, 5, (2, =3)), (e1, €2, 3, (=1, 2)), (e, €1, 1, (2, 1))},

et représentée par le schéma suivant :
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5(2, -3)

3(-1, 2) i
€ &
? 1(2, 1) \

FElle a deuz états ey et ey, deux composantes (d = 2), et trois transitions :
(617 €2, 57 (27 _3))7 (617 €2, 37 (_17 2)) et (627 €1, ]-7 (27 ]-))
FElle représente (résume) la chaine de Markov infinie (zy, X;)i>o0 expliquée

par le schéma suivant :

.3
\ (e, x+2, y—39l> (e, x+4,y-

5
L. xy)

o e x 1 y+2 (e, x+1, y+

5
3
3 5 '
3
Les probabilités stationnaires des états ey et ey pour la chaine (z)i>o sont

données comme suit :

(e) = 22

1
Pler) = & >

et p
ou :
d =1+48=9
C’est a dire :

1

pe) =g et plex) = ¢

Le flot total de la chaine (z:)i>0 est donné par F, tel que :
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F = p(e1)5(2, =3)+p(e1)3(—1, 2)+p(e2)1(2, 1) = (Tp(e1) + 2p(ez), plea) — Ip(er)) .

On a, alors :
23 —1

9’ ?)'

C’est a dire que le nombre de particules de la premiére composante augmente

F=(

dans le systeme par la moyenne de n particules par unité du temps, et le
nombre de particules de la deuxiéeme composante diminue dans le systéeme par

la moyenne de 9 particule par unité du temps.

Exemple 2.2. 2. Considérons la chaine de Markov représentée par le graphe

suwant :

Les probabilités stationnaires de cette chaine sont données par :

(roarsaray + ro3T3aTar)

p(1) = 5

(r127r40734 + T12741734)

p(2) = 5

(ra17r12793 + 127237 42)

p3) = 5
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(712794734 + T12723734)

p(4) = 5

ou :
E = 194734741+ 723734741 712742734+ T 12741734 FT 41712723+ 712723742+ 712724734+ 712723734

Exemple 2.2. 3. Donnons un exemple d’application des chaines de Markov

a flot auz réactions chimiques. Pour cela, considérons la réaction enzimatique
sutvante, dans un systeme chimique :

Kl

K E1+ M]?'- E2 MlE 2

E+R

R+E,

RE,

M| M’

MZ

ot R est le réactif, Py est le produit final de cette réaction, Ey et Ey sont
deux enzymes, et My est un produit intermidiaire qui peut se transformer en
un autre produit intermidiaire My, par un processus (taux M et M') supposé
tres lent. Cependant les tauzr K et K' sont supposés considérablement plus

grands que les autres tauz.

L’état du systéme peut étre exrprimé par trois variables aléatoires X, Y

et Z, définies comme suit :

P { 0 sz: FE; est libre.
1  sinon.

v 1 st le produit intermidiaire existe sous la forme M.
1 0 sinon.

7 { (1) st By est libre.

S1Non.
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L’é¢tat du systéme peut alors étre représenté par la chaine de Markov a
flot, définie par (E, U, d) tel que :
FE = {000, 100, 010, 001, 110, 101, 011, 111} est l’ensemble d’états ;

U = {S(1, 0, 0), M(0, 1, 0), P(0, 0,1), k(0, 0, 0), S'(—1, 0, 0),
P'(0, 0, —1), M’(0, —1, 0),%'(0, 0, 0)}

est ’ensemble des transitions définies par leurs tauz et les vecteurs de flot
aSSOCILES ;
et d = 3 est le nombre de composantes, qui sont : Le réactif R, le produit

intermidiaire My, et le produit final Py.

Elle est représentée par le graphe suivant :

100 M’ 110
M
Pl
S P
S K g K’
: S
000, M 010 101
M
Pk K g
P S

01

Puisque k et k' sont supposés, considérablement plus grands que les autres
taux, alors les états 100, 010, 110, et 101 sont transients, et notre chaine se

reduit a :
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S(-1,0,0)

M’ (0,-1,0) S (-1,0,0)

P’ (0,0,-1) M’ (0,-1,0) S (-1,0,0)
000<——= 001=——= 01F=/——— 11

P (0,0,1) P(0,0,1) P (0,0,1)
M(0,1,0) M(0,1,0)
S(1,0,0)

Les probabilités stationnaires des états 000, 001, 011 et 111 sont respec-

tivement, données par py, p1, po et ps telles que :

P(M + P)(S + M + P)

Po = Z
(S"+ M+ P) M+ P)(S+ M+ P)
P = Z
(S M PSS+ M)S+MAP)
P2 = Z
_ (SI+M/+P/)(S/+MI)S/
b3 Z

ol

> = (S+M'+P+P)(S+M+P)(M+P)+(S'+M+P')(S'+M')(S+M+P+5").

Le vecteur de flot total de cette chaine est donné par :

F = poP'(0, 0, —1) +poM’'(0, —1, 0) + poS'(—1, 0, 0) +
pP(0, 0, 1)+ pS' (=1, 0, 0) +p; M'(0, —1, 0) +
p2P(0, 0, 1)+ poM(0, 1, 0) + poS'(=1, 0, 0) +
psP(0, 0, 1)+ psM(0, 1, 0) + p3S(1, 0, 0).

+ o+ +

58

(—=S"(po+p1+p2)+Sps, —M'(po+p1)+M(patps), —P'po+P(pr+patps)).



Deuxiéme partie

Introduction aux systémes
dynamiques
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Chapitre 3

Introduction aux systémes
dynamiques

La cinétique des réactions chimiques fait penser a la dynamique des po-
pulations et aux systémes dynamiques. On s’intéresse a présent, a I’évolution
dans le temps de la taille d’une population donnée. Le cas le plus simple est
celui ot la taille Py de la population a l'instant t obéit a [’équation différen-

tielle :

dP,
d—tt = KP, avec K une constante positive (cf. [15]).

En discrétisant le temps, cette équation devient :
P,,1=KP,, neN (3.1).

St nous supposons que L est la limite que doit atteindre la taille de la
population Py, alors le modéle qui convient pour décrire [’évolution de P, est
défini par I’équation différentielle :

dP,
d—tt = uP,(L — P;) avec p une constante positive (cf. [15])

En discrétisant le temps, cette équation devient :
P,y =pP,(L—P,), neN.
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On s’intéresse au cas ou L =1, en considérant les pourcentages de la popu-
lation, relativement a la limite qu’elle doit atteindre. Le modéle devient alors

dans ce cas celui qui est défini par [’équation :
Py =uP,(1 - P,) (3.2).

Un modéle plus fin que (3.1) ( respect. (3.2)), est obtenu en supposant que
le coefficient K (respect. n) est une variable aléatoire. Ce coefficient agira
alors dans le modeéle suivant une suite de variables aléatoires indépendantes
et de méme loi que K (respect. ).

L’évolution dans le temps de la taille P, est alors décrite par la chaine

de Markov (X,,)nen définie par Xq et pour n > 0,
X, =Y, X, (1)

avec (Yy,)n est une suite de variables aléatoires indépendantes et de méme loi
que la variable aléatoire KK,

ou la chaine de Markov (X,,)nen définie par Xy et pour n > 0,
X, =Y, X, 1(1—-X, 1) (I11)

avec (Yy,)n est une suite de variables aléatoires indépendantes et de méme loi
que la variable alétoire pu.
Nous présentons quelques observations et remarques sur le comportement

limite de ces deux chaines de Markov.

I. La chaine X,, = Y, X,,_; (1)

Il est immédiat que dans le cas ou Xog > 0, st Y, > 1 pour tout n, la
chaine de Markov (X,,), croit indéfiniment, et la la taille de la population
croit indéfiniment. Par contre, si 0 <Y, < 1, pour tout n, la chaine (X,),

est décroissante indéfiniment, et la population finira par ’extinction. Dans
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ces deux cas, la chaine est transiente. S1 Y, = 1, Vn, alors X,, = Xo,Vn et
(Xn)n est stationnaire.

Dans le cas ot (Y,), peut prendre des valeurs inférieures a 1 comme elle
peut prendre des valeurs supérieures a 1, nous faisons ci-dessous quelques

exemples de trajectoires.
1. Cason Xy=5et PlY,=2=P[Y,=%]=1.

Il Il Il Il Il Il
5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Figure 1: Trajectoire de la chaine: X(n)=Y(n).X(n-1), pour les 50 premiers pas,
avec: X(0)=5 et P[Y(n)=8/5]=P[Y(n)=2/3]=1/2.

0 1 1 1
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Figure2: Trajectoire de la chaine: X(n)=Y(n).X(n—1) pour les 100 premiers pas,
avec: X(0)=5 et P[Y(n)=8/5]=P[Y(n)=2/3]=1/2.

1.2

0.8

T

0.6

T

0.4

0.2 a”
0 | | | | LM As e | |

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
Figure 3: Trajectoire de la chaine: X(n)=Y(n).X(n—1) pour les 1000 premiers pas,
avec: X(0)=5 et P[Y(n)=8/5]=P[Y(n)=2/3]=1/2.
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X 10139

0 L L L L L L L L

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000
Figure 4: Trajectoire de la chaine: X(n)=Y(n).X(n—1) pour les 10000 premiers pas,
avec: X(0)=5 et P[Y(n)=8/5]=P[Y(n)=2/3]=1/2.

Ces trajectoires montrent bien que la chaine visite tous les états en oscil-
lant indéfiniment sur ’espace des états E défini par Xo et supp(Y,,) = {%, %}

avec Y, équiprobables.
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2. Cason Xo=5et PlY,=1]=P[Y,=2]=1.
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Figure 5: Trajectoire de la chaine: X(n)=Y(n).X(n-1) pour les 100 premiers pas,
avec:X(0)=5 et P[Y(n)=2]=P[Y(n)=1/2]=1/2.
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Figure 6: Trajectoire de la chaine: X(n)=Y(n).X(n-1) pour les 1000 premiers pas,
avec: X(0)=5 et P[Y(n)=2]=P[Y(n)=1/2]=1/2.

Dans ce dernier cas, nous savons que la chaine de Markov (X,,), est
récurrente (Cf. [17]).

Nous terminons [’étude de cette chaine, par la proposition suivante,
dont la démonstration est immédiate.

Proposition 3. 1. Soit (Y,,)n>0 une suite de variables aléatoires indépen-
dantes et de méme loi telle que : E[Y]] < 00. Soit (X, )nen la suite de variables

aléatoires définie par Xo, et pour n > 1 :
Xn = Yn : Xn—h

ot Xg est une variable aléatoire indépendante des'Y,, et B[X,] < co. Alors

relativement a la filtration (F,), engendrée par les X,,, nous avons :

1. SiE[Y1] =1, (X,), est une martingale ;
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2. SiE[Y1] > 1, (X,), est une sous-martingale ;

3. SiE[Y1] <1, (X,), est une sur-martingale.

Remarque 3. 1. [l est immédiat de noter que le modéle mis en place contient

le cas déterministe (cas ou Y, est constante pour tout n > 1).

II. La chaine X,, =Y, - X,,_1(1 — X,,_1) (I1) :

Dans le cas général, on ne connait pas la nature de cette chaine de Mar-

kov. Cependant, nous présentons ci-dessous quelques observations sur le com-

portement des trajectoires, dans quelques cas simples.

1. Cas ou Xy = 0.5 et P[Y, = 3] = P[Y, = §] = 3.

051
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Figure 7: Trajectoire de la chaine: X(n)=Y(n).X(n-1).[1-X(n—-1)] au cours des 1000 premiers pas,
pour X(0)=0.5 et P[Y(n)=2/3]=P[Y(n)=8/5]=1/2.
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Figure 8: Trajectoire de la chaine: X(n)=Y(n).X(n—1).[1-X(n—-1)] au cours des 10000 premiers pas,
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pour X(n)=0.5 et P[Y(n)=2/3]=P[Y(n)=8/5]=1/2.
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Figure 9: Trajectoire de la chaine: X(n)=Y(n).X(n-1).[1-X(n-1)] au cours des 100 premiers pas,
pour X(0)=0.5 et P[Y(n)=1/2]=P[Y(n)=3/2]=1/2.
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Figure 10: Trajectoire de la chaine: X(n)=Y(n).X(n-1).[1-X(n-1)] au cours des 1000 premiers pas,
pour X(0)=0.5 et P[Y(n)=1/2]=P[Y(n)=3/2]=1/2.
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3. Cas o Xo=05et PlY,=3]=P[Y, =5 =P}Y, =1 =3.
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Figure 11: Trajectoire de la chaine: X(n)=Y(n).X(n).[1-X(n)] au cours des 100 premiers pas,
pour X(0)=0.5 et P[Y(n)=3/2]=P[Y(n)=1/4]=P[Y(n)=5/2]=1/3.
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Figurel2:Trajectoire de la chaine:X(n)=Y(n).X(n-1).[1-X(n—-1)] au cours des 1000 premiers pas,
pour X(0)=0.5 et P[Y(n)=3/2]=P[Y(n)=1/4]=P[Y(n)=5/2]=1/3.

Remarque 3. 2.
Dansle cas ot 0 <Y, <1, Vnet0 < Xg<1l,0ona0< X, <1p. s, Vn et
(Xn)n \« P8, donc X,, — 0, p. s.

Conclusion :

Si0 < Xo <1 etE[Y,] <1, on observe dans les cas simulés que 0 < X,, <
1. Ce qui nous suggére le résultat suivant modulo la condition suivante : Les
Y, vérifient [’hypothése

1
H): Vn, Y, < .
( ) n—l(l - Xn—l)

Proposition 3. 2. Soit (Y,,),>1 une suite de variables aléatoires indépen-
dantes et de méme loi, a support dans Q, Y, € L' et E[Y,] < 1. Soit

Xo une variable aléatoire indépendante des Y, telle que 0 < Xy < 1 et
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Xo € L. Soit (X,)nen la chaine de Markov définie par X, et pour n > 0,
X, =Y, X,,1(1 — X,,1). Alors lim X,, = X, existe presque sirement, et
X, €L

Démonstration.
Remarquons d’abord que sous Uhypothése (H), ¥Yn >0, 0< X, <1. La
démonstration découle alors du théoréme de convergence des surmartingales,

car (X)), est dans ce cas, une surmartingale. En effet, pour n > 0 soit
fn:J(XOa X17 R Xn) :U(X(]a lea s Yn) On a :

EXpn|Fa] = E[Ynir - Xo(l — X,)|F)
= X, (1—-X,) E[Y,i|F
= X,(1— X)) E[Y,].

Comme sous l’hypothése (H) nous avons 0 < X, < 1Vn, et E[Y,,11] <1 par
hypothese, alors
E[Xn+l‘Fn] < Xna Vn.

(Xn)nen est donc une surmartingale.

O

Remarque 3. 3. Nous ne savons pas encore interpréter la condition (H).
Remarquons que si on pose : f,(v) = yx(1l — z), alors

Vnz 17 Xn:fYno fYn—lo *er O fyl(XO)'

Théoréme 3. 1 (Letac (1985)). Soient (E,Bg) un espace mesurable avec
E localement compact et Bg sa tribu borellienne, (F,F,Q) un espace de
probabilité et f : E X F' — E une application mesurable par rapport a la tribu
B @ F telle que pour tout y fizé dans F, x — f,(x) = f(x,y) est continue.

Soit (Yy,), une suite de variables aléatoires indépendantes et de méme loi Q,
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a valeurs dans I, et X une variable aléatoire a valeurs dans E indépendante
de (Y,)n. La suite de variables aléatoires (X,,), définie par Xq et pour n >0
par

Xpp1 = f(Xn, Yn+1) )

est une chaine de Markov d’espace des états E, de loi initiale p = L£(Xo) et
de noyau de transition P, la loi image de Q par f,. De plus si (Z,), est la
suite de variables aléatoires définies par Z, = fy, o fy, 0 -+ o fy,(Xo), si
Z = liTIln Zn(x) existe presque sirement, et si w est la loi de Z, alors elle est

unique et (X,), admet comme mesure stationnaire m, la loi de Z.

Pour terminer, nous conjecturons grice a ce théoréme, que (X,), ad-
met une mesure stationnaire w™ bornée, et la récurrence en sera alors une
conséquence. Ce qui viendrait alors confirmer nos observations dans les cas
stmulés. Le cas général ou la loi des Y, est a support non dénombrable reste

un probleme.
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Conclusion :

A partir du mémoire, deuz directions du travail se précisent en perspec-

tive :

1. L’étude des réactions chimiques par [introduction des chaines de Mar-
kov a flot peut se généraliser comme moyen de description des pro-
priétés de la réaction chimique, en considérant les chaines de Markov

infinies associées. Les exemples donnés sont assez significatifs pour cela.

2. Le paralléle fait avec les systéemes dynamiques débouche sur un probleme

ouvert : Nature de la chaine de Markov (X,,),, définie par :
Xog1 =X - Yo (1 = X,),
de noyau P tel que, Vg une fonction mesurable et bornée, et Vo € R,
Pg(x) = / fy(x) - 9(y) pldy),

ot fy(z) = yz(1 — z), avec (Y,), une suite de variables aléatoires in-

dépendantes et de méme loi pu.
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Annexe : Programmes simulant des marches aléatoires dans 7Z par

le language de programmation ‘"M ATLAB 7.0’ :

1- Programme simulant la marche aléatoire : X,, =Y, X,,_1, avec
PlY, = vall] = P[Y,, = val2] = § :
clear all

close all

cle

p=0.5;

n=input(’Le nombre de points :’);
z(1)=input(’la taille initiale de la population :’);
for i=2 :mn;

t(i)=rand;

if(t(i)<p)

y(i)=vall ;

else

y(i)=val2;

end

(i) =y(i)*z(i-1) ;

end

fori=1 :n;

hold on

plot (i,x(i),”.")

end

hold on
plot (x)
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2- Programme simulant la marche aléatoire :

avec P[Y, =vall] = P[Y, =val2] = 3 :
clear all

close all

cle

p=0.5;

n=input(’Le nombre de points :’);
z(1)=input(’la taille initiale de la population :’);
for i=2 :mn;

t(i)=rand;

if(t(i)<p)

y(i)=vall ;

else

y(i)=val2;

end

(i) =y (i) e(i-1)(1-z(i-1)) ;

end

fori=1 :n;

hold on

plot (i,x(i),”.")

end

hold on
plot (x)
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3- Programme simulant la marche aléatoire : X,, =Y, X,, 1(1-X,, 1),
avec PlY, = wvall] = P[Y,, = val2] = P[Y,, = val3] =

clear all

1.
3¢

close all

cle

p=1/3;

n=input(’Le nombre de points :’);
z(1)=input(’la taille initiale de la population :’);
for i=2 :mn;

t(i)=rand;

if(0<t(i)<1/3)

y(i)=vall ;

else

if (1/3<t(1)<2/3)
y(i)=val2;

else

y(i)=val3

end

end

(i) =y (i) e(i-1)(1-z(i-1)) ;
end

fori=1 :n;

hold on

plot (i,x(i),”.")

end

hold on
plot (x)

78



Bibliographie

[1] K. L. Chung, Markov Chains With Stationary Transition Probabilities
24 Edition, Springer-Verlag New York, 1967.

[2] 1. Guikhman et A. Skorokhod, Introduction a la théorie des processus
aléatoires
Editions Muir, Moscou, 1980.

[3] F. Spitzer, Principles of Random Walks
24 Edition, Springer-Verlag New York, 1976.

[4] Sheldon M. Ross, Introduction to Probability Models.
5% Edition, Academi Press, Inc, 1993.

[5] Guivarch’s et Roynette, Marches aléatoires dans un Groupe Lecture

Notes in Mathematics, Springer-Verlag, 1975.

[6] A. Revuz, Markov Chains
North Holland, 1975.

[7] Leo Breiman, Probability. Society for Industrial and Applied Mathema-
tics
2" FEdition, Philadelphia 1992.

[8] K. L. Chung, and John B. Walsh, Markov Processes, Brownian Motion,
and Time symmetry

2" Edition, Springer, 2005.

79



[9] M. Loéve, Probability Theory II.

4" Edition, Springer-Verlag New York Inc, 1978.

[10] Sheldon M. Ross, Stochastic Processes.
2" Edition, John Wiley et Sons, Inc, 1996.

[11] N.G. van Kampen, Stochastic Processes in Physics and Chemistry
15t Edition, Elsevier, 1992.

[12] P. Kurka et I. Dvorak. MATHEMETICAL BIOSCIENCES 60 : 1-16.
Elsevier Science Publishing Co., Inc., 1982.
52 Vanderbilt Ave., New York, NY 10017.

[13] W. Feller, An Introduction to Probability Theory and Its Applications.
Volume II, 2" Edition, Willey and Sons, N-Y, 1966.

[14] G. Letac, A contraction principle for certain Markov Chains and its

applications.
Contemporary Mathematics, Volume 50, AMS publications, N-Y, 1986.
[15] R.L. Devaney, An Introduction to Chaotic Dynamical Systems.
24 Edition, Willey, N-Y, 1985.
[16] M. A. Boudiba, La Chaine de Feller X,, .1 = |X,, — Y,,41| et les Chaines
associées .

Ann. Sci. Univ. Clermont-Ferrand II, Probab. Appl. 5, p. 91-132,
Clermont-Ferrand. 1986.

[17] G. Larabi, Chaines de Markov et applications.
Mémoire de Magister en Mathématiques (opion : Calcul de Probabilités)
UMMTO, 2007.

[18] P. Billingsley, Ergodic Theory and Information.
John Wiley and Sons, Inc., 1965.

80



