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Introdu
tionLe mémoire est 
omposé de deux parties. La première partie 
omporteune synthèse générale sur la propriété de Markov et son appli
ation à la
inétique des réa
tions 
himiques, et la deuxième est une introdu
tion auxsystèmes dynamiques.Dans le premier 
hapitre de la première partie, nous présentons une syn-thèse sur la propriété de Markov.Les mar
hes aléatoires sont des exemples fondamentaux de 
haînes deMarkov. Dans le 
as des mar
hes aléatoires dans Zd, où d est un entier posi-tif, nous pré
isons la notion de ré
urren
e, puis nous étudions une 
onditionné
essaire et su�sante pour la majoration d'une mar
he aléatoire dans Z(
f. [2℄). Dans le 
as des mar
hes aléatoires dans R, nous proposons une dé-monstration d'une propriété sur l'ensemble des valeurs de ré
urren
e (
f. [6℄).Dans le deuxième 
hapitre, nous donnons quelques éléments de base dela 
inétique des réa
tions 
himiques, puis nous introduisons un modèle de
haînes de Markov asso
ié à la 
inétique des réa
tions 
himiques : �LesChaînes de Markov à �ot�. Nous dé�nissons ainsi le ve
teur de �ot totald'une 
haîne de 
e type, et nous donnons la signi�
ation de ses 
omposantes,grâ
e à un résultat énon
é (
f. [12℄), dont nous proposons une démonstration,en utilisant le théorème érgodique.La deuxième partie est 
onsa
rée à une introdu
tion à la dynamique despopulations et aux systèmes dynamiques.Un modèle d'évolution d'une population, dans le 
as déterministe, est6



dé
rit par l'équation di�érentielle :
dPt

dt
= KPtou

dPt

dt
= µPt(1 − Pt),où Pt est la taille de la population à l'instant t (
f. [15℄).En dis
rêtisant le temps, 
es deux équations deviennent respe
tivement :

Pn+1 = KPn (1)et
Pn+1 = µPn(1 − Pn). (2)Un modèle plus ri
he est obtenu en 
onsidérant que les 
oe�
ients K et µsont des variables aléatoires. Les équations (1) et (2) donnent lieu alors à dessystèmes dynamiques.En�n pour terminer, nous faisons quelques observations et remarques surles 
haînes de Markov (Xn)n asso
iées, dé�nies respe
tivement, par :

Xn = YnXn−1 (I)et
Xn = YnXn−1(1 − Xn−1), (II)où (Yn)n est une suite de variables aléatoires indépendantes et de même loi.

7



Première partieChaînes de Markov et Cinétiquedes Réa
tions Chimiques
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Chapitre 1Pro
essus et Chaînes de Markov
1.1 Introdu
tionNous rappelons dans 
ette introdu
tion les idées de base sur la propriétéde Markov. Soit T un ensemble et (Xt)t∈T un pro
essus aléatoire à valeursdans un espa
e mesurable (E, E). Intuitivement, le pro
essus (Xt)t∈T véri�ela propriété de Markov si son futur et son passé sont 
onditionnellementindépendants relativement au présent. Nous allons pré
iser 
ette propriétédans les di�érents 
as, suivant que les ensembles T et E sont dénombrablesou non.1.2 Chaînes de Markov à espa
e d'états dé-nombrableDé�nition 1.2. 1. Soit (Ω,A, P ) un espa
e probabilisé, et soit E un espa
edénombrable. Une suite de variables aléatoires (Xn)n∈N à valeurs dans E estune 
haîne de Markov si :

∀n ≥ 0, ∀i, j, xn−1, xn−2, ..., x0 ∈ E ,on a :
9



P [Xn+1 = j|Xn = i, Xn−1 = xn−1, Xn−2 = xn−2, ..., X0 = x0] = P [Xn+1 = j|Xn = i].La 
haîne (Xn)n est dite homogène ou à probabilité de transition station-naire si la probabilité P [Xn+1 = j|Xn = i] ne dépend pas de n.Les nombres pij = P [Xn+1 = j|Xn = i] sont les probabilités de transitionde la 
haîne (Xn)n∈N, et la matri
e [pij]i, j∈E est dite matri
e de transitionsde la 
haîne. Si {pi, i ∈ E} est la loi de X0, on dit que {pi, i ∈ E} est laloi initiale de la 
haîne (Xn)n.Remarque 1.2. 1. La loi initiale {pi} et les probabilités de transition {pij},ave
 i, j ∈ E véri�ent les relations suivantes : Pour tous i, j ∈ E










pi ≥ 0,
∑

pi = 1;

pij ≥ 0,
∑

j

pij = 1.Théorème 1.2. 1 (Théorème de l'existen
e (
f. [1℄)).Soit E un ensemble dénombrable, et soient la suite {pi, i ∈ E} et lamatri
e [pij ]i,j∈E données et véri�ant les 
onditions de la remarque pré
é-dante, alors il existe un espa
e probabilisé (Ω, F , P ) sur lequel est dé�nieune 
haîne de Markov {Xn, n ≥ 0} dont l'espa
e des états E, la distributioninitiale {pi, i ∈ E} et la matri
e de transition [pij ]i,j∈EDé�nition 1.2. 2. Soit (Xn)n∈N une 
haîne de Markov homogène à espa
edes états E. Pour x ∈ E un état, soit νx la variable aléatoire à valeurs dans
N dé�nie par :

νx =







inf{n > 0/ Xn = x} si 
et ensemble n'est pas vide ;
+∞ sinon.

νx est le premier instant d'entrée dans l'état x, pour la 
haîne (Xn)n.
• x est un état ré
urrent pour la 
haîne (Xn)n si :10



P [νx < ∞ |X0 = x] = 1.et transient sinon.
• Une 
lasse essentielle C ⊂ E est dite ré
urrente si tous ses états sontré
urrents. Et 
omme la ré
urren
e est une propriété de 
lasse, alors C estré
urrente si elle 
ontient un état ré
urrent.
• Une 
haîne de Markov irrédu
tible est dite ré
urrente si elle a un étatré
urrent.Mar
hes aléatoires dans Zd, d ≥ 1 :Soit Y1, Y2, · · · , Yn, · · · une suite de variables aléatoires indépendanteset de même loi, à valeurs dans Z. La mar
he aléatoire engendrée par les
Yn est la suite (Xn)n de v.a. à valeurs dans Z dé�nie par X0, et pour
n > 0, Xn = X0 + Y1 + Y2 + ... + Yn, où X0 est une variable aléatoire àvaleurs dans Z indépendante des Yn, n ≥ 1.
Xn est par exemple, la position d'une parti
ule sur l'axe Z à l'instant n, quise dépla
e sur Z en e�e
tuant des sauts Yn indépendants et de même am-plitude à gau
he ou à droite après 
haque unité du temps et en démarrant àl'instant 0, de la position X0. Yn est le nime pas de la mar
he.Plus généralement, la donnée d'une suite de variables aléatoires (Yn)n≥1indépendantes et de même loi à valeurs dans Zd, d ≥ 1 et d'une variablealéatoire X0 à valeurs dans Zd indépendante des Yn, n ≥ 1, dé�nit unemar
he aléatoire (Xn)n≥0 sur Zd, en posant pour n > 0,

Xn = X0 +
n
∑

k=1

Yk.Pour les mar
hes aléatoires sur Z, nous avons la proposition suivante.11



Proposition 1.2. 1. Soit (Xn)n la mar
he aléatoire irrédu
tible sur Z, dé�-nie par X0 = 0, et pour n > 0,
Xn =

n
∑

k=1

Ykave
 (Yn)n une suite de variables aléatoires indépendantes et de même loi àvaleurs dans Z, et indépendantes de X0. Pour que (Xn)n soit ré
urrente, ilest né
essaire et su�sant que
∞
∑

n=0

P [Xn = 0|X0 = 0] = +∞.Démonstration. On a
P [ν0 < ∞|X0 = 0] = P0[ν0 < ∞] =

∞
∑

k=1

P0[ν0 = k]

=
∞
∑

k=1

lim
λր1

λkP0[ν0 = k]

= lim
λր1

∞
∑

k=1

λkP0[ν0 = k].Cal
ulons ∑∞
k=1 λkP0[ν0 = k]

∀x ∈ Z, on a :
P0[Xn = x] = P0[Xn = x, νx ≤ n]

=

n
∑

k=1

P0[Xn = x, νx = k]

=
n
∑

k=1

P0[Xn − Xk = 0, νx = k].Les événements {Xn − Xk = 0} et {νx = k} sont indépendants, don

P0[Xn = x] =

n
∑

k=1

P0[Xn − Xk = 0]. P0[νx = k]

=
n
∑

k=1

P0[Xn−k = 0] P0[νx = k].12



En multipliant P0[Xn = x] par λn ( 0 < λ < 1 ) on obtient
λn P0[Xn = x] =

n
∑

k=1

λn P0[Xn−k = 0] P0[νx = k]Alors :
∞
∑

n=1

λn P0[Xn = x] =

∞
∑

n=1

n
∑

k=1

λn P0[Xn−k = 0] P0[νx = k]

=

∞
∑

n=0

n
∑

k=1

λn+k P0[Xn = 0] P0[νx = k]

=
∞
∑

n=0

λn P0[Xn = 0]
n
∑

k=1

λk P0[νx = k].D'où
n
∑

k=1

λk P0[νx = k] =

(

∞
∑

n=0

λn P0[Xn = 0]

)−1( ∞
∑

n=1

λn P0[Xn = x]

)Alors
∞
∑

k=1

λk P0[νx = k] =

(

∞
∑

n=0

λn P0[Xn = 0]

)−1( ∞
∑

n=1

λn P0[Xn = x]

)Pour x = 0, on a :
∞
∑

k=1

λkP0[ν0 = k] =

(

∞
∑

n=0

λn P0[Xn = 0]

)−1( ∞
∑

n=1

λnP0[Xn = 0]

)

= 1 − 1
∞
∑

n=0

λn P0[Xn = 0]

.

13



Et 
omme P0[ν0 < ∞] = lim
λր1

∞
∑

k=1

λkP0[ν0 = k], alors
P0[ν0 < ∞] = 1 − lim

λր1

1
∞
∑

n=0

λn P0[Xn = 0]

= 1 − 1

lim
λր1

∞
∑

n=0

λn P0[Xn = 0]

·

La série ∞
∑

n=0

λn P0[Xn = 0] 
onverge uniformément sur [0,1℄, don

P0[ν0 < ∞] = 1 − 1

∞
∑

n=0

P0[Xn = 0]Alors,
P0[ν0 < ∞] = 1 ⇔ 1

∞
∑

n=0

P0[Xn = 0]

= 0

⇔
∞
∑

n=0

P0[Xn = 0] = +∞·

�Proposition 1.2. 2. Soit (Xn)n une mar
he aléatoire dans Z, dé�nie par
X0 = 0 et pour n ≥ 1,

Xn =
n
∑

k=1

Ykave
 les Yk sont des variables aléatoires indépendantes et de même loi sur Z,et indépendantes de X0. Pour x ∈ Z, notons
P [Xn = x|X0 = 0] = Pn(0, x),14



alors si Φ(t) est la fon
tion 
ara
téristique de Y1, nous avons :
∀n ≥ 0, Pn(0, y) =

1

2π

∫ π

−π

eiyt Φn(t) dt, pour tout y ∈ E.Démonstration. (Cf. [3℄). �Proposition 1.2. 3. Si Φ(t) est la fon
tion 
ara
téristique de Y1, alors (Xn)nest transiente ssi :
lim
λր1

∫ π

−π

Re

[

1

1 − λΦ(t)

]

dt < ∞.Démonstration. D'après la proposition (1.2.1), (Xn)n est transiente si etseulement si :
G =

∞
∑

n=0

Pn(0, 0) < ∞, ave
 Pn(0, 0) = P [Xn = 0|X0 = 0]mais
G = lim

λր1

∞
∑

n=0

λnPn(0, 0)D'où et d'après la proposition (1.2.2),
G = lim

λր1

∞
∑

n=0

λn 1

2π

∫ π

−π

e0Φn(t) dt

=
1

2π
lim
λր1

∫ π

−π

∞
∑

n=0

λn Φn(t) dt

=
1

2π
lim
λր1

∫ π

−π

∞
∑

n=0

[λΦ(t)]n dt

=
1

2π
lim
λր1

∫ π

−π

1

1 − λΦ(t)
dt.En remarquant que, pour 0 ≤ λ < 1,

∫ π

−π

1

1 − λΦ(t)
dt = Re

∫ π

−π

1

1 − λΦ(t)
dt =

∫ π

−π

Re

[

1

1 − λΦ(t)

]

dt.15



On a alors :
G =

1

2π
lim
λր1

∫ π

−π

Re

[

1

1 − λΦ(t)

]

dtet alors
G < ∞ ssi lim

λր1

∫ π

−π

Re

[

1

1 − λΦ(t)

]

dt < ∞C'est à dire :
(Xn)n est transiente ssi :

lim
λր1

∫ π

−π

Re

[

1

1 − λΦ(t)

]

dt < ∞

�Exemple 1.2. 1.Si (Xn)n est la mar
he aléatoire dé�nie par
Xn =

n
∑

k=0

Ykoù les Yk sont des variables aléatoires indépendantes et identiquement distri-buées telles que :
P [Yk = 1] = P [Yk = −1] =

1

2alors (Xn)n est ré
urrente. En e�et, si φ(x) est la fon
tion 
ara
téristique dela variable aléatoire Yk, alors :
φ(x) =

1

2
eix +

1

2
e−ix = cos x.Et

∫ π

−π

Re

[

1

1 − λφ(x)

]

dx =

∫ π

−π

1

1 − λcos x
dx.Posons tg x

2
= t, alors :

dt

dx
=

1

2
(1 + t2).16



D'où :
dx =

2

1 + t2
dt.On a

cos x =
1 − t2

1 + t2don
 :
∫ π

−π

1

1 − λcos x
dx =

∫ +∞

−∞

1

1 − λ
1 − t2

1 + t2

· 2

1 + t2
dt

=

∫ +∞

−∞

2

(1 + t2) − λ(1 − t2)

1 + t2

· 1

1 + t2
dt

= 2

∫ +∞

0

2 dt

1 + t2 − λ + λ t2

= 4

∫ +∞

0

1

1 − λ + (1 + λ) t2
dt

=
4

(1 − λ)

∫ +∞

0

1

1 +
1 + λ

1 − λ
t2

dt

=
4

1 − λ

∫ +∞

0

1

1 +

[

√

1 + λ

1 − λ
t

]2 dt.Posons :
√

1 + λ

1 − λ
t = u ⇒ du =

√

1 + λ

1 − λ
dt

⇒ dt =

√

1 − λ

1 + λ
du

17



et
4

1 − λ

∫ +∞

0

1

1 +

[

√

1 + λ

1 − λ
t

]2 dt =
4

1 − λ

∫ +∞

0

1

1 + u2

√

1 − λ

1 + λ
du

=
4

1 − λ

√

1 − λ

1 + λ
· arctg u

]+∞

0

=
4

1 − λ

√

1 − λ

1 + λ

π

2

=
4√

1 + λ
· 1√

1 − λ
−→ +∞ quand λ ր 1.Don
, d'après la proposition (1.2.3), la mar
he aléatoire (Xn)n est ré
urrente.Dans le 
as symétrique et irrédu
tible, il est 
onnu que pour d ≤ 2 lamar
he aléatoire est ré
urrente et pour d ≥ 3 la mar
he est transiente (
f.[4℄).Si d = 1, 
ela est immédiat (
f. [exemple pré
édent℄), et dire
tement, il su�tde montrer que 0 est ré
urrent, et 
omme les probabilités de retour sont :

P [X2n = 0|X0 = 0] = Cn
2n

1

22net
∑

n

Cn
2n

22n
= +∞,le résultat s'en suit.Les mar
hes aléatoires dans Zd, d ∈ N∗, sont des exemples fonda-mentaux de 
haînes de Markov. Nous nous intéressons 
i-dessous au 
as où

d = 1, en donnant un théorème de majoration. Pour 
ela, rappelons la loi de0 ou 1 de Kolmogorov. 18



Théorème 1.2. 2. Loi de 0-1 de Kolmogorov (Loi de tout ou rien). Soit
(Xn)n∈N une suite de variables aléatoires indépendantes, et soit F la tribudé�nie par F = ∩nF̄n où : F̄n = σ(Xn+1, Xn+2, ...) alors

A ∈ F ⇒ P (A) = 0 ou P (A) = 1.Démonstration. Soit Fn = σ(X1, ..., Xn), F̄n = σ(Xn+1, Xn+2, ...)

Fn est engendrée par la 
lasse C1 d'événements de la forme :
{ω, Xi(ω) ≤ xi; 1 ≤ i ≤ n}, xi ∈ R ∪ {∞}.

F̄n est engendrée par la 
lasse C2 d'événements de la forme :
{ω, Xj(ω) ≤ xj ; n + 1 ≤ j ≤ n + r}, r ∈ N, xj ∈ R ∪ {∞}mais les v.a (Xi)i ∈ N sont indépendantes, don
 C1 et C2 sont indépendanteset par 
onséquent, Fn et F̄n sont indépendantes. On a aussi Fn et F sontindépendantes, en e�et :

F ⊂ F̄n, ∀n, et 
omme F̄n et Fn sont indépendantes pour tout n ∈ N alors
F est indépendante de FnSoit F∞ = σ(Xn, n ∈ N) alors F∞ et F sont indépendantes, en e�et :
F∞ est engendrée par ∪nFn, et 
omme Fn ne dépend pas de F pour tout n,alors ∪nFn ne dépend pas de F , et par 
onséquent , F∞ ne dépend pas de F .D'autre part, on a F ⊂ Fn ⊂ F∞ ∀n, don
 F ⊂ F∞. D'où ∀A ∈ F on a
A ∈ F∞.Et 
omme F et F∞ sont indépendantes, alors A est indépendant de A. Par
onséquent : P (A ∩ A) = P (A).P (A).C'est à dire : P (A) = [P (A)]2D'où : P (A).[1 − P (A)] = 0Don
 : P (A) = 0 ou P (A) = 1 �Proposition 1.2. 4. Pour x ≥ 0, soit τx la variable aléatoire, dé�nie par :

τx =

{

inf{ n/ Xn > x} si 
et ensemble n'est pas vide ;
+∞ sinon.19



τx est le premier instant d' entrée de la 
haîne (Xn)n dans l'intervalle ] x , ∞ ].Si (Xn)n≥0 la mar
he aléatoire dé�nie par X0 = 0, et pour n ≥ 1,
Xn =

n
∑

k=1

Yk, où (Yk)k≥1 est une suite de variables aléatoires indépendanteset de même loi, et indépendantes de X0, et si τ0 est �ni, alors sa fon
tiongénératri
e pour | λ |< 1, est :
φτ0(λ) = E(λτ0) = 1 − exp

{

−
+∞
∑

n=1

λn

n
P{Xn > 0}

}Démonstration. (
f. [2℄) �Théorème 1.2. 3. Pour que la mar
he aléatoire (Xn)n soit majorée, i.e.
P{sup

n

Xn < +∞} = 1,il est né
essaire et su�sant que
∞
∑

n=1

1

n
P{Xn > 0} < ∞.Démonstration.

⇐) Supposons que
∞
∑

n=1

1

n
P [Xn > 0] < ∞,et montrons que

P [sup
n

Xn < ∞] = 1.

20



On a :
P [τ0 = ∞] = 1 − P [τ0 < ∞]

= 1 − P

[

∞
⋃

n=1

{τ0 = n}
]

= 1 −
∞
∑

n=1

P [τ0 = n]

= 1 − lim
λր1

λn

∞
∑

n=1

P [τ0 = n]

= 1 − lim
λր1

∞
∑

n=1

λnP [τ0 = n]

= 1 − lim
λր1

E(λτ0).Don
, d'après la proposition (1.2.4), on a :
P [τ0 = ∞] = 1 −

[

1 − exp{−
∞
∑

n=1

1

n
P [Xn > 0]}

]

= exp{−
∞
∑

n=1

1

n
P [Xn > 0]}.On admet que

e−x = 0 ⇔ x = +∞.Don
, si
∞
∑

n=1

1

n
P [Xn > 0] < ∞,alors

exp{−
∞
∑

n=1

1

n
P [Xn > 0]} > 0.C'est à dire

P [τ0 = ∞] > 0.21



D'autre part, on a :
{τ0 = ∞} = {inf{n/Xn > 0} = +∞}

= {Xn ≤ 0, ∀n}
= {sup

n

Xn ≤ 0} ⊆ {sup
n

Xn < +∞}.Don
,
P [sup

n

Xn < +∞] ≥ P [τ0 = +∞] > 0D'où, et d'après la loi de 0-1(tout ou rien),
P [sup

n

Xn < +∞] = 1C'est à dire (Xn)n est majorée.
⇒) Ré
iproquement, Supposons que

P [sup
n

Xn < +∞] = 1.et montrons que
∞
∑

n=1

1

n
P [Xn > 0] < +∞.Pour 
ela supposons le 
ontraire, 
'est à dire :

∞
∑

n=1

1

n
P [Xn > 0] = +∞.Et alors,

P [τ0 = +∞] = 0.* SiP [Y1 > 0] = 1, alors ∑∞
k=1 Yk = +∞ presque sûrement, et par suite
P [sup

n

Xn = +∞] = 1.D'où :
P [sup

n

Xn < +∞] = 0.22



Contradi
tion ave
 l'hypothèse.*Si P [Y1 > 0] 6= 1, alors P [Y1 ≤ 0] > 0. C'est à dire
∃ m ≤ 0 tel que pm = P [Y1 = m] > 0.Pour tout n on a :

P [Y1 = m, ..., Yn = m, supk≥0(Xn+k − Xn) ≤ −nm] =

= P [Y1 = m, ..., Yn = m, Xn+1 − Xn ≤ −nm, Xn+2 − Xn ≤ −nm, ...]

= P [Y1 = m, ..., Yn = m, Xn+1 ≤ −nm + nm, Xn+2 ≤ −nm + nm, ...]

= P [Y1 = m, ..., Yn = m, Xn+1 ≤ 0, Xn+2 ≤ 0, ...]

≤ P [Xl ≤ 0, ∀l]

≤ P [sup
l

Xl ≤ 0] = P [τ0 = +∞] = 0.On a don
,
P [Y1 = m, ..., Yn = m, sup

k≥0
(Xn+k − Xn) ≤ −nm] ≤ 0.C'est à dire

P [Y1 = m]...P [Yn = m].P [sup
l

Xl ≤ −nm] ≤ 0, ∀n ∈ N.C'est à dire
(pm)nP [sup

l

Xl ≤ −nm] ≤ 0, ∀n ∈ N.D'où
P [sup

l

Xl ≤ −nm] = 0, ∀n ∈ N.Comme n ≤ −nm pour tout n ∈ N, alors
[sup

l

Xl ≤ n] ⊂ [sup
l

Xl ≤ −nm].23



Par 
onséquent,
P [sup

l

Xl ≤ n] = 0, ∀n ∈ N.Don
 :
P

[

sup
l

Xl > n

]

= 1, ∀n ∈ N.D'où
P [sup

l

Xl = +∞] = 1.Par 
onséquent,
P [sup

n

Xn < ∞] = 0.Contradi
tion ave
 l'hypothèse du théorème. Don

∞
∑

n=1

1

n
P [Xn > 0] < +∞.

�1.3 Chaînes de Markov à espa
e d'états quel-
onqueDé�nition 1.3. 1. Soit (E, E) un espa
e mesurable et µ une mesure deprobabilité sur E. Une suite de variables aléatoires (Xn)n à valeurs dans Eest une 
haîne de Markov homogène d'espa
e d'états E et de loi initiale µ si :1. µ est la loi de X0 ;2. Pour toute fon
tion f , E-mesurable et bornée sur E, nous avons :
∀n ≥ 0, E[f(Xn+1)|Xn, ..., X1, X0] = E[f(Xn+1)|Xn] p.sCette dé�nition peut être reformulée en termes de probabilité 
ondition-nelle de la manière suivante : 24



Dé�nition 1.3. 2. Soit (E, E) un espa
e mesurable et µ une mesure deprobabilité sur E. Une suite de variables aléatoires (Xn)n à valeurs dans Eest une 
haîne de Markov d'espa
e d'états E et de loi initiale µ si :1. µ est la loi de X0 ;2. ∀A ∈ E , ∀n ≥ 0, on a
P [Xn+1 ∈ A|Xn, ..., X1, X0] = P [Xn+1 ∈ A|Xn] p.sC'est à dire

P [Xn+1 ∈ A|σ(Xn, ..., X1, X0)] = P [Xn+1 ∈ A|σ(Xn)] p.soù σ(Xn) est la tribu engendrée par la variable aléatoire Xn, et σ(Xn, ..., X1, X0)est la tribu engendrée par les variables aléatoires Xn, ..., X1 et X0.Remarque 1.3. 1. La dé�nition (1.3.1) est équivalente à la dé�nition (1.3.2).Démonstration.
• Soit (Xn)n une 
haîne de Markov de loi initiale µ, véri�ant la dé�nition
(1.3.1), alors
∀f une fon
tion E-mesurable et bornée sur E on a :

∀n ≥ 0, E[f(Xn+1)|Xn, ..., X1, X0] = E[f(Xn+1)|Xn] p.sNous avons ∀A ∈ E , 11A est mesurable et bornée, don
Pour f = 11A, ave
 A ∈ E nous avons, d'après la dé�nition (1.3.1),
E[ 11A(Xn+1)|X0, ..., Xn] = E[11A(Xn+1)|Xn]C'est à dire

P [Xn+1 ∈ A|X0, ..., Xn] = P [Xn+1 ∈ A|Xn] (par dé�nition de la probabilité
onditionnelle.)
• Soit (Xn)n une 
haîne de Markov de loi initiale µ, véri�ant la dé�nition
(1.3.2). Nous avons, don
 25



∀A ∈ E , P [Xn+1 ∈ A|X0, ..., Xn] = P [Xn+1 ∈ A|Xn].C'est à dire
E[11A(Xn+1)|Xn, ..., X1, X0] = E[ 11A(Xn+1)|Xn] (par dé�nition de la pro-babilité 
onditionnlle.)Soit f une fon
tion mesurable et bornée, alors f est une limite d'une suite
roissante de fon
tions élémentaires (fk)k, 
'est à dire

f = lim
k→+∞

fkave

fk =

k
∑

i=1

αi 11Ai
, pour tout k ∈ Noù αi est un s
alaire réel pour tout i = 1, ..., ket ∀i, Ai ∈ E .Montrons que E[ f(Xn+1)|Xn, ..., X1, X0] = [f(Xn+1)|Xn].

∀i = 1, ..., k, pour tout k de N on a :
E[ 11Ai

(Xn+1)|Xn, ..., X1, X0] = E[ 11Ai
(Xn+1)|Xn].D'où

αiE[ 11Ai
(Xn+1)|Xn, ..., X1, X0] = αiE[ 11Ai

(Xn+1)|Xn].C'est à dire
E[αi11Ai

(Xn+1)|Xn, ..., X1, X0] = E[αi11Ai
(Xn+1)|Xn].D'où

k
∑

i=1

E[αi11Ai
(Xn+1)|Xn, ..., X1, X0] =

k
∑

i=1

E[αi11Ai
(Xn+1)|Xn].D'où

E[

k
∑

i=1

αi11Ai
(Xn+1)|Xn, ..., X1, X0] = E[

k
∑

i=1

αi11Ai
(Xn+1)|Xn].26



D'où
lim

k→+∞
E[

k
∑

i=1

αi11Ai
(Xn+1)|Xn, ..., X1, X0] = lim

k→+∞
E[

k
∑

i=1

αi11Ai
(Xn+1)|Xn].C'est à dire

lim
k→+∞

E[fk(Xn+1)|Xn, ..., X1, X0] = lim
k→+∞

E[fk(Xn+1)|Xn]. (1.3.1)Par 
onvergen
e monotone, on a
lim

k→+∞
E[fk(Xn+1)|Xn, ..., X1, X0] = E[ lim

k→+∞
fk(Xn+1)|Xn, ..., X1, X0]et

lim
k→+∞

E[fk(Xn+1)|Xn] = E[ lim
k→+∞

fk(Xn+1)|Xn].En e�et :
∗ D'une part nous avons :
• fk ∈ L1 , ∀k

• (fk)k est une suite 
roissante vers f

• f est bornée, i.e ∃M tel que f(X) ≤ M , ∀X. Et 
omme fk ր f , alors
∀k,

∫

Ω
fk(Xn+1) dP ≤

∫

Ω
f(Xn+1) dP ≤ M

∫

Ω
dP = M.Don
, par la 
onvergen
e monotone, nous avons :

lim
k

∫

Ω

fk(Xn+1) dP =

∫

Ω

lim
k

fk(Xn+1) dP. (1.3.2)

∗ D'une autre part, nous avons :
•E[fk(Xn+1)|Xn] ∈ L1 ∀k

•(E[fk(Xn+1)|Xn])k est une suite 
roissante.
•∃M tel que : ∀A ∈ σ(Xn)

∫

A

E[fk(Xn+1)|Xn] dP =

∫

A

fk(Xn+1) dP (par dé�nition de l'espéran
e 
onditionnelle.)
≤
∫

A
f(Xn+1) dP ( par hypothèse, fk ր f )

≤ M
∫

A
dP = M.P (A) ≤ M.1 = M.27



Don
, par 
onvergen
e monotone nous avons :
lim

k

∫

Ω

E[fk(Xn+1|Xn] dP =

∫

Ω

lim
k

E[fk(Xn+1)|Xn] dP. (1.3.3)On a alors pour tout k et pour tout A ∈ σ(Xn),
∫

A

lim
k

E[fk(Xn+1)|Xn] dP = lim
k

∫

A

E[fk(Xn+1)|Xn] dP (d'après (1.3.3))
= lim

k

∫

A

fk(Xn+1) dP (par dé�nition de l'espéran
e 
onditionelle. )
=

∫

A

lim
k

fk(Xn+1) dP (d'après (1.3.2))
=

∫

A

E [lim
k

fk(Xn+1)|Xn)] dP (d'après la dé�nition de l'espéran
e 
onditionelle.)et par uni
ité presque sûre de l'espéran
e 
onditionelle, nous avons :
E[lim

k
fk(Xn+1)|Xn] = lim

k
E[fk(Xn+1)|Xn]D'une manière analogue, on peut montrer que :

E[lim
k

fk(Xn+1)|X0, ..., Xn] = lim
k

E[fk(Xn+1)|X0, ..., Xn]Par 
onséquent, et d'après (1.3.1), nous avons :
E [f(Xn+1)|X0, ..., Xn] = E[f(Xn+1)|Xn]

(Xn)n véri�e alors la dé�nition (1.3.1).
�Dé�nition 1.3. 3. Soit (E, E) un espa
e mesurable. Une appli
ation

N : E × E −→ [0, 1]28



est un noyau de transition sur E si :1. Pour tout x ∈ E, l'appli
ation N(x, .) : E −→ [0, 1] est une probabilitésur (E, E) ;2. Pour tout A ∈ E , l'appli
ation N(., A) : E −→ [0, 1] est mesurable.Exemple 1.3. 1. Si P est une probabilité sur l'espa
e (Ω,A) et (Xn)n une
haîne de Markov d'espa
e des états (E, E), alors l'appli
ation P dé�nie par :
P[Xn, A] = P [Xn+1 ∈ A|Xn], pour tout A ∈ Eest un noyau de transition sur E.Mar
hes aléatoires dans R :Soit (Yn)n une suite de variables aléatoires réelles indépendantes et identi-quement distribuées, de loi µ. (Xn)n est une mar
he aléatoire dans R, engen-drée par la suite (Yn)n si : X0 est une variable aléatoire réelle indépendantedes Yn et ∀n ≥ 1, Xn = Yn + Xn−1.Notons que (Xn)n est alors une 
haîne de Markov à espa
e d'états R etde noyeau de transition P dé�ni, pour tout A ∈ BR et tout n ≥ 0 par :

P [Xn+1 ∈ A|Xn] = P [Xn, A], ave
 P [Xn, A] = P [Yn+1 ∈ A − Xn].Dé�nition 1.3. 4. Soit (Xn)n une mar
he aléatoire sur R.1. Un point x de R est un état possible pour (Xn)n si :
∃ k tel que : ∀ε > 0, P [ | Xk − x |< ε] > 0.2. Un point x ∈ R est une valeur de ré
urren
e pour (Xn)n si :
∀ε > 0, P

[

lim sup
n

{| Xn − x | < ε }
]

= 1.29



Proposition 1.3. 1. Soit (Xn)n une mar
he aléatoire sur R engendrée parune suite de variables aléatoires réelles indépendantes et identiquement dis-tribuées, alors : si R est l'ensemble de valeurs de ré
urren
e de la mar
he
(Xn)n, on a R = ∅ ou R est un sous groupe de R. Et dans 
e dernier 
as,on a :
•R = Rou
• R = {0} ⇔ Xn = 0 p.sou
• ∃ n ∈ N tel que : R = {∓nz, z ∈ R}Démonstration.

• Si (Xn)n n'admet pas de valeurs de ré
urren
e, alors R = ∅.
• Si R 6= ∅, montrons que : ∀x, y ∈ R, alors y − x ∈ R. C'est à dire, onmontre que :

∀ε > 0, P

[

⋂

m

⋃

n≥m

{| Xn − (y − x) |< ε}
]

= 1C'est à dire
∀ε > 0, P

[

⋃

m

⋂

n≥m

{| Xn − (y − x) |≥ ε}
]

= 0Pour 
ela, supposons le 
ontraire, 
'est à dire :
∃ ε > 0 tel que : P

[

⋃

m

⋂

n≥m

{ | Xn − (y − x) |≥ ε}
]

6= 0D'où :
∃ ε > 0, et ∃ m tels que : P

[

⋂

n≥m

{ | Xn − (y − x) |≥ ε}
]

> 030



C'est à dire :
∃ ε > 0, ∃ m tels que : P

[

⋂

n≥m

{ | Xn − (y − x) |≥ 2ε}
]

> 0On a x ∈ R ⇒ x est un état possible, 
'est à dire : ∃ k tel que : ∀ε >

0, P [ | Xk − x |< ε] > 0.Considérons les événements suivants :
{ | Xk − x |< ε} et { | Xn − Xk − (y − x) |≥ 2ε} ave
 : n > k.Si l'événement

{ | Xn − Xk − (y − x) |≥ 2ε}se réalise, alors l'événement
{ | Xk − x | + | Xn − y |≥ 2ε}se réalise. C'est à dire, l'événement
{ | Xn − y |≥ 2ε− | Xk − x |}se réalise.Si de plus | Xk−x |< ε, alors l'événement { | Xn − y |> ε} se réalise. Don
 :Si ω ∈ { | Xk − x |< ε} ∩ { | Xn − Xk − (y − x) |≥ 2ε}, alors

ω ∈ { | Xn − y |> ε}C'est à dire :
{ | Xk − x |< ε} ∩ { | Xn − Xk − (y − x) |≥ 2ε} ⊂ { | Xn − y |> ε}Don
 :

P [ | Xn − y |> ε] ≥ P [ { | Xk − x |< ε} ∩ { | Xn − Xk − (y − x) |≥ 2ε}]31



On remarque que les événements { | Xk − x |< ε} et { | Xn − Xk − (y − x) |≥ 2ε}sont indépendants, don

P [ | Xn − y |> ε] ≥ P [ | Xk − x |< ε] . P [ | Xn − Xk − (y − x) |≥ 2ε]C'est à dire :

P [ | Xn − y |> ε] ≥ P [ | Xk − x |< ε] . P [ | Xn−k − (y − x) |≥ 2ε]où :
P [ | Xk − x |< ε] > 0, par hypothèse ( x est un état possible pour (Xn)n. )Et
P [ | Xn−k − (y − x) |≥ 2ε] > 0, pour n− k ≥ m, d'après l'hypothèse, 
'est àdire n ≥ m + k.On a alors :
P [| Xn − y |> ε, ∀n ≥ m + k] ≥ P [| Xk − x |< ε] .P [| Xn−k − (y − x) |≥ 2ε, ∀n ≥ m + k]
'est à dire :
P

[

⋂

n≥m+k

{ | Xn − y |> ε}
]

≥ P [ | Xk − x |< ε] . P

[

⋂

n≥m+k

{ | Xn−k − (y − x) |}
]où :

P

[

⋃

n≥m+k

{ | Xn−k − (y − x) |≥ 2ε}
]

> 0, par hypothèse.Don
 :
P

[

⋂

n≥m+k

{ | Xn − y |≥ ε}
]

> 0.D'où :
P

[

⋃

m

⋂

n≥m

{ | Xn − y |≥ ε}
]

> 0.32



Et don
 :
P

[

⋂

m

⋃

n≥m

{ | Xn − y |< ε}
]

6= 1
'est à dire : y 6∈ R. Contradi
tion, 
ar on a supposé que y ∈ R. Et par
onséquent, y − x ∈ R, et R est un sous groupe de (R, +). C'est à dire :
R = R ou R = {0} ou, R = { ±nz, z ∈ R} , n ∈ N.

�1.4 Pro
essus de Markov1. Cas dénombrable :Dé�nition 1.4. 1. Soit E un ensemble dénombrable, et soit T = R+. Unematri
e de transition est une matri
e dont les éléments sont des fon
tions
(pij(.))i,j∈E ou tout simplement (pij)i,j∈E dé�nies sur T satisfaisant au trois
onditions suivantes :Pour tous i, j ∈ E et s, t ∈ T,1. pij(t) ≥ 0,2. ∑

j∈E

pij(t) = 1,3. ∑
k∈E

pik(s)pkj(t) = pij(s + t).Dé�nition 1.4. 2. Soit E un espa
e dénombrable, T = R+. et (Xt)t∈T unpro
essus aléatoire à valeurs dans E. (Xt)t∈T est un pro
essus de Markov si :
∀n ∈ N, ∀t1, t2, ..., tn ∈ T tels que n ≥ 2 et 0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ ... ≤ tn, et
∀i1, i2, ..., in ∈ E on a :
P [Xtn = in|Xtn−1

= in−1, Xtn−2
= in−2, ..., Xt1 = i1] =

= P [Xtn = in|Xtn−1
= in−1]
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Le pro
essus de Markov (Xt)t∈T est dit homogène si pour tous i, j ∈ Eet t, s ∈ T , la probabilité P [Xs+t = j|Xs = i] est une fon
tion de t qui nedépend pas de s. On note, alors :
pij(t) = P [Xt+s = j|Xs = i] = P [Xt = j|X0 = i].Pour tout t ∈ T, pij(t) représente la probabilité de transition de pro
essus

(Xt)t∈T de l'état i à l'état j, à l'instant t. La matri
e des fon
tions [pij(t)]i,j∈Eest une matri
e de transition pour le pro
essus (Xt)t∈T . En e�et,1) ∀i, j ∈ E, pij(t) ≥ 0, par dé�nition d'une probabilité.2) ∀i ∈ E,
∑

j∈E

pij(t) = 1. En e�et, soit s ∈ T et soit i ∈ E tels que :
P [Xs = i] > 0, on a :

P [Xs = i] =
∑

j∈E

P [Xs = i, Xt+s = j]

=
∑

j∈E

P [Xs = i]P [Xt+s = j|Xs = i]

= P [Xs = i]
∑

j∈E

P [Xt+s = j|Xs = i]

= P [Xs = i]
∑

j∈E

pij(t).D'où :
∑

j∈E

pij(t) = 1(3)∀i, j ∈ E et ∀s, t ∈ T , on a :
∑

k

pik(s)pkj(t) = pij(s + t).En e�et, soit u ∈ T tel que : P [Xu = i] > 0, on a :
34



pij(s + t) = P [Xt+s+u = j|Xu = i]

=
P [Xs+t+u = j, Xu = i]

P [Xu = i]

=

∑

k∈E

P [Xs+t+u = j, Xs+u = k, Xu = i]

P [Xu = i]

=

∑

k∈E

P [Xu = i]P [Xs+u = k|Xu = i]P [Xs+t+u = j|Xs+u = k, Xu = i]

P [Xu = i]

=

P [Xu = i]
∑

k∈E

pik(s)pkj(t)

P [Xu = i]

=
∑

k∈E

pik(s)pkj(t).Dé�nition 1.4. 3.1. (Xt)t est dit stationnaire si la loi 
onjointe de Xt+t1 , Xt+t2 , ..., Xt+tnne dépend pas de t.2. Un pro
essus (Xt)t∈T est dit à a

roissements indépendants si :
∀ t0 < t1 < t2 < ... < tn ∈ T , les variables aléatoires (Xt1 − Xt0),
(Xt2 − Xt1), ..., (Xtn − Xtn−1

) sont indépendantes, et on le note� P.A.I �. On dit qu'il est à a

roissements stationnares si pour tous
s, t ∈ T , (Xt+s−Xt) ont la même loi, et on le note �P.A.S�. Si (Xt)t esten même temps �P.A.I� et �P.A.S�, alors on dit qu'il est un pro
essusà a

roissements indépendants et stationnaires et on le note �P.A.I.S�.Remarque 1.4. 1.Si 0 ≤ t0 ≤ t1 ≤ ... ≤ tn, on a, d'après les propriétés de la probabilité35




onditionnelle et la propriété de Markov :
P [Xtν(ω) = iν , 1 ≤ ν ≤ n|Xt0(ω) = i0] = Πn

ν=1piν−1iν(tν − tν−1)Exemple 1.4. 1.Tout pro
essus de Poisson est Markovien. En e�et, soit (Xt)t∈R+ un pro-
essus de Poisson à taux λ > 0. (Xt)t∈R+ est un P.A.I.S, et véri�e : X0 = 0,et pour t ≥ 0 �xé, la variable aléatoire Xt suit la loi de Poisson de paramètre
λt. Soit 0 = t0 < t1 < ... < tn une suite 
roissante d'instants, et j0 = 0, j1 =

1, ..., jn−1, jn des états. Montrons que :
P
[

Xtn = jn|Xtn−1
= jn−1, ..., X0 = j0

]

= P
[

Xtn = jn|Xtn−1
= jn−1

]

.Nous avons d'une part :
P
[

Xtn = jn|Xtn−1
= jn−1, ..., Xt1 = j1, X0 = 0

]

= P
[

Xtn−tn−1
= jn − jn−1

],et d'autre part :
P
[

Xtn = jn|Xtn−1
= jn−1

]

=
P
[

Xtn = jn, Xtn−1
= jn−1

]

P
[

Xtn−1
= jn−1

]

=
P
[

Xtn − Xtn−1
= jn − jn−1, Xtn−1

= jn−1

]

P
[

Xtn−1
= jn−1

]

=
P
[

Xtn − Xtn−1
= jn − jn−1

]

.P
[

Xtn−1
= jn−1

]

P
[

Xtn−1
= jn−1

] 
ar (Xt)t est un P.A.I
= P

[

Xtn − Xtn−1
= jn − jn−1

]

= P
[

Xtn−tn−1
= jn − jn−1

]

.Par 
onséquent, on a :
P
[

Xtn = jn|Xtn−1
= jn−1, ..., Xt1 = j1, X0 = 0

]

= P
[

Xtn = jn|Xtn−1
= jn−1

]

36



et don
 (Xt)t∈T est un pro
essus de Markov homogène. Sa matri
e de tran-sition est P(t) = [pij(t)]i, j∈N telle que :
pij(t) = P [Xt+s = j|Xs = i]

=
P [Xt+s = j, Xs = i]

P [Xs = i]

=
P [Xt+s − Xs = j − i, Xs = i]

P [Xs = i]

=
P [Xt+s − Xs = j − i].P [Xs = i]

P [Xs = i]
, 
ar (Xt)t est un P.A.I

= P [Xt+s − Xs = j − i]

= P [Xt = j − i] 
ar (Xt)t est un P.A.S.

=







e−λt (λt)j−i

(j − i)!
si j ≥ i

0 sinon2. Cas général :Pour terminer ave
 la propriété de Markov, nous donnons quelquesdé�nitions dans le 
as général.Soit T = [0, +∞[, E un espa
e métrique séparable et lo
alement 
om-pa
t, et E sa tribu borélienne.Soit (Xt)t∈T un pro
essus aléatoire à valeurs dans E, Ft = σ(Xs, s ∈
[0, t]), et F ′

t = σ(Xs, s ∈ [t, +∞]). Intuitivement, un événement dans Ftest déterminé par l'état du pro
essus (Xt)t∈T avant l'instant t, et un événe-ment dans F ′
t est déterminé par l'état du pro
essus après l'instant t. Ft et F ′

treprésentent, respe
tivement, le passé et le futur de 
e pro
essus, relativementà l'instant présent t.Soit (Ft)t∈T une �ltration dans E , adaptée au pro
essus (Xt)t∈T . Donnons37



la dé�nition suivante :Dé�nition 1.4. 4. Le pro
essus (Xt)t∈T est dit Markovien si et seulementsi l'une des propriétés suivantes est véri�ée :1. ∀t ∈ T, ∀A ∈ Ft, ∀B ∈ F ′
t : P (A ∩ B|Xt) = P (A|Xt).P (B|Xt).2. ∀t ∈ T, B ∈ F ′

t : P (B|Ft) = P (B|Xt).3. ∀t ∈ T, ∀A ∈ Ft : P (A|F ′
t) = P (A|Xt).Les probabilités P (B|Xt) sont appelées "probabilités de transitions de pro-
essus (Xt)t ".La forme ′

2
′ de la propriété de Markov, donnée pré
édemment est la plusutile. Elle est équivalente à la forme suivante :Pour tous u ≥ t, et pour toute fon
tion réelle f bornée, E- mesurable,

E(f(Xu)|Ft) = E(f(Xu)|Xt).Fon
tion de transition :Dé�nition 1.4. 5. La famille P = {Ps,t(., .), 0 ≤ s < t < ∞} est unefon
tion de transition Markovienne sur (E, E) si et seulement si pour tous
s < t < u elle véri�e les trois 
onditions suivantes :1. ∀x ∈ E : A 7−→ Ps,t(x, A) est une mesure de probabilité sur E ;2. ∀A ∈ E : x 7−→ Ps,t(x, A) est E-mesurable ;3. ∀x ∈ E, ∀A ∈ E : Ps,u(x, A) =

∫

E
Ps,t(x, dy)Pt, u(y, A).Cette fon
tion est dite homogène (ou stationnaire), si et seulement s'il existeune 
olle
tion {Pt(., .), t > 0} telle que : ∀s < t, x ∈ E, A ∈ E , on a :

Ps,t(x, A) = Pt−s(x, A).38



Dans 
e 
as, Ps,t est rempla
ée dans ′
1
′ et ′

2
′ par Pt, et ′

3
′ peut être réé
rite
omme suit :

Ps+t(x, A) =

∫

E

Ps(x, dy)Pt(y, A)qui est appelée �Equation de Chapman-Kolmogorov�.Comme fon
tion de x et A, P est appelée aussi �Noyau de transition sur
(E, E)�.Ave
 les notations utilisées dans 
ette se
tion, pour tous s, t ∈ T, x ∈
E, A ∈ E , ave
 s < t si

Ps,t(Xs, A) = P (Xt ∈ A|Xs),alors le noyau Ps,t(x, A) est 
omplètement dé�ni.Théorème 1.4. 1. (Théorème de l'existen
e). Pour tout noyau de transition
P , il 
orrespond un pro
essus de Markov, dont les probabilités de transitionsont dé�nies par :

P (Xt ∈ A|Xs = x) = Ps,t(x, A)et inversement, à tout pro
essus de Markov on peut asso
ier un noyau detransition, dont les valeurs sont données par les probabilités de transition de
e pro
essus.
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Chapitre 2Chaînes de Markov et Cinétiquedes Réa
tions Chimiques
2.1 Eléments de Cinétique des réa
tions 
hi-miques.Nous donnons 
i-après quelques éléments sur la 
inétique des réa
tions
himiques ((Cf. [11℄) pour de plus amples détails). Soit Ω un système 
hi-mique fermé, dont toutes les 
omposantes 
himiques qu'il peut 
ontenir sont
Cj (j = 1, ..., d), d ∈ N∗. Pour j = 1, · · · d et t ≥ 0, soit Xj

t le nombre demolé
ules du fa
teur Cj à l'instant t. Il est 
onvenable de représenter l'état dusystème à l'instant t par un ve
teur Xt = (X1
t , X2

t , · · · , Xd
t ) dans un espa
ed'états d-dimentionnel. L'ensemble des valeurs Xj

t , j = 1, · · · , d 
onstitueun treillis. Chaque point de 
e treillis 
orrespond à un état du système et vi
eversa.L'état du système 
hange si des réa
tions 
himiques se réalisent dans 
esystème. Une réa
tion 
himique qui se réalise dans 
e système est déterminéepar un ensemble de 
oe�
ients stoe
hiométriques sj, rj sous la forme :
s1C1 + s2C2 + ... + sdCd −→ r1C1 + r2C2 + ... + rdCd (2.1.1)Si pour j = k, on a rk = sk 6= 0 alors la 
omposante Ck est un 
atalyseur,40



et si rk > sk > 0, on dit que Ck est un auto
atalyseur.Les 
oe�
ients sj et rj sont dé�nis pour un fa
teur 
ommun Cj mais onprend sj 
omme le nombre de molé
ules né
essaires pour une 
ollision.Dé�nition 2.1. 1. Une réa
tion 
himique élémentaire est une réa
tion quise déroule en une seule étape, sans qu'apparaissent des 
omposés intermi-diaires entre les réa
tifs et les produits.En pratique, on trouve souvent :-Les réa
tions monomolé
ulaires : A −→ Produit ;-Les réa
tions bimolé
ulaires : A + B −→ Produit,
2A −→ Produit ;-Et rarement, réa
tions trimolé
ulaires : A + B + C −→ Produit, ( dans le
as où un 
atalyseur est introduit ).Une réa
tion qui n'est pas élémentaire est dite 
omplexe. Dans 
e 
as elle peutêtre 
onstituée par la su

ession de plusieurs étapes élémentaires (réa
tionsen 
haînes) :Réa
tifs−→ •

• −→ •. . . • −→ Produit.Exemple 2.1. 1.Considérons la réa
tion suivante :
2NO + 2H2 −→ 2H2O + N241



Cette réa
tion est 
omplexe, elle se fait dans trois étapes ( trois réa
tionsélémentaires) :1. 2NO −→ N2O2 ;2. N2O2 + H2 −→ N2 + H2O2 ;3. H2O2 + H2 −→ 2H2O.Chaque 
ollision de la réa
tion (2.1.1) 
hange le nombre Xj
0 de molé-
ules du fa
teur Cj dans le système avant la réa
tion en (Xj

0 + rj − sj)après la réa
tion. Géométriquement, le ve
teur d'état du système X0 de-vient après la réa
tion X0 + µ, où µ est le ve
teur dont les 
omposantessont µj = rj − sj , j = 1, · · · , d.A la réa
tion (2.1.1) on asso
ie son inverse déterminée par l'équation :
d
∑

j=1

rjCj −→
d
∑

j=1

sjCjCette réa
tion 
hange le ve
teur d'état du système X0 en nouveau ve
teurd'état X0 − µ, après la réa
tion.En démarrant de l'état initial X0, la réa
tion (2.1.1) et son inverse 
hangentl'état X0 en une 
haîne dis
rête d'états possibles, dont le ve
teur d'état �nalest :
Xt = X0 + ξµoù ξ est un entier.Considérons maintenant une autre réa
tion ave
 les mêmes fa
teurs :

d
∑

j=1

s′jCj −→
d
∑

j=1

r′jCj (2.1.2)42



et son inverse. En démarrant de X0, 
ette réa
tion et son inverse 
hangentle ve
teur d'état X0 à une autre 
haîne dis
rête d'états, dont le ve
teur d'état�nal est :
X0 + ξ′µ′. (µ′

j = r′j − s′j, j = 1, ..., d)Si les deux réa
tions (2.1.1) et (2.1.2) et leurs inverses se réalisent, à uninstant t, alors l'état X0 du système se transforme en l'état Xt tel que :
Xt = X0 + ξµ + ξ′µ′. (ξ , ξ′ = ..., −1, 0, 1, ...)Si plusieurs réa
tions réversibles ρ se réalisent à un instant t, alors l'état X0du système, se 
hange en l'état Xt tel que :

Xt = X0 +
∑

ρ

ξρµ
(ρ)où ξρ prend les valeurs entières ...,−2, −1, 0, 1, 2, ... pour 
haque réa
tion

ρ. Il est appelé �degré d'avan
ement� de la réa
tion ρ.Exemple 2.1. 2.Considérons les quatre réa
tions de 
ollision suivantes, qu'on suppose réa-lisées à un instant t, dans un système 
himique :
C1 + C1 ⇋ C2.....(1)

C1 + C2 ⇋ C3.....(2)

C1 + C3 ⇋ 2C2....(3)

C2 + C3 ⇋ C1.....(4)L'état Xt du système à l'instant t, est donné par :
Xt = X0 +

4
∑

ρ=1

ξ(ρ)µ
(ρ)43



où X0 = (X1
0 , X2

0 , X3
0 ) est l'état initial du système, et µ(ρ) = (µ

(ρ)
1 , µ

(ρ)
2 , µ

(ρ)
3 ),ave
 : µ

(ρ)
j = r

(ρ)
j − s

(ρ)
j , pour ρ = 1, ..., 4 et j = 1, 2, 3.Pour ρ = 1 (
as de la réa
tion (1) de 
et exemple), on a :

µ
(1)
1 = r

(1)
1 − s

(1)
1 = 0 − 2 = −2

µ
(1)
2 = r

(1)
2 − s

(1)
2 = 1 − 0 = 1

µ
(1)
3 = r

(1)
3 − s

(1)
3 = 0 − 0 = 0Don
 µ(1) = (−2, 1, 0).Pour ρ = 2 :

µ
(2)
1 = r

(2)
1 − s

(2)
1 = 0 − 1 = −1

µ
(2)
2 = r

(2)
2 − s

(2)
2 = 0 − 1 = −1

µ
(2)
3 = r

(2)
3 − s

(2)
3 = 1 − 0 = 1alors µ(2) = (−1,−1, 1).Pour ρ = 3 :

µ
(3)
1 = 0 − 1 = −1

µ
(3)
2 = 2 − 0 = 2

µ
(3)
3 = 0 − 1 = −1On a µ(3) = (−1, 2, −1).Pour ρ = 4, on a :

µ
(4)
1 = 1 − 0 = 1

µ
(4)
2 = 0 − 1 = −1

µ
(4)
3 = 0 − 1 = −1et µ(4) = (1, −1, −1). 44



Don
 :
Xt = (X1

0 − 2ξ1 − ξ2 − ξ3 + ξ4, X2
0 + ξ1 − ξ2 + 2ξ3 − ξ4, X3

0 + ξ2 − ξ3 − ξ4).Dé�nition 2.1. 2. 1. La 
on
entration de la 
omposante Cj dans le sys-tème à un instant t est :
cj
t =

Xj
t

ΩC'est la densité de probabilité de Cj dans le système. Si le 
ontenu dusystème est homogène, alors la densité de Cj en tout point de 
e systèmeest égale à Xj
t

Ω
.2. La vitesse de la réa
tion (2.1.1) est dé�nie par le nombre de 
ollisionspar unité du temps par unité de volume. Elle est donnée par :

k+Πd
j=1(c

j
t)

sjoù k+ est la 
onstante de vitesse de la réa
tion dire
te, et (ΠJ
j=1(c

j
t)

sj )est la probabilité pour qu 'il en résulte une 
ollision à l'instant t.Dans le 
as de la réa
tion (2.1.1), où {Xj
0Cj} se transforment en {(Xj

0 +

rj − sj)Cj}, la vitesse de la réa
tion est donnée par :
1

(ri − si)

dci
t

dt
= k+Πd

j=1(c
j
t )

sj , pour 1 ≤ i ≤ dd'où, la vitesse de réa
tion par rapport à Ci est donné par :
dX i

t

dt
= Ω k+(ri − si)Π

d
j=1(

Xj
t

Ω
)sj .Remarque 2.1. 1.Cette équation est vraie sous les 
onditions suivantes :45



1. Le 
ontenu du système doit être homogène à tout instant t, pour que ladensité de Cj à un instant t donné soit égale à Xj
t

Ω
, en tout point de

Ω ;2. On suppose que le système est dans les 
onditions où la température est
onstante.2.2 Chaînes de Markov à �ot.Dé�nition 2.2. 1. Une famille de variables aléatoires (Xt)t≥0 à valeurs dans
E, qui véri�e la propriété de Markov est un pro
essus de Markov. Cependantsi E dénombrable on dit aussi que (Xt)t≥0 est une 
haîne de Markov d'espa
ed'états E. Elle est �nie si E est �ni.Soit (Xt)t≥0 une 
haîne de Markov �nie sur E, indexée par les nombresréels positifs. Le taux de transition r(x, y) d'un état x à un état y est lenombre réel dé�ni par :

r(x, y) = lim
t→0+

[

P [Xt = y|X0 = x]

t

] pour tout x 6= yet
r(x, x) = lim

t→0+

[

P [Xt = x|X0 = x] − 1

t

] pour tout x ∈ E.Nous avons immédiatement :a) r(x, y) ≥ 0, ∀x, y ∈ E et x 6= yb) ∑
y∈E

r(x, y) = 0, pour tout x ∈ E.Dé�nition 2.2. 2. 46



1. Un graphe est un 
ouple (V, W ) où V et W sont deux ensembles dé-nombrables tels que : W ⊂ V ×V . V est alors l'ensemble des sommets,et W est l'ensemble des ar
s. Un ar
 (a, b) à pour sommet initial a etsommet �nal b. Le graphe d'une 
haîne de Markov a pour sommets sesétats, et ses ar
s sont les 
ouples (x, y) ∈ E × E tels que r(x, y) > 0.2. Un diagramme d'une 
haîne de Markov est un sous graphe de songraphe.3. Un produit πD d'un diagramme D est le produit de taux de transitionsde ses ar
s :
πD =

∏

(x,y)∈D

r(x, y)4. Un 
hemin de x à y ∈ E dans un diagramme D d'une 
haîne de Markovest toute suite d'états (x1, ..., xn) telle que : x = x1, ..., xn = y, etpour 0 ≤ i < n, (xi, xi+1) est un ar
 de D.5. D est un diagramme dire
tionnel d'un diagramme J si, pour tout
x ∈ E, x 6∈ J , il existe exa
tement un sommet y de J et exa
tementun 
hemin de x à y dans D, et au
un ar
 ne 
ommen
e par un sommetde J .6. La somme∑J d'un diagramme J est la somme de tous les produits πDde tous ses diagrammes dire
tionnels. Soit DJ l'ensemble de tous lesdiagrammes dire
tionnels de J , on a :

∑

J =
∑

D∈DJ

πD.Proposition 2.2. 1 ((
f. [12℄)). Soit (Xn)n une 
haîne de Markov à espa
ed'états �ni E. La loi stationnaire (p(x))x∈E de (Xn)n est donnée pour x ∈ E,par :
p(x) =

∑

x
∑47



où ∑ est la somme de tous les ∑x, x ∈ E.Rédu
tion du diagramme :Une 
haîne de Markov dont les taux de transition se trouvent en deuxordres signi�
ativement di�érents, peut être approximée par une autre 
haînede Markov simple (
f. [12℄), ave
 uniquement les taux de transition d'ordreminimal. La nouvelle 
haîne est obtenue en négligeant les états que la loistationnaire 
harge ave
 de faibles probabilités.On ne 
onsidérera que les 
haînes de Markov érgodiques, 
'est à dire, onsuppose que pour tous états x 6= y il existe un 
hemin x = x1, ..., xn =

y, n ≥ 2, tel que pour tout 1 ≤ i < n on a r(xi, xi+1) > 0 (
f. [12℄). Une
haîne de Markov érgodique à valeurs dans un ensemble �ni E admet uneunique loi stationnaire (p(x))x∈E, véri�ant :
1) p(x) > 0 pour tout x ∈ E,

2)
∑

x∈E

p(x) = 1, et
3) p(x)

∑

y 6=x

r(x, y) =
∑

y 6=x

p(y)r(y, x), x ∈ E.Démonstration.1)∀x, y ∈ E, x 6= y, il existe un 
hemin x = x1, x2, . . . xn = y, n ≥ 2tel que r(xi, xi+1) > 0 pour tout 1 ≤ i < n. Don
 pour tout x ∈ E il existeau moins un diagramme dire
tionnel de x dans E. Et alors la probabilité sta-tionnaire p(x) > 0 en tout point x de E.
2)
∑

x∈E

p(x) = 1, par dé�nition de la probabilité p.3)π est une loi stationnaire pour (Xt)t∈R, alors ∀x ∈ E, ∀t ∈ R, on a :
π(x) = P [Xt = x] = P [X0 = x].48



D'une part, on a :
π(x) = P [Xt = x] =

∑

y∈E

P [Xt = x, X0 = y]

=
∑

y∈E

P [X0 = y]. P [Xt = x|X0 = y]

=
∑

y∈E

π(y)P [Xt = x|X0 = y].D'une autre part, on a :
π(x) = P [X0 = x] =

∑

y∈E

P [X0 = x, Xt = y]

=
∑

y∈E

P [X0 = x]. P [Xt = y|X0 = x]

= π(x)
∑

y∈E

P [Xt = y|X0 = x].D'où nous avons l'égalité suivante :
π(x)

∑

y∈E

P [Xt = y|X0 = x] =
∑

y∈E

π(y)P [Xt = x|X0 = y].D'où :
π(x)

∑

y∈E, y 6=x

P [Xt = y|X0 = x] =
∑

y∈E, y 6=x

π(y)P [Xt = x|X0 = y].On a alors
lim

t→0+
π(x)

∑

y∈E, y 6=x

P [Xt = y|X0 = x]

t
= lim

t→0+

∑

y∈E, y 6=x

π(y)
P [Xt = x|X0 = y]

t
.D'où

π(x)
∑

y∈E, y 6=x

lim
t→0+

P [Xt = y|X0 = x]

t
=

∑

y∈E, y 6=x

π(y) lim
t→0+

P [Xt = x|X0 = y]

t
.C'est à dire :

π(x)
∑

y∈E, y 6=x

r(x, y) =
∑

y∈E, y 6=x

π(y) r(y, x).49



� Considérons un système 
himique fermé dont toutes les 
omposantes 
hi-miques qu'il puisse 
ontenir sont Cj, j = 1, ..., d, ave
 d entier positif, danslequel des réa
tions 
himiques ont lieu. Le nombre de parti
ules de 
haque
omposante du système, varie dans le temps suivant 
es réa
tions 
himiques.Nous faisons l'hypothèse que le taux de 
ette variation ne dépend pas dunombre présent de parti
ules des 
omposantes dans le système, mais du typede réa
tions 
himiques survenues. Si Xt représente le nombre de parti
ulesdans le système à l'instant t, ave
 Xj
t le nombre de parti
ules de la 
ompo-sante Cj à l'instant t, alors (Xt)t≥0 est une 
haîne de Markov à valeurs dans

Zd.La deuxième hypothèse que nous faisons est que le système 
himique dé
ritpeut se mettre dans un ensemble �ni d'états E, et que les transitions d'unétat à un autre ne dépendent que des prin
ipes des réa
tions 
himiques, et del'état du système juste avant la transition, et non pas du passé, 
'est à diredes états o

upés par le système dans le passé. Ce qui est une hypothèse trèsréaliste. Si don
 on note par xt l'état du système à l'instant t, (xt)t≥0 est une
haîne de Markov �nie à valeurs dans E.Globalement, le système 
himique 
onsidéré, peut être dé
rit par la 
haînede Markov (xt, Xt)t≥0 à valeurs dans E×Zd (
f. [12℄). Un état de 
ette 
haîneà un instant t est un 
ouple (xt, Xt) qui signi�e qu'à l'instant t, le système està l'état xt ∈ E, et les nombre de parti
ules des 
omposantes du système à 
etinstant sont donnés par les 
omposantes de ve
teur Xt = (X1
t , X2

t , · · · , Xd
t ).Une transition de (xt, Xt)t≥0 est dé�nie par ses états initial (x, X) et �nal

(y, Y ) et le taux de la transition r. Soit (x, X) → (y, Y ) une transitionde la 
haîne (xt, Xt)t≥0, et soit ∆ ∈ Zd le ve
teur représentant le taux devariation de la 
haîne (Xt)t≥0 par 
ette transition. C'est à dire, Y = X + ∆.Le ve
teur ∆ ne dépend pas du nombre présent de parti
ules dans le système,50




'est à dire ∆ ne dépend pas de X. A partir d'un état (x, X) la 
haîne
(xt, Xt)t≥0 peut atteindre deux états (y, Yi), i = 1, 2 ou plus, ave
 des ve
-teurs Yi di�érents. Et alors entre deux états x, y ∈ E on peut avoir deuxtransitions ou plus pour la 
haîne de Markov (xt, Xt)t≥0, ave
 des taux devariations de (Xt)t≥0 di�érents. La 
haîne (xt, Xt)t≥0 peut aussi avoir destransitions (x, Xi) → (y, Yi) dont les mêmes états initial x ∈ E et �nal
y ∈ E, un même taux de transition, et un même taux de variation, mais ave
des ve
teurs Xi di�érents et Yi di�érents.On peut, alors résumer la 
haîne (xt, Xt)t≥0 par une 
haîne de Markov�nie (zt)t≥0 à espa
e d'états E. La 
haîne (zt)t≥0 représente 
haque 
lasse detransitions de la 
haîne (xt, Xt)t≥0 qui ont des mêmes états initial et �nal,respe
tivement x, y ∈ E, un même taux de transition, et un même taux devariation, par une seule transition u dé�nie par le quadriplet (x, y, ru, ∆u),où x, y ∈ E sont, respe
tivement, les états initial et �nal de la transition u,
ru ∈ R+ est le taux de la transition u, et ∆u ∈ Zd est le ve
teur représentantle taux de variation de la 
haîne (Xt)t≥0 par u.Supposons que l'ensemble U de toutes les transitions de la 
haîne (zt)t≥0 est�ni, alors d'après Kurka, (zt)t≥0 est appelée 
haîne de Markov à �ot, et pour
u ∈ U , ∆u est le ve
teur de �ot de u. Dé�nissons alors, formellement la
haîne de Markov à �ot.Dé�nition 2.2. 3. Une 
haîne de Markov à �ot est dé�nie par le triplet
(E, U, d), où E est un ensemble �ni d'états, d est un entier positif ( nombrede 
omposantes dans le système), et U est un ensemble �ni de transitions.Soit u ∈ U ,
u = (iu, fu, ru, ∆u), où iu, fu ∈ E sont les états initial et �nal de la transition
u, ru ∈ R+ est le taux de la transition u, et ∆u ∈ Zd est le ve
teur de �ot de
u. Une 
haîne de Markov à �ot est une 
haîne de Markov dont les transi-51



tions ont l'e�et d'augmenter ou diminuer le nombre de parti
ules de 
ertaines
omposantes du système. Ces a

roissements ou dé
roissements sont donnéspar les ve
teurs de �ot des transitions.On s'intéresse aux taux de variation (
roissan
e ou dé
roissan
e) desnombres de parti
ules des 
omposantes du système, dans l'intervalle du temps
[0, t]. Ces taux sont les 
omposantes de ve
teur Xt − X0. Les 
omposantesde ve
teur de �ot total F , dé�ni par la suite, donnent les taux de varia-tion moyens des nombres de parti
ules des 
omposantes dans le système, parunité du temps. Cela nous permettra d'énon
er le résultat prin
ipal du 
ha-pitre ainsi qu'une idée de sa démonstration.Proposition 2.2. 2. Soit (xt, Xt)t≥0 une 
haîne de Markov in�nie 
orres-pondante à une 
haîne de Markov à �ot (zt)t≥0, et F le ve
teur dé�ni par :

F =
∑

u∈U

p(iu)ru∆uoù (p(x))x∈E est la loi statonnaire de la 
haîne (Xt)t≥0. F est le �ot total dela 
haîne (zt)t≥0, iu un état (état initial) soumis à la transition u, ave
 untaux de transition ru et un ∆u le ve
teur de �ot. Alors on a :
lim

t→+∞

1

t
[Xt − X0] = F, p.s.Démonstration. La démonstration de 
ette proposition repose sur les tra-vaux de P. Kurka et I. Dvorak. Nous en donnons 
i-dessous une idée.Soit (Ft)t la �ltration de tribus, dé�nies pour t > 0 par Ft = σ{Xu, u ≤

t}. Dé�nissons la suite 
roissante (Tk)k de temps optionnels ou temps d'arrêtsrelativement à la �ltration (Ft)t, en posant : T0 = 0,

T1 =

{

inf{t > 0 tel que Xt − X0 6= 0}
+∞, si ∀t > 0, Xt − X0 = 0.Et pour k > 1

Tk =

{

inf{t > Tk−1 tel que Xt − XTk−1
6= 0}

+∞, si ∀t > Tk−1, Xt − XTk−1
= 0.52



Remarquons que Tk ↑ ∞ quand k ↑ ∞. Considérons le pro
essus
(XTk

− XTk−1
)k. Nous avons :

lim
t→+∞

Xt − X0

t
= lim

n→+∞

XTn
− X0

Tn

.Et 
omme
XTn

− X0

Tn

=
1

Tn

n
∑

1

(XTk
− XTk−1

)si nous admettons que le pro
essus (Zn)n dé�ni pour n > 0 par
Zn = XTn

− XTn−1est stationnaire, alors d'après le Théorème Ergodique, nous avons
1

n

n−1
∑

1

Zk → E[Z1] = E[∆u] = Fet par 
onséquent
lim

t→+∞

1

t
[Xt − X0] = F, p.s.Ce qui établit le théorème.

�EXEMPLESNous terminons par quelques exemples pour illustrer la méthode exposée(
f. [12℄)Exemple 2.2. 1. Considérons un exemple d'une 
haîne de Markov à �ot
(zt)t≥0 en donnant la 
haîne de Markov in�nie 
orrespondante (xt, Xt)t≥O,et le ve
teur de �ot total F . Soit alors la 
haîne de Markov à �ot (zt)≥0 dé-�nie par le triplet (E, U, 2) ave
 :
E = {e1, e2}, U = {(e1, e2, 5, (2, −3)), (e1, e2, 3, (−1, 2)), (e2, e1, 1, (2, 1))},et représentée par le s
héma suivant :53



e e1 2

5(2, −3)

1(2, 1)

3(−1, 2)

Elle a deux états e1 et e2, deux 
omposantes (d = 2), et trois transitions :
(e1, e2, 5, (2, −3)), (e1, e2, 3, (−1, 2)) et (e2, e1, 1, (2, 1)).Elle représente (résume) la 
haîne de Markov in�nie (xt, Xt)t≥0 expliquéepar le s
héma suivant :

3 5

5

2

2 1

15 3

3
(e  , x+2, y−3) (e , x+4, y−2)

(e  , x−1, y+2,) (e , x+1, y+3)

(e , x, y)1
1

1

1

3

5

Les probabilités stationnaires des états e1 et e2 pour la 
haîne (zt)t≥0 sontdonnées 
omme suit :
p(e1) =

1
∑ et p(e2) =

3 + 5
∑où :

∑

= 1 + 8 = 9C'est à dire :
p(e1) =

1

9
et p(e2) =

8

9
.Le �ot total de la 
haîne (zt)t≥0 est donné par F , tel que :54



F = p(e1)5(2, −3)+p(e1)3(−1, 2)+p(e2)1(2, 1) = (7p(e1) + 2p(e2), p(e2) − 9p(e1)) .On a, alors :
F = (

23

9
,
−1

9
).C'est à dire que le nombre de parti
ules de la première 
omposante augmentedans le système par la moyenne de 23

9
parti
ules par unité du temps, et lenombre de parti
ules de la deuxième 
omposante diminue dans le système parla moyenne de 1

9
parti
ule par unité du temps.Exemple 2.2. 2. Considérons la 
haîne de Markov représentée par le graphesuivant :

2

1 3

4
r

41

r
34

rr

r
24

12
23

42
r

Les probabilités stationnaires de 
ette 
haîne sont données par :
p(1) =

(r24r34r41 + r23r34r41)
∑

p(2) =
(r12r42r34 + r12r41r34)

∑

p(3) =
(r41r12r23 + r12r23r42)

∑55



p(4) =
(r12r24r34 + r12r23r34)

∑où :
∑

= r24r34r41+r23r34r41+r12r42r34+r12r41r34+r41r12r23+r12r23r42+r12r24r34+r12r23r34.Exemple 2.2. 3. Donnons un exemple d'appli
ation des 
haînes de Markovà �ot aux réa
tions 
himiques. Pour 
ela, 
onsidérons la réa
tion enzimatiquesuivante, dans un système 
himique :
1

2

2211R+E RE1 E+M+E

M M’

M

2M1E E +PfP’

PK’K
S

S’

où R est le réa
tif, Pf est le produit �nal de 
ette réa
tion, E1 et E2 sontdeux enzymes, et M1 est un produit intermidiaire qui peut se transformer enun autre produit intermidiaire M2, par un pro
essus (taux M et M ′) supposétrès lent. Cependant les taux K et K ′ sont supposés 
onsidérablement plusgrands que les autres taux.L'état du système peut être exprimé par trois variables aléatoires X, Yet Z, dé�nies 
omme suit :
X =

{

0 si E1 est libre.
1 sinon.

Y =

{

1 si le produit intermidiaire existe sous la forme M1.
0 sinon.

Z =

{

0 si E2 est libre.
1 sinon.
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L'état du système peut alors être représenté par la 
haîne de Markov à�ot, dé�nie par (E, U, d) tel que :
E = {000, 100, 010, 001, 110, 101, 011, 111} est l'ensemble d'états ;

U = {S(1, 0, 0), M(0, 1, 0), P (0, 0, 1), k(0, 0, 0), S ′(−1, 0, 0),

P ′(0, 0, −1), M ′(0, −1, 0), k′(0, 0, 0)}est l'ensemble des transitions dé�nies par leurs taux et les ve
teurs de �otasso
iés ;et d = 3 est le nombre de 
omposantes, qui sont : Le réa
tif R, le produitintermidiaire M2, et le produit �nal Pf .Elle est représentée par le graphe suivant :
000

001 011

111101010

110100
M

M’

M’

M

M’

M

M

M’

S’
S

S
S’

S
S’

S
S’

P
P’

P
P’

P
P’

P
P’

K’K

KK’

Puisque k et k′ sont supposés, 
onsidérablement plus grands que les autrestaux, alors les états 100, 010, 110, et 101 sont transients, et notre 
haîne seréduit à :
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   (1,0,0)S
M  (0,1,0)
  (0,0,1)P

    (−1,0,0)S’

M
P(0,0,1)

     (0,−1,0)M’
      (−1,0,0)S’

  (0,0,1)P

   (0,0,−1)P’

S’  (−1,0,0)

 (0,1,0)

M’      (0,−1,0)

000 001 011 111

Les probabilités stationnaires des états 000, 001, 011 et 111 sont respe
-tivement, données par p0, p1, p2 et p3 telles que :
p0 =

P (M + P )(S + M + P )
∑

p1 =
(S ′ + M ′ + P ′)(M + P )(S + M + P )

∑

p2 =
(S ′ + M ′ + P ′)(S ′ + M ′)(S + M + P )

∑

p3 =
(S ′ + M ′ + P ′)(S ′ + M ′)S ′

∑où
∑

= (S ′+M ′+P ′+P )(S+M+P )(M+P )+(S ′+M ′+P ′)(S ′+M ′)(S+M+P+S ′).Le ve
teur de �ot total de 
ette 
haîne est donné par :
F = p0P

′(0, 0, −1) + p0M
′(0, −1, 0) + p0S

′(−1, 0, 0) +

+ p1P (0, 0, 1) + p1S
′(−1, 0, 0) + p1M

′(0, −1, 0) +

+ p2P (0, 0, 1) + p2M(0, 1, 0) + p2S
′(−1, 0, 0) +

+ p3P (0, 0, 1) + p3M(0, 1, 0) + p3S(1, 0, 0).

= (−S ′(p0+p1+p2)+Sp3, −M ′(p0+p1)+M(p2+p3), −P ′p0+P (p1+p2+p3)).
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Deuxième partieIntrodu
tion aux systèmesdynamiques
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Chapitre 3Introdu
tion aux systèmesdynamiquesLa 
inétique des réa
tions 
himiques fait penser à la dynamique des po-pulations et aux systèmes dynamiques. On s'intéresse à présent, à l'évolutiondans le temps de la taille d'une population donnée. Le 
as le plus simple est
elui où la taille Pt de la population à l'instant t obéit à l'équation di�éren-tielle :
dPt

dt
= KPt ave
 K une 
onstante positive (
f. [15℄).En dis
rêtisant le temps, 
ette équation devient :

Pn+1 = KPn, n ∈ N (3.1).Si nous supposons que L est la limite que doit atteindre la taille de lapopulation Pt, alors le modèle qui 
onvient pour dé
rire l'évolution de Pt estdé�ni par l'équation di�érentielle :
dPt

dt
= µPt(L − Pt) ave
 µ une 
onstante positive (
f. [15℄)En dis
rêtisant le temps, 
ette équation devient :

Pn+1 = µPn(L − Pn), n ∈ N.60



On s'intéresse au 
as où L = 1, en 
onsidérant les pour
entages de la popu-lation, relativement à la limite qu'elle doit atteindre. Le modèle devient alorsdans 
e 
as 
elui qui est dé�ni par l'équation :
Pn+1 = µPn(1 − Pn) (3.2).Un modèle plus �n que (3.1) ( respe
t. (3.2)), est obtenu en supposant quele 
oe�
ient K (respe
t. µ) est une variable aléatoire. Ce 
oe�
ient agiraalors dans le modèle suivant une suite de variables aléatoires indépendanteset de même loi que K (respe
t. µ).L'évolution dans le temps de la taille Pn est alors dé
rite par la 
haînede Markov (Xn)n∈N dé�nie par X0 et pour n > 0,

Xn = YnXn−1 (I)ave
 (Yn)n est une suite de variables aléatoires indépendantes et de même loique la variable aléatoire K,ou la 
haîne de Markov (Xn)n∈N dé�nie par X0 et pour n > 0,
Xn = YnXn−1(1 − Xn−1) (II)ave
 (Yn)n est une suite de variables aléatoires indépendantes et de même loique la variable alétoire µ.Nous présentons quelques observations et remarques sur le 
omportementlimite de 
es deux 
haînes de Markov.I. La 
haîne Xn = YnXn−1 (I) :Il est immédiat que dans le 
as où X0 > 0, si Yn > 1 pour tout n, la
haîne de Markov (Xn)n 
roît indé�niment, et la la taille de la population
roît indé�niment. Par 
ontre, si 0 < Yn < 1, pour tout n, la 
haîne (Xn)nest dé
roissante indé�niment, et la population �nira par l'extin
tion. Dans61




es deux 
as, la 
haîne est transiente. Si Yn = 1, ∀n, alors Xn = X0, ∀n et
(Xn)n est stationnaire.Dans le 
as où (Yn)n peut prendre des valeurs inférieures à 1 
omme ellepeut prendre des valeurs supérieures à 1, nous faisons 
i-dessous quelquesexemples de traje
toires.1. Cas où X0 = 5 et P [Yn = 2

3
] = P [Yn = 8

5
] = 1

2
.

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
0

1

2

3

4

5

6

Figure 1: Trajectoire de la chaine: X(n)=Y(n).X(n−1), pour les 50 premiers pas,                   
                 avec: X(0)=5 et P[Y(n)=8/5]=P[Y(n)=2/3]=1/2.                                     
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Figure2: Trajectoire de la chaine: X(n)=Y(n).X(n−1) pour les 100 premiers pas,                    
                avec: X(0)=5 et P[Y(n)=8/5]=P[Y(n)=2/3]=1/2.                                      
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Figure 3: Trajectoire de la chaine: X(n)=Y(n).X(n−1) pour les 1000 premiers pas,                      
                   avec: X(0)=5 et P[Y(n)=8/5]=P[Y(n)=2/3]=1/2.                                       63
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Figure 4: Trajectoire de la chaine: X(n)=Y(n).X(n−1) pour les 10000 premiers pas,                     
                 avec: X(0)=5 et P[Y(n)=8/5]=P[Y(n)=2/3]=1/2.                                         Ces traje
toires montrent bien que la 
haîne visite tous les états en os
il-lant indé�niment sur l'espa
e des états E dé�ni par X0 et supp(Yn) = {2

3
, 8

5
}ave
 Yn équiprobables.
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2. Cas où X0 = 5 et P [Yn = 1
2
] = P [Yn = 2] = 1

2
.
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Figure 5: Trajectoire de la chaine: X(n)=Y(n).X(n−1) pour les 100 premiers pas, 
avec:X(0)=5 et P[Y(n)=2]=P[Y(n)=1/2]=1/2.                                       
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Figure 6: Trajectoire de la chaine: X(n)=Y(n).X(n−1) pour les 1000 premiers pas, 
avec: X(0)=5 et P[Y(n)=2]=P[Y(n)=1/2]=1/2.Dans 
e dernier 
as, nous savons que la 
haîne de Markov (Xn)n estré
urrente (Cf. [17℄).Nous terminons l'étude de 
ette 
haîne, par la proposition suivante,dont la démonstration est immédiate.Proposition 3. 1. Soit (Yn)n>0 une suite de variables aléatoires indépen-dantes et de même loi telle que : E[Y1] < ∞. Soit (Xn)n∈N la suite de variablesaléatoires dé�nie par X0, et pour n ≥ 1 :

Xn = Yn · Xn−1,où X0 est une variable aléatoire indépendante des Yn, et E[X0] < ∞. Alorsrelativement à la �ltration (Fn)n engendrée par les Xn, nous avons :1. Si E[Y1] = 1, (Xn)n est une martingale ;66



2. Si E[Y1] > 1, (Xn)n est une sous-martingale ;3. Si E[Y1] < 1, (Xn)n est une sur-martingale.Remarque 3. 1. Il est immédiat de noter que le modèle mis en pla
e 
ontientle 
as déterministe (
as où Yn est 
onstante pour tout n ≥ 1).II. La 
haîne Xn = Yn · Xn−1(1 − Xn−1) (II) :Dans le 
as général, on ne 
onnaît pas la nature de 
ette 
haîne de Mar-kov. Cependant, nous présentons 
i-dessous quelques observations sur le 
om-portement des traje
toires, dans quelques 
as simples.1. Cas où X0 = 0.5 et P [Yn = 2
3
] = P [Yn = 8

5
] = 1

2
.
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Figure 7: Trajectoire de la chaine: X(n)=Y(n).X(n−1).[1−X(n−1)] au cours des 1000 premiers pas, 
pour X(0)=0.5 et P[Y(n)=2/3]=P[Y(n)=8/5]=1/2.                                  
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Figure 8: Trajectoire de la chaine: X(n)=Y(n).X(n−1).[1−X(n−1)] au cours des 10000 premiers pas, 
pour X(n)=0.5 et P[Y(n)=2/3]=P[Y(n)=8/5]=1/2.                                          2. Cas où X0 = 0.5 et P [Yn = 1

2
] = P [Yn = 3

2
] = 1

2
.
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Figure 9: Trajectoire de la chaine: X(n)=Y(n).X(n−1).[1−X(n−1)] au cours des 100 premiers pas, 
pour X(0)=0.5 et P[Y(n)=1/2]=P[Y(n)=3/2]=1/2.                                        
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Figure 10: Trajectoire de la chaine: X(n)=Y(n).X(n−1).[1−X(n−1)] au cours des 1000 premiers pas, 
pour X(0)=0.5 et P[Y(n)=1/2]=P[Y(n)=3/2]=1/2.                                         
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3. Cas où X0 = 0.5 et P [Yn = 3
2
] = P [Yn = 5

2
] = P [Yn = 1

4
] = 1

3
.
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Figure 11: Trajectoire de la chaine: X(n)=Y(n).X(n).[1−X(n)] au cours des 100 premiers pas, 
pour X(0)=0.5 et P[Y(n)=3/2]=P[Y(n)=1/4]=P[Y(n)=5/2]=1/3.                                     
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Figure12:Trajectoire de la chaine:X(n)=Y(n).X(n−1).[1−X(n−1)] au cours des 1000 premiers pas,
 pour X(0)=0.5 et P[Y(n)=3/2]=P[Y(n)=1/4]=P[Y(n)=5/2]=1/3.                          Remarque 3. 2.Dans le 
as où 0 < Yn < 1, ∀n et 0 < X0 < 1, on a 0 < Xn < 1 p. s, ∀n et

(Xn)n ց p. s, don
 Xn −→ 0, p. s.Con
lusion :Si 0 < X0 < 1 et E[Yn] ≤ 1, on observe dans les 
as simulés que 0 < Xn <

1. Ce qui nous suggère le résultat suivant modulo la 
ondition suivante : Les
Yn véri�ent l'hypothèse

(H) : ∀n, Yn ≤ 1

Xn−1(1 − Xn−1)
.Proposition 3. 2. Soit (Yn)n≥1 une suite de variables aléatoires indépen-dantes et de même loi, à support dans Q, Yn ∈ L1 et E[Yn] < 1. Soit

X0 une variable aléatoire indépendante des Yn telle que 0 < X0 < 1 et72



X0 ∈ L1. Soit (Xn)n∈N la 
haîne de Markov dé�nie par X0, et pour n > 0,
Xn = Yn · Xn−1(1 − Xn−1). Alors lim

n→∞
Xn = X∞ existe presque sûrement, et

X∞ ∈ L1.Démonstration.Remarquons d'abord que sous l'hypothèse (H), ∀n ≥ 0, 0 < Xn < 1. Ladémonstration dé
oule alors du théorème de 
onvergen
e des surmartingales,
ar (Xn)n est dans 
e 
as, une surmartingale. En e�et, pour n ≥ 0 soit
Fn = σ(X0, X1, · · · , Xn) = σ(X0, Y1, · · · , Yn)· On a :

E[Xn+1|Fn] = E[Yn+1 · Xn(1 − Xn)|Fn]

= Xn(1 − Xn) · E[Yn+1|Fn]

= Xn(1 − Xn) · E[Yn+1].Comme sous l'hypothèse (H) nous avons 0 < Xn < 1 ∀n, et E[Yn+1] < 1 parhypothèse, alors
E[Xn+1|Fn] < Xn, ∀n.

(Xn)n∈N est don
 une surmartingale.
�Remarque 3. 3. Nous ne savons pas en
ore interprêter la 
ondition (H).Remarquons que si on pose : fy(x) = yx(1 − x), alors

∀n ≥ 1, Xn = fYn
◦ fYn−1

◦ · · · ◦ fY1
(X0).Théorème 3. 1 (Leta
 (1985)). Soient (E,BE) un espa
e mesurable ave


E lo
alement 
ompa
t et BE sa tribu borellienne, (F,F , Q) un espa
e deprobabilité et f : E×F → E une appli
ation mesurable par rapport à la tribu
BE ⊗ F telle que pour tout y �xé dans F , x 7→ fy(x) = f(x, y) est 
ontinue.Soit (Yn)n une suite de variables aléatoires indépendantes et de même loi Q,73



à valeurs dans F , et X0 une variable aléatoire à valeurs dans E indépendantede (Yn)n. La suite de variables aléatoires (Xn)n dé�nie par X0 et pour n ≥ 0par
Xn+1 = f(Xn, Yn+1) ,est une 
haîne de Markov d'espa
e des états E, de loi initiale µ = L(X0) etde noyau de transition P , la loi image de Q par fx. De plus si (Zn)n est lasuite de variables aléatoires dé�nies par Zn = fY1

◦ fY2
◦ · · · ◦ fYn

(X0), si
Z = lim

n
Zn(x) existe presque sûrement, et si π est la loi de Z, alors elle estunique et (Xn)n admet 
omme mesure stationnaire π, la loi de Z.Pour terminer, nous 
onje
turons grâ
e à 
e théorème, que (Xn)n ad-met une mesure stationnaire π bornée, et la ré
urren
e en sera alors une
onséquen
e. Ce qui viendrait alors 
on�rmer nos observations dans les 
assimulés. Le 
as général où la loi des Yn est à support non dénombrable resteun problème.
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Con
lusion :A partir du mémoire, deux dire
tions du travail se pré
isent en perspe
-tive :1. L'étude des réa
tions 
himiques par l'introdu
tion des 
haînes de Mar-kov à �ot peut se généraliser 
omme moyen de des
ription des pro-priétés de la réa
tion 
himique, en 
onsidérant les 
haînes de Markovin�nies asso
iées. Les exemples donnés sont assez signi�
atifs pour 
ela.2. Le parallèle fait ave
 les systèmes dynamiques débou
he sur un problèmeouvert : Nature de la 
haîne de Markov (Xn)n dé�nie par :
Xn+1 = Xn · Yn+1(1 − Xn),de noyau P tel que, ∀g une fon
tion mesurable et bornée, et ∀x ∈ R,

Pg(x) =

∫

fy(x) · g(y) µ(dy),où fy(x) = yx(1 − x), ave
 (Yn)n une suite de variables aléatoires in-dépendantes et de même loi µ.
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Annexe : Programmes simulant des mar
hes aléatoires dans Z parle language de programmation 'MATLAB 7.0' :1- Programme simulant la mar
he aléatoire : Xn = YnXn−1, ave

P [Yn = val1] = P [Yn = val2] = 1

2
:
lear all
lose all
l
p=0.5 ;n=input('Le nombre de points :') ;x(1)=input('la taille initiale de la population :') ;for i=2 :n ;t(i)=rand ;if(t(i)<p)y(i)=val1 ;elsey(i)=val2 ;endx(i)=y(i)*x(i-1) ;endfor i=1 :n ;hold onplot (i,x(i),'.')endhold onplot (x)
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2- Programme simulant la mar
he aléatoire : Xn = YnXn−1(1−Xn−1),ave
 P [Yn = val1] = P [Yn = val2] = 1
2
:
lear all
lose all
l
p=0.5 ;n=input('Le nombre de points :') ;x(1)=input('la taille initiale de la population :') ;for i=2 :n ;t(i)=rand ;if(t(i)<p)y(i)=val1 ;elsey(i)=val2 ;endx(i)=y(i)*x(i-1)(1-x(i-1)) ;endfor i=1 :n ;hold onplot (i,x(i),'.')endhold onplot (x)
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3- Programme simulant la mar
he aléatoire : Xn = YnXn−1(1−Xn−1),ave
 P [Yn = val1] = P [Yn = val2] = P [Yn = val3] = 1
3
:
lear all
lose all
l
p=1/3 ;n=input('Le nombre de points :') ;x(1)=input('la taille initiale de la population :') ;for i=2 :n ;t(i)=rand ;if(0<t(i)<1/3)y(i)=val1 ;elseif (1/3<t(i)<2/3)y(i)=val2 ;elsey(i)=val3endendx(i)=y(i)*x(i-1)(1-x(i-1)) ;endfor i=1 :n ;hold onplot (i,x(i),'.')endhold onplot (x)
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