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: Contrainte latérale totale.

: Contrainte verticale totale.
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: Cohésion totale du sol.
: Poids volumique total du sol.
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: Angle de frottement interne effectif du sol.
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. Coefficient de poisson.
: Angle de dilatance.

: Coefficient de la pression active.

. Coefficient de la pression passive.
: Pression active.

: Pression passive.
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RESUME

La mécanique des sols repose sur des hypotheses simplificatrices qui ignorent le caractere
hétérogene des sols. Les méthodes de calcul actuellement utilisées en géotechnique (dites
méthodes déterministes) se basent sur des lois de comportement du sol ou des valeurs fixes sont
attribuées aux parametres figurant dans les équations du modele mathématique adopté.

Les variations d’un point a un autre des propriétés physiques et mécaniques du sol crée pourtant
des incertitudes sur les valeurs représentatives des parametres de calcul, ce qui se traduit par des
incertitudes sur la prévision du comportement des ouvrages.

Et malgré le développement d’outils de calculs (méthodes numériques) de plus en plus
performants et une description de sol de plus en plus proche de la réalité, il existe toujours un
écart entre les résultats de calcul et les valeurs réelles.

C’est dans l'espoir de réduire ce biais existant, ou, tout au moins de progresser dans la
compréhension de ces divergences, que les géotechniciens poussent leurs investigations dans
l'application de techniques diverses, dont les statistiques et probabilités, avec comme objectifs de
prendre en compte effet de la variabilité des propriétés physiques et mécaniques de sol dans les
divers calculs d’ouvrages.

En d’autres termes, on doit résoudre le probléeme suivant : comment, a partir des résultats
d’essai de laboratoire et in situ, peut-on évaluer au mieux la variabilité naturelle des parametres de
sol, dont I’échantillonnage est souvent fragmentaire et limité, et comment prendre en compte
cette variabilité dans les calculs pour déterminer la solution d’un probléeme de mécanique des
sols ?

La description et l'analyse de l'incertain en géotechnique, avec pour champs d'application
la sécurité des ouvrages et les risques, sont des questions a la mode en ce début du 21" siecle.

Le présent rapport, composé de sept chapitres, dresse un petit état de lart des techniques
d’analyse des sols hétérogenes et apporte un éclairage sur une facon différente d’estimer les
solutions de problémes géotechniques.

Le premier chapitre a trait a la description de la variabilité des parameétres géotechniques. 11
justifie Popportunité d’'une approche nouvelle pour prendre en charge le probléme que pose
I’hétérogénéité des sols.

Les méthodes pratiques de calcul probabiliste qui sont exposées au chapitre VI, exigent la
maitrise d’un certain nombre de notions telles que les statistiques et probabilités (chapitre I), les
techniques de géostatistique (chapitre III) et les notions de simulation que nous avons tenté de
vulgariser au chapitre II. Pour une meilleure description des propriétés des sols, il nous a semblé
utile d’exposer les corrélations entre propriétés des sols (chapitre V).

Le chapitre VII donne une illustration de quelques cas d’application concernant les calculs
d’ouvrages de géotechniques, comme le probléme de stabilité qui représente une des plus
fréquentes applications de I'approche probabiliste dans le domaine géotechnique ou l’analyse
probabiliste de la consolidation. Cela met en ceuvre des techniques diverses pour venir a bout des
difficultés inhérentes a la variabilité des parametres de sols.

On termine ce travail par une quelques cas de calculs probabilistes.
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ABSTRACT

Soil mechanics is based on simplifying assumptions which ignore the heterogeneity of soils.
The calculation methods currently used in geotechnical engineering (known deterministic
methods) are based on laws of behaviour from the ground or fixed values are assigned to
parameters in the equations of the mathematical model adopted.

The variations from one point to another of the physical and mechanical properties of soil,
however, creates uncertainty about the values of representative parameters of calculation, which
translates  into  uncertainty  about  predicting  the  behaviour of  structures.
And despite the development of computational tools (numerical methods) more efficient and a
description of soil increasingly close to reality, there is still a gap between results and the actual
values.

In the hope of reducing this existing bias, or at least progress in understanding these
differences, that geotechnicians pushing their investigations in the application of various
techniques, including statistics and probability, with the aim to take into account the effect of
variability of physical and mechanical properties of soil in the various calculations of books.

In other words, we must solve the following problem : how, from the results of laboratory
testing and in situ, can we best assess the natural variability of soil parameters, including sampling
is often fragmentary and limited, and how to take this variability into account in the calculations
to determine the solution to a problem of soil mechanics?

The description and analysis of uncertainty in geotechnical engineering, with the scopes of
works and safety hazards, are matters to be fashionable at the beginning of 2lth century.
This report, consisting of seven chapters, provides small state of the art techniques for analyzing
heterogeneous soils and sheds light on a different way to estimate the solutions of geotechnical
problems.

The first chapter deals with the description of the variability of geotechnical parameters. It
justifies the desirability of a new approach to handle the problem of the heterogeneity of soils.
These analysis techniques outlined in Chapter VI requires the mastery of a number of concepts
such as statistics and probability (Chapter II), geostatistical techniques (Chapter IV) and the
notions of simulation that we have tried to popularize in the Chapter III. For a better description
of soil properties, it seemed useful to explain the correlations between soil properties (Chapter
V).

Chapter VII is an illustration of some cases of application for the calculation of
geotechnical structures, such as the stability problem which is one of the most common
applications of the probabilistic approach in the geotechnical analysis or probabilistic of
consolidation. It implements various techniques to overcome the difficulties inherent in the
variability of soil parameters.

We concludes this work by exempls
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INTRODUCTION GENERALE

Traditionnellement, I'analyse et le dimensionnement des ouvrages en géotechnique
sont basés sur des approches déterministes. Dans ces approches, les aléas et
incertitudes des différents parametres (caractéristiques du sol, chargement, etc...)
sont pris en compte de maniére simplifiée sous la forme d'un facteur de sécurité
global. Ce facteur est souvent appelé facteur d'ignorance car il représente notre
ignorance des incertitudes des différents parameétres. Pour tenir compte des aléas et
incertitudes inhérents aux différents parametres, la théorie de la fiabilité est
actuellement de plus en plus utilisée en géotechnique. Ceci est devenu possible grace
aux avancées importantes au niveau de la quantification des incertitudes des
parametres du sol.

Le travail de cette these concerne |'utilisation des méthodes fiabilistes dans le calcul
des ouvrages géotechniques.

Les méthodes de calcul actuellement utilisées en géotechnique (dites méthodes
déterministes) se basent sur des lois de comportement du sol ou des valeurs fixes
sont attribuées aux parametres figurant dans les équations du modéle mathématique
adopté. Les facteurs de sécurité ainsi calculés sont comparés a des différentes
sources d’incertitudes comme par exemple I'échantillonnage limité, les erreurs de
mesure inévitables, I'imperfection des modeles mathématiques et la variabilité dans
le temps et dans I'espace des principaux parametres géotechniques. Il est évident
que ces derniers ne peuvent jamais étre évalués de maniere entiérement
déterministe.

C'est pourquoi les résultats finaux d’une analyse géotechnique deviennent a
leur tour affectés par une certaine quantité d’incertitude.

I a semblé utile, dans cette étude, de tenter d’énumérer I'ensemble des
techniques d’analyse des massifs de sols hétérogénes. Ces techniques prennent en

compte le caractere hétérogéne des sols dans la description des propriétés physiques
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et mécaniques des sols et dans les calculs d’ouvrages géotechniques en estimant les
risques et les incertitudes qui en découlent.

La variabilité élevée des parametres géotechniques, leur caractére évolutif dans
le temps et I'espace et I'incertitude importante qui les affectent, rendent nécessaire
leur prise en compte sous forme de champs aléatoires. Ces derniers sont définis
comme des variables aléatoires auxquelles on associe une localisation dans I'espace.

L'approche probabiliste, et c’est la méthode principale dans il s’agit, tient
compte du caractere aléatoire des variables. Elle fournit un résultat exprimé en
probabilité de rupture. Celle-ci constitue une mesure homogéne de la fiabilité qui
peut en outre s’intégrer dans une étude économique globale.

Les méthodes de calcul probabiliste existantes sont ainsi passées en revue et
une analyse critique en est faite dans I'optique de leur application aux problemes de
mécanique des sols. Sur la méme base de la théorie de l'information, d’autres
méthodes sont examinées telle la méthode d’estimation ponctuelle de Rosenblueth
ou la méthode d’approximation par les séries de Taylor. Auparavant, il était
nécessaire d’insister sur quelques outils élémentaires mais essentiels sans quoi
toutes ces techniques n’auraient pas été possibles.

Le chapitre | donne quelques éléments et autres notions de ce qu'’il est
obligatoire de maitriser si I'on veut aller au bout des projets: les notions de
statistiques et probabilistes. Celles-ci sont une fagon pénétrer I'inconnu qui découle
de I'hétérogénéité des sols en termes de l'incertitude qui affecte I'estimation des
parametres de calculs.

La technique statistique utilisée dans ce type d’approche et qui reste la plus
populaire et la plus performante est évoquée et détaillée au chapitre Il. Il s’agit de la
simulation de Monte Carlo. Par ailleurs, la notion de simulation y est largement
vulgarisée.

Le chapitre Ill se distingue du chapitre Il par son aspect original, que I'on doit a

Matheron de I'Ecole des Mines et que I'on peut considérer comme une extension des
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notions développées dans ce chapitre Il. Ces outils, dits de géostatistique, permettent
une description des variations des variables dites régionalisées.

Le chapitre IV traite de la variabilité spatiale des paramétres géotechniques.
Dans chapitre il est démontré la nécessité de la prise en compte de cette variabilité et
de ses effets sur les solutions des problemes de génie civil.

Pour pouvoir prendre en compte le caractere hétérogene du sol au travers de
ses propriétés physiques et mécaniques, et donc pouvoir décomposer le massif en
éléments plus petits avec des valeurs des parametres de calcul, nous utilisons
presque toujours la méthode des éléments finis, bien souvent au travers de logiciels
comme le CESAR-LCPC. C’'est la méthode la plus utilisée tant elle est performante.

Dans la pratique du génie civil et particulierement de la mécanique des sols, les
corrélations entre parametres sont utilisées comme moyen de controle des résultats
des essais en place et en laboratoire, et comme moyen de fabrication de valeurs
complémentaires de certains parameétres en fonction des autres. Ces notions, trés
utiles dans la recherche de la description de la variabilité des sols, sont passées en
revue dans le chapitre V.

Le chapitre VI traite d’'une question essentielle dans cette étude : les méthodes

pratiques de calcul probabiliste. Diverses méthodes existent plus ou moins
performantes et permettent la résolution de problemes complexes.
L’avant dernier chapitre, soit donc le chapitre VII, quelques cas d’application sont
alors évoquées ou passées en revues de maniére détaillée comme I'analyse
probabiliste de la stabilité des pentes, I'étude stochastique de la consolidation bi et
tridimensionnelle et l'effet de la variabilité spatiale du sol sur I'analyse et le
dimensionnement d'une fondation superficielle filante en se basant sur des
mécanismes de ruine en analyse limite. La méthode de discrétisation des champs
utilisée dans ce chapitre est basée sur le concept du moyennage local.

Dans toutes les études rapportées les auteurs testent diverses méthodes pour

venir a bout de la variabilité des propriétés physiques et mécaniques des sols.

Page 3



Effet de la variabilité des paramétres de sol sur le comportement des ouvrages de géotechnique INTRODUCTION

Ces exemples montrent que ces techniques sont appliquées aussi bien pour la
modélisation statistique des variables que pour les méthodes de calcul qui y sont
ensuite appliquées.

Il faut, en outre, noter que toutes ces approches proposées ne sont pas limitées
a ce domaine particulier de la mécanique des sols ou et elles fournissent un cadre
pour I'analyse des problemes résultant de I’"hétérogénéité des sols, mais applicables
aussi a pratiqguement tous les domaines de I'art de I'ingénieur.

Malgré le développement d’outils de calculs (méthodes numériques) de plus en
plus performants et une description de sol de plus en plus proche de la réalité, il
existe toujours un écart entre les résultats de calcul et les valeurs des solutions réels
a la fois en laboratoire et in situ.

C’est dans I'espoir de réduire ce biais existant, ou, tout au moins de progresser
dans la compréhension de ces divergences, que les géotechniciens poussent leurs
investigations dans [I'application de diverses techniques dont les méthodes
statistiques et probabilistes, avec comme objectif de prendre en compte I'effet de la
variabilité des propriétés physiques et mécaniques de sol sur le comportement des
ouvrages de génie civil.

Enfin ce travail réalisé dans le cadre de la préparation d’'un mémoire de
magister se termine par une conclusion. L’accent est ainsi mis sur I'importance de ces
techniques et de leur développement éventuel. L'espoir est qu’un jour les ingénieurs
accorderont plus d’importance a toutes ces méthodes dans leurs diverses

applications.
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Chapitre |

ELEMENTSDE STATISTIQUES
ET PROBABILITES

I.1 GENERALITES
I.1.1 Besoin de statistiques

Du fait de la variabilité, on est dans le domaine de I'incertain. Cette science de
I"incertain, c’'est le défi qu’arelevé la statistique en s appuyant sur le concept de probabilite.
Plutdt qu'une seule vaeur, la prise en compte de I'incertain permet de déterminer un
intervalle al’intérieur duguel on a une certaine probabilité de se situer et donc un risque de ne
pasy étre.

Dans ce chapitre nous présentons les notions essentielles de la statistique descriptive,
indispensables dans |’ analyse de la variabilité des sols et le calcul probabiliste des ouvrages.
On apprend comment décrire de fagon claire et concise l'information apportée par des
observations nombreuses et variées sur un phénomeéne donnée.

Il sagit de trier ces données, les décrire, les résumer sous forme de tableaux, de
graphiques, et sous forme d'un petit nombre de parametres-clés (moyenne, médiane par

exemple).

I.1.2 Statistique descriptive et statistique inférentielle
De maniére approximative, il est possible de classer les méthodes statistiques en deux
groupes : celui des méthodes descriptives et celui des méthodes inférentielles.

- La statistique descriptive. On regroupe sous ce terme les méthodes dont I’ objectif est
la description des données étudiées; cette description des données se fait a travers leur
présentation (la plus synthétique possible), leur représentation graphique, et le calcul de
résumés numériques. Dans cette optique, il n'est pas fait appel a des modéles probabilistes.
On notera gque les termes de statistique descriptive, statistique exploratoire et analyse des
données sont quasiment synonymes.

- La statistique inférentielle. Ce terme regroupe les méthodes dont I’ objectif principal
est de préciser un phénomene sur une population globale, a partir de son observation sur une
partie restreinte de cette population ; d’une certaine maniére, il s'agit donc d’induire (ou
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encore d’inférer) du particulier au général. Le plus souvent, ce passage ne pourra se faire que
moyennant des hypothéses de type probabiliste. Les termes de statistique inférentielle,
statistique mathématique, et statistique inductive sont eux aussi Ssynonymes.

D’un point de vue méthodologique, la statistique descriptive précede en généra la
statistique inférentielle dans une démarche de traitement de données: les deux aspects se

complétent bien plus qu’ils ne s opposent.

I.2 DISTRIBUTIONS STATISTIQUES ET REPRESENTATIONS
ASSOCIEES
I.2.1 Définitions de base
On appellera:
» Individu, l'unité dobservation (exemples : entreprise, chaine de production) ;
= Population, I'ensemble des individus concernés par I'étude (exemples :
ensemble des entreprises algériennes, ensemble des pieces sortant de la chaine) ;
= Echantillon, un sous-ensemble de la population dont les individus feront I'objet
del'étude. Le choix de I'échantillon se fait en respectant certainesregles;
= Variable, ou caractere statistique, |'aspect de I'unité statistique que I'on va étudier
(exemples : situation géographique de I'entreprise, diametre de la piece...). On dira

gue cette variable prend des valeurs (ou modalités).

[.2.2 Types de variables statistiques
On peut définir quatre classes (ou types) dans lesquelles se répartissent les variables
statistiques selon la nature de leurs valeurs. Les différents types de variables sont présentés

dansletableau |.1.
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Tableau 1.1 Différents types de variables statistiques

Différents types de variables statistiqgues
Ensemble desvaleurs Typede Exemples Genrede
prises par lavariable variable variable
. Sexe
= Nationalité
Catégorielle(ou | = Catégorie
Amorphe (sans structure) | nominale) socioprofessionnelle
L] Contrdle Qualitatif Qualitatives
d'une piece
= Situation
de famille
= Tout jugement
Ordonné Ordinae qualitatif
= Mention & un examen
Une partie de I’ ensemble L] Nombre d’enfants
desentiers Discrete = Nombre
de diplémes
= Poids
Une partie de |’ ensemble = Température Quantitatives
desréels Continue L] Fréquence d’un signal
L] Amplitude d'un bruit
thermique
= Valeur boursiere

I.2.3 Distributions statistiques. Effectifs, fréquences

Lorsque le recueil des données a été effectué, on dispose, pour chacun des individus de
I’ échantillon (ou de la population), de la valeur de la variable éudiée. Le premier traitement
consiste aors a relever cette valeur pour chaque individu et ensuite a compter le nombre
d individus pour lesquels la variable prend une valeur donnée.

On associe, a chaque valeur prise par le caractére statistique étudié, son effectif.
Notation : les variables seront notées par des lettres majuscules X, Y, Z... ; on note leurs

modalités (valeurs) par des lettres minusculesx; , y, , z, et les effectifsassociéspar n;, n;, n,.

Exemple : X = sexe, x; = féminin, X, = masculin, n; = nombre de femmes, n, = nombre
d hommes

Ce traitement n’est bien sir directement possible que pour les variables qualitatives ou
discretes, qui n’ont qu’un nombre limité de valeurs possibles, discernables entre elles. Pour
les variables continues, on commence par ranger les observations en classes, celles-ci éant

des intervalles de la forme[a,_,,a[. Ensuite, pour chague classe, on compte le nombre

d'individus dont le caractére appartient a la classe : ce nombre est I’ effectif de la classe. On
note k le nombre de modalités.

Définition : on appelleradistribution statistique des effectifs de lavariable X :
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« L’ ensemble des données(x,, n, ),i =1...,k , si X est une variable qualitative ou discréte,
« L’ensemble des données([a, ,,a,[,n; )i =1...,k, s X est une variable continue.

L es résultats sont généralement présentés dans un tableau du type du tableau 11.2.

Tableau 1.2 Présentation des variables statistiques

Présentation des variables stati stiques
X est catégorielle, ordinale ou discrete X est continue
Classes Effectifs Classes Effectifs
x . [o0.a,] .
X n n
2 2 [a. 2, 2
Xk Nk N
CWEN|
Totd (1) N = ng+ny+...+ ny Total N = ng+ny+...+ ny
(1) N est I effectif total de I’ échantillon

Remarque : dans le cas des données individuelles (C est-a-dire lorsgue |’ on ne regroupe pas
lesréponses), ona: n, =n, =..=n,.

A la distribution d'effectifs définie ci-dessus, on préfére souvent la distribution de
fréquences associée.

Définition. La fréquence (ou proportion) associée a la valeur du caractere (resp. a la

classela, ,,a,[) est lavaleur f, définie par :

Lafréquence f; représente donc la part de I’ échantillon pour laquelle la valeur de la variable
est x;, (ou appartient a[ai,l, a [). On peut par exemple I’ exprimer sous forme de pourcentage
(le pourcentage seraaors100 x f, ).
Remarque. Cette quantité est indépendante de la taille de |’ échantillon, ce qui permet de
comparer les résultats obtenus sur plusieurs échantillons.
L es fréquences vérifient |es propriétés suivantes :

0<f <1 i=1,.,k

f,+f,+..+f =1
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I.2.4 Représentations graphiques des distributions statistiques

Tres souvent, on préfére des représentations graphiques a des tableaux. Les graphes
apparaissent comme plus « parlants ». Ces représentations sont adaptées au type de variable
étudiée : nominale, ordinale, discréte ou continue.
a. Variables nominales

On dispose pour ces variables de diagrammes en batons, ains que de diagrammes
circulaires (ou en secteurs, ou en « camembert »).

= Diagramme en batons (figure I1.1a)
A chague modalitéx;, on associe un « baton » de longueur h, proportionnelle a la fréquence
f. (ou, si I'on veut, al’effectif n,). Onadonch, = Ctexf,.
Pour une variable nominale, seules les hauteurs sont significatives ; I’ordre et I’ écart des X,
ne sont pas significatifs.

= Diagrammecirculaire (figure I1.1b)

L’ angle de chaque secteur o, est proportionnel alafréquencef, .
En degrés, onaa,; =360xf, .

Cest la représentation la plus utilisée pour les variables nominaes. Cest la

représentation la plus utilisée pour les variables nominales. De surcroit, elle est plus fidéle que
la précédente.

031

02T

014+

Xy Xp XNgr Xgl MgoXg X;

(@) diagramme en bdtons

Professions
libérales & %
Patrans

4%

Agriculteurs
13%

Employés
17 %

Retraités
23%

Cuvriers
3%
(6 diagramme circulaire

Figurel.1 Représentations graphiques des variables nominales
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b. Variables ordinales et variables discretes
= Variablesordinales
On utilise les mémes représentations que pour les variables nominaes. Toutefois, il
convient de noter que, pour le diagramme en béatons, |’ ordre des modalités a un sens concret,
car il doit correspondre al’ ordre existant entre les valeurs.

» Variablesdiscretes

Pour ce type de variables, on préféere le diagramme en bétons car, dans ce cas, |’ ordre et
I’ écart entre les batons sont significatifs.
c. Variables continues : histogramme, polygone des fréquences, diagramme « branche et
feuille»

On considere une variable statistique continue dont les valeurs ont été rangées en
classes[a,,a[. L’amplitudedelaclasse [a, ,,a,| estA, =4, —a,.

» Pour représenter graphiquement la distribution statistique d’une telle variable, on a
recours a un histogramme. Le principe est le suivant : a chagque classe, on fait correspondre
un rectangle de base I'intervalle [ai_l, ai[ (pour laclasse i) et de hauteur h,, de sorte que la
surface du rectangle soit proportionnelle a I’ effectif. Ainsi, on calcule la hauteur h, du

rectangle au moyen de laformule suivante :

n.
h =—
& —a_;

D’un point de vue pratique, on constituera un tableau du type du tableau 11.3.

Tableau 1.3 Variables continues : amplitudes et fréguences

Variables continues : amplitudes et fréquences

i Classes | Effectifs n, | Fréquencesf, | Amplitudes A, | Hauteurs h,
[aO!a1[ n, f1 a —3a, nl/(al_ao)
2
[a,,a,] n, f, a, —a n,/(a, -a,)
nk/(ak —a
k [ak—l’ ak[ Ny Fi A — 8y,

On obtient ainsi le graphique de lafigurell.2:
- en abscisse, on porte I’ensemble des valeur s prises par la variable, découpé en classes;;

- en ordonnée, on porte les hauteurs::
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- on trace enfin des rectangles.
Remarque. Si les amplitudes sont toutes égales, on porte les effectifs en ordonnée.
La construction de I’ histogramme s opere de la fagon suivante :

. On calcule ladifférence de ladistribution, différence entre lavaleur la plus élevée
et lavaeur laplusfaible.

" On partage I’ é&endue de la distribution, en k classes d’ amplitudes égales.

. On compte le nombre de valeurs comprises dans chacune des classes.

. Puis on reporte ces nombres N; sur un graphique ou |’ on porte en abscisse les

valeursdu parametre étudié et en ordonnée les effectifs de chaque classe.

a 2 8 &

(2} histogramme

TN
IR
YIS

ay 2 8 5

(B) polygone des fréiquences

Figure|.2 Représentations graphiques des variables continues

. A partir de |’ histogramme d’ une variable statistique continue, on peut tracer le
polygone des fréquences associé (figure 11.2b) en procédant de la maniére suivante :
- on joint par des morceaux de droites les milieux des segments horizontaux

supérieurs des rectangles de I’ histogramme ;
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- on gjoute a droite et a gauche de |’ histogramme des classes fictives, toutes deux
de méme amplitude et d’ effectif nul, ce qui donne alors lieu a deux nouveaux segments.
Remar que. On ne doit pas « lisser » la courbe.

" En dernier lieu, lorsgue I’ on étudie un échantillon de faible taille (N < 100) et que
I’on dispose des données individuelles, on peut dresser, pour la variable étudiée, un
diagramme dit branche et feuille (en anglais stem and leaf), qui a |’ avantage de conserver
I"information de larépartition al’intérieur des classes.
Principe. Dans tout nombre, on peut distinguer deux parties : un chiffre de « plus haut poids»

(branche) et un chiffre de « plus bas poids » (feuille).

I1.3. FREQUENCES CUMULEES ET FONCTION DE REPARTITION
I.3.1. Fréquences cumulées

Pour les variables qualitatives ordinales et pour les variables quantitatives, on peut
exploiter larelation d’ ordre existant entre les valeurs possibles de la variable. On définit ainsi

les distributions cumulées (Figure I1.3 et tableau 11.4).

! | | |
o & =@ Bk 18 &

Figurel.4 Fonction de répartition

Tableau | .4 Distributions cumul ées
i Valeurs | Effectifs | Fréquences | Effectifscumulés | Fréguencescumulées
X1 n fi n fi
2 X2 N, f, ny+n, fi+f,
k-1 Xi-1 Ni-1 fra M+no+...+Nq fi+fot. .+
k Xk N fi m+n+...+n =N fi+fo+.. =1
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I1.3.2 Fonction de répartition
Cette notion ne concerne que les variables quantitatives.
Définition. Lafonction derépartition du caractére X est lafonction F, alant de I’ ensemble
desréels vers [0,1], définie par : F (X) = proportion d individus de | échantillon dont la valeur
de X est <x
Soit X une variable continue, dont les valeurs sont rangées en classes
[a,, &[.....[a, ;. a [ avec desfréquencesf,,...,f, .
=  On commence par calculer lesvaleurs de F aux points du découpage :
F(a,)=0,Fa)=f,,..F@a_ ) =f, +f, +..+f_,,
fa)=Ff, +f,+..+f,
= Ensuite, dans chague classe[a, ,,a,[, on fait une interpolation linéaire (on relie les
points extrémes par un segment de droite).

= Puison prolonge la courbe par 0 agauche de a, et par 1 adroite de a, (figure 3).

1.4 CARACTERISTIQUES D’UNE DISTRIBUTION. TENDANCE CENTRALE
ET DISPERSION
[.4.1 Généralités

Jusgu’a présent, nous nous sommes intéressés uniquement a la représentation des
données statistiques. Cependant, S'il est vrai que les divers tableaux et graphes définis plus
haut «résument» la distribution, ils ne permettent aucune quantification. Le but de ce
paragraphe est donc de définir, pour chaque type de distribution statistique, un certain nombre
de caractéristiques (ou indicateurs), c'est-a-dire quelques nombres permettant de résumer
de maniére quantitative (et non plus qualitative) chaque distribution. Bien entendu,
n’importe quelle quantité ne peut pas étre un indicateur.

En 1950, le statisticien Yule a donné un certain nombre de propriétés de « bon sens »
gue doivent, apriori, vérifier lesindicateurs statistiques.
Selon lui, ceux-ci doivent :

étre défini de maniere objective (et donc étre indépendant de I’ observateur) ;

- utiliser toutes les observations ;

- avoir une signification concrete, afin d’ é&re compris par les non-spécialistes ;

- é@resimpleacaculer;

- étre peu sensibles aux fluctuations d’ échantillonnage (notion introduite dans |’ article

suivant de cetraité) ;
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- sepréter aisément aux opérations mathématiques simples.
Nous nous limiteronsici a 2 types de caractéristiques statistiques :
- celles dites de tendance centrale, qui donnent un « ordre de grandeur » de la variable
étudiée en dégageant la modalité de lavariable la plus représentative ;
- celles dites de dispersion qui, elles, fournissent des informations sur la fagon dont les
individus se répartissent (se « dispersent ») autour de latendance centrale.

Le tableau 11.5 donne les caractéristiques étudiées pour chague type de variable.

Tableau 1.5 Caractéristiques d’ une distribution

CARACTERISTIQUESD’'UNE DISTRIBUTION
Type de variable Tendance centrale Dispersion
Nominale Mode
ordinale Mode, médiane, quantiles Ecart interquartile
Quantitative Mode, médiane, quantiles, moyenne | Ecart-type, écart interquartile

I.4.2 Caractéristiques de tendance centrale
a. Mode
Il est défini pour tous les types de variables. On le définit comme suit.

- S Xest une variable statistique nominale, ordinale ou discr éte, le mode dela
distribution associée est lamodalité de X la plus représentée, ¢’ est-a-dire celle pour
laquelle I’ effectif est leplusgrand ;

- S Xest une variable continue, le mode (ou classe modale) de la distribution associée
est laclasse dont lahauteur dans|’histogramme est laplus élevée.

b. Médiane et quantiles

Ces indicateurs sont définis pour toutes les variables sauf les variables nominales.
La médiane est la valeur de la variable telle que le nombre d observations supérieures ou
égales a cette valeur est égal au nombre d’ observations strictement inférieures a cette valeur.
On voit que, par exemple, pour les variables continues, cela revient a chercher un x tel
queF(x) = 0,5. En regle générae, cette valeur de x n’existe pas dans le tableau de données
dont on dispose.
C’ est pourquoi on adopte la définition suivante : lamédiane de la distribution de X est donnée
par :

= pour lesvariables ordinales ou discretes :
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o Silafréquence cumuléeen x, ,est<0,5¢et celleen x; est > 0,5, alorslamédiane
vautx, ,
o Silafréquence cumuléeen x, , est égalea0,5, alorslamédiane vaut X, ;
= Pour les variables continues, répartiesen classes [a, ,, a
o Si F(a_,)<05etF(a)>0.5,laclassemédianeest [a ,, a[ etoncaculela
médiane par interpolation linéaire sur I'intervalle [a,_,, a [:

0.5-F(a_)
F(a)-F(a,)

My =a,+(a -a,)

avec F fonction de répartition de X (figure11.5),
o S F@a_,)=05,lamédianevauta, ,.
Remarque. Lamédiane est peu sensible aux valeurs extrémes de la variable, donc aux erreurs
de mesure qui, bien souvent, produisent des valeurs aberrantes. On dit que la médiane est
robuste ou résistante.
Celle notion de médiane peut se généraliser a celle de quantile.

Soit o dans I'intervalle]0,1]. Si F(a_,) <a etF(a) > a, on définit le nombreQ, , quantile

d ordrea., par
o —F(a
Q,=a,+(& - ai—l)¢
Fa)-Ha.,)
Les cas particuliers les plus cités sont :
o] Lesquartiles
o] Lesdéciles
o] Les centiles.
F
T |
I
05— ————————————{ |
Sl
(1 i
L
L‘-"KI I I I ! !
a = Sl Bo1d &
1
Méd

Figurel.5 Classe médiane
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c. Moyenne arithmétique

Elle n'est définie que pour les variables quantitatives et, pour celles- ci, C'est la

caractéristique de tendance centrale la plus « naturelle » et la plus utilisée.

Lamoyenne (arithmétique) d' une variable X seranotée x et N = n,+n,+..+n,

On définit la moyenne arithmétique de la maniére suivante.

Si X est une variable quantitative discréte, donnée par sa distribution

d effectifs(x;, n, )i =1..., k, , alorslamoyenne de X est donnée par

- 1
X :N(nlxl + X, + N X, )

= Si X est une variable continue rangée en classes(a, ,, a [, lamoyenne de X est

-1
X = N(nlc1 +N,C, +...4+N,C, )

Ou, pour tout i,c, est le centre delaclasse[a, ,, a,[, soit

On diraqu’une variable est centrée si samoyenne est nulle.

[l faut noter les remarques suivantes :

la moyenne peut ére définie a I aide des fréquencesx = f,x, +f,x, +...+f, x, : pour
les variables discrétes et x = f,c, +f,c, +...+f,c, pour les variables continues ;

il existe d'autres sortes de moyennes (géométrique, harmonigue...) dont nous ne
parleronspasici ;

la moyenne, prenant en compte toutes les valeurs observeées, est tres sensible aux
observations aberrantes ;

chaque fois que la répartition est assez symétrique (ce qui se traduit par un
histogramme proche d’ une courbe « en cloche »), la moyenne, la médiane et le mode
sont proches. La moyenne est plus élevée que le mode ou la médiane si 1a répartition
est dissymeétrique, avec un accent vers les valeurs élevées ; si I’accent est, par contre,

sur les valeurs faibles, la moyenne est plus petite que le mode ou la médiane.

I1.4.3 Caractéristiques de dispersion

Les caractéristiques de tendance centrale donnent un ordre de grandeur du caractere

statistique observé. 1l est intéressant d obtenir des informations sur la variabilité des

observations et de leur dispersion autour de la tendance centrale. Intuitivement, une « bonne»
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caractéristique de dispersion doit étre telle que, plus la variabilité est grande autour de la
tendance centrale correspondante, plus cette caractéristique doit étre grande, et inversement
lorsgu’il y a peu de dispersion, la caractéristique doit étre voisine de 0. De plus, une
caractéristique de dispersion doit toujours étre positive.
1. Ecartinterquartile
Il est défini pour toutes les variables, excepté les variables nominales.
Définition. L’ écart interquartile est ladistance entre le 1er et le

3e quartile. Il vaut doncQ, s — Q, - I représente les valeurs extrémes d’ une dispersion de 50

% des effectifs autour de lamédiane.
2. Ecart-type. Variance
IIs ne sont définis que pour les variables quantitatives.
Définition. Lavariance est lamoyenne des carrés des écarts ala moyenne, ¢’ est-a-dire:
- pour une variable discréte :
w0331

- pour une variable continue rangée en classes[a, ,,a, [, de centres

V(X)=%(i=knl(c —x)] ( anclj

i=1
Dans chaque cas, ¢’ est la seconde expression qui sera le plus souvent utilisée pour effectuer
les calculs.

L’ écart-type est alorslaracine carrée de lavariance :
o(X) =4/Var(X)
3. Cosefficient devariation C,, (X)

Si I’ écart type mesure I’ erreur absolue dans I’ estimation de lamoyennex , alors le coefficient
de variation, noté Cy (X) est :

cy 00 =72

C, (X) est un facteur adimensionnel utile. Il caractérise la dispersion intrinséque de la

variable.
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I.4.4 Moments et caractéristique de forme
1. Moments empiriques

Si I’on dispose d'un échantillon de n valeursx,, X,,..., X ,, on peut d' abord calculer les

moments empiriques m_de cet échantillon.

- Moments empiriques d’ ordre 1 (moyenne arithmétique empirique) :

- Moment empiriqued ordrer :

Toutefois les moments empiriques ne constituent pas des estimateurs sans biais des
moments correspondants. En effet un estimateur n'est en généra pas égal a la grandeur a
estimer et I’on appelle biais d'un estimateur la différence entre sa valeur et celle de la
grandeur considérée.

On utilise en pratique | es estimateurs sans biais suivants pour |es moments centrés

dordrer.

Estimateur de moments centré d' ordre 1.

w;=0
= Estimateur du moment centré d’ ordre 2.
Hz =§’=—— Z (x; =

= Estimateur du moment centré d’ ordre 3.
hs= - 1)(n 2)2(

= Estimateur du moment centré d’ ordre 4.

W= n {(n+1)zn:(xi—m'4 3(n - 1)& H+3s“

(n-DH(n-2)(n-3) i

2. Caractéristique de forme
Les moments centrés d’ ordre 3 et 4 donnent les informations sur laforme de ladensité

de probabilité. Ils sont souvent présentés sous forme adimensionnelle :
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Si ladistribution est symétrique par apport ala moyenne arithmétique m’, on a \/B_l =0
Pour une distribution asymétrique, \/B_l peut étre positif ou négatif suivant le signe de p's. 1l

mesure alors « |’ asymétrie » de la distribution (figure ci-dessous) +/B, est pour cette raison

appel ée « coefficient d’ asymétrie ».

A F()() A F()()

0 m’ X o

Asymétrie négative /3, <O
Asymétrie positive \/B_l >0 Symétrie \/B_l =0 ¥ = Py

Figurel.6 Coefficients d’ asymétrie

/B, =0 : ladistribution des fréquences est symétrique par rapport am’.
JB.) 0 : ladistribution est plus étalée adroite de m’ qu’ & sa gauche.

JB. (0 : ladistribution est plus étalée & gauche.

Le coefficient B, donne une indication sur la facon dont la distribution est concentrée
autour de la moyenne; de faibles valeurs de B, impliquent une courbe plus plate pour la
densité de probabilité ; B, est appelé « coefficient d’ aplatissement ».

En vue de comparer toute distribution ala distribution normale, on forme

Le rapport“—j pour une distribution normale (gaussienne) est égal a 3.
(e}

Ains :

- pour une distribution gaussienne Ay =0,
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- pour une distribution pointue que la distribution gaussienne A > 0,

- pour une distribution moins pointue que la distribution gaussienne: Ax< 0.

4

' F(X A 0
A= 0

Ak<0

Remarque

X-m
(e}

T= est dite variable réduite. Elle est écrite sous forme adimensionnelle. Elle

est de moyenne nulle est a pour variance 1.

I.5. MODELE THEORIQUE DE DISTRIBUTION. VARIABLES ALEATOIRES
D’ECHANTILLONNAGE

Laloi dedistribution des valeurs d’ un paramétre physique ou mécanique dans un massif
de sol ne peut naturellement pas étre parfaitement connue, puisqu’il est impossible de mesurer
ce paramétre en tous points. On ne dispose donc en pratique que de I’ histogramme des val eurs
mesurées et des moments empiriques de |’ échantillon statistique fourni par les essais.

On concoit pourtant aisément que I’ utilisation des lois de distribution expérimentales
n'est pas tres pratique : on essaie toujours pour cette raison de modéliser la loi observée par
I”une des | ois de distribution théoriques dével oppées par |les spécialistes des statistiques.

Il est donc intéressant de rappeler quelques notions générales concernant les lois de
distribution des variables aléatoires.

I.5.1 Variables aléatoires

On appelle variable aléatoire toute grandeur non déterminée a priori dont on sait avec
quelle probahilité elle peut prendre telle ou telle valeur parmi une population (ensemble de
valeurs).
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Par exemple, la teneur en eau dans une couche de sol, qui prend des valeurs X3, Xa,....X,

avec des probabilités p;, p2 pn respectivement. La variable aléatoire peut étre caractérisée

par une densité de probabilité f(x) (modele mathématique d’ un diagramme de distribution)
défini de lafagon suivante :
f(x) = prob{x ( X (x +dx}
Elle peut étre aussi définie par safonction de répartition F(x) (modele mathématique du
diagramme de répartition) qui est lafonction définie en tout point x comme la probabilité que
lavariable aéatoire X soit inférieure ou égale ax.

F(x) = prob{X < x}

G(x) = prob{X < x} = [g(x)d(x) = [ap(x)

A A

G(x G(x)

La variable aéatoire X peut étre indifféremment définie par sa densité de probabilité

g(x) ou safonction de répartition G(x).

I1.5.2 Espérance et moments

Nous avons vu qu’ a la variable statistique X, nous avons par analogie fait correspondre
lavariable aléatoire X de méme nous avons caractérisé une distribution observée grace a deux
sorte de parametres.

- Paramétre de position, situant la valeur centrale des observations, pour cela nous avons

retenu pour valeur centrale, lamoyenne arithmétique X ou m ou Moy (x),
- Parameétres de dispersion, précisant la répartition des écarts entre les diverses valeurs
observées et la moyenne, nous avons principalement retenu la variable Var(X) et |’ écart type s

ou o(X), racine carrée de |la précédente.
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En nous donnant une loi de probabilité d’'une variable aéatoire X, nous décrirons
simplement une distribution théorique des différentes valeurs de cette variable aléatoire.
Il est donc tout afait normal que nous définissons des parameétres de position et de
dispersion : ils portent |a dénomination générale de moments.
1. Espérance mathématique E(X) qui correspond alamoyenneMoy(X).
C’ est un paramétre de position. L’ espérance mathématique d' une variable aléatoire X de

densité g(x) est sa valeur moyenne définie par
+00 1
E(X) = jx-g(x) dx :J'x-dp(x)
-0 0
2. Lemoment d’ ordrer delavariable aléatoire X est égalea:
E(X')=m, jxfg(x)dx.

On note que I’ espérance mathématique est égal au moment d’ordre 1 de X, noté m; ou
plus généralement m.
Les moments centrés calculés par rapport a |’ espérance mathématique et d’'usage plus

fréguent que les moments calculés par rapport al’ origine ([X ' ])

+00

E[(X ~ EXD ]=na = [(x-m)g(x)dx

— 00

Le premier moment centré est nul et le second est égal alavariance qui est un

parametre de dispersion

V(x)=c” =p* = E[(x —E(x))°]

ou G est ! écart type.

I1.5.3 Lois de distribution théorique
1. Introduction

En pratique, on ne dispose que de I” histogramme des valeurs mesurées et des moments
empiriques (moyenne arithmétique, variance,...) de I’échantillon statistique fourni par les
essal s,

On essaye aors de modéliser la loi de distribution observée par I’une des lois de
distributions dével oppées par les spécialistes des statistiques.
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Laloi la plus connue est la« loi de Gauss »qui a éé la plus employée pour représenter
les variations des propriétés des sols a I'intérieur d’une couche homogene. Cette loi n’est

pourtant pas toujours la mieux adaptée aux problémes de mécanique des sols.

2. Fonction dedistribution

+00

Toute fonction g(x) vérifiant la condition j g(x)dx=1 peut servir de densité de

—00

probabilité pour une variable aéatoire. Il existe toutefois un certain nombre de fonctions
employées de fagon classique et qui ont de ce fait une importance pratique beaucoup plus
grandes que les autres.

La plus part des densités de probabilité g(x) classiques peuvent étre générées a partir
de |’ équation différentielle

dg(x) _ (a,+b)g(x)
dx b, +bx+b,x?

(*)

Avec : a, b, by et b, constantes.

Les distributions correspondantes sont regroupées sous le nom de «systemes de
Pearson ».

Pearson a défini trois principaux types de courbes d apres les valeurs de K, appelé

« Critere »qui s’ exprime en fonction des quatre premiers moments de g(x) (Harr, 1977)

_ B.(B, +3)
4(2B, +3p, ~ 6)(4P, - 3p,)

\/B_l et B, éant respectivement les coefficients d’ asymétrie et d’ aplatissement.

Lestroistypes de courbes sont :
Typel - K<0—> Distribution béta
TypelV :0<K<l—> Courbes non bornées et asymétriques
TypesVI : 1<K —» Borné d'un coté.
Cestrois types de courbes de distribution couvrent |’ ensembl e des cas possibles.
Il existe toutefois des distributions de transition entre les différents types.
Par exemple, s B; =0 e B, =3 = K =0 (dans I’éguation * on a bl=b2=0):
distribution normale. C’ est une distribution de transition entre lestypes| et 1V.

Toujours pour K=0, maisp, 3, Pearson a défini deux types de courbes
symétriques: le type 1l (B, <3) et le type VII(B, >3). La distribution de Student est un
exemple de distribution de type VI1I.
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Normale

Figurel.7 Distribution t de student (type VI de Pearson)

Ladistribution de type |11 de Pearson correspond & une valeur infinie de K (K = +o).

C'est lagénérdisation d’ une distribution appel ée « Gamma ».
9(x)

125 | 0 =05 B=01 a=1,p=05

=20 , p=01

0,75

05 -

0,25 -

1,0 15 2 3 4

Figure 1.8 Exemples de distribution gamma.

Les distributions X? et exponentielle sont deux exemples de distributions de type I11.
Pour K=1 —> typeV (par exemple, la loi lognormale).
Lafigure |.6 ci-dessous présente une classification schématique des types de distribution de
Pearson en fonction des variations du critere K.

_ K=0 K=1 ket
Kee k<o 0<K< 1 K< 1 0

Type | Type Il Type VI

Type Il Type V Type

Distribution symétrique
Distribution normale si 3, =3

Type |l Sip, <3 nlav rdeK
Type VII Sip, >3 sdlon lavaleur de

Figure 1.9 Classification des distributions
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I.5.4 Définition générale d’une variable Gaussienne
On dit tres généralement qu’'une variable aéatoire (continue ou assimilable a une

variable probabiliste de I’ événement {X(x}) S exprime par la fonction de répartition

1 (x—EM)Y
0= vz Iexp{ 2( o(x) ”dx

Expression dans laquelle E(x) est |” espérance mathématique et o(x) I’ écart type de la

variable a éatoire x considérée.
X — E(X)

Si I'on substitue alavariable aléatoire X lavariable centrée réduiteT = )
(e}

On obtient une expression plus simplifiée:

1 ¢ t2
00 <t}= G jmexp(—g)dt

Et lafonction de densité de probabilité est :

3 1 _1{n-g(n) ’
f(x)c(n)meXp[ 2( s(n) ”

Ou: f(t) = 1 exp(— ﬁj

v2C 2

La courbe représentative des variations de f(t) est latrés fameuse courbe en cloche.

F(tx

|

| L | |

-4 -3 -2 -1 1 2 3

N
v

Figure1.10 Lacourbe en cloche

Page 25



Chapitrell

SIMULATION FT GENERATION DFE
VARIABLES ALFATOIRES



Effet de la variabilité des paramétres de sol sur le comportement des ouvrages de géotechnique Chapitre Il

Chapitre I

SIMULATION ET GENERATION DE
VARIABLES ALEATOIRES

II.1 SIMULATION
II.1.1 GENERALITES

Simuler, dit le dictionnaire, "c'est donner pour réel ce qui ne l'est pas, en imitant
I'apparence de la chose réelle a laguelle on veut faire croire". La simulation, dans le langage
courant, a souvent un sens négatif : elle a & voir avec la feinte, le déguisement, la ruse, la
comédie. On la distingue du mime en ce guelle n'est ni une pure copie, ni une simple
reproduction. En général, elle consiste en une imitation d'un original par rapport auquel elle
introduit toujours des variations. De |la vient que lasimulation est toujours double, alafois
jeu et exercice, tromperie et prouesse, faux-semblant et art, dissimulation et apprentissage.
Sur une face, €elle apparait comme faiseuse dillusions. Sur l'autre, elle est gage de
perfectionnement et de conquéte.

Certains de ces aspects se retrouvent dans |'usage que les sciences font de la ssimulation.
Cdle-ci y renvoie, la encore, al'idée dimitation. Elle consiste méme en une imitation "au carré"
de la nature au sens ou ce n'est pas la nature ellee-méme qu'elle reproduit, mais le modéele par
lequel nous avons préalablement choisi de la représenter. Elle exhibe ains un "surcroit de
réalité" en rendant explicite ce qui, dans une théorie ou un modéele, n'est quimplicite ou
camouflé. Une bonne simulation procéde de larévéation.

Mais il arrive aussi que, mal conduite ou mal interprétée, elle ne montre au contraire
guune infra-réaité illusoire ou qu'elle caricature a I'excés I'image de ce quelle est censee
illustrer. Elle peut par exemple dépasser les bornes dun modéle, sortir de son domaine de
validité, oublier un phénoméne essentiel, et cea sans qu'aucun signal d'aerte ne soit aussitot
émis. Une mauvaise simulation procéde du simulacre.

Puisgque le modéle qui lui sert de support est toujours incomplet, une modélisation ne peut
jamais elleméme prétendre a la complétude.

Au mépris du sens des mots, la simulation a donc toujours partie liée avec la dissimulation.
Est-ce grave ?

Non, car rien n'est perdu dés lors que ce qu'elle cache ou néglige n'est pas pertinent dans le
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cadre du probléme qu'on se pose.

D'ailleurs, qu'est-ce qu'un bon modéle, sinon celui qui contient le minimum dingrédients
nécessaires pour exhiber de I'universalité a propos de ce que I'on veut décrire ou comprendre ?

D'une fagon générale, pour un scientifique, simuler, c'est faire des "expérimentations sur
un modee" : il réalise une reproduction artificielle du phénomene qu'il désire éudier, puis
observe le comportement de cette reproduction lorsgu'il fait varier les actions que |I'on peut
exercer sur celle-ci, et en induit ce qui se passerait dans la réalité sous l'influence d'actions
analogues. Dans la pratique, cette méthodologie se décline en plusieurs variantes qui offrent
diverses vertus.

Bien simuler, c'est au bout du compte se donner les moyens de mieux comprendre, de
mieux concevoir, et surtout de mieux agir.

La ssimulation est également déterminante dans les cas ou I'on ne dispose pas de bases
théoriques solides, et ou I'on cherche précisément a éaborer une théorie rendant compte des
données d'observation. On peut alors définir avec précision les conséguences concretes des
différents modeles théoriques possibles, déterminer lequel fournit I'approximation la plus
fiable, et ensuite comprendre, voire optimiser, certains processus.

Une bonne simulation peut apporter plus dinformations qu'une expérience globale
insuffisamment préparée ou difficilement reproductible, ne serait-ce qu'en raison de son codit.
Entre théorie et expérience

Comme on voit, la simulation présente de multiples facettes. Mais quel est son statut
épistémologique ? Ni celui de la théorie, ni celui de I'expérience. La simulation a en effet
introduit, sans conteste possible, un nouveau rapport vis-a-vis de notre représentation du monde.
Jusque dans les années 1950, théorie et expérience étaient présentées comme des activités
dialectiquement corrél ées (Gaston Bachelard, Karl Popper).

L'idée éait que la science naissait d'unincessant va-et-vient entre |'une et |'autre.

Cette donne a changé avec |'arrivée massive des ordinateurs et du calcul numérique, au point que
de nouvelles questions sont aujourd'hui posees : les simulations pourraient-elles avoir le méme
statut que les expériences ? Deviendront-elles capables, a l'occasion, de fasifier une théorie ?
Permettent-elles toujours de mieux comprendre les modeles qu'ellesillustrent ? Quant a l'effet
positif de lasimulation, qui tient al'économie de temps et d'argent, voire al'acces a des réalités
hostiles ou dangereuses par |'apport des réalités virtuelles, ne doit-il pas étre contrebalancé

par lerisque defuite devant le réel et devant |'expérimentation concrete ?
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II.1.2 METHODOLOGIE DE LA SIMULATION

Une des fagons de faire progresser la connaissance scientifique est de proposer des expli-
cations rationnelles a des phénomenes naturels par |’éaboration de modéles. Ces schémas
mentaux simplifiés par rapport ala réalité sont suggerés par des observations expérimentales et
suscitent eux-mémes des expériences. Un modele est donc une abstraction de la réalité qui, au
fur et a me sure de la maturation des idées, peut étre progressivement affine (de la théorie de la
chute des corps de Newton a la relativité générale d'Einstein, par exemple). Il s'exprime au tra-
vers d'équations mathématiques. Dans les cas | es plus simples, les équations peuvent se résoudre
a|’aide de solutions analytiques. En général, ce n’'est pas possible. Pour démontrer le degré de
pertinence d'un modéle par rapport aux données expérimentales, il faut souvent en résoudre les
équations sur ordinateur.

II'y aains irruption de la simulation numérique dans la dial ectique théorie/expérience qui

est au ceeur de ladémarche scientifique

11.L1.3 UN TRIPTYQUE NON ORDONNE

Le cycle de la recherche scientifique devient alors le suivant : théorie et modélisation,
simulation numérique et vérification expérimentale. C'est ce que nous appelons ici la
méthodologie de la ssimulation. Concretement, la connaissance du processus physique ou de
I’ensemble de processus étudiés est rassemblée dans un logiciel permettant de résoudre les
équations des modéles préalablement établis. Comment valide-t-on ce logiciel ? En simulant,
justement, le processus dont on pense qu'il a donne lieu au phénomeéne observe. Si les résultats
numériques et expérimentaux sont proches, le modéle traduit en logiciel est déclare valide, avec
le degré approximation choisi. Cette validation est souvent complexe, car de nombreux
processus sont impliqués. 1l faut alors procéder pas a pas, en vérifiant que chaque modele
élémentaire de la description globale est satisfaisant. C'est une validation par parties. 1l faut
ensuite valider I’ensemble, ce qui implique de prendre en compte les interactions entre les
modéles élémentaires. C'est la validation globale.

II.1.4 QUEST-CE QU'UNE SIMULATION NUMERIQUE

Lasimulation numérique consiste a reproduire par le calcul le fonctionnement d'un
systeme, préalablement décrit par un ensemble de modéles. Elle sappuie sur des
méthodes mathématiques et informatiques spécifiques. Les principales étapes de la

réalisation d'une étude par simulation numérique sont communes a de nombreux
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secteurs de la recherche et de I'industrie, en particulier le nucléaire, |'aérospatial ou
['automobile

En chague point de I"objet" considéré, plusieurs grandeurs physiques (vitesse,
température ...) décrivent I'état et I'évolution du systeme étudié. Celles-ci ne sont pas
indépendantes, mais reliées et régies par des équations, généralement aux dérivées par-
tielles. Ces équations constituent la traduction mathématique des lois de la physique qui
modeélisent le comportement de I'objet. Simuler I'état de ce dernier, c'est déterminer -
idéalement en tout point -les valeurs numériques de ses parametres. Comme il y a un
nombre infini de points, donc une infinité de valeurs a calculer, cet objectif est
inaccessible (sauf dans des cas bien particuliers ou I'on peut résoudre les éguations de
départ al'aide de formules analytiques). Une approximation naturelle consiste donc a ne
considérer qu'un nombre fini de points. Les valeurs des paramétres a calculer sont ainsi
en nombre fini et les opérations nécessaires deviennent abordables grace a l'ordinateur.
Le nombre effectif de points traités dépendra bien sur de la puissance de celui-ci : plusil
sera éleve, meilleure sera finalement la description de I'objet. A la base du calcul des
paramétres comme a la base de la simulation nuragique, il y a donc la réduction de I'in-
fini au fini, la discrétisation.

Comment opére-t-on précisément a partir des éguations mathématiques du
modele? Deux méthodes sont trés souvent utilisées, respectivement représentatives des
méthodes de calcul déterministe, qui résolvent les équations régissant les phénomenes
étudiés aprés avoir disorettse les variables, et des méthodes de calcul statistique ou
probabiliste.

Le principe de la premiere, connue sous le nom de méthode des volumes finis, est
antérieur al'usage des ordinateurs. Chacun des points de |'objet est assimile simplement
a un petit volume éémentaire (un cube par exemple), d'ou le nom de volume fini. Un
plasma, par exemple, est ainsi vu comme un ensemble ou un réseau de volumes
contigus qui, par analogie avec la trame d'un tissu, sera dénommé maillage. Les
paramétres de I'état de I'objet sont maintenant définis dans chague maille du maillage.
Pour chacune d'elles, en reformulant les équations mathématiques du modéle par des
moyennes volumiques, il sera alors possible de construire des relations algébriques
entre les parametres de la maille et ceux de ses voisines. Au total, il y aura autant de
relations que de paramétres inconnus et ce sera a l'ordinateur de résoudre le systeme de
relations obtenu. |1 faudra pour cela recourir aux techniques de I'analyse numeérique et

programmer des algorithmes spécifiques. L’accroissement de la puissance des
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ordinateurs a permis d'augmenter |la finesse de discrétisation, permettant de passer de
quelques dizaines de mailles dans les années soixante a plusieurs dizaines de milliers
dans les années quatre-vingt, a des millions dans les années quatre-vingt-dix et jusgu'a
la dizaine de milliards de mailles aujourd'hui, chiffre qui devrait décupler alafin de la
décennie.

Un raffinement du maillage, le remaillage adaptatif, consiste a gjuster la taille des
mailles en fonction des circonstances, par exemple en les rendant plus petites et plus
serrées aux interfaces entre deux milieux, la ou les phénomenes physi ques sont les plus
complexes, ou laou les variations sont les plus importantes.

La méthode des volumes finis Sapplique dans des contextes physiques et
mathématiques trés varies. Elle autorise toute forme de maille (cube, hexaedre, tétraedre
...) €t le maillage peut étre modifié durant le calcul, en fonction de critéres géométriques
ou physiques. Enfin, elle est aisée a mettre en oeuvre dans le contexte des ordinateurs
paralléles (en cadre B, Les moyens informatiques de la simulation numérique hautes
performances), |le maillage pouvant en effet faire I'objet d'un découpage pour des calculs
sur ce type de machines.

Appartiennent a la méme famille la méthode des différences finies, cas particulier
de la méthode des volumes finis ou les cotes des mailles sont orthogonaux, et la
méthode aux éléments finis, qui peut juxtaposer divers types de mailles. La deuxieme
grande méthode, dite de Monte-Carlo.

L'efficacité de cette méthode, mise en oeuvre a Los Alamos des les années 1940,
dépend bien sur de la qualité statistique des tirages au hasard.

Il existe pour cela des méthodes de nombres aléatoires, bien adaptées au traitement par
un ordinateur.

Les méthodes des volumes finis et de Monte-Carlo ont suscite et suscitent de
nombreuses études mathématiques. Ces études Sattachent notamment a préciser la
convergence de ces méthodes, c'est-a-dire comment la précision de |'approximation
varie avec le nombre de mailles ou de particules. Cette question est naturelle lors de la

confrontation des résultats de la simulation numérique a ceux de |'expérience.
II.1.5 COMMENT SE DEROULE UNE SIMULATION N UMERIQUE

Il est souvent question d'expérience numérique pour souligner I'analogie entre la

pratique d'une simulation numérique et la conduite d'une expérience de physique.
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Brievement, cette derniere utilise un dispositif expérimental, configure selon des
conditions initiales (de température, de pression ...) et des paramétres de contréle (durée
de I'expérience, des mesures ...). Durant I" expérience, le dispositif produit des points de
mesures qui sont enregistres. Ces enregistrements sont ensuite analyses et interprétes.

Dans une simulation nuragique, le dispositif expérimental consiste en un ensemble
de programmes informatiques exécutés sur des ordinateurs. Les codes ou logiciels de
calcul sont la traduction, a travers des algorithmes nuragiques, des formulations
mathématiques des modéles physiques étudiés. En amont et en aval du calcul, les
logiciels d'environnement effectuent la gestion de plusieurs opérations complexes de
préparation des calculs et de leur dépouillement,

Les données initiales de la ssmulation comporteront d'abord la délimitation du
domaine de calcul a partir d'une représentation approchée des formes géométriques
(produite par le dessin et la CAO, conception assistée par ordinateur), suivie de la
discrétisation de ce domaine de calcul sur un maillage, ainsi que les valeurs des
paramétres physiques sur ce maillage et les paramétres de contréle du bon déroulement
des programmes... Toutes ces données (produites et gérées par les logiciels
d'environnement) seront saisies et vérifiées par les codes. Les résultats des calculs
proprement dits, c'est-a-dire les valeurs numériques des parametres physiques, seront
sauvegardes au fur et a mesure. En fait, un protocole spécifique structurera les
informations produites par |’ordinateur afin de constituer une base de données
numeériques,

A l'issue des calculs (résolution numérique des équations décrivant les phénomenes
physiques qui se déroulent dans chaque maille), I'analyse des résultats par des
spécialistes reposera sur I'exploitation de la base de données numeériques. Elle
comportera plusieurs étapes : extraction sélective des données (selon le parametre
physique recherche) et visualisation, extraction et transfert des données pour calculer et
visualiser des diagnostics.

Le parallele entre la conduite d'un cas de calcul, d'une expérience numérique et la
conduite d'une expérience physique ne sarréte pas la : les résultats numériques seront
compares aux résultats expérimentaux. Cette analyse comparative, effectuée sur la base
de critéres quantitatifs standardises, fera appel et a I'expérience Et a l'art de I'ingénieur,
du physicien, du mathématicien. Elle débouchera sur de nouvelles améliorations des

model es physiques et des programmes informatiques de simulation.
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I1.2 GENERATION DE VARIABLES ET VECTEURS ALEATOIRES
II.2.1 INTRODUCTION

Un des aspects importants de la méthode de Monte-Carlo et gu elle nécessite la
génération de sé&ries de valeurs aéatoires de chacun des paramétres des modéles de calcul,
conformément alaloi de distribution observee.

I1.2.2 SIMULATION D’UNE VARIABLE ALEATOIRE

Soit X une variable aéatoire ayant pour fonction de répartition F. comment peut- on
réaliser dans la pratique un ensemble d épreuves tel que la fréquence avec laguelle « soit »
I"intégrale X ( x soit une bonne approximation de F (x) ?

Du point de vue pratique, ssimuler une variable aéatoire X de fonction de répartition Fy

donnée, revient a construire une suite {Xk}kzl....m de redisations de la variable X. ceci

nécessite les deux opérations suivantes :
I"intervalle [0,1]. Notonsici qu’ en vertu des propriétés des suites equiréparties, cette suite
est tel que:
- Chague nombre r, est une réalisation d’une variable aléatoire uniformément distribué sur
[0,1]

- Les m valeurs de r, sont indépendantes dans leurs ensembles.

variable aléatoire X.
Si Fx’l(r) peut étre exprimée a gébriguement, chague terme xi est calcul € par
X, = Fx(r).

Sinon une technique numeérique appropriée doit étre recherchée.

I1.2.3 SUITES EQUIREPARTIES

Comme il a été montré précédemment, toute variable aléatoire peut se ramener a une
variable uniformément distribuée sur [0,1]. Le probleme se pose aors de construire une suite de
nombres compris entre O et 1 qui puissent représenter des réalisations d’ une variable aléatoire R

uniforme sur [0,1].
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Les méthodes proposées pour créer des nombres aléatoires reposent sur des calculs de
nature arithmétique dans lesquelles le hasard ne joue aucun réle. Les nombres aéatoires sont
entierement reproductibles et se calculent par des procédés compatibles avec les techniques

habituelles de programmation des machines a calculer.

Dans ce cas, la suite {Fk}de nombres pseudo- aléatoires genérés est définie par une suite

de récurrence :
M1 = L (T FP M m) ;m>0
OV [ (S r,,) est le vecteur de nombres aléatoires.

A titre d’ exemple nous citerons la méthode du milieu du carré et laméthode de Lehmer .

1. Méthode du milieu du carré (VON NEWMAN, 1951)

Larelation de récurrence est définie comme suit :

2
Yk+ 0= (Yk/am)—[Y%:gmj.lozm

Y o est un nombre de 2m chiffres dans une base quel conque. En base 10, il devient

Y Y2 J 2m
Y, =] Y —| Y 10
k+2 (A)”J ( 103M

Cependant, la suite de nombres engendrés dégénere en un cycle souvent tres petit et la
méthode ne permet donc pas d obtenir une longue suite de nombre avant de trouver une

périodicité qui dépend de la base de m et du nombre Y o de départ.

2. Méthode de LEHMER (1951) généralisée
La méthode de LEHMER est une méthode de congruence multiplicative définie par :
Mt = Ayk (mode P)

Ou A est un entier arbitrairement fixé et P une constante (on pourra se ramener a une suite dans
[0,1] endivisant par P).

Une condition qui maximise la période du cycle obtenu est que Y, et P soient premiers
entre eux, par exemplesi P= 2™ et Y impair la période de la suite est 2™2

Laméthode de Lehmer peut étre généralisée par: A, ,, = /lyk + u(mod P).

En choisissant A et u correctement, la longueur maximale de la période peut étre portée a
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Une fois la suite construite, il est nécessaire de vérifier que les propriétés espérées sont
réalisées (indépendance equirépartition). Pour cela, un ensemble de tests statistiques a été mis au

point. Parmi ceux-ci le plus connu est |e test de fréquence.

3. Méthodes relatives a la loi normale

A partir des suites numériques représentant des réalisations d’'une variable aéatoires
uniformément distribuée sur [0,1] (si les nombres générés appartiennent a I’intervalle [0,F], il
suffit de les diviser par P) déterminées par des procédés décrits ci-dessous, il est possible
d obtenir des représentations de variables aléatoires ayant une loi donnée.

En effet, comme on I'a d§a rappelé; si R est une variable aléatoire uniforme sur [0,1],
alors F* (R) a pour fonction de répartition Fy. cette inversion se fera soit directement (si cela est
impossible), soit par construction intermédiaire.

Il existe pour cela plusieurs méthodes, mais pour la loi normale, des techniques trés
performantes ont été mises au point. Nous citerons entre autre la méthode directe et 1a méthode
logarithmique trigonométrique.

= Méhodedirecte
Ladensité de probabilité d une variable aléatoire normale a pour expression

f, () =— exp{— M}

oon 2:°

Ou sous la forme réduite (moyenne m=0 et écart typec =1)
1 x?
f.(X)=— expi——
«(X) Ton p{ 5 }
On calcule x, = F_*(r,) en approchant la fonction de répartition par des approximations
rationnelles ou des polyndmes différents dans des intervalles successifs [0,1].

Ainsi, & +22-10° aprés sur | —oo,+o0]

1 r? 1
—.expl——\' =
Jon p{ 2} by +b,x% + b,x* + bX® + bX® + b X

Avec:
b, = 2,5052367 b, =1,283104
b, =0,2264718 b, = 0,1306469
by = 0,0202490 b,, = 0,0039132

» Méhodeslogarithmique- trigonométrique

Cette méthode de simulation tres performante repose sur le théoréme suivant :
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« Soient R et 6 deux variables aléatoires respectivement uniforme sur [0,1] et [0,2r]. Lavariable
aléatoire G définiepar G = ,/— 2IgR.cos6 est gaussienne centrée normeée. »

Toute variable aléatoire X normale, de moyenne m et d’ écart type 6 peut alors s écrire:
X=m+60.G
= Description dela méthode

Considérons une suite de nombres pseudo aléatoires { M }équirépartie sur [0,1], soit
(r) et r{ le ™™ couple tiré a partir de { r, } et représentant la j°™ réalisation des vecteurs
R=(R,,R,) acomposants indépendants et uniformes sur [0 ;1]

Dans ces conditions 1aj*™ réalisation de lavariable aléatoire G s écrit :

9@ = /- 21gr™.cos 2z r{"

On déduit alorslaj*™ réalisation de lavariable déatoireX ~ x =m+o g™

I1.2.4 SIMULATION D’UN VECTEUR ALEATOIRE

Soit X = (X5 Xo yeeeenen X_) un vecteur aéatoire R"; que nous supposerons dans un premier

temps a composantes indépendantes et notons F; la fonction de répartition de la composante X;.
Associons d’autre part a chague argument aléatoire X; une variable aléatoire R; uniformément
distribué sur [0,1]. Dans I hypothése ou les variables R; sont indépendants nous pouvons poser

x:(xlegll(Rl)’XZ =F;21(R2), --------- Xn :Fr:ll(Rn))!

La variable R; étant uniforme sur [0,1], le vecteur X est distribué suivant la loi donnée

i=n

qui apour fonction de répartition F, (x) =] F, (X))

i=1

......

opération sefait en 2 étapes :

. . . —=(j) . -
= Construire d'une suite vectorielle {R J } équirépartie dans |’hyper cube unitaire
j=1,....,.m

......

[0,1]". en vertu des propriétés des suites vectorielles équiréparties, cette suite est telle que
=0 N - e .
tout vecteur R =(0r?,...r?) est une rédisation du vecteur aéatoire

R= (RLR, e R.) uniformément distribué sur [0,1]" et a composantes indépendantes.
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o . . , . =)
= Construction a partir de cette suite de la suite vectorielle {X ] } de du vecteur

réalisation du vecteur aéatoire X .
S le vecteur X = (X_l, X,,———,X_) est a composantes indépendantes et s chague
fonction F *(r,)peut étre exprimée algébriquement, la suite des réalisations de e vecteur est

engendrée comme suit :

X0 = (¥ = FA(0)x? = A e x? = B

Si une fonction F_'(r,), au moins, n’ est pas al gébriquement formulable ou ni le vecteur est

acomposantes intercorrél ées, le recours a des procédés numériques appropriés est nécessaire.

I1.2.5 GENERATION DE VARIABLES CORRELEES (NGUYEN ET
CHOWDHURY 1985)

Dans les procédures de génération de systéme de variables aéatoires généralement
disponibles, la corrélation entre les variables stochastiques n’ est pas prise en compte. Pour créer
une méthode qui permet de générer des variables aléatoires corrélées, une hypothése relative ala
distribution des systemes a deux variables, doit étre faite. Si chacune des variables est supposée
de distribution normale, il est aors logique de supposer une distribution normale jointe ou une
distribution normale bi variable pour les deux variables corrél ées.

En effet, pour une distribution normale impliquant deux variables aléatoires corrélées X et
Y, lafonction de densité jointe gaussienne est donnée par :

f(x,y) = (x* —2pxy +y?)

(o e ——
218 Sy(l—p?)? { 2(1-p°)
OU o,” et p,” sont les variances des distributions X et Y respectivement et p le ceefficient de

corrélation entre X et'Y défini par

_ Xy _ E(X — (Y — ), )
P—Px,y—G (o] B Oy,C
Xy X Ry

aveC Oy y espérance mathématique du produit (X - yx)(Y — u,) (ou covariance de X

ey)

Il faut noter que:
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X:(X_“’x)/cx et y:(Y_H'y)/Gy

X ety sont appels variables réduites ou variables standardisees et iy et py, sont les moyennes des
distributions X et Y respectivement.

Dans le cas d'un systeme a n variables X1, Xo,..., X de distribution gaussienne multi
variable, lamatrice de covariance 1 est de laforme::

(o ZP R o 7Y Oin
Op1 Oppererenenrensensennenns Oon
A= [Gi j ]= -
O On2 - O |

L'élémentoy y est lacovariance des variables aléatoires X; et Y .

o =0V (X, X,) = E{(X; =) )(X, - 1)

Les termes de la diagonale principale sont les variances et s toutes les variables sont
indépendantes et non corrélées, tous les termes de la matrice excepté ceux de la diagonale
principale sont nuls.

En notation matricielle

A=E(X-M)X-M)T| (11.2)
Or il est connu en statistique et probabilités, que certaines transformations permettent de
passer d’'un ensemble de variables aéatoires normales non corrélées de matrice de covariance
diagonale a un ensembl e de variables a éatoires de matrice de covariance définie positive
Soit donc latransformation linéaire
X=AY+B
Ou A est une matrice Nx N dont les éléments &; sont constants et B un vecteur colonne
d ééments b; constants ainsi dans le cas d’ une variable unique :
X=0c-Y+m
X est un variable aléatoire normale (m,o ) et Y une variable aléatoire normale unité [0,1]
Dansle casd un systéme a2 variables, il vient :

Xl =Yt apY, + b1
Xz =a,Ytayy, + bz

a, a, }
ay a,,

Si Y est le vecteur, colonne de variables aléatoires de distribution normale unité (0,1), alors

Celaimplique que: Az{
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E(X) = E(AY)+ E(B) = AE(Y)+B=B (11.2)
Cest-a-dire que B est e vecteur colonne des moyennes des él éments du vecteur X

B=M
de méme, EYY)T =1 (11.4)

Ou | est la matrice unité, car les ééments du vecteur Y colonne sont non corrélées et ont des
distributions unités

En combinant les équations (1) et (2), il vient :

A=E|(AV)(AN T | (11.5)

A =E[AYYT A]= AE[YYT |AT

Des équations (111.4) et (I11.5), on déduit une nouvelle expression de la matrice de

covariance du vecteur colonne variable transformée :
A=AAT (11.6)
En conséguence de la transformation linéaire d’ un ensemble de variables normales unités
Y en un autre ensemble de variables normales corrélées X, de matrice de covariance
spécifiques A, est possible si une matrice constante A satisfaisant I’ équation (111.6) peut étre

trouvée.

Dans lecashivariable, on a:

2
O, PG5,
PG5, P
o/ e o Sontlesvariables de X; et X, (respectivement et p le coefficient de corrélation

entre X, et X, en élevant au carré lamatrice A, on obtient :

2
AAT:|:a11 +8122 ail'a21+?12'a§2:|
Ay -a; +3y -, a, +3ay,

En égaant les éléments de AT et A on a aors I'ensemble des équations simultanées

suivantes:
a; +ay, =0y (11.7)
a, -a,+a, -, =po,0, (11.8)
a, +ay, =0, (11.9)
8y 8y +&y, 8y =p 0,0, (11.10)
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II'y atrois équations indépendantes pour quatre inconnus. On égale aors a0 un des termes
& par exemple ap =0
Il vient alors finalement :

X, =0,Y, +m (11.12)

X, = poo, +0,0-p?) 7Y, +m, (11.12)
Seule I'équation (I11.11) est nécessaire si toutes les variables sont indépendantes. Des
procédures de transformation similaires peuvent étre trouvées pour des cas géenéraux impliquant
n variables.
Ainsi, pour le cas d’ un systéme atrois variables z;, z,, et z3 corrélées, Freeze (1975) cite
des travaux de Mood et Gray Bill (1963) qui indiquent que la fonction de distribution multi
variable est dans ce cas de forme:

1 1 _
f(2) =—p-exp{——(2—u)Tv 1(2—u)}
U
AVec:
zZ, T 6121 6122 6123
p =3 zZ=\z, W= 11, V:cy;l ng 553
Z3 K23 Ggl ng 6§3

Z1, Zy, Z3, . variables a éatoires de moyennes tt,,, l,,, U,
o : Variance de Z;
o, : Covariancede Z; et Z,

Lesvaleursde Z3, Z,,Z; sont générées de facon séquentielle en utilisant I expression de
générateur normal pour une variable indépendante (éguation (11))et les

distributions.suivantes :

Z;=N[p;,04]
Z,=N[u,+a,b-c,]
Z,=N[y, +¢,b-o,,]

AvVec:
aA= Py _'(23 _“3)

b=py —=(Z;— 1)
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(P — p13 pzs) Oy (2, (P13 — P12 P23) Su (Z,

C= —Hy)+ —H3)
1- st G2 ? (1- 23) Ga3 :
(P, = P13 P2)°
dZ\/l—pfg— 1 132 23
1-p3)

I1.2.6 GENERATION DE VARIABLES CORRELEES ET PRESENTANT UNE
DERIVE
Toujours d’ apres Freeze (1975) qui cite Mood et Gray Bill (1963) les valeurs générées des

variables Z; s obtiennent en utilisant les équations suivantes :
Zy; =2 +Bi(X -1
Zy; =2 +By(X; -1

Zgj = Z'3j+By(X /2

Les valeurs des Z'; sont générées de fagon sequentielle al’aide d' un générateur normal a
une variable et d’ un a gorithme de récurrence comme décrit ci-dessus

B1, B2, P3 sont les pentes des droites de régression linéaire de Zi/x;.

I1.3 SIMULATION DE MONTE CARLO

Il est toujours possible de déterminer empiriqguement la densité de probabilité d une
variable Y==f (X4) en calculant les valeurs de y correspondant a des ensembles de valeurs des

X, geénérés de facon aléatoire conformément aux densités de probabiliste de chacune des

variables aéatoires Xi et en déterminant la densité de probabilité de Y d' apres la distribution des
fréguences des y obtenus. La précision de cette simulation augmente avec la racine carrée de la
taille de I’ échantillon et de ce fait il faut disposer d’ un échantillon trés important pour obtenir des
résultats utiles. Ceci nécessite en pratique I'utilisation d'un ordinateur. Lamb (1974), Benjamin et
Cornellle (1970) et Harry (1977), par exemple, donnent des indications sur I'emploi de cette
méthode.

Un des aspects importants de la méthode de Monte-Carlo est qu'elle nécessite la
génération de séries de valeurs aéatoires de chacun des parameétres des modeles de calcul.
existe dans les bibliotheques de sous-programmes statistiques des programmes capables de
générer des suites de nombres aléatoires en suivant des lois de distribution simples (densité
uniforme sur un intervalle donne, loi normale, loi logomachique, etc.).

Pour les lois de distribution uniformes, les programmes de calcul utilisent des algorithmes tels

Page 40



Effet de la variabilité des paramétres de sol sur le comportement des ouvrages de géotechnique Chapitre Il

que:

X, = (Ax,)mod M (11.13)

nil
ou

X, = (Ax, + B)mod M (11.14)
qui permettent de calculer une série de nombres Xu apartir d'une valeur initiale x., quelconque.
Lanotation X =(y) mode M indique que x est le reste de ladivision du nombre entier y par le
nombre entier M. Le nombre M est |a période de la séquence aléatoire generis. On le choisit tres
grand. Le nombre A est comprisentre 0 et M -1, ains que le nombre B. Les nombres généres

sont uniformément repartis entre 0 et M -1. On gjuste la série {xn}lal'intervalle[a, b] désiréen

utilisant laformule.

. -a
X, =——X, +a

Letableau 111.1 contient une série de 100 nombres al éatoires uniformément repartis sur
I'intervalle [0,1], obtenus al'aide de 1arelation

X 1

n

X' = =
" 199017 199017
Avec X, =3157

(24298x,, , +99991)mod199017

Tableau 1 Valeurs aéatoires pour one distribution uniformer, (0,1)
(moyenne 0,4992 ; écart type 0,2989)

0,94078/0,21584(0,84210/0,61357|0,02350(0,91285|0,71604 |0,65892 0,57355 |0,3798

0,67091/0,07410(0,97724(0,21177|0,70248|0,09452(0,89312 (0,99525 0,72393 |0,0158
0,43931/0,10304/0,64419(0,21744/0,39051|0,17125(0,70640 (0,20549 0,57834 |0,3864
0,01838|0,20799|0,24438|0,075%0,23613|0,59846(0,63295 (0,70570 0,21014 |0,3467
0,24788|0,45595|0,46758|0,341200,16860(0,97289(0,93245 (0,75541 0,64645 |0,8490
0,54450(0,29001/0,97433|0,007280,27009(0,945950,P735 (0,54936 0,06715 |0,8061
0,91757|0,32528|0,85926|0,845680,19368|0,31652(0,51090 0,01134 0,26668 |0,1181
0,63820(0,28335(0,92873|0,868200,67134(0,50875|0,45717 |0,09495 [0,48185 |0,1468
06%44 (048675 [0,02402 [0,19270 [0,78788 [0,32044 (0,84654  [0,76848 [0,73332  [0,14788

072449 (068472 (034764 [0,93623 (049643 [0,60870 [0,75928  [0,09536  [0,88138  [0,84515

Pour obtenir des valeurs aléatoires suivant une loinormale de moyenne p et d’écart typeo , on utilise

lesvaleurs generis sur 1 ‘intervalle [0,1] pour une distribution uniforme, soit R,(O,1) : on calcule d'abord 1a

valeur d'un nombre Ry (0,1) suivant une loi normale réduite (moyenne O et écart type 1) al'aide de I'expression

R, (0 = /- 2Inu, cos(2nu,) (11.15)

qui fait intervenir deux nombres u; et uz géneres dans l'intervalle [0,1] comme indique ci-dessus. Puis on gjuste
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laloi normale asa moyenne et ason écart type al'aide de I'expression :
Ry (u,0)=0R,(0) + u (11.16)

Letableau I11.2 contient une série de 100 nombres aléatoires suivant une loi normale réduite Ry (0,1).

TABLEAU I1.2 Vaeursaéatoires pour une distribution normale réduite Ru (0,1) (moyenne
0,1403 ; écart type 0,9047)

-0,16658 [0,58029 |-0,80567 [0,63986 |-0,17195 |-0,10918 [1,52516 |0,53041 | [1,04284 | 0,32753

1,27407 [0,03311 [0,11936 |[-0,55938 |0,25937 [0,37464 [-0,09567 [-0,58433 |-1,70448 |0,41919
-1,60535 |[1,21703 [-0,23755 [-0,26834 [0,85217 |-0,98083 |-0,25826 |0,86542 -0,06157 [0,12251
-0,26800 [0,49648 [-0,85951 [-1,11724 |-1,61530 [0,11159 |0,53155 |0,14963 [0,65953  |-0,24840
-0,13576 |-1,57224 [-0,69035 [0,03364 [0,57880 [1,78357 |-0,64373 |0,66009 -0,26376 [1,68138
1,56473 [0,23514 [0,35392 |-0,91300 [1,38452 [0,05203 [-0,64234 [1,62489 0,62041 |- 0,52594
0,55623 |-1,55169 [-1,53046 [-0,48880 [-0,78719 |[1,74257 |-1,01330 [0,05342 [0,09909 [0,94039
-0,31176 [1,31568 [-0,22106 [-0,71326 [0,19764 |-0,25877 |0,43608 |0,70446 -0,20704  |0,50900

-0,31175. {0,39155 |1,51453 [2,47609 [1,24760 [0,42002 [-0,15974 [2,29259 [-0,52884 |-1,35866

-0,47852 [1,67100 [-1,17028 [0,59931 [1,10049 |1,19535 | 0,51306-[-0,29220 [0,22532 [0,64171

Pour les valeurs entieres des parameétres des |ois béta, on peut utiliser I'expression suivante, due a

200+2

2 Ri(01)

Hahn et Shapiro : R,(0) =52 (11.17)

2(a+p+2)

> R: (01

qui utilise 2(a + P+ 2) valeurs al éatoires normales réduites R (0,1. Pour les autres valeurs de o
et S il faut pro céder par interpolation.

Il faut pour terminer indiquer que I'on. peut «facilement générer des valeurs aléatoires de
toute variable dont on connait lafonction. de répartition G(x} en utilisant I'algorithme suivant,

qui repose sur le fait que les valeurs de G(x) sont uniformément reparties sur l'intervalle [0,1] :

on génere des valeurs a éatoires de Ry(O,1) et I'on retient les valeurs Xi de lavariable qui sont

tellesque G(x) = R, (0,2) . Lafigure 36 illustre la procédure adoptée.
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G(x)

Rut (0,1) —#

T = Ruz (0,1)—

X2

v

0 X1 X
Figurell.1 Procédure de genération de valeurs a éatoires d'une variable X dont lafonction de

répartition G (x) est connue.

L es techniques de génération de valeurs a éatoires qui viennent d'étre décrites sappliquent
ades variabl es i sol ées indépendantes. Dans le cas de plusieurs variables dépendantes, |a
génération d'ensembles de données est plus difficile. Il existe néanmoins différentes techniques
utilisables. Nous citerons seulement celle qui consiste, dans le cas de deux variables X et X,
dont on connait la densité de probabilitéjointe h (X4, X ,), atirer d'abord une valeur aléatoire de
XI pour pouvoir définir la densité de probabilité g (X2 | xj ) et générer ensuite lavaleur de Xo.

Par exemple, dans le cas d'une distribution bi-normale, on obtient

% =+ Ry (010,
X, = U, + {pRN1 (01)+y1-p*R,, }02
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Chapitre 11

LESTECHNIQUES DE GEOSTATIQUE

[11.2 INTRODUCTION

Les paramétres de variations spatiales montrent deux caractéristiques: une fluctuation
locale aléatoire et un comportement globa systématique. Ce comportement global possede une
certaine structure, qui est naturellement différente d’ un paramétre a l’autre et d’'un site al’ autre.
Les études statistiques classiques s'intéressent seulement a |’aspect aéatoire des valeurs du
parametre et ne peuvent prendre en compte la corrélation éventuelle entre les valeurs du
parametre.

En méme temps, les traits structuraux présentent une irrégularité et une variabilité locale
telles qu'ils échappent a toute représentation fonctionnelle smple. Cet aspect chaotique suggere
une interprétation probabiliste.

Ce choix méthodologique donne alors I’idée de considérer |a distribution spatiale d’une
variable de sol comme une réalisation unique d' une fonction aléatoire.

Une telle variable en géostatistique est dite « variable régionalisée » (Matheron, 1971).
C’ est une fonction du point.

A ce propos MATHERON écrit : «un phénomene est régionalisé s'il se déploie dans I’ espace et
y montre une certaine structure ».

L’idée principae est donc d’associer a |I’ensemble des points x; de |’ espace, un ensemble
de variables aléatoires ou autrement dit une fonction aléatoire. Mais en pratique, lavaleur z(x) du
parametre du sol n’est connue qu’en certains points x; (i=1,...,N), a partir de sondages ou
prélevements.

A chague point xx de I'espace R" est associée une valeur z(xy) du paramétre, qui est
considérée comme une réalisation particuliere de la variable a éatoire z(x)

Plus généralement, on associe a I’ensemble fini de points x; de I’ espace un ensemble de
variables aléatoires ou autrement dit une fonction aléatoire Z(x;).

Mais en chague point xx, on ne dispose qu’ une d’ une seule réaisation z(x) et I’ensemble fini des
points de mesure x; est donc considéré comme une réalisation particuliere de lafonction aléatoire
Z(xi). Si par exemple, on avait effectué le méme nombre d essais en des points localises

différemment, on aurait trouvé des val eurs différentes.
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Le modéle utilisé pour représenter les ensembles de valeurs va consister a trouver ce qu'il
peut y avoir de commun entre ces ensembles. Le probléme de I’ étude de la fonction Z(x), vu
sous |’ angle probabiliste, se ramenera a gjuster une loi de probabilité sur les données de maniere
gu’ elle rende compte de I’ échantillonnage.

Dans notre cas, il faut définir les caractéristiques de la fonction Z(x) dont la distribution
Spatiaeest :

ou de I’ ensemble de toutes les lois de distribution, pour tout entier positif k et pour tous les choix
possibles de k points d’ appui dans |’ espace.

Caractériser ce modéle a partir d'une réalisation unigque est impossible. On se heurte donc,
au probléme de I'inférence statistique qui n’est possible gu'a la condition d’introduire des
hypotheses limitatives ayant pour but de réduire le nombre de paramétres de la fonction aléatoire
pour reconstituer en partie laloi de la fonction aléatoire dont I'information fragmentaire du site
est une réalisation.

On est donc conduit a formuler des hypotheses limitatives d’ homogénéité spatiale du point
de vue statistique.

L’hypothese la plus courante est |'hypothese de stationnarité du second ordre de la
fonction aéatoire quel’ on veut analyser.

Soit Z(x) la variabilité regionalisée étudiée. Si les valeurs de Z(x) en deux points
quelconques du champ de réalisation sont indépendantes, le phénoméne n’est pas structuré et
I’ on est en présence d’ un modéele aléatoire.

Toutefois ceci est rare dans la nature et la valeur Z(x) en un point est liée en généra acelle
des points situés au voisinage. Le champ de régionalisation est plus au moins organisé et |I’on

distingue plusieurs degrés dans stationnarité.

[1l.2 BASES DE LA GEOSTATISTIQUE
[11.2.1 Hypothese de stationnarité
a) Stationnarité au sensstrict

Une fonction aéatoire est stationnaire, au sens strict si laloi spatiale est invariante par
tranglation. Dans ce cas | es deux variables aléatoires vectorielles ak
composants{Z(x,),.....Z(x, )} et {Z(x, +h,....,Z(x, +h)} présentent laméme loi de distribution &

k variables, quel que soit le vecteur trandation h.
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Cette hypothese permet de résoudre le probléme posé par I'inférence statistique, car a
partir d’ une réalisation on peut obtenir plusieurs.

En effet, une réalisation de la variable aéatoire vectorielle [T(xl), ...... T(xn))J est fournie

par les valeurs du paramétre données par les sondages réalisés en Xy, Xo,...... Xn. Mais les valeurs

données par |es sondages implantés aux points :

constituent également une réalisation de la variable vectorielle et ceci pour toute valeur de h
Mais ceci est rare en mécanique des sols. En pratique les lois de variation des paramétres
changent fréguemment d’un point a un autre.
C’ est une hypothese forte.
b) Stationnaritéau senslarge (d’ordre2)
C est I’ hypothése la plus courante. Elle implique que la moyenne est constante
E{Z(x)} = m = Congtante

et que pour toute coupe {Z(x), Z(x + h)} , la covariance existe et ne dépend que de la distance h.

C(h) = E{Z(x+h)-Z(x)}-m? ,V X
L’ existence et |la stationnarité de la covariance impliquent I’ existence et la stationnarité de la
variance.
En effet :

Var {Z(x)}=E{Z(x) - m]?}=C(0), Vx

Lorsque lavariance apriori est finie C(0) existeet I'on a:
1
7 =2 Efz0cr - 29[ =0 - Clhy v

v (h) est appelé variogramme
La covariance et le variogramme sont deux outils équivalents pour caractériser la
variabilité de lavariable Z(x).

v (hy

Page 46



Effet de la variabilité des paramétres de sol sur le comportement des ouvrages de géotechnique Chapitre Il

Mais certains phénomeénes physiques présentent une capacité de dispersion illimitée, c'est-
a-dire qu’'ils ne présentent ni covariance ni variance a priori finie. Pour les traiter, il convient de
considérer leur accroissement ce qui conduit a I’ hypothese intrinséque qui ne suppose que
I existence du variogramme.

c. I’hypothése intrinséque
Une fonction aléatoire Z(x) est dite intrinséque si
- L’espérance mathématique existe et ne dépend que du point dimplantation X :
E{Z(x)}=m, Wx.

- Pour tout vecteur h, I’ accroissement [Z(x+ h) —Z(x)] aura une variance finie qui ne
dépend pasdex :

Var {Z(x+h) - Z(x)} = EfZ(x + h) - Z() [ | = 21 (h),  wx

En pratique la fonction structurale (covariance ou variogramme) n’ est utilisée que pour des
distances limitées h ( b. lalimite b représente |a distance du voisinage d’ estimation ; pour estimer

lavaleur inconnue Z(Xg), seules les données situées dans un rayon b sont pris se compte.

[11.3 PROPRIETES DU VARIOGRAMME
Dans le cas de I’ hypothese intrinseque, la fonction semi- variogramme y(h) est définie par

la relation :

r(h) = Efz(x+ ) - Z(9F
Z(x) éant lafonction aléatoire représentant la variable étudiée.

L’ éude de la structure par le variogramme consiste a suivre |I'évolution de « variation
quadratique moyenne » de |’ accroissement de la fonction Z(x) en fonction de h d’ amplitudes,
croissante. On obtient ainsi |e variogramme dans une direction donnée.

La figure ci-dessous représente une courbe de la variation typique du variogramme en
fonction de la distance h. y(h)a

Palier

e Points expérimentaux
-- modéle
Figurelll.l Exemplede

variogramme I A

Co !

Portéea a
Effet de pépite
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Le variogramme croit avec h. ceci provient du fait que plus les points sont éloignés, plus
les valeurs des paramétres en ces points ont des chances d’ étre différentes.

En absencede dérive et lorsque la capacité de dispersion du milieu est finie, le
variogramme se stabilise autour d’une valeur limite y(c0) pour des distances h supérieures a une
certaine limite a appeler portée.

v(o0) n"est d’autre que la variance a priori de lafonction aléatoire, soit :
7(0)=Var{Z(x)} = C(6).

Il peut arriver que le variogramme présente une discontinuité a I’ origine, c'est-a-dire que
7(0")=Co )0

Cest I'effet de pépite qui traduit la variabilité due aux erreurs de mesure et /ou la
variabilité a petite échelle.

L’éude des variations de [y(x, h)] pour différentes directions met en évidence
I’ éventuelle anisotropie de lavariable Z(x). A titre d’ exemple, |la portée du variogramme dans la

direction verticale est en général différente de celle obtenue dans la direction horizontale.

()

h
& 2 >
Figurelll.2 Ajustement du variogramme- Modele théorique.

En principe, pour estimer le variogramme expérimental y(h) a partir des données
disponibles, on utilise laformule suivante :
. 1 ?
P =5 2200+ )= Z(x)]
N =

Dans laguelle N représente e nombre de couples de valeurs de Z(x) mesurées en des points
distinctsde h.
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Le variogramme expérimental étant obtenu, on détermine le variogramme théorique qui
S gjuste le mieux aux points du variogramme expérimental .
Différents modeles théoriques ont été élaborés pour tenir compte des trats
caractéristiques du comportement du variogramme. On distingue les modéles sans paliers et
modeles avec palier. Pour ces derniers citons:
= Lemodée sphérique, d équation :
1) =C(0)- B, -1 o] hea
y(h)=C(0), h>a

a est laportée et C(0) le palier.

= Lemodée exponentiel d équation

—h
y(h)=C(0)-(1-e A‘)
Ce palier C (0) est atteint théoriquement quand h — oo mais en pratique, on prendra la
portée égale a 3a.
La figure ci-dessous donne I’ alure des modéles de variogramme théoriques sphérique et

exponentiel. . (p)

3
C(0) Ea .
"""" , ST AT (1) Modele sphérique
X () _3h 1h°
(1) i C(0 2a 2 a
o S
; ! (2) Modéle exponentiel
! | y(h)
E . C(0)=1-€""
: | »h
a 3a

Figurelll.3 Modeles de variogramme
Le variogramme théorique sert d'une part a I’analyse structurale du phénomene étudié

(effet de pépite, portée, existence de palier,...) et d' autre part a aborder certains problemes de
variabilité spatiale et d' estimation.
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1.4 VARIATION D’ESTIMATION ET VARIANCE DE DISPERSION

En fait lavraie valeur delavariable Z n’est comme qu’ en certains points ou |’ on dispose
de mesures ponctuelles par des sondages. Pour connalitre la vraie valeur de Z en tout autre point,
on doit procéder a une estimation a partir des données disponibles.

[l convient alors de connaitre I’ erreur commise lorsqu’ on utilise la valeur estimée Z* en un
point au lieu de la vraie valeur Z inconnue. Pour caractériser cette erreur, on fait appel aux
notions de variance de dispersion et de variance d’ estimation.

Considérons un sous domaine v de |’ espace V.

Par exemple, V est un dépbt d’ argile et v I’ ensemble fini des points de mesure.

v={x /i =12,.....N}

ou N est le nombre de points de mesure. Par suite, la moyenne des valeurs mesurées est :

N

7= =)

Lorsqu’ on estime la vraie valeur delamoyenne z par z on commit une erreur d estimation

V=2,-2
Quand on adapte comme valeur moyenne de la variable dans un domaine V celle du
domaine v, on fait une erreur d’ estimation dont la variance (d’ estimation) est :

G2 (v,V) =Var(Zy-Z ) =2y (v,V) =7 (V,V) =7 (v,)
y(vV) , v (V,V) et y(v,v) sontdesvaeurs moyennesde variogramme.
y(xi -X),y(x—-y) et y(xi,x j) respectivement, quand x;, x; décrivent indépendamment le

domainev et x et y décrivent ledomaine V.

Exemple:

?(V,V):%jdxij y(x; =x)dx
?(v,V):%jdxj Y(x—y)dy

- 1
Y (V,V):W'\[dxi'\[ y(xi —xj)dxj

La variance d' estimation dépend de la forme et de la taille de v et V, ains que de la

position relative de v par rapport a V.
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De méme, la variance de la valeur moyenne Z', des z(x;) lorsque v occupe toutes les
positions possibles dans un domaine peu vaste V a une valeur moyenne appelée variance de

dispersion dev dansV et est désignée par : o2 (v/V). On démontre que :

oo (VIV) =y (V.,V)=y(V,V)

o?(v
o-Z(O/v) A A (V)
o’ a2 (OV)
a?(0/v) (@ (b)
Effet de
pépite volume
v \Y; voTume v >

Figurelll.4 Variance d estimation (a) et variance de dispersion (b)

1.5 LE KRIGEAGE

Comme on |'a laissé entendre précédemment le variogramme permet d’ aborder deux
classes de problémes: les problemes d estimation (théorie du krigeage) et les problemes de
fluctuation (théme des simulations).

Les observations sont généralement faites de maniere discontinue et irréguliére, a une ou
plusieurs dimensions.

Il est donc souvent nécessaire de procéder a des interpolations pour connaitre la valeur la
plus probable de la variable en dehors des points de mesure souvent disparates et en nombre
limité.

Deux types d'interpolation sont généralement employées: d’'une part les méthodes
d interpolation par gjustement global, qui consistent a « gjuster » une fonction (polynéme simple
ou trigonomeétrique) a |I’ensemble des valeurs expérimentales, et d autres part les méthodes
d'interpolation par gjustement loca comprenant les procédés classiques basés sur la méthode
des moindres carrés et la technique de krigeage. Mais ces procédés, excepté la technique du
krigeage, ont un inconvénient majeur : |’ gustement conduit en quelque sorte a «forcer » les
données a entrer dans le cadre rigide d’ une fonction analytique et la continuité de la variable est
parfois surestimée. En plus, pour ce qui est des méthodes classiques, I’isotropie est souvent
admise et la condition d’ optimalité n’ est pas respectée.
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Seule la méthode d'interpolation par krigeage repose sur une méthode statistique
satisfaisante et permet d obtenir lavraie variance d’ estimation.

Brievement, car nous ne pouvons le faire dans ce cadre de travail, nous dirons que le
krigeage est une méthode d’ estimation de la dérive spatiale d’ une variable aéatoire qui opére
par combinaisons linéaires des différents échantillons disponibles en minimisant I’erreur
moyenne.

Cette méthode est particulierement bien adaptée pour tenir compte des différents facteurs
qui influent la précision de |’ estimation :

- nombre de points de mesure dela propriété et qualités des mesures,

- position de ces points dans le domaine étudié et distance entre eux et la zone
intéressante,

- continuité spatiale des variables interpol ées.

Le probleme se pose ansi: on dispose des vaeurs expérimentales

{z(x,),a=1,2,.., N}, mesuréesaux points x, du sous ensemble v du domaine V.

On connait le variogramme y(h) de z(x), on veut déterminer au point x, € V le meilleur
estimateur linéaire non biaisé z*(x,) .

L’ estimateur de la fonction aléatoire z(x) de moyenne m inconnue et dont les z(x_,) sont

une réalisation particuliére, au pointx,,, est delaforme:
N

" (Xo) = D kg Z(X)
a=1

L’ estimateur z*(x,) est une combinaison linéaire des n valeurs connues ; les coefficients
A, dits pondérateurs, sont a déterminer de telle fagon que :
» L’estimateur soit non biaisé (condition d’ universalité)
E{Z(Xo)—Z" (X4)}=0
= Lavariance d estimation soit minimale (condition d’ optimalité)
E{[Z(xo)-z*(xo)]z} minimale
[11.5.1 Absence de dérive (krigeage ponctuel simple)
Dans ce cas, lamoyenne m est constante, soit :
E{Z(x,)}=m et E{Z(x,)}=m

= Lacondition de non biais entraine que :
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E{ika(xa) - Z(xo)} = ikam— m= m(ixa —1]

Cette condition est vérifiée pourvu que :

N
Dk, =1
a=1
" La condition de variance derreur minimale s exprime en fonction de la

fonction de covariance :

E{[Z(xo)— z*(xo)]2}= iixaxﬁ .C(X,,, X;) +C(0)—2§xa .C(X,,, X,)

a=1 B=1 a=1
ou en termes de variogramme :
o N N N
E{[Z(Xo)_z (Xo)] }:_ qukﬁ 'Y(Xauxg)"‘ZZ}\'a Y (X1 %)
=1 p=1 )

Lavariance d’ estimation apparait ains comme une forme quadratique en’,, A, qu'il faut

minimiser sous la contrainte de non biais:

Pour cela, on introduit le multiplicateur de Lagrange p et on cherche le minimum de

I’ expression :

¢ =Var{z(x,)-Z" (x,)}- ZM@‘,M _1j

a=1

En annulant les dérivées partielles:

90 a-12..Na®
o o

On obtient le systeme de (N+1) équations a (N+1) inconnues (les pondérateurs A et le

paramétre de Lagrange p), dit « systéme de krigeage » :

N
Dy V(X Xp) FR=7(X,, %) a=1,2,..., N
p=1

N
>, =1
a=1
Lavariance de krigeage est donnée par |’ expression :

6% = Var{Z(xo) - Z' (o)} = Y hov(xo — X, )+ 1

Pour chaque point akriger, il existe donc un ensemble d’ éguations du type :
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N

ZMY(Xl _Xﬁ): Y(X1 _Xo)_Pl
a=1

N

Zkzy(xz _XB): V(Xz _Xo)_!vL
a=1

a=1

N

2y =1

B+1

Sous forme matricielle, ces égquations S écrivent :

0 Y(Xl_xz) Y(Xl_XN) 1] Ay Y(Xl_xo)
Y(Xz_xl) 0 Y(Xz_XN) 1%, Y(Xz_xo)
Y(XN_Xl) Y(XN_Xz) 0 1Ay Y(XN_XO)
1 1 1 1 0]l u 1

Ou sous une forme plus compacte :

_Y(Xa _X[}) 1 }\’a Y(Xa _XO)

[K] est lamatrice de krigeage, carrée et symétrique
[K] { } étant connues, le vecteur des poids A, peut donc étre calculée apres inversion de
[K].
Z'(x,) est alors obtenue a partir de larelation classique:
Z°(Xg) = Ay - Z(X) + Ay - Z(Xy) + o+ Ay - Z(X )
La confiance a accorder a la valeur estimée au point xo est d’ autant plus faible que la variance

d estimation est grande pour ce point. Si la moyenne m est connue, I’ estimateur s écrit sous la

forme:
Zo (X)) = m+2k {Z(x,)—m}

Les pondérateurs A, sont les racines du systeme d’ équations :

;xﬁ {c) -v(x, —x,)}=CO -y(x-x,) x=1,2,..,N

Lavariance d’ estimation est dans ce cas:
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GéK :(1_i7\‘aj.c(o)+i7\'a 'V(Xo _Xa)

[11.5.2 Prise en compte d’'une dérive (krigeage universel)

Quand il existe une dérive, le variogramme expérimental ne tend généralement pas vers
une limite : les valeurs de z(x) sont interdépendantes dans tout |e champ d’ étude.
Dans le cas généra, la variable étudiée peut étre considérée comme la réalisation Z(x) d' une
fonction aéatoire, non stationnaire en général. Elle peut ére décomposée en la somme d’'un
terme de dérive et d’un terme résidud y(x) = Z(x) —m(x), d’ espérance nulle :

Z(x) =m(x) + y(x), avec E{Z(x)}=0
On suppose connue la forme de la dérive m(x). Par exemple m(x) peut ére une

combinaison linéaire de k fonctions quelconques mais connues (f, (x),| =1ak), les coefficients

a, restant bien sOr inconnus, de sorte que la dérive m(x) reste inconnue :

m) =Y a, f,(x)

On peut ainsi adopter les premiers termes du dével oppements de Taylor, soit :
m(X) = a, +a,X pour une dérive dite « linéaire »,
m(x) = a, +a,X +a,x> pour une dérive dite « quadratique ».
Dans un espace a deux dimensions, la dérive quadratique prendrait laforme :
m(u,V) = a, +a,u+a,v+a,u’ +a.v’ +a,uv
L’estimateur Z"(x,) delavariable ainterpoler au point x, est donnée par la méme expression

que précédemment :
N
z (XO) = Z}\‘OL Za
a=1

Les conditions a respecter sont aussi les mémes :
= Condition de non biais

N Kk k

Z}\’azalfl(xa)_zalfl(xo) =0

a=1

Donc:

ia.(ixa -f.(xa>—f.(xo)j=o

Les coefficients g éant inconnus, on doit aussi vérifier que:
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N
D kg - fi(x,) =1(X,) , quel que soit .

a=1
| variant de 0 ak, ce qui impose (k+1) conditions supplémentaires.
» Variance d estimation minimale
Compte tenu des conditions de non biais précédentes, les termes faisant intervenir la dérive
inconnue m(x) s éiminent du développement de la variance d’ estimation :

E{[Z(Xo) -z (Xo)]z}'
Etil reste:
Efzx0) - 27 ()P = 25 0 10 %0) = DD 0y (X, X,)
a=1 a1 p-1

Lavariance d’ estimation seradonc minimale si les &, vérifient :

N K

Zk(x .Y(Xa _XB) ZY(XQ _XO)_ZHI .fI(Xa)'va :1aN

a=1 1=0

N

Zxa -f,(x) =f,(x,), 1 =0ak

a=1
II'y adonc k multiplicateurs de Lagrange associés a la condition de non biais. Il en existe autant
gue de termes dans I’ expression de la dérive.

Notons que::

Y(Xa —XB) est la valeur de la demi variance correspondant a la distance entre deux points
connus X, et X, dans!’espace de régionalisation et v(x, —X,) est lavaleur de lademi-variance
correspondant aladistance entre le point x, et le point ainterpoler x,, .

Les valeurs y(x, —x,) et y(x, —x,) sont calculées & Iaide de I’ expression correspondant au

model e de variogramme sous-jacent choisi. La variance d’ estimation est :

N k
¢’ = 27\‘0( (X, _Xo)"‘ZPH -, (Xo)
a=1 1=0

[11.5.3 Krigeage étendu (estimation des valeurs moyennes)

C’est la généralisation du krigeage ponctuel. Le support est ici un segment, une surface ou
un volume. Le krigeage est évidemment effectué laaussi qu’il existe ou non une dérive (krigeage
étendu ssimple ou krigeage éendu universel). La valeur moyenne peut étre calculée de deux
maniéres : ou bien les observations faites dans |’ él ément étudié servent seules au calcul (krigeage
étendu local), ou bien celles faites en des points du voisinage sont elles aussi prises en compte
(krigeage éendu global).
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Considérons I’ estimation de la valeur moyenne :
Z,(X,) = ijz(x)dx
\Y 0 \/ J

définie sur le segment V centré au pointx,, a partir de N informations z(x ) définies sur les

supportsv, .

Latechnique de calcul est identique acelle du krigeage ponctuel.

Aing, I’ estimateur est de laforme :
N
Z,(Xo) =D A, - 2(X,)
a=1
N désigne le nombre de points de mesure, et les coefficients A sont choisistelsque:
= E{z,(xo)-Z}, (x,)]}= 0 (estimateur sans biais)

= E{z,(x0)-Z, (%) minimale
Dans le cas du krigeage loca universel, par exemple, la dérive inconnue est une fonction

polynomiale de forme générale :
k
m(x) = Zalfl (x)
1=1

Le formalisme classique de Lagrange, al’ aide duquel lavariance del’ erreur (ZV —Zi‘,) est

minimisée sous la contrainte de non biais,

Conduit a un systéme de (N+k) éguations lingaires a (N+k) inconnues (les N pondérateurs A, et

les k parametres de Lagrange L,) appelé « systeme de krigeage sans biais d’ ordre k » ou encore

systeme de krigeage universe :
N k | _
Dy v(Xy —Xg)+ D1 by, =v(va,V)
B=1 1=0
Ya=1aN
N
Zxﬁ -b'V =b'v, VI=1lak
p=0 ’
AvVec:

1
I
b!, —vifl(x)dx
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1
bl =;ij.(xa>dx

Les f,(x) sont les (k+l) fonctions d estimation connues de la dérive m(x).

Lavariance de krigeage est :
_ K _
Gie = 27\‘[3 "Y(Voclv)'i';l’ll ’ blv —’Y(V,V)

Toutefois les supports sélectionnés, a I’intérieur desquels sont recueillis les échantillons,
sont souvent des supports riches en ce sens que la caractéristique étudiée y a souvent des valeurs
élevées ; le krigeage local conduit pour cette raison souvent a surestimer les estimations et cela
d autant plus que les échantillons extérieurs sont considérés comme d'influence nulle. 1l faut
donc dans ce cas faire des estimations en tenant compte aussi des échantillons recueillis au
voisinage. C' est le krigeage étendu global.

Dans le krigeage étendu global, le principe de calcul de I’ estimation de la valeur moyenne
d’ un paramétre sur un support V est le méme que celui utilisé pour le krigeage local, a une
différence preés: les N points pris en compte dans le systeme de krigeage sont ceux contenus

dans le support V, pour lequel 1a moyenne est calculée, et ceux se trouvant au voisinagede V.

[11.6 COKRIGEAGE

Dans la plupart des situations pratiques, une des variables régionalisées peut ne pas avoir
été suffisamment échantillonnée (difficultés expérimentales, colt éleve...).

La technique de cokrigeage, tout a fait analogue a celle du krigeage, permet d’ estimer cette
variable, non seulement a partir de données disponibles sur cette variable mais aussi sur d’ autres

variables qui lui sont corrél ées.
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Chapitre IV

VARIABILITE SPATIALE DES
PARAMETRES GEOTECHNIQUES

IV.1 INTRODUCTION

Une reconnai ssance geotechnique est la premiére phase d’ éude d’un projet de génie civil.
Cette reconnaissance permet de décrire les différentes couches de sols, leurs natures, leurs
caractéristiques mécaniques et physiques, etc. Ces derniéres sont déterminées par des mesuresin
situ, directes ou indirectes, ou par des mesures en laboratoire sur des échantillons remaniées ou
non remaniés.

Le rapport de cette compagne comprend, outre les résultats bruts des observations, essais et
mesures, une interprétation géologique et géotechnique et éventuellement des avis et des conselils.
On notera que, de maniére consciente ou non consciente, un certain nombre d’ hypothéses sont
introduites a ce stade. C'est ainsi que I’on va procéder a I'interpolation entre les différents
sondages ou forages en supposant ainsi la continuité des couches géologiques, ce qui se fait
souvent aors que ce n'est pas toujours justifie. De méme, on introduira implicitement des
conditions d’ homogénéité de ces couches, ou du moins de faible variabilite.

L'ingénieur doit ensuite analyser ce rapport en collaboration, seon la complexité et
I"importance du projet, avec des spécialistes d’ autres disciplines : géologues, hydrogéol ogues,
urbaniste, etc. Il pourra ainsi se forger sa propre idée des conditions de site, pour finalement
utiliser ces résultats pour le dimensionnement de I’ ouvrage dont il alaresponsabilité.

L’ examen des résultats d’une compagne d essais géotechniques met en évidence que, méme a
I"intérieur d’ une couche géologique considérée comme homogene en grand, les divers paramétres
mesurées manifestent toujours une certaine variabilité, parfois tres éevée.

Cette variabilité est quelques fois tellement importante que le choix de valeurs caractéristiques
sembleillusoire.

En effet, il se peut que la variation imprévisible soit d’une importance telle qu’une

description déterministe s avére insuffisante. Il est aors plus indiqué de faire usage de la théorie
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des probabilités. Cette derniere permet de développer des modéles plus proches de laréalité. Ces
modéles sont d’autant plus exploitables qu'il est possible de rassembler des caractéristiques du
phénomeéne stochastique complexe en un minimum de parameétres physiques, expérimentalement
accessibles.

Avant d' aborder la maniere de prendre en compte cette variabilité des parametres, on peut
d abord s'interroger sur ses causes profondes. L’examen critique et approfondi des variations
entre les valeurs mesurées d’un méme parameétre dans une couche de sol "homogene", montre
qu’ elles sont attribuables a plusieurs sources d’incertitude.

L’ objectif de ce chapitre réside dans la description des sources de variations des parametres
de sol lesguelles présentent des caracteres fortement aéatoires. A cet effet, une description
probabiliste de ces parametres sera établie ce qui va nous permettre de mettre en place une

modélisation stochastique de la variabilité des propriétés du sol par simulation.

IV.2 SOURCES D’INCERTITUDES SUR LES PARAMETRES DE SOL

Les incertitudes sont présentées dans la plupart des problémes de génie civil et plus
spécifiqguement dans le domaine de la géotechnique. Le mot "incertitude” y est utilisé et interprété
de plusieurs fagons selon les personnes et le domaine d’ application. Dans la plupart des cas, il
englobe les concepts d’ambiguité et de variabilité ; il est aussi utilisé pour décrire I’ état de ce qui
ne peut étre établi avec exactitude, qui laisse place au doute.

Certain auteurs (Denis, 1998 ; cité par Smith et al 2004) distinguent deux niveaux
d'incertitude. Le premier niveau est celui ou un individu percoit qu'il ne peut résoudre un
probléme a cause d'une trop grande complexité ou d'un manque d'information. Le deuxieme
niveau est celui ou plusieurs individus percoivent différemment une méme situation et proposent
des solutions contradictoires.

Les incertitudes présentent dans les problemes de géotechnique proviennent généralement
de trois sources : la variabilité inhérente a certains processus naturelle, la caractérisation des sols
et I'imperfection des model es rhéol ogiques.

Partant des études du I’ NRC, 2000 (cité par Smith, 2004), de Favre, (2000) et de Magnan,
(2000), une synthese a été élaborée représentant les différentes sources d'incertitude avec leurs
composantes principales.
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IV.2.1 Incertitude liée a la variabilité naturelle des paramétres des sols

Le désordre qui affecte les propriétés des sols n'est pas adéatoire. 1l est lié al’histoire de
leur formation qui a ses lois trés précises (tectonique, érosion, transport et sedimentation, etc.) et
a la nature méme de la matiere. Mais la complexité de ces lois et des conditions de leur
application et la complexité de la matiére font qu’il est impossible de connaitre parfaitement ces
propriétés : on est donc devant un phénomene incertain au sens ou on ne peut prévoir de fagon
certaine ses réalisations, c'est-a-dire les propriétés en un point d’un massif. La premiére démarche
est de connaitre |’ essence des phénomeénes et pour cela une bonne reconnai ssance géologique est
toujoursindispensable ; elle réduit le caractere incertain de la prévision.

Cet incertain naturel peut avoir divers degrés et donc entrainer différents moyens
d investigation, de prise en compte et de modélisation (Favre et a 2000 et Favre et a 1995b) :

. On peut se trouver dans des terrains tres erratiques, a fortes hétérogénéités avec des

fractures, des zones de faiblesse ou au contraire des points "durs’, des arrivées d eau, etc.

Géométrie et propriétés sont tres tourmentées.

. On peut se trouver dans des terrains peu désordonnés présentant une stratification

relativement réguliére. Aussi, la reconnaissance géotechnique, guidée par le modele

géologique du terrain, prend ici toute son importance pour proposer un modéele mécanique

deterrain.

. Les terrains peuvent avoir été fabriqué par I"'homme, qu’il s agisse de barrages en

terres, de remblais, de terre armeée, etc. Dans ces cas, il faut des contrdles de fabrication et

des tests de réception.

IV.2.2 Erreurs et incertitudes liées a la caractérisation des sols
1. Erreurs d’observation
a) Errenrs de mesure, €x

Elles sont liées a |’ appareil de mesure et al’ opérateur.

Avec le progres de la métrologie et I’ acquisition automatique, les erreurs d’imprécision et
d  opérateur ont été considérablement réduites. Encore faut-il avoir fait un étalonnage et un tarage
corrects. Mais il reste les erreurs de reproductibilité liées au caractére destructif de la plupart des
essai s de géotechnique et les erreurs d' opérateur liées a la difficulté de certains essais (au triaxial,

au pressiomeétre, etc.).
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Enfin, il est bien connu que chaque représentant le coup de main de I’ opérateur, on
constate des différences systématiques plus ou moins grandes d' un laboratoire a un autre.
Les probléemes organisationnels tel une mauvaise communication entre 'opérateur des essais
(in situ et/ou laboratoire) et ses supérieurs, sont aussi une source potentielle d’incertitude
humaine qui est souvent rencontrée en pratique. Ces incertitudes influence directement ou a
un second degré tous les aspects d’un probleme, de sa définition jusqu’au choix de la solution

car le risque est toujours porté et géré par ’humain.

b) Erreurs de représentativite, €rep

Elles proviennent de la transformation de la mesure physique.
On ne mesure guere directement que des longueurs, des masses et des températures. La plupart
des appareils d’essais geotechniques sont basés sur des mesures de déplacement. 1l faut donc
transformer la mesure. On procede alors a un éaonnage de |’ appareil et a son tarage. Maisil y a
des transformations plus importantes et plus incertaines : section d’un échantillon au triaxial pour

lacontrainte o, ? Penteinitiale d’une courbe de chargement pour le module de Y oung ? Etc.

c) Erreursdel’instant, e«

Elles proviennent de la variation de la propriété entre |le moment de mesure et le moment ou
le sol est mis en oeuvre.

Le cas typique est celui des propriétés du béton. Pour les sols, le remaniement releve de ce
type d’erreur, en particulier pour tous les essais mécaniques de laboratoire et pour I’essai

pressiomeétrique.

2. Erreurs d’enquéte
a) Erreurs d enquétes proprement dites

Ce sont les erreurs liées a une mauvaise conduite des reconnaissances. Les mesures
effectuées ne sont pas représentatives du probléme : I’ exemple d’un remblais récent mal identifié
au droit de deux fondation superficielles qui les sollicite, un remblai ancien en biseau pouvant
exister sous une des deux fondations ; un autre exemple illustre le probléme d’une fondation
superficielle reconnue au moins de 3 a5 fois lalargeur, ignorant ainsi une couche faible qui peut

piloter |es tassements.
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b) Erreurs d’ échantillonnage

Ce ne sont pas, a proprement parler, des erreurs. Imaginons que chaque mesure est parfaite
mais que la propriété varie d'un point a un autre de I'espace. Cette variabilité naturelle sera
modéisée comme une variable aéatoire dont il est & estimer les caractéristiques avec les
mesures. Il y aainsi un échantillon statistique de taille n pour estimer les caractéristiques d’ une
population infinie. Ces caractéristiques vont étre estimées par un intervale de confiance : la
moyenne (ou I’ écart type) de la propriété, qui est sire mais inconnue a une probabilité de 95%

par exemple d’ étre encadrée par deux valeurs dépendant des observations.

IV.2.3 Incertitudes liées a I'imperfection des modéles rhéologiques

Il est a noter que les résultats des calculs sont également affectés par de nombreuses
incertitudes, parmi lesquelles, I'imperfection des lois de comportement (les modées) et
I"imprécision des calculs réalisés sur la base de ces modeles. Les propriétés des sols rentrent dans
ces lois rhéologiques qui représentent plus ou moins bien la réalité de la relation contraintes-
déformations. Ainsi le modéle éésto-plastique linéaire isotrope-plastique parfait ou fragile, alors
que le sol est mieux représenté par un modél e é ésto-plastique orthotrope (Favre, 2000). Quant au
comportement réel du sol, personne ne le connéitra ; on ne fait que I’ approcher. On fait donc une
erreur de modéle indépendamment de I'erreur que I'on fait sur la mesure des paramétres du
modéle choisi.

En particulier, on ne peut pas nier que certaines sollicitations naturelles appliquées aux
constructions présentent un caractére essentiellement aéatoire : les actions sismiques, le vent, les
sollicitations des vagues sur les structures marines, les efforts de la température ou des gradients
thermiques dans les chaussees ou |les barrages en béton en sont des exempl es typiques.

Les exemples sont innombrables, mémes en se limitant au domaine des infrastructures, et
une réflexion critique conduit rapidement a admettre que les actions connues avec une incertitude
pouvant étre considérée comme négligeable constituent plutdt I’exception : poids propre des

ouvrages, certaines surcharges permanentes, etc.
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IV.3 APPROCHE PROBABILISTE
IV.3.1 Principe général

L’ approche probabiliste aborde les problémes d’ une maniére toute différente, en postulant a
priori le caractére aléatoire des grandeurs qui interviennent dans les phénomenes étudiés et dans
les modél es de comportement utilisés pour décrire ces phénomenes.

Dans une telle approche, on quantifie toutes les incertitudes attachées au modéle, aux
paramétres, aux facteurs humains, etc. On en deduit ensuite des résultats qui sont eux-mémes
affectés d’incertitudes. On obtient ainsi, quelle que soit la nature du probléme étudié, des résultats
exprimés sous une forme homogéne, a savoir la probabilité de voir se produire certains
événements.

Dans le modéle de calcul (figure 3.1), les données et les résultats sont affectés

d’incertitudes. Ce ne sont plus des grandeurs uniques bien définies, mais des variables d éatoires.

( Dionnée Modéle de Eésultat
Aléatoire ! Caleul : Aléataire

FigurelV.1 Schéma généra de calcul par un modé e de type probabiliste

La nature exacte du modéle n’'est pas precisee a ce stade, pas plus que les méthodes de

calcul particulieres qui devront ére mises en oeuvre pour utiliser des quantités aléatoires.

IV3.2 Principales étapes de I'approche probabiliste
Le schéma général de calcul par un modéle de type probabiliste a d§ja été présenté plus
haut (figure 1.1). On va maintenant examiner de plus prés quelques-unes des nombreuses
questions formulées et arésoudre :
. Comment obtenir les données du probléme sous la forme de variables al éatoires de
telle maniere qu’ elles soient une représentation assez fidele de laréalité ?
. Comment choisir rationnellement un modéle de calcul utilisable dans le contexte
probabiliste ?

Page 64



Effet de la variabilité des paramétres de sol sur le comportement des ouvrages de géotechnique Chapitre IV

. Comment transmettre, au travers du modéle de calcul, le caractére aéatoire (les
variations) de ces données ?

. Comment enfin utiliser les résultats, eux auss exprimés sous la forme de variable
aléatoires, pour obtenir les réponses recherchées ?

1. Modélisation des données aléatoires

Dans le domaine de la mécanique des sols, la quantification des parametres d entrée
(données) s appuie souvent sur un traitement statistique de données expérimentales. En |” absence
d’ un nombre suffisant de mesures relatives au site éudi€, on s appuie sur des valeurs considérées
comme vraisemblables sur la base de considérations plus générales, géologiques et autres.

En rédité donc, les parametres de type géotechnique seraient considérés a priori comme des
variables aléatoires, c' est-a-dire affectés d’'une incertitude, mais dont on pourra pour certains
négliger la dispersion.

Notons des a présent que le traitement statistique dont il est question est presque toujours
un simple processus, qui traite les données comme des valeurs extraites au hasard d’une seule
population d' é éments tous de nature identique.

Ce traitement peut aussi étre un processus plus complexe, prenant en compte la position dans
I’ espace des val eurs mesurées. Detelles grandeurs, sont ainsi définies alafois par :

. Lavaleur du paramétre mesure,

. Laposition dans |’ espace ou ce paramétre a été mesuré (ou la position dans I’ espace
ou |’ échantillon étudié en laboratoire a été préleve),

Ces grandeurs forment un champ aléatoire.

Dans les traitements statistiques particuliers pour traiter les caractéristiques du sol, on
insistera particuliérement sur la nécessité de toujours prendre en compte la variabilité spatiale de
ces grandeurs, méme s le nombre de données disponibles est trés faible et peut sembler a

premiére vue insuffisant.

2. Choix du modéle et incertitudes associées
La quantification des incertitudes liées aux parametres est difficile a estimer a ce stade du
travail, c’'est le cas aussi des incertitudes liées aux modéles. Méme s cet aspect n’est pas tres

développé dans cette étude, il ne sera pasignoré. Il en seratenu compte a travers la variation des
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parametres qui sont considérés comme des variables aéatoires. 1l en sera de méme pour les
résultats des modeles.

Dans I’ approche qui nous concerne, la prédominance est donnée ala variabilité spatiale des
paramétres plutdt qu’aux incertitudes. Ceci est justifié par les problemes qui nous préoccupent.
On pourra ainsi considérer que leurs consegquences sont négligeables devant les causes lies ala
variabilité spatiale des parametres géotechniques. Pour cela, on adoptera, comme dans une
approche classique, des modeles de calcul déerministes ayant fait leurs preuves. La principale
différence consistera dans le type de données a introduire et le type de résultats obtenus, qui

seront tous des variables a éatoires. Les calculs ains menés sont des calculs probabilistes.

3. Calculs probabilistes

Une étape cruciae de la mise en oeuvre des méthodes de calcul probabiliste est celle qui
consiste a transférer, a travers le modele de calcul (déterministe) choisi, les incertitudes des
différents parametres. Ces derniers sont en effet des variables aléatoires, et les méthodes
rigoureuses permettant de réaliser des calculs exacts sur de telles variables ne s’appliquent

qu’a quelques cas extrémement simples sans aucun intérét pratique.

4. Exploitation des résultats
Les résultats obtenus par les calculs probabilistes sont donc des variables aléatoires. Mais
les problémes posés aux ingénieurs ont besoin de réponses qui ne peuvent pas étre facilement
exprimeés sous cette forme probabiliste. Aingi, il est nécessaire de pouvoir formuler des réponses
adesinterrogations précises, qui pourraient étre entre autre :
. La probabilité de voir se produire un événement bien déterminé, comme la rupture ou
lamise hors service d' un ouvrage ou d’ une partie d’ un ouvrage ;
. Les formes, dimensions et caractéristiques des matériaux de I’ ouvrage ou de la partie
de I’ ouvrage conduisant a un niveau de probabilité de rupture ou de mise hors service choisi
apriori (cacul de dimensionnement) ;
" Connaissant les colts respectifs des opérations de constructions, d’ entretiens et ceux
entrainés par un éventuel accident, on peut optimiser le dimensionnement en terme

économique en recherchant la solution conduisant au co(t global minimum, etc
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IV.4 MODELISATION STOCHASTIQUE DE LA VARIABILITE SPATIALE
La formation d'un sol dépend de nombreux facteurs variables dans le temps et dans
I”espace. On peut utiliser des techniques tres variées pour analyser la variabilité naturelle des
sols. Les méhodes statistiques et probabilistes ont permis aux géotechniciens de s'intéresser a
I"analyse de I’ hétérogenéité des couches de sol. Cette analyse a deux objectifs:
. Caractériser la variabilité naturelle des propriétés physiques et mécaniques des sols
pour en tenir compte dans les modées de calcul ;
" Optimiser la reconnai ssance géotechnique en jouant sur le nombre et position des

sondages.

IV.4.1 Différentes formes de variation des parametres de sol

Le praticien de la mécanique des sols est appelé quotidiennement a choisir, a partir d'un
ensemble de mesures expérimentales et d’'informations diverses, les valeurs de calcul a utiliser
dans les méthodes de calcul de stabilité, de tassement, etc. Ce choix est souvent simplement
guidé par I'expérience et le bon sens. Il est rarement le résultat d’un processus totalement
objectif.

Il est reconnu que les caractéristiques des sols sont souvent dispersées et qu’ elles peuvent,
méme dans une couche considérée comme homogéne en grand, varier fortement avec la
profondeur et d’un endroit a un autre dans le plan. Ces variations ne sont prises éventuellement
en compte que par une description déterministe, liant par exemple la valeur de la propriété
étudiée ala profondeur par une fonction linéaire.

La distribution dans I’ espace des valeurs des propriétés physiques et mécaniques des sols
est une donnée extrémement importante pour |e dimensionnement des ouvrages. La
figure.3.2 ci-dessous montre les trois cas rencontrés en pratique pour la variation des paramétres
de sol en fonction de la profondeur :

. Le premier cas correspond a une distribution des parametres de sol autour d'une

moyenne constante.

. Le deuxiéme cas correspond a des parametres de sol dont la moyenne dépend de la

profondeur Z.

. Le troisieme cas correspond a des paramétres de sol dont la variance dépend aussi de

la profondeur.
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FigurelV.2 Les différentes formes de variation des parameétres de sol en fonction

de la profondeur (Jaksa, 1995).

La technique d’ analyse la plus courante pour les variations spatiales des propriétés des sols
consiste & décomposer les variations observées de chague propriété en une fonction déterministe
des coordonnées du point de mesure dans |’espace appelée dérive (ou tendance), et une
composante aléatoire de moyenne nulle et de variance égale a une constante. Dans une telle
décomposition, la dérive représente I’ effet des phénomenes qui ont influencé la formation du sol
pendant de longues périodes. La composante aléatoire traduit plutdt |es effets des fluctuations des
conditions de formation du sol de courte durée. Les variations de cette composante aléatoire
peuvent étre plus ou moins importantes suivant les sols et les sites. En général, les valeurs d’ une

propriété donnée ont plutdt tendance a étre voisines en des points voisins. La vitesse de variation
de ces valeurs quand on passe d’'un point a un autre est aussi un parameétre trés important pour la

description de la variabilité naturelle des propriétés physiques et mécaniques des sols. On la
caractérise classiquement par lafonction d’ autocorrélation.

IV.4.2 Dérive et autocorrélation des propriétés des sols
1. Décomposition des variations spatiales des variables aléatoires

La décomposition d’'une variable "C"” en la somme d une fonction déterministe "D(x,y,2)"
qui décrit les variations de la valeur moyenne de "X” dans ’espace et une variable aléatoire

A(X,y,z) de moyenne nulle en chaque point de |’ espace comme le montre la formule suivante :
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C(x,y, 2) =D(x, Y, 2) +A(X, Y, 2) (1.1

Cette opération est souvent pratiquée en mécanique des sols pour des observations
effectuées en différents points du massif étudié. Une schématisation de cette décomposition en
fonction seulement de la profondeur Z est illustrée sur lafigure 3.3 ci-dessous.

Si la fonction D(x, y, z) est connue en tous points avec précision, indépendamment des
valeurs observées dans le massif (ce qui habituellement pas le cas), la variabilité des parametres
du sol peut étre étudiée sur la seul variable A(X, y, z) dont on connait la valeur aux points de
mesure.

Dans lapratique, on ne connait pas de fagon exacte la dérive D(x,y,z). Cette derniere est

estimée a partir de I’ échantillon, ce qui se traduit par des répercussions sur I’ analyse de la
composante aéatoire A(X, y, 2) .
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Figure V.3 Modification des caractéristiques d’ autocorré ation par séparation de la dérive
(Magnan, 1982)

2. Etude de la dérive D(x, y, 2)

A priori, la forme de la fonction D(X, y, z) peut étre quelconque. Deux facteurs viennent
toutefois limiter I’éventaill des formes mathématiques des fonctions D(x, y, z) utilisees en
pratique :
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. Les techniques courantes d'estimation des relations entre la variable dépendante

C(x,y,2) et les variables indépendante X, y et z ne sont adaptées qu’ aux fonctions de forme

polynomiale,

. Le nombre des points de mesures de la variable "C"est souvent trop faible pour

permettre la détermination de nombreux coefficients dans lafonction D(X, v, 2).

Suite a cela, la technique utilisée pour la détermination des parametres de la fonction
D(x,y,z) est identique a celle des régressions linéaires ou polynomiales entre parametres

(Baguelin, 2000). On se donne a priori laforme de lafonction D(x, Y, z), par exemple:

D(x,Y,2) :Bo +31X+B2y+332 (|V.2)
Ou:

D(X,Y,2) =By +BoX +BoY +BaXZ+ B X" + By’ (IV.3)

on détermine la matrice des coefficients B; et le coefficient de corrélation multiple R qui donne
une idée du niveau de représentativité de larelation obtenue al’ aide de tests statistiques.
Dans cette étude, c’est le logiciel StatGraphPlus qui a été utilisé pour déterminer les parameétres

delafonction D(x,y,z) et le coefficient de corrélation multipleR .

3. Etude de la composante aléatoire A(x,y,z)

La composante aléatoire s obtient par soustraction de la dérive aux valeurs mesurées :

A(x,Yy,2) =C(x, y,2) -D(X, y,2) (IvV.4)

Une fois I'influence de la dérive supprimée, le résidu peut étre considéré comme la réalisation
d une fonction aéatoire stationnaire au sens large. Nous pouvons alors caculer la fonction

d autocorrélation qui permettrad’ éudier la variabilité spatiale du paramétre considéré.

4. Génération du vecteur des variables aléatoires corrélées
Apres la discrétisation du champ aéatoire du paramétre du sol éudié U(X) en ééments
(zones), il est remplacé par un vecteur de variables aléatoires dont les valeurs sont générées pour

effectuer la ssimulation de Monté Carlo. Cette derniére consiste a effectuer un grand nombre de
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réalisations du paramétre étudié en considérant les paramétres de la formule utilisée dans le
calcul comme des variables aléatoires.

La génération des valeurs aéatoires doit étre effectuée au moyen d’ un algorithme approprié
pour que leurs propriétés statistiques reflétent le plus fidélement possible les propriétés
statistiques des mesures, la moyenne, la variance, la matrice de covariance, la matrice de
corréation, etc.

L’ agorithme utilisé a été proposé par Fenton (Fenton, 1994). Cet agorithme permet de
générer un vecteur de valeurs aléatoires de distribution normale, de moyenne nulle et de variance
égaeal’unité.

L’agorithme en question génére des valeurs positives et négatives, ces dernieres sont
inappropriés pour représenter les parametres du sol. Pour contourner cette difficulté, I’ algorithme
a été adapté pour que les valeurs générées soient de distribution lognormale.

La méthodol ogie suivie dans cet algorithme est décrite ci-apres.

Pour générer S réadlisations (simulations) d'un vecteur {V}de N variables aléatoires
v, (i=1,2,...,N) qui doivent vérifier les propriétes suivantes :
. Chague variable vi est de distribution normale.
. Les N variables vi corrélées entre elles ont une matrice de covariance [COV] (de
dimension NxN) et dont chaque élément COV/; représente |e coefficient de covariance entre
lesvariablesvi et vj.
Les étapes suivantes sont réalisées :
. Détermination de la matrice de covariance [COV] en utilisant le modéle de la

fonction de variance qui correspond a la fonction de corrélation triangulaire. Pour
déterminer cette matrice, une échelle de fluctuation est utilisée pour le cas unidimensionnel,
alors gque pour le cas bidimensionnel, deux échelles de fluctuation (verticale et horizontale)
et une surface de corrélation (Vanmarcke, 1983) ont éte utilisees.

. Décomposition de la matrice [COV] par la méthode de Cholesky en une matrice
triangulaire inférieure [L ]et samatrice transposée [L]":

[cov]=[L]L] (IV.6)
. Génération d’ un vecteur {G}de N variables aléatoires Gi non corrélées entre elles et

de distribution normal e réduite.
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= Calcul duvecteur {V}par I’expression suivante:

vi=[L]-{c} (IV.7)
Pour obtenir & partir du vecteur {V}un vecteur {U}de N variables aléatoires ki dont la

distribution est lognormale de moyenne m et de variances?, la transformation suivante est
appliquée a chague variable vi :

U, =exp(ml,, +02, -V, (x,)) (IV.8)
ol miyy et o7, sont respectivement la moyenne et la variance du logarithme de U 1Is s expriment

en fonction de m et o*par : avec xi sont les coordonnées de |a variable vi(xi).
Par la suite, la technique de simulation de Monte Carlo sera utilisée pour géenérer les propriétés du

sol et pour calculer e paramétre de dimensionnement concerné en plusieurs realisations.

IV.5 CONCLUSION

Lors d'un examen de données géotechniques, il faut d’abord différencier les différentes
Zones au sens statistique, ¢’ est-a-dire séparer les couches nettement distinctes les unes des autres.
Ces couches doivent étre de dimension significative pour le probleme éudié. Il est peu utile de
décrire finement une succession de couches quand le probleme posé concerne des couches de
dimensions importantes.

Les résultats d’ essais géotechniques utilisés comportent une dispersion aléatoire propre aux
méthodes et aux appareils de mesure eux-mémes, voire aux facteurs humans goutés a
I"'imperfection des lois de comportement. Par conséquent, cette dispersion provogue une
imprécision des calculs réalisés sur la base de ces modeles. Pour palier a cette lacune, il est
recommandé d'utiliser les approches probabilistes qui prennent en compte la variabilité des
paramétres geotechniques.

Le modéle stochastique par simulation présenté dans ce chapitre est I’'un des modéles les
plus utilisés pour représenter des phénomenes appliqués a la mécanique des sols (tassement,
gonflement, etc.) et des paramétres de dimensionnement (capacité portante, etc.).

Par |e biais de ce modél e stochastique, une analyse uni et bidimensionnelle sera menée dans
les prochains chapitres sur deux sites différents : site de Cubzac-les-Ponts (France) et le site de
I’ex-ITE Tlemcen (Algérie).
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Chapitre V

CORRELATIONS ENTRE LES
PROPRIETES DES SOLS

V.1 INTRODUCTION

Les paramétres utilisés pour décrire les propriétés physiques et mécaniques
sont de nature trés variée:

- parametres d'identification et d'état (porosité, indice des vides,
densité, densité relative, limites d’ Atterberg, etc.) ;

- paramétres de déformabilité (indices de compression et de
gonflement, modul e cedométrique, modul e pressiométrique, etc.) ;

- paramétres der ésistance (cohésion et angle de frottement interne,
pression limite pressiométrique, résistance de cone statique ou dynamique, etc.) ;

- paramétres de per méabilité.

Il est trés rare que, sur un méme site, tous ces parameétres soient mesurés en un
nombre de points suffisant pour que I’on puisse juger bien connu |I’ensemble du
massif de sol. Habituellement, la reconnaissance géotechnique est limitée au strict
minimum, et |I’on dispose des valeurs de certains parametres en certains points et
d’ autres paramétres en d'autres points. L’'ingénieur géotechnicien doit tirer le
meilleur parti possible de ces informations éparses et établir une coupe
géotechnique représentative du site étudié.

C’ est dans ce cadre général que I’ utilisation de corrélations entre les propriétés
physiques et mécaniques des sols peut contribuer efficacement au travail de
synthése du géotechnicien.

V.2 RELATIONS ET CORRELATIONS DANS LES SOLS : GENERALITES
V.2.1 Origine des relations et corrélations dans les sols

Sil est difficile, voire impossible, de donner une justification théorique
quantitative de |’ existence de relations entre les propriétés d’un massif de sol naturel, il

est facile d’admettre que les différents parametres d'un sol donné doivent avoir des
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relations : la déformabilité comme la résistance au cisaillement ou la perméabilité
dépendent a I’ évidence de la forme et de la nature des particules, de la densité de leur
empilement, de la quantité d’ eau présente dans les pores...

De plus, a I'intérieur d'une méme catégorie de paramétres, par exemple les
parametres de résistance, il existe al’ évidence des relations entre les paramétres mesurés
dans les différents types d’ essais en place ou en laboratoire, méme si I’ on ne peut pas les
exprimer de fagon explicite. Et s les parameétres de résistance dépendent des mémes
propriétés physiques que les paramétres de déformabilité, il doit également exister des
relations entre ces deux catégories de paramétres.

Cette réflexion purement qualitative est confirmée par I’expérience : il existe
effectivement, dans chague dépdt de sol, des relations entre les parametres
géotechniques, ainsi que des relations plus générales, valables pour un type de sol, ou
méme pour plusieurs types de sols.

Si I’on poursuit I’analyse des relations qui peuvent exister entre les propriétés
géotechniques d'un sol, on est conduit a distinguer troistypes de relations :

- les relations mathématiques exactes, qui existent par exemple entre les
parametres décrivant |’ état du sol. On peut illustrer ce type de relations par toutes les
formul es mathématiques reliant
* L’indice desvideseet laporositén :

e=n/(1-n)

* Lateneur en eau w, le poids volumique du sol y et le poids volumique du sol sec yq :

Y=v4(1+W)

» Lateneur en eau w, I'indice desvides e, le degré de saturation S et les poids
volumiquesdel’eau y,, et desgrainsys:

W=eyw S fys
* Lespoidsvolumiquesy, yq , Vs €t yw d un sol sature :

Y= (s Yw * Ys¥d —Yvw ) ¥s
* efc. ;

- Lesloisd’ évolution en fonction de la profondeur, dues al’ effet de la pesanteur
et dont I’ origine est liée al’ augmentation des contraintes quand on s enfonce dans le sol.

Par exemple, dans les dép6ts homogenes de sols fins dont |'état s'est stabilise, les
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contraintes effectives, pressions de préconsolidation, modules et résistances augmentent
avec la profondeur ;

- Lesrelations empiriques (ou corréations) entre propriétés d un méme volume
élémentaire de sol, par exemple la porosité et le coefficient de perméabilité, I'indice de
densité d'un sable et son angle de frottement interne, la pression de préconsolidation et la
cohésion non drainée d’ une argile, etc. Ces relations, qu’il n’'est possible de caractériser
gue de fagon statistique, s expliquent par la raison déja citée que toutes les propriétés
d'un méme empilement de particules évoluent de fagcon coordonnée et traduisent

I’ existence d' une loi de comportement générale pour chaque grande classe de sol.

V.2.2 Domaines d’utilisation des corrélations

Dans la pratique de la mécanique des sols, les corrélations entre parametres sont
utilisées comme moyen de contréle des résultats des essais en place et en laboratoire, et
comme moyen de fabrication de valeurs complémentaires de certains paramétres en
fonction des autres.

Par exemple, sur un site donné, on peut analyser la relation entre deux parametres
mesurés sur une méme carotte de sol (indice des vides e et indice de compression Cc,
etc.) ou mesurés en place dans le méme essai (module pressiométrique Ey et pression
limite pressiométrique, etc.) et détecter les variations de la nature ou de I’ histoire des sols
d aprées les modifications de leurs relations. Dans un tel cas, les corréations servent
d outil de contréle de I’homogénéité des sols (ou de la qualité des essais, s I’on sait de
facon certaine que le sol est le méme que celui qui a servi a établir la corrélation).

On utilise aussi les corrélations pour estimer certaines propriétés des sols (souvent,
des propriétés mécaniques) en fonction des caractéristiques qui ont éé mesurées
(souvent, des propriétés physiques, comme la densité ou la teneur en eau). On peut aingi,
lors des études préliminaires et dans certaines situations de projets, disposer de valeurs
des parameétres nécessaires au dimensionnement des ouvrages sans les avoir déterminées
par des essais.

Les conditions d'utilisation de corrélations dans les études géotechniques
dépendent de lafiabilité des corréations utilisées.
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Certains parametres sont liés, al’intérieur d’ une couche de sol d’un site déterminé,
par des relations proches d’ une relation mathématique exacte. Par contre, si I’on analyse
simultanément des données provenant de deux sites, pour des sols de méme nature, on
trouve en général gque les valeurs des parameétres sont plus dispersées, et cette dispersion
augmente quand le nombre de sites s accroit et quand on regroupe des données relatives
a différents types de sols. Les erreurs expérimentales, lors de la détermination des
paraméetres qui servent a établir les corrélations, exercent également une influence
défavorable sur la qualité des corréations obtenues. Il est, pour cette raison,
indispensable de connéitre I’ origine des corrélations que I’ on envisage d’ utiliser dans le
cadre d'une éude géotechnique, et d'étre conscient de la variabilité possible des
parametres autour de leur relation moyenne affichée, notamment quand les corrélations

ont été établies entre des fonctions logarithmiques des paramétres.

V.3 PRINCIPALES TECHNIQUES D’ETUDE DES CORRELATIONS

L’ étude des relations existant entre les propriétés des sols s effectue au moyen des
outils classiques de la statistique pour |’ analyse des données. Les méthodes classiques de
I’analyse statistique ont été exposées dans de nombreux ouvrages auxquels le lecteur
pourra se reporter pour une description détaillée de ces méthodes. Dans le présent
paragraphe, seront rappelés seulement les définitions essentielles et les principes des

méthodes couramment utilisées pour les éudes de corré ations en mécanique des sols.

V.3.1 Définitions et caractéristiques des variables aléatoires

Pour I'application des techniques de I'analyse statistique, chaque paramétre
geotechnique du sol doit étre considéré comme une variable aéatoire, C est-a-dire
comme une grandeur non déterminée a priori, dont on sait qu’elle peut prendre telle ou
telle valeur dans un ensembl e de valeurs possibles, avec une certaine probabilité.

Cette assimilation des propriétés du sol a des variables aléatoires n’implique pas
gu’en un point donné les propriétés du sol ne soient pas parfaitement déterminées. Elle
représente seulement I’ignorance de I'ingénieur vis-a-vis des valeurs exactes de chaque

propriété en chaque point.
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Toute variable aéatoire X peut étre caractérisée par une densité de probabilité g(x),
qui représente la probabilité de chaque valeur possible x de la variable, ou, de fagon
parfaitement équivalente, par une fonction de répartition G (x), variant de0 a1 et egale a
la probabilité que X soit inférieur a x.

Connaissant la fonction g (X) ou G(x), on peut calculer les moments de la variable

aléatoire, qui sont, d’ une part, lesmomentsd ordrer :
m, = J'ij’g(r)dx
et, d’'autre part, les moments centrés d’ ordrer :

u, = [ (x—m)g(r)ax

Le moment d ordre 1 est appelé espérance mathématique, ou moyenne, et noté E [X]
ou m. Le moment centré d’ordre 1 est nul.

Le moment centré d'ordre 2 est appelé variance et noté Var [X] ou ¢°. Saracine
carrée positive est appelée écart type et notée o. Le rapport de I’ écart type ala moyenne
est appel é coefficient de variation et noté CV [X] ou Cx .

Les notions précédentes sont définies pour des fonctions mathématiques appel ées
variables aléatoires. Dans la pratique, quand on analyse un ensemble de données, on ne
connait géenéralement pas les lois de probabilité des propriétés étudiées. On raisonne
alors sur des valeurs estimées des paramétres statistiques (estimées d’ apres I’ ensemble
des données dont on dispose). Différents ensembles de données (différents
«échantillons», dans le vocabulaire des statistiques) conduisent a des estimations
différentes de ces parametres, si bien que ces parametres estimés peuvent eux-mémes

étre traités comme des variables aléatoires...

V.3.2 Relations entre variables aléatoires. Régression linéaire

Pour analyser simultanément les valeurs de plusieurs propriétés d' un méme sol, on
fait en généra |’ hypothése que les relations cherchées sont linéaires. Cette hypothése
n’exclut pas I’ existence de relations de type non linéaire entre les propriétés du sol : les
variables aléatoires liées par des relations linéaires peuvent étre des fonctions non
linéaires des propriétés du sol (logarithmes, fonctions puissances, exponentielles, etc.),

ce qui donne une grande souplesse a ce type d’ analyse linéaire.
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Pour décrire la simultanéité des variations de deux variables al éatoires
X et Y, on utilise une fonction voisine de la variance, appelée covariance, notée
Cov[X,Y] ou oxy et définie comme suit :
Cov[X, ¥] = Ty = EJIX-E[XN](¥-E[¥]I]

| | (X My Ji =y, b @ ix, ¥ dxdy
S

Hem =

H b B

ou g (X, y) est ladensité de probabilité de (X, Y ). La variance de X est égale a Cov [X,
X].
Le coefficient de corrélation linéaire pxy représente sous forme adimensionnelle
cette méme variabilité :
Pxy = %
en notant oy et oy, respectivement, les écartstypesde X et .

Dans le cas de deux variables aléatoires X et Y, la procédure de recherche de la
meilleure relation linéaire entre ces variables commence par le choix de la variable
explicative, qui seranotée X, et delavariable expliquée, qui seranotée Y :

Y=aX+Db

Ce choix préliminaire inévitable introduit une dissymétrie entre X et Y et I’on
n’obtient pas le méme résultat en écrivant Y = aX + b et X = cY + d, bien que le
coefficient de corrélation soit le méme dans les deux cas. Cette différence vient de la
procédure utilisée pour estimer les valeurs des coefficients a et b (respectivement c et d ).

Si I’on dispose d’ un ensemble (échantillon) de n couples de valeurs (x; , Vi )i=1,n de
X et Y pour déterminer la relation entre ces deux variables, on recherche ensuite les
valeurs estimées de a et b, notéesici a et b, qui minimisent I’ écart quadratique moyen
entre les y; et les expressions calculées (ax; + b) [méhode des moindres carrés], c' est-a
dire:

n
§2 = Iy-iax+ byl
Im1
Tous calculsfaits, on obtient :

5 = I"I-"E'"A‘
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n
Y X ¥, —nm,m,

T _ Oxy

- .22 or
% xy —nmy x
Fm 1

Ces expressions peuvent s écrire sous laforme matricielle suivante :

& 1 1 My ||Exyw t A
[#] = |~ = g = ([A]X ]y XY]
|:t| E;-r,.r1r1:|,r|:.--|,Jr IEJ!',EJ."H][””]J

Avec:

:F'| .:'|'.| 1
¥]=|. X1=|_ . '|X|=[”'“ ”ﬂ]
" X, 1 1.1
D'ou:
2
i

XX = (BN
Ex; n

oy s |7
AIEXT - iExd mid] H

Lx; IX;

qui se généralise facilement au cas de (k + 1) variables (Y, Xy,..., Xn ), parmi lesquelles

I’une seralavariable expliquée Y et les k autres les variables explicatives X; :

k
¥ = 2o+ E -i'll -':.::I
J=
En posant :
o]
¥y Ky oo Kpp e Ky 1 .
. g
|F|= ¥ [x]= .:'|'l||....:'|'l||....:'|'_p‘-|...'| el =1 ..
¥ ;-r.m...}rlII1 . S B
.ED.

on obtient, toujours par la méthode des moindres carrés, laméme équation matricielle

gue précédemment :
[od = (FEXIA T TXI¥]
avec : '[X] : matrice transposée de [X ]

Le coefficient de corréation multiple, qui a pour expression :

3 !
0= o [Vl Vi 17 Vw1 /o
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Avec:
[Vag] = o l-':.:-l.--x:l 1] = T[X; - ELX] Z'I[XI. - EIA’I. ilin
Vi ] = [Cov (), ¥3] = T3 — ELGHIY - E 0V 3ln
Ty = Szart type da ¥

traduit I’ écart relatif moyen entrelesy; et les (go + Z§jxj) de |’ ensemble des données

(Vi » Xii ..., Xii) disponibles.

Le coefficient de corréation peut varier entre— 1 et + 1. Les valeurs proches de
zéro indiquent une forte dispersion des valeurs de Y par rapport alarelation linéaire
estimée, donc une mauvaise représentativité de I’ équation :

k
¥ = qu- Eilx|
I|-r '

Néanmoins, cela n'exclut pas I’existence d'une mellleure relation non linéare
entre les variables [On cite souvent |’ exemple de points (X , yi ) répartis sur un cercle et
dont le coefficient de corrélation (par rapport a une relation linéaire) est nul]. Il est pour
cette raison toujours recommandé de représenter, dans la mesure du possible, les données
aanayser.

Dansle cas de deux variables X et Y, le coefficient de corrélation a, comme indiqué
précédemment, pour expression :

p= EILY] b X
Ty P

-

Unefois éablielarelation entre lavariable expliquée Y et les variables
explicatives { Xj}, on peut :
- déterminer I’ erreur moyenne sur |’ équation obtenue, caractérisée par lavariance
delarégression :
n

¥ v (& x+ By?

1

'-7.1 = 'n-'.Erll"f"ix"E"l = T

- tester lareprésentativité des valeurs estimées des coefficients aet b pour décider
S'ils sont significativement différents de zéro. Pour ce type d’analyse, le lecteur pourra se
reporter al’un des ouvrages cités en références bibliographiques ;
- estimer la valeur de Y correspondant a une valeur déterminée X, de X, ains que la

variance correspondante. Ces deux valeurs sont données par les formules suivantes :
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On observe sur lafigure V. I’ effet du second terme de I’ expression de la variance :
I"incertitude (I’ écart type) sur la valeur estimée de Y(xo) est minimale lorsque xo est égal
a la valeur moyenne my des xi de I’ensemble des données ayant servi a estimer les

parametres aet bdelarégression linéaire. Elle augmente progressivement, selon une | Oi

parabolique, lorsgue %o S éloigne de cette valeur moyenne my. Ce résultat est important
pour les applications pratiques, ou I’on ne peut donc estimer avec une égale fiabilité les

valeurs de Y correspondant aux différentes valeurs possibles de X.

V.3.3 Analyse factorielle

En pratique, on s'intéresse souvent aux relations qui peuvent exister a I’ intérieur
d un groupe de mvariables, et I’ utilisation des techniques de régression linéaire conduit
arépéter |’ analyse décrite au paragraphe précédent en donnant tour a tour a chacune des
variables le réle de variable expliquée et en éudiant I’ ensemble des rlations qui la lient
aux autres, prises isolément, puis par deux, par trois, etc. Pour limiter le nombre des
opérations nécessaires, différentes procédures ont été développées. Par exemple, la
méthode de régression « pas a pas » ne teste qu’ une partie des combinaisons possibles
des variables en recherchant la variable X la mieux corréée avec Y, soit X, , puis la
variable qui maximise le coefficient de corrélation multiple de Y avec X, et une seconde
variable X;, etc.

Mais cette méthode ne garantit pas que I'on n’oublie pas une combinaison
éventuellement plus favorable, mais dont aucune variable n’est laplus corréée avec .

L’ analyse factorielle, qui recherche les « facteurs » (combinaisons linéaires des
variables) représentant le mieux les variations des données analysées, constitue une
dternative efficace aux méthodes précédentes. Son principe est de construire un
ensemble de nouvelles variables indépendantes en procédant pas a pas et en retenant a
chague étape, parmi les facteurs possibles, celui qui fait diminuer le plus la variance
résiduelle. Les applications de I’analyse factorielle en géotechnique sont encore assez

rares et ce theme ne sera pas développé dans le présent article, mais I’ analyse factorielle

Page 81



Effet de la variabilité des paramétres de sol sur le comportement des ouvrages de géotechnique Chapitre V

offre des possibilités intéressantes pour guider les études sur e comportement des sols et

des roches.

V.3.4 Variabilité spatiale

Il est bien établi que les couches de sols naturels sont rarement homogenes et que
leurs propriétés physiques et mécaniques fluctuent avec des amplitudes variables selon
les propriétés considérées, la nature et I’origine des sols. Le coefficient de variation
donne une mesure utile de cette variabilité. Ainsi, la teneur en eau a souvent un
coefficient de variation de I’ ordre de 20 %, le poids volumique de 5 %, |es paramétres de
résistance au cisaillement de 30 %, avec des valeurs plus fortes pour la cohésion non
drainée (souvent 50 %). Dans certains sols, les variations sont tres rapides et I’on peut
considérer, par exemple, gu’a 50 cm de distance les propriétés du sol n’ont pas de lien.
Dans d’ autres cas, |les valeurs d’ une méme propriété restent voisines sur quel ques metres,

voire quelques dizaines de métres.

Figure V.1 Estimation de la valeur la plus probable de y pour une valeur donnée de x,

sur labase del’analyse derégression de X et Y

Ces variations spatiales des propriétés des sols exercent une influence sur les
résultats des études de corrélations. Cette influence se traduit par :

- la plus faible corrélation des propriétés mesurées en des points éoignés qu’ en
des points voisins (beaucoup de corrélations sont malheureusement établies avec des
données provenant de sondages ou essais assez distants les uns des autres, de telle sorte
qu’elles incluent non seulement la corrélation réelle des parametres en un méme point,
mais aussi une certaine partie de leur variabilité spatiale. La seule solution pour éviter ce
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phénomeéne est de faire des campagnes d'essais spéciales comportant des essais ou
sondagestrés voisins) ;

- la diminution de la variabilité des paramétres du sol lorsque le volume du sol
concerné par I’essai augmente. Ce phénomene peut influencer les corrélations établies,
par exemple, entre des propriétés mesurées sur de trés petits volumes de sol (teneur en
eau, coefficient de perméabilité d éprouvettes de laboratoire, compressibilité ou
résistance au cisaillement mesurée en laboratoire, etc.) et des propriétés mesurées sur de
plus grands volumes de sols (pression limite ou module pressiométrique, perméabilités

mesurées en place, essais de plague, €tc.).

V.4 EXEMPLES DE CORRELATIONS

De tres nombreuses corréations ont été publiées pour les propriétés des sols.
Beaucoup d’ entre elles n’ existent que sous laforme d' une relation entre paramétres, sans
acces possible aux données éudiées ni méme d'indication du coefficient de corrélation
correspondant, et il convient d’ étre prudent quand on les utilise.

Nous nous limiteronsici a quelques exemples de corrélations entre les parametres
des sols déterminés en place et en |aboratoire pour lesquels |es données expérimentales
seront présentées en méme temps gue les fonctions de régression entre les parametres.

V.4.1 Relation entre la compressibilité et la teneur en eau des tourbes

La durée importante des essais oedométriques conduit a utiliser, chague fois que
C'est possible, des corréations avec des parametres de détermination plus rapide, comme
la teneur en eau, pour compléter la caractérisation des sols compressibles sur les sites de
projets de grande ampleur. 1l existe, pour cette raison, de nombreuses corrélations entre
ces paramétres. L’exemple présenté sur la figure V.2 concerne différentes tourbes de
Normandie [9]. Les figures V.2a et V.2b montrent les relations observées sur deux sites,
relations assez marquées et pratiquement linéaires, mais nettement différenciées d’ un site
al autre. Lesfigures V.2c et V.2d rassemblent tous | es points disponibles sur les sites de
tourbes de la région : on observe que les relations linéaires prévalant sur chague site
disparaissent au profit d'un nuage de points dont la meilleure approximation n’est pas

linéaire (figure V.2c), mais exponentielle (figure V.2d), avec une corrélation nettement
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moins forte. En pratique, I’ utilisation de corrélations est donc trés recommandable au

niveau d’'un site, mais|’est moins si I’on passe d' un site a un autre.

V.4.2 Relation entre la perméabilité et I'indice des vides des argiles

Il est généralement admis que le coefficient de perméabilité k des argiles est lié a

I"indice des vides e par une relation de laforme
A= Cpallgk)

Le coefficient Cy de cette relation est lui-mémelié al’indice des vides initial du sol
€, comme on levoit sur lesfiguresV.3a, V.b et V.c.

On observe, dans ce cas, que les différences entre les droites de régression linéaire
sont peu importantes, avec des coefficients de corrélation élevés dans chague cas. Une
telle corrélation peut donc, a la différence des précédentes, étre utilisée sur des sites
autres que ceux ou €lle a été éablie.

V.4.3 Relation entre la limite de liquidité et I'indice de compression des
vases

Lafigure V.4 présente les droites de régression obtenues par Vidalie entre lalimite
de liquidité w,_ et I’indice de compression Cc de sols fins organiques (vases) d origines
variées. La droite d équation C.= 0,009 (w — 10) est celle donnée par Terzaghi pour
présenter le comportement moyen des argiles. Cette fois aussi, le coefficient de
corrélation est éevé et larelation obtenue peut étre considérée comme assez fiable.

V.4.4 Relation entre la pression limite pressiométrique et la résistance de
cOne au pénétrometre statique

Les figures V.5 et V.6 montrent les relations existant entre la pression limite nette
pressiométrique et la résistance de cone déterminée au pénétrométre statique g, pour
deux ensembles de données publiés par Cassan. Pour les sables de Dunkerque (figure
V.5), larelation entre les deux paramétres, bien que différente suivant le sens dans lequel
on larecherche, est associée a un coefficient de corrélation assez élevé. Pour les argiles
(figure V.6 ), de provenances diverses, les points sont beaucoup plus dispersés dans le

graphique et laqualité de la corrélation est plusfaible.
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Figure V.6 Relations entre la pression limite nette pressiométrique pi-po €t la résistance

de cOne statique (. pour des argiles de provenances diverses

V.4.5 Relation entre les résistances de cone statique et dynamique

Cassan a publié des résultats d’ essais comparatifs sur les résistances de pointe
déterminées au pénétrometre statique (gc) et au pénétrométre dynamigue (qq) dans des
sables argileux a Chalon-sur-Sabne, au-dessus du niveau de la nappe. Les droites de
régression obtenues sur ces données (figure V.7a) correspondent a une forte valeur du
coefficient de corrélation sur ce site.

Toutefois, les valeurs mesurées au-dessous du toit de la nappe, a des profondeurs
ou le sol est saturé (figure V.7b), correspondent a une relation différente entre les deux

parametres, ce qui illustre les limites du domaine de validité des corréations dans ce cas.
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Figure V.7 Relation entre |les résistances de cone statique g et dynamique gq pour des
sables argileux

V.5 DOMAINES DE VALIDITE DES CORRELATIONS

Les corréations que I’ on peut établir entre les paramétres physiques et mécaniques
des sols sont plus ou moins générales suivant les paramétres concernés. Habituellement,
la validité d’ une corrélation est limitée a la nature du sol étudié : les propriétés des

sables, des tourbes ou des argiles n’ obéissent pas aux mémes lois, elles sont d’ailleurs
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souvent décrites par des paramétres spécifiques et il n'est pas éonnant que les
corrélations établies pour un type de sol ne soient pas valables pour les mémes propriétés
d un autre type de sol. Lesfigures V.5 et V.6 illustrent ce fait dans le cas des parametres
mesurés au pressiomeétre et au pénétromeétre statique.

Certaines corréations établies sur un site et parfaites pour ce site (par exemple les
corrélations des figures V.2a et V.b ), peuvent auss étre totalement inadaptées sur un
autre site, méme constitué d'un sol de méme nature. Cette divergence traduit
habituellement I’ influence d’ autres paramétres que ceux qui sont analyses, par exemple
I"influence de I’ état du sol, en plus de sa nature. Si la relation obtenue par régression
linéaire entre deux parametres dépend d’ autres facteurs, elle peut varier non seulement
d' un site a I’autre, mais aussi a I’intérieur d’'un méme site. Les figures V.8a, V.8b et
V.8c illustrent une telle variation dans le cas du site expérimental de Cubzac-les-Ponts,
ou les corrélations ont été étudiées dans plusieurs sous-ensembles du site, notés «
remblais A aC » et « horsremblai HR » sur les figures.

Si un tel phénomene est observe sur le site d un grand projet, il est indispensable
de poursuivre I'analyse geéotechnique du site afin déviter des erreurs d anayse
statistique des données.

Sous réserve d’'une certaine prudence quant a la généralisation des corrélations
établies sur un site au reste du site ou a d'autres sites, I'utilisation de corréations
constitue une technique trés utile pour le progrés des études géotechniques de terrain et
son usage peut étre recommandé, tant pour compléter des données que pour contrdler la
vraisemblance des résultats des essais réalisés en place comme en laboratoire : les
données conformes aux corrélations, tant générales qu’ établies sur le site, sont en effet
plus plausibles que celles qui en sont trop éloignées et pour lesquelles des vérifications

complémentaires sont toujours souhaitabl es.
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Figure V.8 Limitations des corrélations : variabilité al’intérieur d’ un site [données du

site expérimental des Laboratoires des Ponts et Chaussees a Cubzac-les-Ponts]

Page 90



Chapitre VI

METHODES PRATIOUES DF CALCUL
PROBABILISTFE



Effet de la variabilité des paramétres de sol sur le comportement des ouvrages de géotechnique Chapitre VI

Chapitre VI

METHODES PRATIQUES DE CALCUL
PROBABILISTE

VI.1 INTRODUCTION

L’ élaboration des méthodes de calcul probabilistes est encore loin de son terme, malgré
le nombre élevé des publications consacrées a ce sujet.

Les calculs mécaniques des sols nécessaires au dimensionnement des ouvrages
(ouvrages de soutenement, ouvrages en terre, fondations, etc.) ont tous pour objectif de
déterminer la valeur de paramétres (coefficient de sécurité, temps de consolidation, amplitude
des tassement, etc.) qui dépendent des propriétés physiques et mécaniques des sols, de la
géométrie des problémes et des conditions initiales et aux limites imposées.

Si I’on traite les variations dans |’ espace des propriétés des sols, les variations dans le
temps des conditions aux limites et les fluctuations de la géométrie des sols et des ouvrages
comme des phénomeénes aléatoires dont chacun peut étre représenté par une variable aléatoire
Xi. les résultats des calculs nécessaires au dimensionnement des ouvrages sont eux-mémes des
variables aéatoires Y, fonctions des variables a éatoires X;.

Chacune des variables aléatoires Y a sa propre fonction de répartition G(y) et sa
densité de probabilité g (y), qu’il s agit d’ évaluer.

Le calcul probabiliste des ouvrages de mécaniques des sols est donc « simplement »un
probleme de calcul de fonctions de variables aléatoires: Y = f (X).

Pour deux variables indépendantes X; et X, de densités de probabilité g; et g, (), la
forme exacte de la densité de probabilité de lasomme Y = X; + X5, produit Z = X; + X, 0u

du quotient W = X, /X, est lasuivante ( Lumb, 1974 ) :
0 () = o, (y-a) (@) da
9 () = J9. (z/a) fe| 0. () da
9 () = [o, (wea)-faf g, (e) da

Et la combinaison de ces équations permet en principe de calculer la densité de

probabilité de toute fonction comportant uniquement des sommes, des produits et des
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quotients.. Mais cette méthode peut étre trés laborieuse en pratique, notamment parce qu’elle
nécessite I’ évaluation d'intégral es parfois complexes.

Par ailleurs, il n’existe pas toujours de relation explicite entre les paramétres physiques,
mécani ques et géométriques des ouvrages et les résultats qu'il s agit d’ évaluer.

Enfin, la plupart des méthodes de calcul utilisées pour le dimensionnement des ouvrages ne
sont qu’ approcheées, ce qui introduit alafois un biais et une incertitude supplémentaire qu’il
faut incorporer dans|’analysedelafonction Y =1 (Xy).

Différentes méthodes peuvent étre utilisées pour déterminer de fagon approchée la
densité de probabilité g (Y) a partir des lois de distribution des parameétres X; du modéle de
calcul. Nous décrirons ci- aprés quatre d’ entre elles :

»  Approximation par les séries de Taylor
= Approximation par intégration numérique
= Approximation par une loi normale ou lognormale

» Simulation par la méthode de Monte-Carlo.

V1.2 APPROXIMATION PAR LES SERIES DE TAYLOR

S la fonction y = f(x;) est différenciable par rapport aux Xx;, anaytiqguement ou
numeriquement, elle peut étre développées en séries de Taylor autour de la valeur moyenne
f(my, my, ....my), m; désignant |’espérance mathématique de la variable aléatoire X;. En
limitant le développement au premier ou second ordre, ou plus, on obtient une expression
approchée de y, qui permet de déterminer plus simplement les valeurs des paramétres de la
densité de probabilité de Y.

Ains (Benjamin et Cornell, 1970) I'espérance mathématique a pour expression
approchée au second ordre :

E[Y] = f(m,m,,..m )+ zza LACSTNESY)

2733 OX; OX,

J‘ (V1.4)

(oxx,désigne la covariance des deux variables aéatoires Xi et Xj); la variance a pour

expression approchée du premier ordre :

n o 8f(x yeery X1y) Of (X ey X,)
vivi 33 Tl B X)
i=1j=1 (my,my,...m,) Xj (my, my,...,my,) (VI 5)

|(m1' my,..,M,)xc XX
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Dans le cas ou les variables aléatoires X; sont indépendantes, on a Oxx, = O pouri=j et

Oxx, = c5>2<i =V(X;)

i

D’ou V(y)~ Z[M ] V[X,] (V1.6)
i=1 ( mn)

ue[Y] = Z[—axx)

2
} {m(xl’,...,xn)
X e ——
(mg,my,...my) axi

La connaissance des moments d ordre 1, 2, 3 et 4 (E[Y ], V[Y ], ua[Y ] (E[Y].us[Y] €t pa

[Y]) permet d’ estimer de probabilité de Y dans le systéme de Pearson.

V1.3 APPROXIMATION PAR INTEGRATION NUMERIQUE

Lorsque I’expression de Y =f(X,) n’est pas connue sous forme analytique, mais peut
étre déterminée sous forme numeérique ou expérimentale, le calcul des dérivés partielles
précédentes est pratiquement impossible mais les moments de Y peuvent cependant étre
déterminés de fagon précise par intégration numérique (Lumb, 1974).

La méthode repose sur I'utilisation de la formule suivante, qui donne I’ espérance
mathématique E[H]E [H] delafonction H = h(X,):

E[H]=Ch(x) +ZN{h(a;'Gi) - h(a;'c’i) "

h@a -c;a -5,) h(a -c;a )]

+ + + -

+;Pij{

h(a -c;;a/ -0;) h(a -o;a; -5))
- +

- + - —+
a; - a a - a
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Avec les notations suivantes :

- C,N,P ,a', a sontdeconstantes;

R N |

h(X) est la valeur de h(x,) au point (m,m,,.,m_), les m désignant

I’ espérance mathématique des X; ;
- h(ai+ -ci) est lavaleur de h(x;) au point [ml,...,(mi +0, -ai*),...,mn]
- h(ai+ eI -cj) est lavaeur de h(x;) au point

[ml,..., (m +a -6,),..(M; +a] -5,),..., mn]

Les sommes sont calculées pour toutes les combinaisons possibles des indices. 1l y a par

L . 1
conséquent n termes dans la premiére somme et > n(n—1) termes dans la seconde somme.

Cette expression (VI1.9) sapplique a toute fonction h(x;)et notamment a la fonction
« espérance mathématique de Y =f(x;) » et aux moments d'ordrer de Y =f(x,). Dansle
premier cas, on remplace ssmplement h(x;) par f(x;)dans |’ équation (9) ; dans le second, on
remplace

h(x,) par {f (x,)—E[f (x,)]}
Si I’on introduit, pour simplifier, les deux notations suivantes :

S, =+/By[X,] (coefficient d’ asymétrie de la densité de probabilité de la variable a éatoire X;),

A, =B, [X,] (coefficient d’ aplatissement de la probabilité de lavariable X;),

Les constantes de I’ expression (V1.9) ont les valeurs suivantes :

ot

a, 5, +R,,
2
1 > 1
S+E(S) _ET'
Ni:(l_si)/(ZRi),
Pij:]7/(4RiRj)=
avec : (VI1.10)
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Ces expressions ont été obtenues dans le cas ou les variables X; sont indépendantes,
Cest-a-dire que lacovariance de X; et X; est égalea oy, =0.
Dans ce cas ou toutes les variables X; sont normales, on trouve
8 =-a =3
C=1+n(n-7)/18

N; =—(n-4)/(63)
Rj :]/12

(VI1.11)

V1.4 APPROXIMATION PAR UNE LOI NORMALE OU LOGNORMALE (LAMB,
1974)
S Y est la somme de n variables aléatoires indépendante, Y :ZXi , d'apres le
i=1
théoréme de la limite centrale, quand le nombre n devient grand, la densité de probabilité de

Y tend asymptotiquement vers une loi normale c'est-a-dire que :

limg(y) = ——— exp {— (y_;’)z] (V1.12)

c\/ﬂ 2c°

alacondition que tous les moments des X; aient des valeursfinies.

Demémes Y est le produit de n variables aléatoires indépendantes, Y :l_IXi , ladensité de

i=1
probabilité de Y tend asymptotiquement vers une distribution lognormale.
Par conséguent, pour les sommes et les produits de variables al éatoires indépendantes, on n'a

n
besoin de connaitre que |’ espérance mathématique et lavariancede Y = Z X,
i=1

et de Z= Zn:IgXi
i=1

Pour les combinaisons linéaires de variables indépendantes X;, on a:
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v =_Zn:Bi Xi (V1.13)
E[Y] = isi E[Xi], (V1.14)
VY] = Zn:BfV[Xi] (V1.15)

Pour les produits de laformeY = J ] (X;)“ , on peut écrire:
i=1

Z =IlgY :iailgxi:iaiwi (VI1.16)
E[Z] :iai W], (V1.17)
VIZ =Y (o) VIW,] (v1.18)

Pour obtenir les expressions des E[W, | en fonction des E[X,], on peut utiliser par

exemple la méthode du dével oppement en séries de Taylor.

Il vient apres mise de la variable X; sous forme réduite

xi=xia+cu,)|:

- - 22 cius
[X,]=lgxi +0,434In(1+ C,U,) = Igx; +0,434|C,U, —C'ZU' +C'2U' } (V1.19)
dol: E[W,]=lgX; —# C? (V1.20)
V[W,]= (0434 C?)* (21)
Remarque : Lumb (1974, p.63) donne des formules |égerement différents :
E W ]=lg X —%(Ci )Z—E(Ci)“ (VI1.22)
EW]= Ig X, +2(ci)4 (V1.22)

VI.5 SIMULATION : METHODE DE MONTE-CARLO

Il est toujours possible de déterminer empiriquement la densité de probabilité d’ une

variable Y =f(X,) en calculant les valeurs y en correspondant a des ensembles de valeurs
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des x; générés de facon aéatoire conformément aux densités de probabilité de chacune des
variables aéatoires x; t en déterminant la densité de probabilité de Y d' apres la distribution
des fréguences des y obtenus la précision de cette simulation augmente avec la racine carrée
de lataille de I’ échantillon et de ce fait il faut disposer d’un échantillon trés important pour
obtenir des résultats utiles. Ceci nécessite en pratique I’ utilisation d'un ordinateur. Lumb
(1974), Benjamin et Corell (1970) et Harr (1977), par exemple, donnent des indications sur
I’emploi de cette méthode.

Un des aspects importants de la méthode de Monte-Carlo est gu’'elle nécessite la
génération de séries de valeurs aléatoires de chacun des parametres des modéles de calcul. I
existe les bibliothéques de sous programmes statistiques des programmes capables de genérer
des suites de nombres aléatoires suivant des lois de distribution simples (densité uniforme sur
un intervalle donné loi normale, loi lognormale, etc.).

Pour les loi de distribution uniformes, les programmes de calcul utilisent des algorithmes tels
que:

X, =(Ax,) modM (V1.24)

X.a =(AX,+ B) modM (V1.25)
qui permettent de calculer un série de nombre x,, a partir d une valeur initiale xo quelconque.
Lanotation x = (y) mod M indique que x est le reste de la division du nombre entier y par le
nombre entier M. le nombre M est |a période de |a séquence a éatoire générée. On le choisit
tres grand. Le nombre A est compris entre 0 et M-1, ainsi que le nombre B. les nombres
générés sont uniformément répartis entre 0 et M-1.

On gjustelasérie{x,} al'intervalle[a, b] désiré en utilisant laformule

b-a

X =——X +a (V1.26)
M

n

Le tableau V1.1 contient une série de 100 nombres aléatoires uniformément répartis sur
I"intervalle [0,1], obtenus al’aide de larelation

= X, 1
" 199017 199017

(24298x, , +99991) mod19997, avec x, = 3157,
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Tableau V1.1 Valeurs aéatoires pour distribution uniforme Ry (0,1)
(moyenne 0,4992, écart type 0,2989)
0,90478 | 0,21584 | 0,84210 | 0,61357 | 0,02350 | 0,91285 | 0,71604 | 0,65892 | 0,57355 | 0,37984
0,67091 | 0,07410 | 0,97724 | 0,21177 | 0,70248 | 0,09452 | 0,89313 | 0,99525 | 0,72393 | 0,01584
0,43931 | 0,10304 | 0,64419 | 0,21744 | 0,39051 | 0,17125 | 0,70640 | 0,20549 | 0,57834 | 0,38648
0,01388 | 0,20799 | 0,24438 | 0,07596 | 0,23613 | 0,59846 | 0,63295 | 0,70570 | 0,21014 | 0,34670
0,24778 | 0,45595 | 0,46758 | 0,34120 | 0,16860 | 0,97289 | 0,93245 | 0,75541 | 0,64645 | 0,84905
0,54450 | 0,29001 | 0,97433 | 0, 7281 | 0,27009 | 0,94595 | 0,37735 | 0,45936 | 0,06715 | 0,80614
0,91757 | 0,32528 | 0,85926 | 0,84568 | 0,19368 | 0,31652 | 0,51090 | 0,01134 | 0,26668 | 0,11814
0,63820 | 0,28335 | 0,92873 | 0,86820 | 0,67134 | 0,50875 | 0,45717 | 0,9495 | 0,48185 | 0,14686
0,69644 | 0,48675 | 0,02402 | 0,19270 | 0,78788 | 0,32044 | 0,84654 | 0,76848 | 0,73332 | 0,14788
0,72449 | 0,68472 | 0,34764 | 0,93623 | 0,46943 | 0,60870 | 0,75928 | 0,09536 | 0,88138 | 0,84515

Pour obtenir des valeurs aléatoires suivant une loi normale de moyenne p et d’ écart type

o, on utilise les valeurs générées sur I'intervalle [0,1] pour une distribution uniforme, soit
Ru(0,1) : on calcul d abord la valeur dun nombre R, (0,1) suivant une loi normale réduite
(moyenne O et écart type 1) al’aide de I’ expression

Ry (0D = /~2Inu, cos(2mru,) (V1.27)
qui fait intervenir deux nombres u; et u, générés dans I'intervalle [0,1] comme indiqué ci-
dessous. Puis on guste la loi normae a sa moyenne et a son écart type a I'aide de
I’ expression :

Ry(wo) = RO + (V1.28)
Le tableau 1l contient une série de 100 nombres aléatoires suivant une loi normale réduite
R,(0,1).

Tableau V1.2 Vaeurs aléatoires pour une distribution réduite uniforme Ry(0,1)
(moyenne 0,1403, écart type 0,9047).

-0,16658 0,58029 -0,80567 | 0,63986 -0,17195 | -0,10918 | 1,52516 -0,53041 | 0,04284 -0,32753
1,27407 0,03311 0,11936 -0,55938 | 0,25937 0,37464 -0,09567 | -0,58433 | -1,70448 | 0,41919
-1,60535 1,21703 -0,23755 | -0,26834 | 0,85217 -0,98083 | -0,25826 | 0,86542 -0,06157 | 0,12251
-0,26800 0,49648 -0,85951 | -1,11724 | -1,61530 | -0,11159 | 0,53155 -0,14963 | 0,65953 -0,24840
-0,13576 -1,57224 | -0,69035 | 0,03364 0,57880 1,78357 -0,64737 | 0,66009 -0,26376 | 1,68138
1,56473 0,23514 0,35392 -0,91300 | 1,38452 0,02503 -0,64234 | 1,62489 0,62041 -0,52594
0,55623 -1,55169 | -1,53046 | -0,48880 | -0,78719 | 1,74257 -1,01330 | -0,05342 | 0,09909 0,94039
-0,31176 1,31568 0,22106 -0,71326 | 0,19764 -0,25877 | 0,43608 0,70446 -0,20704 | 0,50900
-0,31175 0,39155 -1,51453 | 2,47609 1,24760 0,42002 -0,15974 | 2,29259 -0,52884 | -1,35866
-0,47852 1,67100 -1,17028 | 0,59931 1,10049 -1,19535 | -0,51306 | -0,29220 | 0,22532 0,64171
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Pour les valeurs entieres des paramétres a et 3 de la loi béta, on peut utiliser I’expression
suivante, due a Hahn et Shapiro (1967) :

20+2

2 Ru(0,)

Rg(0,1)=52F—— (V1.29)

(a+ﬂ+2)2
R0
i=1
qui utilise 2(o. + B+ 2) valeurs al éatoires normales réduites R, (0,1).
Pour les autres valeurs de a et 3, il faut procéder par interpolation.
[l faut pour terminer indiquer que I’ on peut « facilement « générer des valeurs aléatoires
de toute variable dont on connait la fonction de répartition G(x) en utilisant I’algorithme
suivant, qui repose sur le fait que les valeurs de G(x) sont uniformément réparties sur

I"intervalle [0,1] : on génére des valeurs aléatoires de RU(O,l) et I’on retient les valeurs X; de

lavariable qui sont telles que G(x;) = R (O, 1). Lafigure 3illustre la procédure adoptée.

G(x)

A

Figure V1.1 Procédure de génération de valeurs aéatoires d’ une variable X dont la fonction

de répartition G(x) est connue.

Les techniques de génération de vaeurs aéatoires qui viennent d étre décrites

s appliquent a des variables isolées indépendantes. Dans le cas de plusieurs variables
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dépendantes, la génération d’ensembles de données est plus difficile. 1l existe néanmoins
différentes techniques utilisables X; et X, dont on connait la densité de probabilité jointe

h(x,,x,),a tirer d’abord une valeur aléatoire de x; pour pouvoir définir le densité de
probabilité g(x2|xl) et générer ensuite la valeur de x, . Par exemple dans le cas d une
distribution bi normale de paramétres(u,, 11,,,,5,,p), on obtient :

Xy =H Ry, (0’1) }

V1.30
X, =1, + PRy, (0,2)+41-p? Ry, (0'1)}62 ( )

V1.6 ESTIMATION PONCTUELLE : méthode de Rosenblueth

De toutes les méthodes d'approximation d'une fonction de variables aéatoires, la plus
simple est celle de Rosenblueth (1975). Elle ne nécessite ni la connaissance de |'expression
analytique (développements en séries de Taylor), ni des moyens de calculs tres puissants
(méthode de simulation de Monte Carlo). Rosenblueth a en effet présenté une méthode basée
sur une approximation par des valeurs ponctuelles.
Elle permet I'estimation des moments statistiques d'une fonction d'une ou plusieurs variables

aléatoires. C'est une méthode d'intégration numeérique approximative d'une fonction aléatoire :
E(y")= [y df (y)

Soit lavariable a éatoire x, safonction de densité de probabilité f (x) et deux valeurs de
X, X, etx_, situées de part et d'autre de son espérance mathématique (moyenne x) (figure ci-

dessous).

Le postulat de Rosenblueth est que Xo, variable aéatoire discrétedont x, et x_ sont le

domaine de définition, est une approximation ponctuelle de la variable continue x, si lestrois

premiers moments de X, sont égaux a ceux de la distribution de x.

L es conditions d'approximations donnent :
— I'espérance de xp est équivalente acelle de(io = i) :
Xx=Px, +Px_ (V1.31

- Lavariance de xo est équivalente acelledex (62 =o?)

X

o2 =P (x, = x] +P (x_—x] (V1.32)

X
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- Letroisieme moment central de X, est équivalent acelui dex :
By o? =P (x, = x| +P (x_—x (V1.33)

B, est le coefficient de dissymétrie de Pearson et P, et P_ sont |es probabilités

correspondantesde x, et xX_:
P. =Prob(x, =x, )
P =Prob(x, =x_)
Lesvaleurs x, et x_étant mutuellement exhaustives et exclusives, on a:
P.+P =1 (VI1.34)

Le systeme des quatre équations (V1.31) a(V1.4) apour solution :

P, :1{1— P -\/1— 1 2}
2 |B1X| 1+(le/2)

Considérons maintenant une fonction y = F(x), univoque, dans laquelle x est une
variable aléatoire.

Rosenblueth concoit que la quantité al éatoire y puisse également étre représentée par
une approximation ponctuelle v, définie par lesvaleurs y, et y , de probabilités P et P,
égalesacelles attribuées a x, et x_:

y, =F(x,)

V1.35
Y —F(x) V1.%)
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La démarche correspondante est illustrée par lafigure ci-dessous :

f(x) f(y)
> X y >
A
P
- P
P, P
‘ v y = F(x) ‘
> XO >
X X V. Y+

Connaissant x, et x_, P, et P, les paramétres de ladistribution f, (y) sobtiennent par

application desrelations (V1.1) a(VI1.3) :

y=Py, +Py_ (V1.36)
o2 =Py, ~yf +Ply_-yf (V1.37)
Bl =Py, v/ +Ply -yf (V1.38)

Et d'une maniére plus générale:
E(y")=P.yY +Py"
(Moments non centrés)
ely-y)' =y -y 4P by -y
(Moments centrés)
Cas d'une fonction de plusieurs variables :

Dans |e cas d'une fonction de plusieurs variables y = F(x,, X,,..., X, ) dans laquelle
X1, X4, X, SONt des variables indépendantes ou dépendantes (corrél ées), les premiers

moments sobtiennent comme pour les fonctions d'une seule variable :

- Dans le cas de deux variables (y = F(x,, X, )) :
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E(y)=P.y,.+P._y. +P.y . +P_y_
avec .
V.. =FXi 2o, (P /P)*2 X2 20, (P /P2 |
E(y")=P.yY +P_y! +P y" +P y"
V(y) =c2 =E(y?) - [E(W)]

- Dansle cas detrois variables (y = F(X, X,, X;)) :

E(yN) = P+++y+N++ +P

++—

P_y" +P_y" +P y" +P_y",

yo,_ +P_yl, +P_yl +

V(y) = o2 = E(y?)-[E()]

- dansle casden variables y = F(x,, X, ..., X,,)

2n
E(y) = zpi,j,k,l,n “Yiikin
1

ou les suitesi, j, k, I, n sont les permutations de signes + ; il y a 2" permutations.

Lestermes:

Vi kin = Fi 2o, (P /P )™, xa %o, (P /P,)*?)

sont les fonctions ponctuelles de lafonction.

En générae:
N 2n
E(y") = zpi,j,k,l,n “Yiikin
1
V(y) =2 =E(y*)-[EW)]
L es concentrations ont |es valeurs suivantes :

- dansle cas ou les variables sont symétriques et indépendantes :

P.=P P, =P _=1/4
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Pi,j,k,l,n = (]/Z)n

- dansle cas ou les variables sont symétriques mais corrélées :

-
Il

P_=(1+p)/4

++

=P, =(-p)/4

ou p est le coefficient de corrélation entre x; €t X,.

o
Il
o
Il

P, =P _= (1+ P TPt psl)/8

-
Il

=P _, = (1+ P12 =Pz _p3l)/8

o)
I

=P, = (1_ P —Pxt 931)/8

o)
I

=P, =(+py+pn—pu)/8
ou les p; est le coefficient de corrélation partiel entre les variables x; et x;.
- dansle cas ou les variables sont indépendantes mais dissymétriques (Rosenblueth, 1983) :
P.. =P.(x;)-P.(x;)
P =P (x,) P (x,)
P._=P.(x)-P.(x;)
P, =P.(xy)-P.(xp)

ou lesvaleursde P, (x,), P_(x,), P.(x,), P_(x,) sont données par lesrelations (VI.
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Chapitre VI

ANALYSE PROBABILISTE DE LA STABILITE
DES OUVRAGES

VII.1 INTRODUCTION

L’ approche probabiliste ou semi- probabiliste de la sécurité des ouvrages est a la mode.
On I’a introduite dans les reglements de calcul des ouvrages en béton, béton armé, béton
précontraint et métal et certains responsables la verraient bien pénétré en force dans le
domaine des fondations de ces ouvrages et méme dans le dimensionnement de tous les
ouvrages de génie civil. A I'heure actuelle, une telle évolution des méthodes de la mécanique
des sols est certainement prématurée, mais elle est probable a plus ou moins long terme. Il
était, pour cette raison indispensable de consacrer un chapitre du présent document aux
fondements de |’ approche probabiliste de la sécurité des ouvrages en mécanique des sols.
L’ élaboration des méthodes de calcul probabilistes est encore loin de son terme, malgré le
nombre élevé des publications consacrées a ce sujet.
- Mais, il est d§a possible de poser les bases de ce que doivent étre les méthodes d’ études
probabiliste de la stabilité des ouvrages et aussi d'indiquer ce qu’ elle ne peuvent pas étre. Les
thémes dével oppés dans ce chapitre ont trait a quelques calculs d’ ouvrages par des approches
autres que déterministes. 1l y sera développé en particulier une analyse des notions de
coefficient de sécurité « classique » et de probabilité de rupture, une introduction a |’ analyse
probabiliste de la stabilité de pentes et enfin une éude consacrée a la consolidation
probabiliste bidimensionnelle.

VII.2 COEFFICIENT DE SECURITE ET PROBABILITE DE RUPTURE
VII.2.1 Coefficient de sécurité

En mécanique des sols, le dimensionnement des ouvrages comporte traditionnellement
deux étapes: une étude de stabilité, objet du présent chapitre et un calcul en déformation,
dans les cas ou C est nécessaire.

Pour |’ étude de stabilité, la pratique en vigueur depuis plusieurs dizaines d’ années
comporte le calcul d'un état limite (rupture rotationnelle pour les remblais sur les sols mous,

poingonnement pour les fondations profondes ou superficielle, renversement, glissement,
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poingonnement et rotation d’ensembles pour les ouvrages de soutenement, etc.) et de calcul
d'un éat «de service» défini par référence a cet éat limite a I’aide d'un coefficient de
securité F.
Le coefficient de sécurité est défini différemment selon le probleme traité :

- dans les études de stabilité de pente, il est géenéralement égal au rapport des
efforts résistants aux efforts moteurs qui s exercent sur une masse de sol limitée par une
surface de rupture de forme de données. Pour les calculs en rupture circulaire, pour chaque
cercle de rupture possible, on pose ainsi

_ moments desforcesrésistan tespar rapport au centredu cercle
momentsdesforcesmotricespar rapport au centredu cercle

F

Et le coefficient de sécurité de la pente est pris égal au minimum des valeurs de F calculées
sur I’ensemble des cercles de rupture envisages, tandis que, pour les calculs en rupture non
circulaire on utilise plutét le rapport des forces résistantes aux forces motrices. La stabilité est
assurée par un processus itératif dans lequel on modifie les hypotheses géométriques du
probléme jusqu'a obtenir lavaleur désirée du coefficient de sécurité ;

- pour les fondations superficielles, on calcule la capacité portante du sol en plasticité
parfaite (& I’aide d’'abagques) puis on calcule la charge de service en devisant la capacité
portante par un coefficient de sécurité ;

- pour les fondations profondes, on calcule séparément la contribution de la pointe et de
la surface des pieux et I’on détermine la charge de service en affectant chacun de ces termes
d’un coefficient de sécurité particulier ;

- pour les ouvrages de soutenement, on évalue les forces qui s exercent sur |’ ouvrage et
on calcule les rapports « effort résistant/effort moteur » correspondant au différents modes de
rupture possibles et I’on modifie la géométrie de I’ ouvrage jusqu’a ce gue ces coefficients de
securité partiels aient tous des valeurs convenabl es.

En pratique, cette diversité des définitions du coefficient de sécurité ne pose pas de
probléme tant que I’ on étudie des ouvrages isolés: on sait qu'il faut prendre F = 1.5 pour que
les remblais sur sols compressibles, F =3 pour les fondations superficielles, F = 2 ou pour
les frottements latéral et |’ effort de pointe, respectivement, dans les calculs de pieux, etc.

La notion de sécurité est pourtant contestée, pour deux grandes raisons :

- On lui areproché de ne pas étre un « coefficient de securité » au sens strict du termes, parce
gu’il n'est pas par rapport aun état limite correct [différentes recherches ont été réalisées ou
sont en cours sur ce point, notamment au |aboratoire de mécanique des solides de Palaiseau et

au laboratoire central des ponts et chaussés on pourra se reporter pour plus de détails au
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publications de Salencon (1974), Coussy (1978),Tristan- Lopez (1981) et Gennoui (1982)
sur ce sujet] ;

- On se heurte fréquemment au probléeme de dimensionnement d’ ouvrages complexes,
comportant par exemple des fondations superficielles, des ouvrages de soutenement et des
déblais (figure 34), pour lesquels la définition d’ un coefficient de sécurité unique est ardue,

sinon impossible.

L Mur de souténement

Figure VI111.1 Exemple de situation complexe pour le calcul du coefficient de sécurité

Si le premier reproche est justifié sur le plan théorique, il ne trouble pas la conscience
des projeteurs dans lamesure ou la pratique de I’ utilisation des coefficients de sécurité est
considérée globalement comme satisfai sante par |es mécaniciens des sols.

Le probléme des ouvrages complexes était beaucoup plus génant en pratique et I’'on a
cherché trestot aunifier ladéfinition et le calcul des coefficients de sécurité, sans grand
succes, il est vrai. Les espoirs de solution de ce probléme délicat reposent aujourd” hui sur la

notion de probabilité de rupture.

VI1.2.2 Probabilité de rupture

A I'heure ou ces lignes sont écrites, personne ne s offusque de lire le terme de
probabilité de rupture pour un ouvrage de génie civil, mais cela n’a pas toujours été le cas.
Lors de débuts de I’ application des méthodes statistiques et probabilistes en mécanique des
sols, il paru tout a fait incongru a beaucoup de spécialistes que I’ on appligue la théorie du
hasard a |’ étude de comportement d’ un matériau dont les propriétés sont parfaitement définies

en chague point. On définit d'ailleurs encore le coefficient de sécurité comme une
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conséquence de la loi de comportement de matériau, c'est-a-dire comme la mesure d une
limite a ne pas dépasser pour éviter les phénomeénes indésirables (déformation plastique,
notamment qui se produisent peu avant la rupture.

En rédité, le coefficient de sécurité est plus d’une barriére de protection de nature
rhéologique: C'est aussi et peut étre surtout, un « coefficient d’incertitude », une précaution
contre notre ignorance des propriétés réelles du sol de fondation dans larégion de I’ ouvrage a
construire. Sous cet aspect, le recours au vocabulaire probabiliste devient naturelle : quand on
dimensionne un ouvrage avec un coefficient de sécurité de 1,3 par exemple, une rupture peut
tout afait se produire si les essais réalisés lors de la reconnaissance geotechnique ont donné
une image erronée des propriétés mécaniques du sol de fondation : la variabilité naturelle des
propriétés des sols et I’échantillonnage (au sens statique) réalisé lors de la reconnaissance
laissent subsister le risque d'une estimation biaisé des paramétres, c'est-a-dire qu'a tout
dimensionnement est associée une probabilité de rupture, faible en général, maisjamais nulle.
Le principe de calcul de la probabilité de rupture des ouvrages est smple: on compare de
fagon tout a fait habituelle la résultante des efforts moteurs C (charge) et la résultante des
efforts résistantes R et I’on dit qu'il y a rupture lorsque C devient supérieur a R. Mais |’on
gjoute que compte tenu des informations disponibles sur le sol de fondation, on ne connait pas
gue de facon certaine les valeurs de C et R: on peut seulement calculer la distribution des
probabilités des vaeurs de ces deux paramétres (Figure VI1.2)

gr ()

9 (© 0. (C) gg (1)
A

A (C
A4 gCM]}

cCy + dc

Distribution de la
charge C

=
<
L

Distribution de la
résistance R

Figure V1.2 Distribution des probabilitésde C et R
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La probabilité que la résistance R soit inférieure a une valeur déterminée de charge C; est

égdea:
Cy
Prob{R<¢ }= IgR(r)dr = aire hachurée delafigure VI11.2b. (VI1.1)

Comme la probabilité de lavaleur c; delacharge est ellee-méme égale a gc (¢1) dc, on peut par

intégration calculer la probabilité de rupture

P = +chGc(c) ﬁgR(r)dr}dc (VI1.2)
P = +fmGR(r) gc(c) de (VI1.3)

en désignant par g; (r) lafonction de répartition de la variable aléatoire R.
En réalité, comme on le verra dans la suite de ce chapitre, le calcul de la probabilité de
rupture est une opération complexe qui nécessite une bonne connaissance des méthodes de

calcul probabiliste mais aussi des méthodes de calcul traditionnelles des ouvrages concernés.

VII.2.3 Coefficient de sécurité ou probabilité de rupture
On pourrait penser que lanotion de probabilité de rupture varemplacer a plus ou moins
long terme celle de coefficient de sécurité pour dimensionnement des ouvrages. En  fait,
comme on I'a indiqué précédemment, le coefficient de sécurité recouvre deux précautions
différentes:
- on cherche, par son intermédiaire, a compenser le caractére trés partiel des
informations rassembl ées |ors de |a reconnai ssance géotechnique du sol de fondation ;
- on cherche également, dans le cas par exemple des remblais sur sols
compressibles, a éviter I’ apparition des grandes déformations plastiques qui précedent |a
rupture;
- la probabilité de rupture se substitue parfaitement au coefficient de sécurité et
constitue méme un progres vis-avis du premier objectif. Pour ce qui concerne le
second, elle est totalement inopérante et il est difficile d’imaginer ce qui pourrait
remplacer le coefficient de sécurité dans ce second réle.
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VI.3 METHODE DE CALCUL PROBABILISTE DU COMPORTEMENT DES
OUVRAGES

Les calculs mécaniques des sols nécessaires au dimensionnement des ouvrages
(ouvrages de soutenement, ouvrages en terre, fondations, etc.) ont tous pour objectif de
déterminer la valeur de parameétres (coefficient de sécurité, temps de consolidation, amplitude
des tassement, etc.) qui dépendent des propriétés physiques et mécaniques des sols, de la
géométrie des problémes et des conditions initiales et aux limites imposées.

Si I’on traite les variations dans |’ espace des propriétés des sols, les variations dans le
temps des conditions aux limites et les fluctuations de la géométrie des sols et des ouvrages
comme des phénomeénes aléatoires dont chacun peut étre représenté par une variable aléatoire
Xi, les résultats des calculs nécessaires au dimensionnement des ouvrages sont eux-mémes des
variables aéatoires Y, fonctions des variables aléatoires X;.

Chacune des variables aléatoires Y a sa propre fonction de répartition G(y) et sa densité
de probabilité g (y), qu'il s agit d’ évaluer.

Le calcul probabiliste des ouvrages de mécaniques des sols donc «simplement »un
probléme de calcul de fonction de variables adéatoires: Y = f (X).

Pour deux variables indépendantes X; et X, de densités de probabilité g; et g, (x), la

forme exacte deladensité de probabilité delasomme Y =X, +X,, produit Z=X,-X,0u

du quotient W =X, /X, est lasuivante ( Lumb, 1974) :
g(¥)= [ 9:(y - @) g,(a)da,
9(2)= [ g.(z/a)|a] * g, (a)da

g(w)= [ g,(za)la] g, (a)da

-

Et la combinaison de ces équations permet en principe de caculer la densité de
probabilité de toute fonction comportant uniquement des sommes, des produits et des
guotients. Mais cette méthode peut étre trés laborieuse en pratique, notamment parce qu’ elle
nécessite I’ évaluation d'intégral es parfois complexes.

Par ailleurs, il n’existe pas toujours de relation explicite entre les paramétres physiques,
meécaniques et geomeétriques des ouvrages et lesrésultats qu'il s'agit d’ évaluer.

Enfin, la plupart des méthodes de calcul utilisées pour le dimensionnement des ouvrages ne
sont gqu’ approchées,ce qui introduit a la fois un biais et une incertitude supplémentaire qu'il
faut incorporer dans|’analyse delafonction Y =f (Xy).
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Différentes méthodes peuvent étre utilisées pour déterminer de fagcon approchée la
densité de probabilité g (Y) a partir des lois de distribution des paramétres X; du modéle de
calcul. Nous décrirons ci- apres quatre d’ entre elles :

=  Approximation par les séries de Taylor
= Approximation par intégration numerique
= Approximation par une loi normale ou lognormale

= Simulation par laméthode de Monte-Carlo.

VIl.4 ANALYSE PROBABILISTE DE LA STABILITE DES PENTES
VIl.4.1 Introduction

Une dizaine de méthodes de calcul probabiliste ont été publiés jusgu’a présent pour
I’analyse de la stabilité des pentes. Pourtant, ces méthodes pour I'instant des produits de
recherche sans applications pratiques dans les bureaux d’ étude, ou les coefficients de sécurité
traditionnels restent le seul outil du projeteur.

Cette situation, a priori étonnante, est certainement due pour partie a la lenteur
habituelle du transfert des innovations des chercheurs aux praticiens. Elle atoutefois aussi une
autre origine : I'insuffisance des méthodes testées jusqu présent. En effet, dans la plus part
des articles disponibles dans |a littérature, on se rend compte que I’ utilisation des méthodes de
calcul probabiliste conduirait & une augmentation parfois sensible mais toujours colteuse des
coefficients de sécurité habituellement admis.

Le caractere pessimiste des méthodes de dimensionnement probabiliste n’est pourtant
pasinéluctable:

On peut raisonnablement penser que I’amélioration de la description des variations
naturelles des propriétés des sols, I’amélioration des méthodes de calcul probabiliste et
I’amélioration de la description des mécanismes de rupture devraient conduire a des méthodes
de calcul utilisables pour les projets.

L’ exemple du paragraphe précédent montre comment I’on peut diminuer la probabilité
de rupture par une ssimple amélioration de la description du sol (et une complexification
simultané de la méthode de calcul). Le résultat obtenu dans cet exemple n'est pas encore

suffisant, mais il montre sans nul doute la voie asuivre.
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VIl.4.2 Comment améliorer les méthodes de calcul probabiliste : un exemple

Considérons un massif de sol compressible d’ épaisseur H sur lequel on veut construire

un remblai de sable d'épaisseur H; de poids volumique y; et d angle de frottement interne

¢@r=35°. La reconnaissance geotechnique du site a comporté cing sondages scissomeétriques

avec un essai tous les métres de profondeur. Calculons la probabilité de rupture pour les

valeurs des paramétres indiqués sur lafigure VI11.3.

'y\

=35° =20kN/m®
Hr = 5m A e
& 50 cu(kra) 50  cu(kpa) R 50 - cu
7y > > (kPa)
| “ }
H=10m S 9 T

10

Figure V11.3 Hypotheses géomeétriques et mécaniques de I’ analyse de stabilité

VII.4.3 Analyse de la stabilité par abaque (rupture circulaire, sol homogéne)

La plus simples des analyses probabilistes consiste a calculer la stabilité du remblai a

I’ aide des abaques de Pilot et Moreau (1973), en supposant que la cohésion non drainée ¢, a

une valeur uniforme incertaine.

L’ analyse probabiliste va comporter deux phases :

Il faut d'abord estimer la loi de distribution des valeurs mesurées de la
cohésion non drainée.
Puis, il faut déduire de laloi de distribution de ¢, la distribution des valeurs

du coefficient de sécurité F. la probabilité de rupture seraalorségalea

P =Prob{F<1} (VI1.4)
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Les 45 vaeurs de la cohésion non drainée indiquées sur la figure VII1.4 ont pour moyenne
cu = 3011KPa pour écart type o, = 8,63 kPa et pour valeurs extrémes

Cy . =15kPa e C, =50kPa

max

min

Si I’on admet que les valeurs de ¢, suivent une loi normale, on trouve la loi représentée sur la

figure VIIl.5a
g (Cu)
4 M. =30kPa
- lol normale “
77 / ., =863kPa
/ l
7‘/7'_7
|
|
% |
|
Z
= __7—
-
[__!u 1 1y 1 1 > Cu (kPa)
0 10 %20 30 40 ) 70
Cu min = 15 kPa Cu max = 50 kPa
a - Loi normale estimée d aprés les 45 valeurs mesurées de Cu
A F
2,5+
2 -
1,5F
1k
0’5 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 > N :%
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 06 el

b - Abague pour le calcul de stabilité (p, =35° Hr/H =0,5; pente1/2)
Figure VI11.5 Etapes du calcul de stabilité al’ aide d’ abaques
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Pour faire les calculs de stabilité on va utiliser I’abaque de la figure VIIL.5, qui a été
établi d apres les abagques de Pilot et Moreau (1973) pour ¢, = 35°, des talus de rembla de
pente 1/2 et un rapport H/H; = 2. On voit que F est lié ac, par une relation apeu préslinéare

F ~006 + 52N = 0,06 +0,052c,

Par conséquent, le coefficient de sécurité a une loi de distribution de méme forme que

Cu, Mais avec des parametres différents. On obtient : ur =1,62

o = 0,052 o. = 0,449

Cu

Dans le cas d une loi normale, on peut calculer aisément la probabilité de rupture

P=Prod {F <1} = Prod{F G_F”F < 1;‘;}: Pr od {F;:F<—l381}
soit
P = 0,0837

Ce calcul serait exact si I’on était certain de la validité du schéma de calcul et de la
représentativité des valeurs de ¢, utilisées pour représenter la résistance au cisaillement du
sol. Or chacun sait que les modéles de calcul utilisés pour les analyses e stabilité ne sont
g approchés et que, d’ autre part, les valeurs de ¢, déterminées au scissomeétre conduisent a
des valeurs de F trop fortes dans les sols plastiques (indices de plasticité 1, > 20) et trop faible
dans les sols peu plastiques (I, <20); a tel point que I'on corrige systématiquement les
résultats en fonction de I’ indice de plasticité [correction p (Ip) de Bjerrum].

En pratique cela implique que la rupture n'est pas obtenue pour F<1 mais pour F
inférieur a une valeur F* dépendant de I’indice de plasticité du sol et de I’incertitude sur le
modele de calcul. On peut admettre que F*est une variable aéatoire dont laloi de distribution
est normale (faute d’'informations plus précise) avec une moyenne pg* et un écart type o*. Si
I’on admet que, pour I’ exempletraité, us* = 1,2 et o¢* =0,1, on trouve
F, Prod {F< F*}=Prod{F -F* < 0} = Prod{Y <0} (V11.5)

En introduisant la variable aéatoire Y = F-F* dont la densité de probabilité est

2 2
i 1 1(F-u. +a o —p*
"
*2r -op 2 log 2\ of
Pour éviter le calcul de cette intégrale, on utilisera une autre forme de la probabilité de

rupture P, :
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P =[G (@0 (@) de

gui consiste aintégrer le produit de la probabilité que F* =a + d7a par la probabilité Ge (o)

que F soit inférieur a o.. Un calcul numeérique approché conduit a (tableau V11.1).

30

P ~Y G:(0)) gi * (0li)x01=01806.

i=1

Tableau VI1.1 Détail du calcul de P

i g, g * G: - O¢ i Gp[ij G -ge 01 Ge o |i G i gf*(i— G
. 10 *01 F 10 10

)| (o) | *02

10 0

1

1 310% | ¢ 11 [ 0,1234 | 2420 2,99.10° |21 |0.8575 | 1107 | ¢

2 8.10% | ¢ 12 | 0,1748 | 3,989 6,97.10% |22 | 09018 |810% | ¢

3 110" | 13 | 02380 |2420 |57610° |23 [09350 |3.10%° | _
4 510 c 14 | 03121 |54.10t | 1,69.10%2 | 24
5 9.10% . 15 | 0,3946 | 4,4.102% | 1,7.10° 25
6 6.10°8 . 16 | 0,4822 | 1,3.10° | 6,3.10 26

-5 -5 -7

7 ) 1.10 4 10° 17 | 0,5707 1.10_8 5,7.10 27
8 3,4.10_2 1,3.10_2 238.10° 18 | 0,6557 6.10_11 c 28
9 54.10% | 4,4.10 45410° 19 |0,7336 | 9.10 c 29
10 84.10% | 4,4.10" 20 |08013 |5.10" | _ 30

VIl.4.4 Analyse de stabilité dans I’hypothése d’'un sol tricouche (rupture

circulaire)

On peut améliorer la description de la résistance au cisaillement du sol, qui augmente

avec la profondeur, en subdivisant la couche compressible en sous couches. Dans ce qui suit,

on apristrois couches d’ épaisseur H/3.

L’analyse des données doit ére recommencées a I'intérieur de chacune des sous

couches : on obtient les résultats représentés sur lafigure VI1.6.

L’ analyse probabiliste a été effectuée par la méthode de Monte-Carlo en supposant que

les valeurs de la cohésion non drainée éaient indépendantes d’une sous couche a I’ autre et

gu’ elles suivaient une loi normale.
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Dans chacune des sous couches, vingt calculs on été réalisés en rupture circulaire. Les
données des calculs (valeurs de ¢, 1, Cu2, Cyu3, dans les trois sous couches) et les coefficients de
securité calcul és sont rassemblés dans le tableau VI11.5.

Fréquence Fréquence
A A A
Moyenne 22,67 kPa Moyenne 29,33 kPa Moyenne 38,33 kPa
Ecart-type 4,95 kPa Ecart-type 5,30 kPa Ecart-type 6,99 kPa
5 5 5
1 r 1 1 1 1 » Il » 1 1 1 1 1 1 1 »
0 10 20 30 40 0 10 0 20 30 40 50
Sous- couche 1 Sous- couche 2 Sous- couche 3

Figure VI11.6 Valeurs de la cohésion non drainée mesurées dans chaque couche

Tableau V1.2 Calculs de stabilité (méthode de Monte-Carlo)

i Cul Cu2 Cu3 F

1 21,85 36,08 27,093 1,29
2 21,34 28,61 49,28 1,26
3 25,42 27,67 36,15 1,43
4 20,30 32,41 38,56 1,22
5 28,69 31,96 27,32 151
6 23,83 37,55 4754 1,40
7 24,61 38,19 32,69 1,42
8 23,26 28,07 32,31 1,37
9 19,25 31,21 28,62 1,18
10 23,76 21,30 31,14 1,18
11 28,98 20,82 37,16 1,24
12 22,00 37,62 36,45 131
13 21,13 27,68 43,22 1,27
14 25,54 29,51 34,98 1,48
15 25,13 21,00 46,85 1,19
16 30,35 36,30 39,98 1,72
17 30,94 25,06 41,07 1,42
18 21,49 24,77 39,17 1,27
19 24,42 21,22 33,50 1,19
20 15,17 23,13 39,88 0,98
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L’ histogramme des valeurs de F ainsi trouveées est représenté sur lafigure VII1.7.

Fréguence
A

n=20
m. =1317
5- s =0158

)

Do

T T 1 T T
11 12 13 14 15 16 17 18 19

Y

NN

> F

Figure VI1.7 Histogramme des résultats des calculs

On voit que, bien que le coefficient de securité moyen soit plus faible que dans |’ analyse

de la section précédente, I’ écart type o est beaucoup plusfaible :

pe = 132
c. ~ 016

Detelle sorte que, si I’on admet que F suit une loi normale, la probabilité de rupture

P. = Prob{F <1} = Prob{F_uF < 1_“F}= Prob{ﬂ<—2}

Of Of Of
vaut P, = 0,02275, c'est-a-dire g elle est quatre fois plus faible que dans I’ anal yse précédente.
On peut avoir une idée de la probabilité de rupture par rapport a F *(ﬂp* =120 = 0,1) en
calculant :
P, =Prob{F <12}=0227

Un calcul plus précis, analogue acelui de |’ analyse précédente, conduit a Py~ 0,235.

VII.4.5 Conclusion

L’ exemple traité ci-dessus appelle quelques commentaires. || montre tout d’ abord que si
I’on admet que le modele de calcul est exact, I’améioration de la description des variations
de la cohésion non drainée diminue sensiblement I’incertitude sur le coefficient de securité
calculé et par conséquent aussi la probabilité de rupture.

Toutefois, I’incertitude relative au modele de calcul (représentée par F* dans le cas

considéré) joue un role trésimportant : pour les hypothéses adoptées, elle réduit a néant I’ effet
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positif d'une amélioration de la description des propriétés du sol, comme on ne dispose en
général que de peu d'informations sur |’ exactitude des modéles de calcul, cette incertitude
pénalise trés souvent les calculs probabilistes et peut expliquer leur caractére souvent
pessimiste (par rapport aux pratiques traditionnelles).

Enfin, dans I’exemple présenté, on a considéré comme variable aléatoire comme
cohésion non drainée du sol. D’autres paramétres peuvent étre également traités comme
variables aléatoires, poids volumique et angle de frottement interne du remblai géométrie de
la surface du terrain naturel et du remblai géométrie du substratum, poids volumiques du sol
de fondation.

Les probabilités de rupture calculées sont pour cette raison un peu plus faibles que les
probabilités de rupture réelles (toutefois, les variations naturelles de ¢, et I'incertitude sur le

model e de calcul représentent les causes principal es de I’ incertitude sur les résultats).

VII.4.6 Une méthode d’analyse probabiliste de la stabilité des pentes (Alonso,
1976)

La méthode générale d' analyse de |a stabilité des pentes dével oppée par Alonso (1976)
est un exemple intéressant de méthode de calcul probabiliste.

Cette méthode consiste en une analyse probabiliste de la méhode des tranches. Elle
tient compte de la variabilité de la cohésion, de la pression interstitielle, de I’angle de
frottement interne, du poids volumique du sol, de la hauteur des tranches et du parametre qui
décrit le degré mobilisation de la résistance au cisaillement disponible.

Parmi tous ces paramétres ce sont les variations de la cohésion et de la pression
interstitielle et laméthode de calcul qui sont déterminantes.

Bishop (1955) a établi pour le moment moteur M , et le moment résistant M, les expressions

suivantes :
NS
Ma:r-sz vy, h sino, V11.6)
i=1
I\Isc+ tg®, —u tg ¢
Mr :r'A i yi g i :ui g i (V||7)

~cos9 +R sing tg ¢’
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y
A
I
/ AX
k
AX
i
» X
7'y O; 7 >
Y1 > :
v L
%1 !
Y =a* bi

FigureVI11.8 Géométrie delasurface de glissement

Avec les notations (figure V11.8) :

R - rayon du cercle de larupture

Ax - largeur constante des tranches (égale pour toutes les tranches)
Ns- nombre de tranches

i - poidsvolumique du sol delai®tranche

H; - hauteur de lai® tranche

0; - angledelatangente alasurface de rupture avec I’ horizontale
Ci - cohésiondu sol alabasedelai®tranche

¢ - angle defrottement du sol alabase delai®tranche

U; - pression interstitielle moyenne ala base de lai® tranche

R; - degré de mobilisation de la résistance au cisaillement alabase de lai® tranche

Lamoyenne et la variance du coefficient de sécurité F=M,/M, sont égalesa:

B _E[M/]
= (VI1.8)
v{=VIM,] _2E[M]Jcov[MrMa] EIM,J*VIM,] (VI1.9)

 E[Mg]? E[Ma]’ E[Ma]*
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Les valeurs de E[M, Ju,, e E[M,]u,, S obtiennent en remplagant chague variable par sa
valeur moyenne dans | es expressions données plus haut. On ad’ autre part :
N oM g oM 4 N N om, oMg

i=1 j=1 7/] 7/‘ " i=1 j=1 hi hi m
V[M r] = WC +th +Wr +Wu +Wh +Wa

N, N

n

s r2Ax2 ‘ 1 ‘
7 s cos 6, +Rsing tg¢1\ coso, + Rlsineltgqﬁl\m
%% [?Ax*(-¢,R, sin 6, +c0s6, y;h,_pcosh,)(—c,R, sinb, +cosh, y,hy — 1, cos@l‘
= [(cosé, + R, sind, tg ®)(cos®, + R sinf, tgd,)]?

cov[c,,C,]

=

go

‘ m

cov[tge, tg ¢, ]
N

pd

s g r’Ax’h;tgo.h, tgo, 1 \
cosO, + R, sin0, tg®d, cosb, + R, sin0, tg@l\m

covy,,v,]

i=1

W =V[ulf% PAx 6, toh, |
u 7 ‘=7 (cosO, + R, sin6, tgd,)(cosb, + R, sin, tg@l)‘m

V[h ]2 r°Ax vy, tgd, }

7 (cosf, + R, sin6, tgd,)

Il
i

= (cosB, + R, sin6, tgd,)

‘ m

Wy VIRV XS0, (U196, 2. 1o, - 1)}

No N,
cov[M M]= 26M

i=1 j=1 i j

NS NS

i=1 j=1 8y 8y

" cov[y;,,

Il faut donc déterminer les covariances et autocovariances des parametres.

VII.4.7 Propriétés du sol
On peut traiter les propriétés du sol comme des fonctions de variables aléatoires. Par
exemple, la cohésion ¢ peut étre représentée par la somme d’une dérive f(.) et d’une variable
aléatoire centrée c'(cy) :
c=C(XY) = (XY, tn,.ar,) + C(XY) (VI1.10)

Les variables a éatoires o, étant les estimateurs des parametres de la derive.
Sur le segment (i-1, i) c'est adire sur la base de lai® tranche, la cohésion moyenne est égale

a:
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X;
C =~ [f (X, Y, 0ng ety + C'(X, y) | dX (VI1.11)
AX

s I'on remplace I'arc de cercle (i-1,i) par un segment de droite d’équation y = ax + b;
(figure V1.8), on obtient :

E[Ci]:i)ji E[f (X Y.ay ooonn2y)] O (VI1.12)

La covariance des C; pour sa part pour expression :
cov [C,,C,]=

Xi1
17 1%
+ COV{AXXJ.lc'(x,y) dx, Em X_i[l [f (X, Y,6lq en@ly) +C'(X,Y) dx]}
+ COV{:L )j[ [f (X, Y, 0y . &n)+<:'(x,y)]dxi Tc'(x,y)dx} (VI1.13)
AX AX

1% 1
+ CoV {A)‘x,fl [c'(x, y)]dx ax. lel c(x,y) dx}
=C,+C, +C,+C,,
Si I’on suppose qu’il existe régression linéaire entre C et la profondeur y, c'est-a-dire s :
f(Xy,a,..a,)=ad,+a,y, (VI1.14)
ce qui est souvent vrai, on a:
E[C]=

X + X4

a, +ad,(a, +b =a,+a,y,

Ou Yk désigne I’ordonnée du centre du segment (k-1). Par conséquent le terme Cy; se calcule
apartir de larelation suivante :

C, =Vl]a,]+covia,,a,1(y, + Y.) + VI, 1Y, Y., (VI1.15)
oy €t ap sont calculées a partir d’un échantillon de n valeurs par la méthode des moindres

carrées.

G = Dd ) & = Da C(y)
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avec :

d = 1-;’& :
n

a =y -y /O y-ny)
i=1

— 1 n
y = n; Yi-
La figure VI1I1.9 montre la variation de la cohésion ¢ en fonction de y ains que la dérive

obtenue par régression linéaire et ¢’ (X,y).

(xi,0)

oo Xi.Yi,Gi)

C(x.y)

i,Yi,Ci)

xiaynacn)

Figure VI11.09 Variation de la cohésion du sol

Pour obtenir | expression de Cy1, on utilise le fait que:
Cov [X,Y] =E[X,Y]-[X].[Y]

Et que, comme E[C'()] = O,ona:
Cov[f(),COI=E[f()*COI

Commef (.) = oz +a2 y, on obtient en conséquence:

Cov [f(), C()]=E[ar.C()]+ o2ym.C()].

Celapermet d obtenir pour Cy; I’ expression finale :
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21 (Ai) f JM i di E[CI(X’aKX+bK)'CI(X0’yi)] dxdy+
e VI1.16)
(A)l()z j j (a x+b )Za E[C'(x,a,Xx+b,)-C' (X, ¥;)] d, d, .

Si la fonction d’auto corrélation de C' a une forme exponentielle, on peut écrire
(Alonso, 1975 ; Lumb, 1975) :
E[C'(x,a,Xx+Db,)-C(X,,Y,)]=B e (VI11.17)

avec :

7 =[(% = X)? + (y; —agx+b )]

B: - Variance du paramétre C’
oc - Degréd auto corrélation, d’ autant plus petit que I’ auto corréation est forte
Dans ce cas, on peut effectuer une intégration partielle et on trouve :

B
= < E d+a y)I~.
AX (I 1 ym)l

i=1
Xy
_ | exp[—ac[(xo—x)er(yi —akx—bk)z]%} dx. (V11.18)
Xk 1
Cy2 secacule par laméme formule que C,1, en inversant m et k.
Cx, représente la corréation entre les deux variables centrées C' et C' ..
Si I’on suppose que la droite d’' équation y = ax+b passe par les milieux des segments k et m
I’expression de Cy; est la suivante :

ac|(x-y)y (1+a®)

1 XK Xm

Cp = (AX)2 X;!'l x{ch e

‘dx dy (VI1.19)

Pour le paramétre tge, |’ analyse est identique a celle qui vient d’ étre exposé pour ¢

Pour le poids volumique, on peut supposer que y est une fonction aéatoire de la
profondeur, ce qui permet d’ adopter la méme démarche que pour la cohésion c.

On suppose en outre que la corrélation entre ¢ et tgd est nulle. Une corrélation existe
entre le poids volumique et les parametres de résistance du sol, mais vu la distance de
corrélation (environ 2 m) et les dimensions des tranches anaysees, cette corrélation est
négligeable. On fait la méme hypothése sur toutes les corréations des paramétres deux a
deux.
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VI1.4.8 Pression interstitielle
L’expérience prouve qu'il existe une forte autocorrélation entre les pressions

interstitielle des différentes tranches. On prend donc p; =1 dans|’expression :

covlu,u]= of (VI .20)

VIl.4.9 Géométrie du talus
La précision de relevés topographiques n’ayant pas la raison varier d une tranche a
|"autre, on considéere la hauteur des tranches comme une variable aléatoire non autocorrél ée,

de variance 6%, constante :

cov[h,h] =68, of (VI1.21)

{Osii;tj
5”‘: .. .
1s i= |

VII.5 Processus de mobilisation de la résistance au cisaillement

avec :

Lesvaleurs de R; pour les différentes tranches sont considérées de variances ;. D’ ol

cov[R,R] =6, o (V11.22)

VII.5.1 Application de la méthode

Le schéma suivant (figure VI11.11) montre la procédure utilisée pour la recherche du
cercle correspondant a la probabilité maximale de rupture : on se fixe a priori un ensemble de
cercles a tester. Pour chacun des cercles on calcule la valeur moyenne et la variance du
coefficient de sécurité F, ce qui permet de déterminer la probabilité de rupture
correspondante, compte tenu de la forme supposée de laloi de distribution de F (loi normale

ou loi lognormale).
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Lireles caractéristiques du sol, lagéométrie du talus et les
conditions du calcul

Analyse de régression. Calcul des paramétres statistiques

Détermination des coordonnées du cercle a tester

Définition de géométrie moyenne des tranches et de la
distribution moyenne de pressionsinterstitielle

Calcul delamoyenne et de lavariance dec, tgo et y

Calcul des différentstermes de V[Mg] et V[Ma]

Calcul de lamoyenne et de la variance du coefficient de sécurité

Calcul du risgue associé (modéles normal et lognormal)

Impression des résultats

Non A- t-on fait le calcul pour
tous les cercles ?

Oui

FIN

Figure V11.11 Procédure de détermination du cercle de rupture le plus défavorable

Alonso a appliqué cette procédure al’ étude de la stabilité d’ une pente dans I argile
sensible d’ Ottawa. La géométrie et |es parametres du probleme étudié sont indiqués sur la
figure VII1.12

Les paramétres statistiques de la pression interstitielle ont été calculés a partir des

masures effectuées sur différents piézometres installés aux pointsindiqués sur lafigure VI1.13
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18,3 m

Sondage Echelles (métres)

0 5

|

20,6°

Figure VI11.12 Géométrie et paramétre du cas éudié par Alonso (1976)

K 17 Ottawa
300 U 4 8 Sewer Ottawa

~< 4 —» 57 ‘ tunnel River
BT T, 4 L U
—— o
i I I N

100 —

Hauteur (pieds)

-100 —

-200 L L L L L L L >
1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000

Distance: Pieds (30 cm)

Figure V11.13 Position des piézomeétres et conclusions des mesures

Comme le calcul pour chague cercle de la probabilité de rupture augmente sensiblement
la durée des calculs, on peut profiter du fait empirique (sur la base des résultats complets
d’Alonso) que le minimum des coefficient de sécurité et le maximum des probabilités de
rupture coincident pour déterminer d abord le cercle de coefficient de sécurité minimal puis

effectuer le calcul de probabilité sur ce cercle unique. Alonso a effectuer le calcul de
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probabilité pour chaque cercle calculé t obtenu les résultats représentés sur la figure V11.46
sous forme de courbes d’égale probabilité de rupture et d' égal coefficient de sécurité. On
notera que les courbes d'égale probabilité de rupture different suivant la loi de probabilité
adoptée pour F (loi normale ou loi lognormale), mais que, dans les deux cas, il semble que le

cercle critique soit le méme pour |’approche déterministe classique et pour |’ approche
probabiliste.

1,44
\
1434 - -
|
e 1145 : .
1,40, 103 ll' ’l' -==Coefficient de sécurité
_ 1._3:"7_.'19‘?'_ : 2y —= Probabilité de rupture
1,30, 103 - L - (loi.normale)

a)

~ -=—Coeficient de sécurité

—— Probabilité de rupture
(lol log-normale)

= Green Creek -
'b)

FigureV11.14 Courbes d’ égale probabilité de rupture et d’ égal coefficient de securité

Alonso a également étudié la contribution des différents facteurs a la variance des
moments actifs et résistants dans cet exemple de Green Creek.

Il a trouvé que, t'incertitude sur le résultat provient essentiellement de la pression
interstitielle u et de la cohésion c (figure V111.15), I'incertitude étant beaucoup plus, grande

pour le moment résistant que pour le moment des forces motrices.
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*Variance des momants (kN.m)* , 107

¢ ol e

Figure V11.15 Contributions de différents facteurs ala variance des moments (cercle critique)

© Probabilitd de’ rupture Pp

(kPa)

S

;-I:.'t“?e de la pression inlerstilielle

Eca
%

e e A Anra o
. i
1]
1
1“
3T
N Loy normale | N\ AN
L g phrmile, Ay
—— Rlile ‘délerministe - . \\
- —=Moddle incertain, ay 20,1\ \\\
\
18 \

FigureV11.16 Influence de la pression interstitielle sur la probabilité de rupture

Lesfigures VI1I1.16 et VII.17 montrent |’ influence des variationsde u et de c et ¢ sur la

probabilité de rupture, suivant la forme normae ou log-normale que I’on retient pour le

coefficient de sécurité.
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Probabilité de rupture P

194,

Ll

i - ‘2
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.. CO"-Wtclanl'devana.hnnde c et hgl?

.
|

Figure V11.17 Influence de la cohésion et du frottement sur la probabilité de rupture

Alonso indique a ce propos que la prise en compte de I’incertitude liée au modele de

cacul (variable aéatoire N définissant le critére de rupture (rupture st F < N), de valeur

moyenne n= 1 et d’ écart type o, comprisentre0,1 et 0,15) atrois effets :

- le risque de rupture se trouve augmenté,

- laprobabilité de rupture varie moins,
- les résultats deviennent peu sensibles ala distribution adoptée pour F.
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Figure V11.18 Influence du degré d’ autocorrélation des propriétés du sol

sur la probabilité de rupture.

Alonso a également étudié I’ influence du degré d ‘autocorrélation des propriétés du sol
(a) sur laprobabilité de rupture. Les résultats montrent (figure V11.18) que, plus a est faible
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c est-a-dire plus les propriétés du sol sont liées dans |’ espace, plus la probabilité de rupture est
grande. D’ autre part, on voit qu’ au-dela d’un certain seuil (« > 0,75 m™, par exemple), la
variation du paramétre devient si rapide gu’'elle n'a plus d'influence sur le coefficient de
Sécurité, qui résulte d' une intégration sur une surface assez étendue.

Une conclusion importante de I’ é&ude d’ Alonso est qu’il n’ existe pas de relation unique
entre le coefficient de sécurité et la probabilité de rupture, puisgque le coefficient de sécurité
dépend essentiellement des valeurs moyennes, tandis que la probabilité de rupture dépend
également des coefficients de variation. Lafigure VI11.19 présente les relations obtenues dans
I’hypothése ou seules les valeurs moyennes des parameétres varient, les coefficients de
variation restant constants. Sur la figure VI11.19 ont été ajoutées les courbes proposées par
Meyerhof (1970), sur la base d' observations empirique et de son expérience. Cette figure peut
étre utiliste en premiere approximation pour I'analyse des glissements dans I'argile

Champlain.

of (1970)
de’ 'ci«tbn-;g\pbal -

Coef¥icient de: _§é_c__|._1_nt_€ moyen

Figure V11.19 Relation entre te coefficient de sécurité et |a probabilité de rupture.
Baghery (1980) a appliqué la méthode développée par Alonso al’ éude de la stabilité du

remblai A du site expérimental de remblais sur sols compressibles de Cubzac-les-Ponts
(Gironde)
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VII.6 PRINCIPES GENERAUX DES METHODES D’ANALYSE PROBABILISTE DE
LA STABILITE DES PENTES

Comme on a pu le constater dans |’exemple précédent, I'analyse probabiliste de la
stabilité d’ une pente fait intervenir trois é éments d’ importance égale :

- La description des variations naturelles des propriétés physiques et mécaniques des
sols et des conditions géométriques du probléme traité,

- une méthode de calcul déterministe de la stabilité des pentes

- et une méthode de traitement analytique ou numérique des fonctions de variables
aléatoires.

Le choix des paramétres de calcul est lié a celui de la méthode de calcul déterministe
utilisée. Sur ce plan, les méthodes de calcul en contraintes totales, qui caractérisent la
résistance du sol par une cohésion non drainée, sont évidemment plus simples que les
méthodes de calcul en contraintes effectives, pour lesquelles il faut connaitre la cohésion c,

I’ angle de frottement interne ¢ et la pression interstitielle en tout point.

Lorsque I’on développe une méthode d’analyse probabiliste, il faut choisir parmi tous
les paramétres du probléme ceux que I’on considérera comme déterministes et ceux que |I’on
traitera comme des variables aléatoires. Ce choix n’est pas ssmple car le traitement analytique
ou numérique des éguations de la méthode de calcul adoptée devient trés complexe quand le
nombre des variables aéatoires augmente. Le désir d’ exhaustivité du chercheur, qui voudrait
décrire son probléme de la fagon la plus précise possible, est pour cette raison souvent vaincu
par le désir contradictoire de développer des méthodes de calcul applicables a des problémes
reels.

A I’autre extréme, le traitement probabiliste de la seule résistance au cisaillement du sol
fournit des solutions dont on peut craindre qu’elles soient optimistes (ou «insuffisamment
incertaines ») quant alastabilité réelle de |’ ouvrage.

Seules des analyses détaillées, telles que celle de la figure VI11.15 précédente, peuvent
permettre de faire des choix raisonnables. On voit sur cette figure que, pour les calculs en
contraintes effectives, I’incertitude sur la stabilité réelle de la pente dépend principalement de
I’incertitude sur les pressions interstitielles et de I’incertitude sur la cohésion du sol. Pour
simplifier le traitement numérique de |a stabilité des pentes, on pourrait donc limiter & deux le
nombre des variables aléatoires, en intégrant dans I’incertitude sur le modéle de calcul
I"influence des variations des autres paramétres. Le bien-fondé d'un tel choix doit toutefois

étre vérifié dans chague cas, en I’ éat actuel de nos connaissances.
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Une fois que I’on a chois les variables aléatoires du calcul, il faut en déterminer les
caractéristiques statistiques, ce que I’ on peut faire d' aprés des résultats de mesures ou d' essais
ou en utilisant des valeurs publiées dans la littérature. Outre la moyenne et I’ écart type, il est
indispensable de déterminer la dérive éventuelle des variables a éatoires dans I’ espace et leur
fonction d autocorrélation, ainsi que les corrélations multiples entre ces variables. Faute de
tenir compte de ces caractéristiques de la variabilité naturelle des sols, on risgue d’ obtenir des
résultats d’intérét pratique a peu prés nul.

La méthode de calcul déterministe qui constitue I'intermédiaire obligatoire, entre les
hypotheses du calcul et la probabilité de rupture que I’on cherche a déterminer doit étre
choisie avec soin. Les méthodes de calcul «explicites», dans lesquelles le résultat est une
fonction explicite des hypothéses du calcul, sont en généra plus simples a traiter que les
méthodes de calcul dans lesquelles le résultat provient d’un calcul itératif.

Deux critéres peuvent étre utilisés pour caractériser la stabilité (ou I'instabilité) des
pentes :

- lamarge de sécurité M, égale a 1a différence entre le moment résistant et le moment
moteur, peut étre comparée a O (ou a une vaeur aéatoire représentant I’'incertitude sur le
modele de calcul) ;

- le coefficient de sécurité F, égal au rapport du moment résistant au moment moteur,
peut étre comparé a 1 (ou a une valeur aléatoire représentant 1'incertitude sur le modéle de
calcul).

Les deux méthodes peuvent étre utilisées et sont en pratique équivalentes. 1l semble
toutefois que le coefficient de sécurité F soit d'un emploi plus fréguent.

Pour déterminer la distribution statistique du résultat du calcul déterministe, qu'il
S agisse de la marge de sécurité ou du coefficient de sécurité, on peut utiliser I’ une des quatre
méthodes décrites au paragraphe précédent. La méthode de Monte-Carlo est fréqguemment
utilisée parce gu’elle est simple, mais elle demande un volume de calculs trés important et
nécessite une procédure adaptée pour la génération des ensembles de valeurs aléatoires des
parametres. Son grand mérite est d’ étre utilisable méme quand le probleme analysé n’ admet
pas de solution explicite. On a toutefois toujours intérét a examiner s'il n'est pas possible

d’ utiliser en priorité les autres méthodes.
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VII.7 PERSPECTIVES

Les exemples d analyse probabilistes décrits ci-dessus reposent sur une schématisation
trés simple (unidimensionnelle) du comportement des sols sous les ouvrages. Si I’on admet
gue les analyses probabilistes ne peuvent avoir beaucoup plus de valeur que les schémas
déterministes sous-jacents, la simplicité des modeles utilisés pour ces éudes limite la
confiance que |’ on peut leur accorder en pratique.
Dans le cas analysé par Magnan et Baghery (1982), il est frappant de constater par exemple
gue le tassement observeé sous le remblai est tres nettement supérieur aux valeurs calculées
lors de I’ anal yse probabiliste
Figure V111.20.

‘10 ' e 100 - ) " qo00  ‘temps (jours)
o k : 3 4 - & T -

10

80 |

s (cm) .

Figure VI111.20 Comparaison dés mesures et du résultat de I’ analyse probabiliste
(Remblai B de Cubzac-les-Ponts, Magnan et Baghery, 1982).

Cette divergence est certainement due pour partie a I’'imperfection du schéma de calcul
unidimensionnel adopté, mais elle a aussi une autre origine : I'ordre de grandeur du
coefficient de consolidation utilisé pour le calcul est faux, par suite des imperfections des
méthodes utilisées pour le déterminer en laboratoire. |l est d'ailleurs plutét rassurant de
constater que I’ introduction de techniques statistiques et probabilistes dans des secteurs ou les
méthodes de calcul déterministes traditionnelles sont globalement considérées comme
satisfaisantes ne rend pas inutile le perfectionnement des méthodes de mesure des propriétés
des sols et de calcul des ouvrages.
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VII.8 ANALYSE DE LA CONSOLIDATION BIDIMENSIONNELLE DES SOLS

VII.8.1 Introduction

Malgré le développement d'outils de calculs (méhodes numériques) de plus en plus
performants et une description de sol de plus en plus proche de laréalité, il existe toujours un
écart entre les résultats de calcul et les valeurs des tassements et des surpressions interstitielles
réelsalafoisen laboratoire et in situ.

C’est dans I’ espoir de réduire ce biais existant, ou, tout au moins de progresser dans la
compréhension de ces divergences, que les géotechniciens poussent leurs investigations dans
I’application des statistiques et probabilités, avec comme objectifs de prendre en compte
I’effet de la variabilité des propriétés physiques et mecaniques de sol dans |'anayse
probabiliste de la consolidation qui reste encore un grand sujet d’intérét.

Les études traitant de la consolidation des sols d’'un point de vue probabiliste sont
toutefois rares.

Il faut noter que pour la plupart de ces études, seul |’aspect unidimensionnel de la
consolidation a été pris en compte. Dans beaucoup de cas, la théorie de la consolidation
unidimensionnelle sous-estime la vitesse de tassement des sols fins. Cette sous-estimation

provient, dans notre cas, du caractére unidimensionnel de la déformation.

VII.8.2 Maillages et hypothéses de calcul

Dans I'évaluation de I'influence de I'effet de la variabilité des propriétés de
consolidation, la déformabilité E et |a perméabilité k, sur les résultats de calculs, en prenant
en compte la déformation bidimensionnelle dans |’ analyse probabiliste de la consolidation,
nous nous proposons de calculer les tassements et les surpressions interstitielles a chaque pas
de temps et en des points préalablement choisis d’un massif de sol soumis & une charge
uniforme en surface.

Les deux parametres E et k ont été supposes indépendants. Leurs valeurs ont été crées
au moyen d’'un générateur de nombres aléatoires, sur la base d' une loi lognormale, plus
représentative que la loi normale (littérature et réalité physique), avec des valeurs moyennes
et coefficients statistiques théoriques déduits des études d’ Haghgou (1983) sur |'argile molle

de Cubzac-L es-Ponts et consignés dans le tableau V111.3.

Page 134



Effet de la variabilité des paramétres de sol sur le comportement des ouvrages de géotechnique Chapitre Vil

Tableau V1.3 Coefficients statistiques des paramétres de calcul

E K
Moyenne 520 kPa 11,4048.10° mj
Variance 10816 (kPa)® 6,37.10° (m/j)*
Coeff. De variation 0,20 0,70

Letype de maillage utilisé dans les calculs représente la moitié du sol de fondation a
cause de la symétrie du probleme.
Lafigure VII.21 illustre bien le caractere bidimensionnel de la déformation. Elle montre :
- un massif de sol soumis a une charge uniforme en surface. La charge est appliquée
progressivement pendant un jour et est maintenue constante jusgu'alafin de la consolidation,
supposée achevée au bout de 20.000 jours;;
- des propriétés (module de Y oung E, coefficient de perméabilité k) variables,
" verticalement, d’ une couche a une autre, mais constants dans une méme couche
(figure V11.21a),
. aéatoirement dansle massif de sol, d’ une couche a une autre et dans une méme
couche horizontale, d’un éément aun autre (figure V11.21b).
Lemaillage initia est constitué de 576 éléments quadrilatéres a 8 neeuds et de 1833 neeuds. I
est limité horizontalement, ax=0 m (axe du maillage) et x = +40 m. Le substratum,
imperméable, est a—10 m et |le terrain naturel a0 m.
Les conditions limites suivantes ont été adoptées :
- surpressions interstitielles nulles le long de la surface de la nappe (x = 0),
- déplacements horizontaux u nuls sur le bord vertical du maillage, situéax =40 m,
- déplacements horizontaux et verticaux nuls sur le bord inférieur du maillage (surface
non drainante).
Toutes les autres caractéristiques du sol ont été supposées déterministes, de méme que la

géométrie et la charge appliquée.

VII.8.3 Méthode d’analyse et outils de calculs

Comme pour | anayse probabiliste de la consolidation unidimensionnelle, analysée
précédemment par les mémes auteurs, la méthode des éléments finis et 1a technique de Monte
Carlo sont appliquées a un sol de fondation dont lamoitié du maillage est représenté dans la
figure VI11.21, pour larésolution de la consolidation bidimensionnelle dans les deux cas

suivants :
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- variabilité unidimensionnelle des parametres E et k : dix valeurs sont nécessaires pour
chague calcul. Les valeurs des paramétres attribuées a chaque calcul sont variables d’ une
couche a une autre mais constantes dans une méme couche ;

- variabilité bidimensionnelle de ces parametres : les parametres de calcul varient
aléatoirement dans le massif de sol, d’ une couche a une autre et dans une méme couche
horizontale, d’ un élément a un autre. 360 valeurs sont nécessaires al’ exécution d un calcul,
soit 36000 valeurs pour |’ ensemble des 100 calculs.

Laméthode numérique est ici |la méthode des éléments finis ; nous avons utilisé le
programme Rosalie Groupe 09 du LCPC, développé pour larésolution des problemes de
consolidation uni- et bidimensionnelle.

Laméthode statistique est |a technique de simulation de Monte Carlo, technique la plus
performante al’ heure actuelle.

48.3 kPa €] numéro
Pw=0 de couche

1x10 m e 2x5m u=y=0 5x2m 10x1 m

48.3 kPa (b) numeéro
de couche

10

[-[n]e]a]a o [v]e]e

40m

Figure VI11.21 Maillages utilisés pour les calculs en démentsfinis: maillage (a) pour le calcul
delavariabilité uniquement verticale ; maillage (b) pour le cas de lavariabilité verticale et
horizontale.
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= L’outil de calcul déterministe
Pour pouvoir prendre en compte le caractére hétérogéne du sol au travers de ses
propriétés physiques et mécaniques, et donc pouvoir décomposer |e massif en éléments plus
petits avec des vaeurs de la déformabilité et de la perméabilité, nous utilisons la méthode des
élémentsfinis au travers du Groupe 09, Rosalie qui permet le calcul du comportement au
cours du temps des massifs de sol saturé d'un liquide interstitiel compressible ou
incompressible.
= Ladémarcheprobabiliste: méthode de Monte Carlo
Cette méthode repose sur la simulation numeérique répétée de I’ écoulement al’ intérieur
d’un arrangement déterministe d’ é éments de sol en forme de couches, rectangles ou blocs.
Chacun de ces éléments est considéré comme un massif homogene auquel est affectée une
valeur particuliére de la propriété de sol, fixée en utilisant lafonction de densité de probabilité
de la propriété considérée et saloi de variabilité spatiale.
Une solution déterministe par méthode numérique est obtenue pour chague ensemble de
valeurs des paramétres du calcul. La répétition de ce processus de calcul permet d’ établir la
loi de distribution de la solution du probléme.

l\/?lriabi lite lasoluti .| Choix des paramétres de
niluence sur 1a solution ™ calcul (variables aléatoires).
Hypothéses de calcul.
* v
- Essais de laboratoire | Analyse statistique des .| Moyennes, Variances
- Essais en place. "| paramétres. ~ 7| Loisdedistribution

I }

Discrétisation du milieu
en ééments.

'

Génération des valeurs
aléatoires pour chacun
des paramétres de calcul

: 1

Relations entre paramétres de —
base et inconnues du probléme. Calcul déterministe.

n valeurs de la solution
déterministe

Choix d’ une méthode
numérique

A 4

Figure VI11.22 Schéma montrant les
différentes étapes nécessaires ala l

détermination de la solution probabiliste. Analyse Siatistique desn Moyennes, Variances

résultats. Histogrammes, etc...

Page 137



Effet de la variabilité des paramétres de sol sur le comportement des ouvrages de géotechnique Chapitre Vil

VII.8.4 Résultats des calculs
1. Démarche

Nous avons calculé les tassements, les déplacements horizontaux et les surpressions
interstitielles ainsi que les coefficients statistiques correspondants, a chaque pas de temps dans
un massif homogene de sol soumis a une charge uniformément répartie et reposant sur un
substratum imperméable, en tous des points du massif préalablement choisis, représentés dans
lesfiguresVII.23 et VII.24.

Par ailleurs, trois calculs déterministes sont effectués, pour comparer leurs résultats a
ceux oObtenus dans le cas de I'analyse probabiliste: le premier utilise la moyenne
arithmétique, le second la moyenne géométrique et le troisiéme la moyenne harmonique des
coefficients de perméabilité, tandis que la moyenne arithmétique du module de Young est
utilisée dansles trois cas.

Deux séries de cent calculs par léments finis ont été effectuées, en utilisant les
maillages représentés sur lafigure VII1.21.

D’abord la variabilité des propriétés des sols est supposée unidimensionnelle (valeurs
uniformes dans chaque plan horizontal et les surpressions interstitielles se dissipent
verticalement). Ensuite, nous analyserons le cas d'une variation bidimensionnelle des
propriétés du sol. Dans ce cas, le massif de sol tasse et se déforme latéralement alors que |’ eau
interstitielle emprunte des chemins d’ écoulement préférentiels dans tout le volume du sol.

Laméthode de Monte Carlo a été utiliseée pour estimer la distribution des résultats.

2. Variabilité unidimensionnelle

Dans ce cas les déplacements sont bidimensionnels (tassements et déplacements
horizontaux) et les surpressions interstitielles se dissipent verticalement. Dix valeurs de E et
dix valeurs de k sont nécessaires pour chagque calcul et 1000 valeurs de chacun des parametres

pour I’ ensemble des 100 calculs.

. Résultats

Lesrésultats, en termes d évolution du tassement, des surpressions interstitielles, des
déplacements horizontaux et des coefficients stati stiques correspondants (écarts-types et
coefficients de variation), en fonction du temps ou en fonction de la profondeur, sont donnés
sous forme de courbes, montrées danslesfigures VI11.23 et V11.24.

On observe les résultats suivants :
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- L’dlure des courbes obtenues, traduisant I’ évolution, au cours du temps ou en fonction de
la profondeur, du tassement, des surpressions interstitielles ou des déplacements horizontaux,
est harmonieuse et est semblable a celle des courbes du méme type, déterminées dans les
études classiques de la consolidation ;

- Lavaeur instantanée du tassement est élevée ;

Si les courbes de tassement, en fonction de la profondeur ou au cours du temps, ont un mode
de variation identique, les isochrones des surpressions interstitielles prises a des valeurs de
temps faibles (10 et 100 jours) différent du reste des courbes du méme type. Cela semble
traduire qu’ en début de consolidation I’ eau interstitielle « cherche » ses chemins préférentiels
dans le massif ;

- L’incertitude sur le tassement varie peu avec la profondeur et en tout point du massif en
début de consolidation et jusqu’ a 5000 jours. Le coefficient de variation, peu variable durant
laconsolidation, est de |’ ordre de 6% ;

- A lafin delaconsolidation, on note une grande dispersion des valeurs cal cul ées des
surpressions interstitielles. Dans ce cas, |e coefficient de variation correspondant peut
dépasser 100% ;

- Lesdéplacements horizontaux ne sont pas négligeables et lavaleur de |’ incertitude

relative correspondante est assez faible.
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Figure VI1.23 Evolution au cours du temps du tassement de plusieurs points du massif (a),

des écarts-types (b) et des coefficients de variation (c) (variabilité unidimensionnelle).
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Figure V11.24 Evolution au cours du temps des surpressions interstitielles moyennes en
plusieurs points du massif (a), des écarts-types (b) et des coefficients de variation (c)
(variabilité unidimensionnelle).
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Figure VI1.25 Evolution au cours du temps du tassement de plusieurs points du massif (a),

des écarts-types (b) et des coefficients de variation correspondants (c) (variabilité bidimensionnelle).
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FigureVI11.26 Evolution au cours du temps des surpressions interstitielles moyennes en
plusieurs points du massif (a), des écarts-types (b) et des coefficients de variation
correspondants (c) (variabilité bidimensionnelle).
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3. Variabilité bidimensionnelle

Dans ce cas de |’ analyse probabiliste de la consolidation bidimensionnelle a variabilité
bidimensionnelle, les paramétres de calcul, le module d'élasticité E et |a déformabilité Kk,
varient aéatoirement dans le massif de sol, d’une couche a une autre et dans une méme
couche horizontale, d’un éément a un autre.

Le massif de sol étant divisé en 10 couches d’ épaisseur égale, 360 valeurs de chacun des
parameétres sont nécessaires al’ exécution d' un calcul, soit 36000 valeurs al’ ensemble des 100
caculs.

L’ étude du comportement du sol hétérogéne, comme dans les études précédentes, va
consister a suivre |’évolution de la moyenne et des coefficients statistiques des valeurs du
tassement, des déplacements horizontaux et des surpressions interstitielles, a différentes
profondeurs. Les résultats de la série des 100 calculs, symbolisées par un ensemble de
courbes, rassemblées sur lesfigures VI111.25 et V111.26, nous amenent globalement aux mémes
remarques que précédemment. Ainsi nous constatons la méme alure réguliere des courbes
obtenues, semblables a celles obtenues dans des études classiques de la consolidation. Comme
précédemment, nous relevons les quel ques aspects suivants :

- lavaleur du tassement initial est importante ;

- lessurpressions interstitielles sont négligeables en fin de consolidation ;

- lesvaleurs des déplacements horizontaux ne sont pas négligeables ; I’ erreur commise dans
I’ évaluation de ces valeurs n’ est pas élevée;

- ledegré d incertitude absolue du tassement est faible et est constant ala surface du sol et
pour toute valeur du temps de consolidation. Il est de |’ ordre de 3% ;

- letassement, atout instant, est approximativement une fonction linéaire de la profondeur.
Il en est de méme de I’incertitude relative correspondante ;

- en début de consolidation et jusgu’a 5000 jours, I’ incertitude sur le tassement varie trées
peu ; lavaleur maximale est observée au point de la surface libre, sous |’ axe du massif ;

- I'incertitude relative sur les surpressions intertitielles, maximales et élevées aenviron —1

m de profondeur, sont faibles en début et surtout en fin de consolidation.

4. Comparaison des calculs probabilistes et déterministes

Les résultats des deux analyses de la consolidation bidimensionnelle et des calculs
déterministes correspondants sont comparés entre elles sur lesfigures VI1.27 et V11.28.
On remarque que::

- Ialure des courbes de tassement est identique pour tousles calculs;
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- lemode de variation de |’ incertitude sur le tassement est identique dans les deux cas

d’ analyse probabilistes. Par exemple, I’incertitude maximale est observée pour laméme
valeur du temps (20.000 jours) et au méme point du massif (alasurface du sol, sous|’axe du
massif) ;

- I’incertitude est plus grande dans le cas de la variabilité unidimensionnelle. Le rapport des
valeurs des incertitudes a certaines valeurs du temps (par exemple alafin de la consolidation)
et en différents points du massif peut atteindre lavaleur 2. Dans les deux cas, néanmoins, la
valeur ne dépasse pas5cm;

- lavaleur moyenne du tassement est sensiblement laméme;

- lasolution probabiliste est assez bien approchée par la solution déterministe a moyenne
arithmétique des deux parametres;;

- onobserve les valeurs du tassement les plus faibles dans |e cas de la méthode déterministe
amoyenne harmonique ;

La comparaison des valeurs des surpressions interstitielles pour tous les calculs est illustrée
danslafigure V11.28. En début de consolidation, la dissipation des surpressions interstitielles
est forte dans le cas de la variabilité unidimensionnelle. En fin de consolidation, ou pour des
valeurs de temps élevées, on observe le phénomene inverse. Pour ces valeurs de temps, la
vitesse de dissipation interstitielle est la plus grande dans le cas du calcul déterministe a
moyenne arithmétique.

En ce qui concerne I’ incertitude sur les surpressions interstitielles, on releve les

points suivants :

- I'incertitude évolue de la méme fagon dans les deux analyses probabilistes. Ainsi la
valeur du temps pour laquelle on observe e maximum de I’ incertitude dépend du point
considéré du massif. Et cette valeur du temps est d’ autant plus faible que le point du massif
est proche de lasurfacelibre;

- I'incertitude est plus grande dans le cas de la variabilité unidimensionnelle. L’ écart le plus
grand, entre les deux valeurs de I’ incertitude, est observé, en chague point du massif, pour la
valeur du temps correspondant au maximum de |’ incertitude, et il est d’ autant plus grand que
le point considéré du massif est proche de la surface non drainante. Le rapport des deux
incertitudes, a—10 m de profondeur, est supérieur a2 ;

- lasolution probabiliste et |a solution déterministe, en dépit des observations énoncées plus
haut, sont assez proches |’ une de |’ autre.
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5. Conclusion

L’ étude comparaison des résultats des deux analyses de la consolidation
bidimensionnelle amontré I’ effet réducteur de la variabilité des paramétres de sol, sur la
solution.

En effet, pour toute valeur du temps de consolidation et en tout point du massif,
I’incertitude sur la solution, méme si le mode variation est identique dans les deux cas, est
considérablement réduite dans |e cas de la variabilité bidimensionnelle.

Ony observe aussi parfois (incertitude sur les surpressions interstitielles) une variation
plus réguliere et plus douce, dans le temps et avec la profondeur.

La solution probabiliste (en particulier dans le cas de la variabilité unidimensionnelle),
dans |e cas du tassement, est mieux approchée par la solution déterministe a moyenne
arithmétique des parametres, alors qu’ en termes de surpressions interstitielles, ¢’ est la solution
déterministe a moyenne géomeétrique qui est la plus représentative.

En ce qui concerne les valeurs des déplacements horizontaux obtenus dans les deux
analyses probabilistes effectuées, on n’ observe aucune différence.

6. Comparaison des différentes analyses effectuées : effet de la dimension de
la variabilité spatiale

Lestableaux VII1.4 et VII1.5 comparent les valeurs des coefficients statistiques des
valeurs du tassement et des surpressions interstitielles respectivement, a 100, 1000, 5000 et
20.000 jours, pour différentes profondeurs.

L’ étude comparative des résultats des quatre études probabilistes de la consolidation a
révélé le réle important de ladimension de |’ anayse.

Il apparait clairement que, quel que soit le caractere imposé a |’ écoulement d eau
interstitielle, la valeur moyenne du tassement est plus grande dans le cas de I'anayse
bidimensionnelle, sauf en fin de consolidation, a des profondeurs voisines du substratum
imperméable. L’ écart entre les valeurs du tassement a I'instant initial, dans les cas uni- et
bidimensionnel, est important : ala surface du sol, il vaut plus de 30 cm. Cet écart diminue au
cours du temps, par suite d'une vitesse de tassement plus grande dans le cas de la
consolidation unidimensionnelle. D’ autre part, | effet de I’ écoulement d’ eau sur la solution est
plus significatif dans le cas de I’analyse de la consolidation unidimensionnelle. Quelle que
soit la dimension de I’ analyse, |” aspect unidimensionnel de la variabilité exagére I’ incertitude
sur la solution, ce qui est bien mis en évidence par les valeurs du coefficient de variation

montré dans le tableau V11.4.
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Tableau VI11.4 Comparaison des coefficients statistiques des valeurs du tassement 40, -3 et -
8 m de profondeur obtenus des quatre anal yses effectuées.

Calculs probabilistes (Monte Carlo, éléments finis)

Consolidation unidimensionnelle Consolidation bidimensionnelle

Variabilité 1-D Variabilité 2-D Variabilité 1-D Variabilité 2-D

Z T (j) Mg Os CVv Mg Os CVv Mg Os CVv Ms Cs CV
(m) (cm) | (cm) (cm) | (cm) (cm) | (cm) (cm) | (cm)

100 58 | 1.06 | 018 | 6.09 | 0.37 | 0.06 | 36.34 | 2.00 | 0.055| 36.7 | 1.07 | 0.03

1000 | 176 | 226 | 013 | 188 | 0.74 | 0.038 | 44.7 | 1.60 | 0.036 | 45.03 | 1.33 | 0.03

0 5000 | 38.2 | 3.36 | 0.088 | 40.73 | 1.01 | 0.025|55.33 | 1.89 [ 0.034 | 55.9 | 1.65 | 0.03

20.000 | 57.13 | 2.30 | 0.040 | 584 | 0.89 | 0.015| 61.45| 3.70 | 0.060 | 61.74 | 2.19 | 0.035

100 | 0.068 | 0.094 | 0.73 | 0.07 | 0.031| 044 | 221 | 149 | 0.067 | 22.2 | 0.86 | 0.039

1000 54 | 214 | 040 | 603 | 0.73 | 012 | 265 | 1.25 | 0.048 | 26.6 | 0.96 | 0.036

1 5000 | 226 | 413 | 018 | 249 | 1.27 | 0.26 | 36.1 | 1.65 | 0.046 | 36.6 | 1.21 | 0.033

20.000 | 39.40 | 2.55 | 0.064 | 40.64 | 0.83 | 0.020| 41.8 | 274 | 0.065| 421 | 1.65 | 0.039

100 | 0.017 | 0.035| 17 0.29 | 0.35. 12 3.05 | 0.29 | 0.095 3 0.26 | 0.086

8 1000 | 0.32 | 0.30 | 093 | 0.37 | 010 | 027 | 42 | 036 | 0086 | 41 | 0.36 | 0.09

5000 | 535 | 163 | 0.30 | 604 | 050 | 008 | 74 | 094 | 013 | 74 | 0.68 | 0.09

20.000 | 11.3 | 166 | 015 | 1152 | 052 |0.045| 95 | 126 | 0.13 | 94 | 082 | 0.087

Tableau VI11.5 Comparaison des coefficients statistiques des surpressions interstitiel les.

Comparaison des résultats obtenus des quatre analyses effectuées.

Calculs probabilistes (Monte Carlo, éléments finis)

Consolidation unidimensionnelle Consolidation bidimensionnelle

Variabilité 1-D Variabilité 2-D Variabilité 1-D Variabilité 2-D

Z T() Ms Os CV ms Cs CV ms Os CV Ms Cs CV
(m) (kPa) | (cm) (kPa) | (kPa) (kPa) | (kPa) (kPa) | (kPa)

100 2850 | 975 | 034 | 26.2 | 355 | 014 | 213 | 733 | 034 | 242 | 6.77 | 0.28

1000 | 10.76 | 569 | 053 | 9.03 | 1.72 | 0.19 | 6.2 34 | 055 | 553 | 244 44

1 5000 438 | 275|063 | 345 | 075 | 022 | 163 | 11 | 067 | 1.39 | 0.62 | 0.45

20.000 | 056 | 0.60 | 1.07 | 0.24 | 0.095 | 0.40 | 0.13 | 0.2145| 1.12 | 0.06 | .03 | 0.50

100 48.28 | 0.05 | 0.001| 4828 | 0.015| 3E-4 | 283 | 11 |0.039| 285 | 0.62 |0.021

1000 |3945| 227 | 0.06 | 3847 | 144 | 004 | 206 | 29 | 0.14 21 1.60 | 0.076

5000 |19.06 | 585 | 0.31 | 17 175 {010 | 19 | 235 | 124 | 644 | 098 | 0.15

20.000 | 244 | 227 | 093 | 166 | 039 | 0.33 | 054 | 051 | 094 | 029 | 01 | 0.34

100 48.3 0 0 48.3 | 0.006 | E-O5 | 306 | 1.31 | 043 | 305 | 0.94 | 0.03

10 1000 | 4732 | 112 | 0.024| 47.15| 0.38 | 0.008| 306 | 216 |0.089| 305 | 1.81 | .07

5000 |27.36| 6.66 | 0.24 | 242 | 208 |0.085| 9.6 | 297 | 0.31 9 11 A2

20.000 | 345 | 295 | 085 | 166 | 053 | 0.32 | 0.77 | 069 | 0.90 | 041 | 0.13 | 0.32

Cedegré d'incertitude est faible et constant (de I’ ordre de 4%) dans | e cas de la consolidation
bidimensionnelle avariabilité bidimensionnelle.
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On compare aussi les résultats des quatre séries de calculs relatifs aux dissipations des

surpressionsinterstitielles sur lafigure V11.28 et dansle tableau V11.5.

Onreleve ce qui suit :

- lessurpressions interstitielles se dissipent plus vite dansle cas de |’ analyse
bidimensionnelle ; dans ce cas, |es dissipations instantanées sont importantes (plus de 15
kPA) ;

- quel que soit ladimension de la déformation dans I’ analyse probabiliste, ¢’ est
I’ écoulement bidimensionnel d‘ eau interstitielle qui favorise le plus les dissipations des
surpressions interstitielles.

On notera gque I’ incertitude évolue de la méme fagon pour tous les calculs, aussi bien en
fonction du temps qu’ en fonction de la profondeur. Elle est la plusfaible dans e casdela
consolidation bidimensionnelle, sauf pour des temps faibles, a des profondeurs voisines du
substratum ; dans chague cas d’ analyse de la consolidation, la variabilité unidimensionnelle
surestime I’ incertitude ; les valeurs les plus fortes sont celles de I’ analyse unidimensionnelle &
variabilité unidimensionnelle. Dans ce cas, elles valent, a—1 m de profondeur et a 100 jours,
10kPa, soit 20% de lavaeur initiale.

Généraement, ladifférence entre la solution probabiliste et |a solution déterministe est
assez faible ; néanmoins I” hypothéese d’ un sol « homogeéne équivaent » est plus acceptable
dans le cas déterministe & moyenne géométrique.
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Figure VI11.27 Comparaison des calculs probabilistes et déterministes :

(a) Comparaison de I’ évolution des tassements de la surface du sol selon les calculs
(échelle linéaire du temps logarithmique) ; (b) Comparaison de I'évolution des
tassements de la surface du sol selon les calculs (échelle du temps logarithmique) ;
(c) Comparaison de I’ évolution des écarts-types selon les calculs (valeurs 20 m et
3m de profondeur).
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Figure VI11.28 Comparaison des calculs probabilistes et deterministes :

(&) Comparaison de I'évolution des surpressions interstitielles en fonction de la
profondeur aux temps 1000 et 20000 jours ; (b) Comparaison de I’ évolution des
écarts types des surpressions interstitielles ; (c) et des coefficients de variation
correspondants.
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VII.9 CAPACITE PORTANTE

L’influence de la variabilité spatiale des paramétres de sol sur la dispersion de la
capacité portante des fondations a été éudié par Genevois (1984) et par Favre et a (1995a) en
utilisant le modele de comportement de Druker-Prager et la méthode des ééments finis
stochastique. Dans cette étude, la variabilité spatiale de I’angle de frottement, du module
d' dasticité, de leurs corrédations et autocorrélations pour un sol non cohérent ont éé
analysées. Les résultats obtenus ont montré gque la dispersion de la capacité portante des
fondations est d abord sensible au nombre de variables aléatoires du sol ; c'est la dispersion
de ces variables de base qui joue un réle et non leur valeur moyenne. Aussi, |’ autocorrélation
sur une variable joue un réle analogue ala corrélation entre deux variables.

Par ailleurs, I’ effet sur la capacité portante des sols spatialement aéatoires a été étudié
par Fenton et a (2000) en combinant la théorie des champs aléatoires avec la méthode des
éléments finis élastoplastique. Une premiére investigation a été menée en examinant |’ effet
d’un effort de cisaillement spatialement aléatoire sur la capacité portante. L’ objectif principal
est de déterminer le point ou la variabilité spatiale des propriétés du sol affecte la distribution
de la capacité portante.

Pour la dispersion du coefficient de variation (CV) de |’ effort de cisaillement du sol, la

valeur prévue de la capacité portante tend vers la solution de Prandtl. Pour |" augmentation des
valeurs de (CV), lavaleur prévue de la capacité portante chute rapidement.
L’ évaluation de la capacité portante pour une fondation peu profonde par la moyenne des
méthodes probabilistes a été recemment menée par Cherubini C. et a (2000). L’ utilisation de
ces méthodes était pour déterminer I'indice de fiabilité de ce type de fondation, cela sur la
base des valeurs proposées des coefficients de variations de I'angle de frottement et de la
cohésion effective. L’auteur a effectué une comparaison entre les résultats de la méthode
déterministe et la méthode de Monte Carlo, résultats jugés parfois trés proches.

Griffiths et a (2002) ont présenté les résultats d’ une étude probabiliste de la capacité
portante d' une fondation filante, rigide et rugueuse posée sur un sol cohérent. L’analyse a
concerné I'influence de la cohésion non drainée dont la distribution est aéatoire. L auteur a
combiné la théorie des champs aléatoires avec les éléments finis non linéaires et la méthode
de Monte Carlo. Dans une éude paramétrée, la moyenne de la cohésion non drainée est tenue
constante tandis que le coefficient de variation et la distance de corrélation spatiade de la
cohésion varient systématiquement. L’influence de la variation spatiale de la cohésion sur la
moyenne de la capacité portante a été discutée. Aussi, une comparaison entre une fondation

rugueuse et une autre lisse a été réalisee.
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VII.10 AUTRES CALCULS

. Dans la seconde partie du travail de Baghry S et al. (1983), I'étude a consisté a
déterminer la probabilité de rupture associée aux valeurs du coefficient de sécurité calculées
par laméthode de Bishop simplifiée sur un des remblais du site Cubzac-L es-Ponts.

L’ étude de la variabilité du compactage des sols sur la stabilité des pentes des barrages
en remblais a éé menée par Breysse et al (2000). Les caractéristiques mécaniques des
remblais utilisés dans la construction de ces ouvrages ont une variabilité importante, ce qui
influe sur leur stabilité. De ce fait, |’auteur a mené ses analyses en considérant la cohésion
non drainée (Cu) comme variable aléatoire dans une étude bidimensionnelle développée pour
la sécurité de ce type d’ ouvrages. Cette variable a été déterminée a travers les mesures in situ,
puis modélisés et simulés numériquement par la suite. Cette modélisation et cette simulation
menent a définir une valeur caractéristique pour ce paramétre (Cu), sachant que cette valeur
est liée a un niveau assumeé de risque. A lafin, I’auteur a comparé entre I’ampleur de cette
variabilité et les autres sources d’ erreurs sur la détermination de stabilité de ces ouvrages.
Ahmed M. Hassen et d. (1999) ont effectué une analyse probabiliste de la stabilité d’une
pente. Ils ont mis |’accent sur les smilitudes et les différences des surfaces de glissement
correspondant a des coefficients de sécurité minimum calculés par la méthode déterministe et
la méthode probabiliste ainsi que sur I'indice de fiabilité de ces surfaces. Comme résultat
important, ils ont mis en évidence la coincidence des surfaces critiques probabilistes pour des
petites valeurs dominantes des propriétés du sol.

» Lesanaysesdelastabilité de pentes par approche stochastique ont été aussi étudiées
par Chiasson, (1997).

En utilisant une approche stochastique d’analyse de stabilité des pentes, Chiasson
(1997) cherche a quantifier les risques de rupture d'un ouvrage. Ceci peut se faire en
considérant les variables d’'entrée comme des variables aéatoires, ou des fonctions
aléatoires. Aing, le résultat final, i.e. le coefficient de sécurité, correspond aune variable
aléatoire (V.A) dépendante. Cette V.A a une fonction de distribution statistique avec une
espérance mathématique et une variance. La probabilité de rupture de I'ouvrage quant a
elle représente celle d'obtenir un coefficient inférieur a 1.0. La nature du résultat final
dépend de la fagon dont sont traitées les variables d’ entrée. La plupart des approches
probabilistes utilisent une V.A unique par paramétre de résistance. Chez ces approches,
les réalisations «résistances» ne sont pas des fonctions spatiales mais sont plutot
identiques en tous points du dépbt. Un tel modele ne correspond pas a la variabilité

spatiale observée chez les sols. Un modéle plus approprié fait usage de la notion
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d'autocorrelation spatiale. Ceci garantit que des points rapprochés ont en moyenne des
réalisations similaires (forte corrélation) tandis que des points €l oignés sont indépendants
ou non corrélés. La plupart des approches probabilistes existantes sont donc un cas limite, celui
des espaces aléatoires parfaitement autocorrectifs.

Les coefficients de sécurité présentés résultent de calcul sur des dépdts virtuels, i.e. des
réalisations d'un espace aléatoire. A chague nouveau dépbt virtuel correspond une surface de
glissement critique (la plus susceptible a glisser). Cette surface n'est pas préalablement imposée.
Elie adopte plutdt une forme prenant avantage des lentilles de faibles résistances et évitant celles
de fortes résistances générées, Cet article sattarde surtout sur une description du modéle d'analyse
adopte accompagnée de quelques résultats.

Le modéle adopté représente la résistance non drainée d'un sol comme une variable
régionalisée (Materon, 1971). Soulier et a. (1990) et Chiasso et al. (1995) démontre la justesse de
ce modele chez les sols argileux. Dans ces études, les mesures fluctuent respectivement autour
d'une constante et d'une dérive lineaire. Le modéle utilise donc :

Sy (X.2) =m(2) + R(X,2) (VI11.23)
Ou S, = larésistance non drainée aux coordonnées (X, z), m =la dérive selon la profondeur z, et R =1a
composante fluctuation al éatoire de la résistance. La dérive m est simplement d'ordre linéaire et
S écrit:

m=A,+Az (VI11.24)
o A, =larésistance non drainée ala profondeur zéro (kPa), A, =le gradient de larésistance au

cisaillement (kPa/m). Ces deux coefficients sont définis par |'utilisateur. Lorsgue A, =0, larésistance
au cisaillement du matériau fluctue autour d'une résistance moyenne constante. Sinon, elle fluctue
autour d'une droite d' accroissement selon la profondeur.

Une fonction aléatoire stationnaire représente la composante fluctuation R. Sa structure de
variabilité se caractérise par un covariogramme C(h). Quatre modéles mathématiques sont admis. Ces
modeles sont I exponentiel, le sphérique, le gaussien et I effet de pépite pure. Les trois premiers sont a
deux parametres. variance a priori C(O) et portée a. Le dernier correspond a une absence totale de
structure, i.e. a =0 et un seul paramétre est a définir (Co). La méthode permet aussi de considérer une
anisotropie géométrique. Par exemple, la portée a peut étre différente selon la direction verticale et
horizontale. Aing, il est possible de représenter un dépét dont la variabilité est plus forte dans une
direction donnée. Ceci sobserve typiquement chez les dépbts d'origine sédimentaires, ou la variabilité
est généralement plus forte selon I’ axe vertical, et ou elle est souvent isotrope dans le plan horizontal.
Soulie et a. et Chiasson et al. ont trouve une porte verticale de 2.0 met des valeurs sétendant entre 10
et 30 m dans e plan horizontal.

Laméthode d’ analyse stochastique de la stabilité se compose de deux étapes, La premiere

génere un champ de résistance au cisaillement non drainé. Celui-ci représente une coupe verticale d'un
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dépdt virtuel. L'utilisateur définit d'abord une grille de N, noeud. La méthode engendre
ensuite achacun de ces noeuds des réalisations de résistances au cisaillement. Ces réalisations
ou simulations sobtiennent al'aide d'une décomposition de Cholesky ou LV (Alabert, 1987).
Pour une simulation non conditionnelle, la matrice covariance C des N, noeuds se décompose
defagon aavoir :

C=L-U (V11.25)
et ou U =LT. La composante fluctuation R(x,z) de I'équation (1) sobtient alors par un produit
matriciel d'un vecteur w compose de N, déviations indépendantes de loi normale avec la
matrice triangulaire inférieure L :

R=L-w (V11.26)

Le résultat est une fluctuation obéissent & la loi normale. Une simulation non
conditionnelle de résistances au cisaillement sobtient en gjoutant la dérive m. |1 est possible
aussi de géenérer des simulations dites conditionnelles. Celles-ci permettent de créer aux points
de mesures des réalisations identiques a celles enregistrées, tout en demeurant aléatoires
partout ailleurs sur la grille. Le lecteur désireux d'en savoir plus peut consulter Chiasson et
Djebbari, (1997).

La décomposition de Cholesky est une étape tres gourmande en temps de calcul. Par
contre, lagrille et les points de mesures ne changent pas pendant I’ analyse d'une structure
spatiae et d'une géométrique d'excavation donnée. Ainsi, ladécomposition se fait qu'une fois

|

Figure V11.29 Surfaces stochastiques de Figure V11.30 Coefficients stochastiques
rupture. de sécurité.

et le temps de calcul apparait donc uniquement a la premiere simulation. Seul un nouveau
vecteur de déviations normales doit étre généré pour chague nouvelle simulation. Toutes les
simulations subséquentes sont donc extrémement rapides. Ceci rend la méthode trés bien
adaptée au probléme, puisqu'un grand nombre de dépbts virtuels doivent étre générés dans un
court délai de calcul.

L'étape deux est un calcul du coefficient de sécurité critique (Fs) d'une pente. Cette
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pente est excavée dans le dépot virtuel de |’ étape précédente et selon une géomeétrique définie
par |'utilisateur. Le Fs se calcule al’ aide d'une méthode d’ équilibre limite en contrainte totale
identique a celle de Janbu (1973). Laforme de la surface potentielle de glissement n'est pas
définie apriori. Elle sobtient plutdt par une optimisation par analyse dynamique (Baker, 1980
; Cordier, 1980) d'un ensemble continu de segments joignant les noeuds de la grille.

LaFigure VI11.29 présente une grille typique et trois surfaces critiques: une obtenue par
approche déterministe et les deux autres correspondant aux coefficients de sécurité minima et
maxima d'une série de N =700 réalisations. Cette figure montre que la grille semble suffisante
pour contenir toutes les surfaces critiques de glissement. Une grille trop petite risque biaiser
I'histogramme du Fs. Chez plusieurs dépéts virtudls, la surface critique peut se retrouver a
I’extérieur de la grille. Par contre, une grille trop grande produit des temps de calcul
excessivement long en plus de problemes d'ordre numérique. La relation obtenue entre la
profondeur d'une excavation et I'histogramme du coefficient de sécurité est illustrée a la
figure VI11.30. Quelques remarques simposent. D'abord, |e coefficient de sécurité diminue en
fonction de la profondeur d'excavation, en accord avec les résultats d'analyses déterministes.
Ensuite, I'étendue entre le premier et le dernier décile diminue en fonction de la profondeur
d'excavation (méme résultat pour |'ecart-type), Ainsi, plus I'excavation est profonde, plus le
coefficient de sécurité est en moyenne faible, mais moins il est incertain. Chez la probabilité
de rupture, c'est la tendance de la moyenne qui domine puisqu' elle ne cesse d'augmenter avec la
profondeur. Elle passe d'une valeur négligeable a 2 métres d'excavation, a un peu plus de 10% a 8
meétres de profondeur. La baisse de dispersion avec z sexplique quant a elle par la longueur de la
surface critique. Plus I’excavation est profonde, plus la surface critique tend as allonger. Un
phénoméne de régularisation prend ainsi place et augmente en intensité avec lalongueur de la surface.
D'autres résultats peuvent étre trouves dans Chiasson et Djebbari (1996, 1997) et Djebbari (1996).

Cette méthode permet donc de représenter de facon fidéle la structure de la variabilité spatiale des
sols. Les résultats montrent entre autre comment le risque de rupture augmente avec la profondeur, et
comment la distribution statistique du Fs se resserre autour de la moyenne lorsque la profondeur d'une
excavation augmente. Cette étude fait aussi ressortir les lacunes des approches déterministes chez les
sols. En effet, le coefficient déterministe surestime systématiquement le coefficient probabiliste
moyen. Enfin, la surface critique de glissement déterministe n’a aucune correspondance al’ensemble
infini de surface critique probabiliste. Ceci explique les nombreuses observations de surface réelle de
glissement qui ne correspondent pas aux prédictions déterministes. Par contre, les anayses
déterministes ne sont pasarejeter du revers de lamain puisqu'elles peuvent savérer suffisantes lorsque

la dispersion des mesures est faible.
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CONCLUSION

La nécessité de placer la mécanique dans I’incertain est aujourd’ hui un fait reconnu tant
il est vrai que la conception des objets industriels « se place dans le royaume de la réalité
physique ou il n'y a pas d absolu et ou la connaissance est imparfaite » (A.M. Freudenthal,
1947).

Les dernieres décennies ont vu ainsi le développement de méthodes et d outils,
I'introduction de I'approche probabiliste mais également d’autres approches, apportant a
chacun dans sa recherche ou son métier « une précision supplémentaire ».

La description et l'anadyse de l'incertain en géotechnique, avec pour champs
d'application la sécurité des ouvrages et les risgues, sont des questions encore ala mode en ce
début du 21°™ siecle

Par exemple, tous les calculs et toutes les prévisions sur les coefficients de sécurité
devraient en définitive étre remplacés par des estimations raisonnables des probabilités de
ruine.

La prise en compte dans le calcul de structures diverses des incertitudes inhérentes au
modele, pouvant porter sur les propriétés du matériau, les chargements ou la géométrie,
semble aujourd’hui incontournable si I'on cherche a obtenir des prédictions numériques
"fiables", exploitables dans un processus de conception ou une prise de décision

Les domaines d' application des approches probabilistes sont trés variés: matériaux
composites, céramiques, verres, bétons, bois, métalliques, milieux granulaires, milieux
poreux, polycristaux...

Afin de prendre en compte I'effet de la variabilité des propriétés physiques et
mécaniques de sol dans I’analyse de problémes de mécanique des sols, les géotechniciens
poussent et testent leurs investigations dans I’ application de techniques d’ analyse diverses.

L’ apport en géotechnique des applications des méthodes statistiques et probabilistes,
entre autres, est considérable. Et malgré le développement d'outils de calculs (méthodes
numériques) de plus en plus performants et une description de sol de plus en plus proche de la
réalité, il existe toujoursun écart entre les résultats de calcul et les valeurs solutions réelles.

Ce présent rapport se veut une petite contribution ala vulgarisation d'un certain nombre
de techniques qui permettent |a caractérisation des propriétés physiques et mécaniques des
sols et qui prennent en compte de I’ effet de cette variabilité sur la solution. Il en est ainsi des
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méthodes classiques (lois de distribution, paramétres statistiques,...) ou des techniques de
géostatistique pour décrire lavariation spatiale.

Par ailleurs, nous avons passé en revue toutes les notions utiles a la résolution d’'un
probléme de géotechnique en prenant en considération I’ hétérogénéité des sols. Il vasans dire
gue la ssimulation de Monte Carlo est trés utile dans ce cas. || en de méme des corréations
entre propriétés de sol, refusées par les uns et admises par les autres, mais qui permettent
souvent des descriptions plus rapides et plusjustes.

L’ état de I’art des méthodes et autres techniques d analyse des sols hétérogenes ainsi
gue les divers exemples de calcul d ouvrages de géotechnique nous ont, néanmoins, conduit a
guelques remarques :

- les réalisateurs introduisent déja le calcul des probabilités dans leurs études de
fiabilité, mais il est utile de remarquer que dans les applications courantes de
calcul douvrages divers, I'introduction des produits de recherches dans le
domaine des statistiques et probabilités est encore assez timide,

- il existe de nombreux facteurs d’incertitude qu’il est difficile d' évaluer il s avére
difficile, pour de nombreuses raisons, de les prendre en compte dans les calculs.
Il sagit notamment de toutes les sources de variabilité de l'information
géotechnique : il y a celles dues a la variabilité naturelle des terrains (qui n'est
pas probabilisée a priori et n'est peut-étre pas probabilisable a I'échelle de nos
ouvrages) mais il y a aussi celles qui proviennent de toutes les opérations
necessaires a l'acquisition de ces données (forage, prélévement, transport,
traitement des données, etc.).

- la description des comportements d’ ouvrages de géotechniques passe par des
modélisations pas toujours fidéles. Il est difficile dans ce cas de rendre compte
delaréalité et d’ aboutir a des solutions justes, quelque soit la technique utilisée.

Toutes ces raisons incitent a la prudence et de ce fait, les recherches sur les techniques
d’'analyse de la variabilité des propriétés des sols et de leur influence sur la solution est
toujours d actualité et elle le sera tant que persistent des zones d’ ombres dans la description
delarédlite.
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