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C’est à partir de 1970 et jusqu’à nos jours que le moteur pas à pas a connu une 
révolution, surtout dans l’industrie des ordinateurs. Avec le développement de la théorie des 
semi- conducteurs, il était possible de commander le moteur à l’aide des microprocesseurs, ce 
qui à rendu son intégration dans différents systèmes à commande numérique. 

 
Un moteur pas à pas transforme des impulsions de commande en une rotation de "n" 

pas du rotor : il permet donc un positionnement précis sans boucle d’asservissement. 
 De nombreuses applications industrielles utilisent les moteurs pas à pas : en robotique, en 
micro-informatique, (dans les imprimantes et tables traçantes) et dans le domaine médical  
(pousse seringue, scanners), … etc. [1]  

 
Les systèmes réels sont dans la plupart du temps non linéaires [2], mal définis, ont des 

paramètres variables et sont soumis à des perturbations externes. La modélisation de ces 
systèmes relève très souvent d'une approximation des phénomènes physiques mis en jeu. Or, 
c'est à partir de cette représentation approximative des systèmes que l'on souhaite construire 
une commande pour le système réel.  

 
Les algorithmes de commande classique, par exemple à action proportionnelle et 

intégrale peuvent s’avérer suffisants si les exigences sur la précision et les performances des 
systèmes ne sont pas trop strictes. Dans le cas contraire et particulièrement lorsque la partie 
commandée est soumise à des fortes non-linéarités et à des variations temporelle, il faut 
concevoir des algorithmes de commande assurant la robustesse du processus vis à vis des 
incertitudes sur les paramètres et leurs variations. Les lois de commande dite à structure 
variable constituent une bonne solution à ces problèmes. 

 
La commande par mode glissant est une commande à structure variable (CSV). Elle 

est par nature une commande non linéaire. La caractéristique principale des systèmes à 
structure variable est que leur loi de commande se modifie d’une manière discontinue [3], [4], 
[5]. 
 

Cette commande a largement prouvé son efficacité à travers les études théoriques 
rapportées. Ces principaux domaines d’application sont : la robotique, les machines 
électriques ainsi que l`électronique de puissance. 

 
Les moteurs pas à pas sont conçus pour fonctionner en boucle ouverte. La simplicité 

de cette commande entraîne plusieurs problèmes dans le domaine où une grande précision est 
exigée. Si les mouvements ou la variation de la charge sont rapides, le moteur peut perdre des 
pas. 

 
Pour résoudre ces problèmes, il est nécessaire d’introduire le système dans une boucle 

fermée avec un capteur mécanique pour mesurer la position et la vitesse du moteur. Or ces 
capteurs sont généralement sensibles à la température et augmentent l’encombrement et le 
prix du système. Alors, afin de n’utiliser que les mesures des courants et de la position, il est 
choisi d’implanter différents observateurs de vitesse, à base de modes glissants. [6]    

  
L’objectif de notre travail consiste à l’application de la commande par mode glissant 

d’ordre un et d’ordre deux au moteur pas à pas à aimant permanent avec et sans capteur 
mécanique. 
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Le mémoire est organisé de la façon suivante : 
 
Le premier chapitre présente la structure du moteur pas à pas à aimant permanent, son 

principe de fonctionnement, ainsi que les avantages et les inconvénients de ces moteurs. En 
suite, on donne le modèle du moteur dans les deux repères et on termine par une conclusion. 

 
Dans le deuxième chapitre, la théorie des modes glissants classiques est détaillée. Puis 

une synthèse des lois de commandes, et enfin une simulation sous le logiciel Matlab(2009) est 
effectuée avec une présentation des résultats de simulation.   

 
Le troisième chapitre est consacré aux modes glissants d’ordre deux, on introduit les 

notions de cette commande, ainsi que les algorithmes utilisés. On termine par une 
présentation des résultats de simulation.  

 
    
 Dans le quatrième chapitre, nous rappellerons d’abord la notion d’observabilité et 

ensuite nous présenterons un observateur de vitesse par modes glissants avec les lois de 
commande d'ordre deux. Des résultats de simulation portaient sur le moteur pas à pas, seront 
présentés et commentés.  

 
Enfin, ce travail sera clôturé par une conclusion générale. 
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I.1 Introduction  

Les moteurs pas à pas sont des convertisseurs électromécaniques qui assurent  la 
conversion de l’énergie électrique en énergie mécanique et la transformation d’un signal 
électrique en déplacement mécanique. Sa structure de base se présente sous la forme de deux 
pièces séparées mécaniquement, le Stator et le Rotor. L’interaction électromagnétique entre 
ces deux parties assure la rotation [1]. Ils sont utilisés pour commander avec une grande 
précision le déplacement et la position d`un objet. Comme leur nom l’indique, ces moteurs 
tournent par incréments discrets. Chaque incrément de rotation est provoqué par une 
impulsion de courant fournie à un des enroulements du stator.   

 
Les progrès récemment acquis pour les moteurs pas à pas ont permis d’élargir le 

champ de leur utilisation dans divers applications industrielles, ainsi leurs avantages comme 
la robustesse, la fiabilité, et la facilité de son entretien.  

Toutefois, le moteur pas à pas est un système typiquement non linéaire, ce qui fait que 
sa commande exige des techniques de contrôle complexe généralement non linéaire.    

Dans ce chapitre, nous citerons d’abord les différents types du moteur pas à pas, 
ensuite nous présenterons le moteur pas à pas à aimant permanent, son principe de 
fonctionnement et ses caractéristiques statiques. Ainsi, qu’on donnera les domaines 
d’application du moteur, ses avantages et inconvénients. On termine par la modélisation du 
moteur dans les deux repères existants.          

I.2 Différents types de moteurs pas à pas  

Les moteurs pas à pas actuellement disponibles peuvent être classés en fonction du 
phénomène physique qui est à l’origine du couple. On distingue trois types principaux de 
moteurs [1] :             

- Moteurs à aimant permanent : Il utilise le principe de l’action d’un champ magnétique sur un 
aimant (M.P). 
 
- Moteurs à reluctance variable : Il utilise le principe du flux maximum (M.R.V). 

- Moteur hybrides : C’est la superposition des deux principes ci-dessus (MH). 

Dans notre étude, nous considérons un moteur à aimant permanent. 

 

I.3 Le moteur à aimant permanent 

Les moteurs pas à pas à aimant permanent sont dérivés des moteurs synchrones à 
aimant permanent classique, ce sont des moteurs dont le rotor est constitué d’un aimant 
bipolaire ou d’un aimant multipolaire. [7] 
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I.3.1 Constitution 
 
Le moteur pas à pas à aimant permanent est composé
 
Rotor : qui est la partie mobile
faible ; la reluctance du circuit 
 
Stator : qui est la partie fixe 
peut fixer la polarité selon le sens du courant dans les bobines.
 
 

                                       
 
 Fig.
 
I.3.2  Principe de fonctionnement

Au repos, le rotor aimant N.S. se place en face d’
on alimente les bobines, le rotor se place en face des bobines 
flux qui le traverse soit maximal. En alimentant 
(A`-A), (B`-B) on obtient quatre positions stables. La rotation dans le sens inverse est obtenue 
en inversant la séquence de commutation des phases de rotor.
 
Moteur à aimant permanent bipolaires

Fonctionnement à pas complet 

 

 

 Fig. I.2. Moteur deux phases
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s à aimant permanent est composé de deux parties [6]: 

est la partie mobile ; constitué par un aimant en ferrite ayant une perméabilité 
; la reluctance du circuit magnétique ne varie pas quand l’aimant tourne.

 ; comporte des pôles électromagnétiques A, B, A`, B`
selon le sens du courant dans les bobines. 

                                        

 I.1.  Un moteur à aimant permanent 

rincipe de fonctionnement  

aimant N.S. se place en face d’une paire de dents du stator.
on alimente les bobines, le rotor se place en face des bobines alimentées de telles 
flux qui le traverse soit maximal. En alimentant successivement les phases (A

B) on obtient quatre positions stables. La rotation dans le sens inverse est obtenue 
en inversant la séquence de commutation des phases de rotor. 

Moteur à aimant permanent bipolaires 

Fonctionnement à pas complet  

  

deux phases-alimentation bipolaire, fonctionnement à pas complet.

Présentation du moteur pas à pas  

par un aimant en ferrite ayant une perméabilité 
aimant tourne. 

A, B, A`, B  ̀dont on 

une paire de dents du stator. Quand 
de telles façon que le 

successivement les phases (A-A`), (B-B`), 
B) on obtient quatre positions stables. La rotation dans le sens inverse est obtenue 

 

alimentation bipolaire, fonctionnement à pas complet. 



Chapitre I                                                                

 

 

Tableau récapitulatif de l’ordre des phases

Impulsion Bobine A Bobine A
T1 + - 
T2   
T3 - + 
T4   
 

Fonctionnement avec couple maximal

On alimente les bobines, deux par deux a chaque fois. Il y a toujours quatre pas.

 

 

     Fig. I.3. Moteur deux phases

 

Alimentation des bobinages  

Impulsion Bobine A Bobine A
T1 + - 
T2 + - 
T3 - + 
T4 - + 
 

 

Fonctionnement à demi-pas 

Si on mélange les deux fonctionnements, on peut obtenir le double de pas, pour faire un tour 
complet, il faut 8 pas. On parle alors de demi
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Tableau récapitulatif de l’ordre des phases 

Bobine A Bobine B Bobine B 
  
+ - 
  
- + 

Fonctionnement avec couple maximal 

bobines, deux par deux a chaque fois. Il y a toujours quatre pas.

  

Moteur deux phases-alimentation bipolaire, fonctionnement avec couple maximal.

Bobine A Bobine B Bobine B 
+ - 
- + 
- + 
+ - 

Si on mélange les deux fonctionnements, on peut obtenir le double de pas, pour faire un tour 
complet, il faut 8 pas. On parle alors de demi-pas. 

Présentation du moteur pas à pas  

bobines, deux par deux a chaque fois. Il y a toujours quatre pas. 

 

alimentation bipolaire, fonctionnement avec couple maximal. 

Si on mélange les deux fonctionnements, on peut obtenir le double de pas, pour faire un tour 
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 Fig. I.4. Moteur deux phases

 

Moteur à aimant permanent unipolaire

Dans les exemples précédents, on a vu que l’
deux sens de courant, il existe des versions avec des demi
L’ avantage est que l'on n'inverse jamais le sens du courant, donc la commande est plus 
simple. Tout le problème est que l’on «
est plus coûteux et encombrant, néanmoins cela reste très courant 

 

  Fig. I.5. Moteur quatre phases

 
L’ action du stator sur le rotor est un 

donnée par [6] : 

                   C M B= ∧
r r r

               

C
r

 : Le couple électromagnétique.

M
r

: Moment magnétique de l`aimant rotorique.

B
r

 : Induction magnétique crée
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phases-alimentation bipolaire, fonctionnement à demi

Moteur à aimant permanent unipolaire 

mples précédents, on a vu que l’on alimente les enroulements dans les 
deux sens de courant, il existe des versions avec des demi-bobines (avec un po

avantage est que l'on n'inverse jamais le sens du courant, donc la commande est plus 
ple. Tout le problème est que l’on « double » le nombre d’enroulements, donc le moteur 

est plus coûteux et encombrant, néanmoins cela reste très courant pour les petites puissances.

  

Moteur quatre phases-alimentation unipolaire. 

action du stator sur le rotor est un couple électromagnétique dont l’

                                                                                            

Le couple électromagnétique. 

Moment magnétique de l`aimant rotorique. 

crée par le courant i .  

Présentation du moteur pas à pas  

 

 

alimentation bipolaire, fonctionnement à demi-pas. 

on alimente les enroulements dans les 
bobines (avec un point milieu). 

avantage est que l'on n'inverse jamais le sens du courant, donc la commande est plus 
enroulements, donc le moteur 

pour les petites puissances. 

 

couple électromagnétique dont l’expression est 

                                                              (I.1) 
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Remarque : 

 Le sens de rotation d’un moteur pas à pas bipolaire dépend du sens de courant et de 
l’ordre d’alimentation des bobinages. Ainsi le nombre de pas par tours est : 

Np = Nombre de phases×Nombre de pôles du rotor.   

I.3.3 Caractéristiques statiques 

Ces caractéristiques dépendent de la conception du moteur. Ce sont essentiellement [6] :  

 Le pas : c’est l’avance incrémental élémentaire (à chaque impulsion de courant 
appliqué à un enroulement correspondra une rotation de rotor d’un angle déterminé).  
 

 Les paramètres électriques : les enroulements du moteur ont des résistances, des 
inductances propres et des inductances mutuelles. 
Ces inductances, dans un moteur pas à pas, sont en fonction de la position du rotor. 
Elles sont au maximum lorsque le rotor est à une position d’équilibre. Ce paramètre 
est très important dans l’étude des moteurs pas à pas. 
  

I.4. Domaines d’application des moteurs pas à pas 

Les moteurs pas à pas sont utilisés  partout où l’on a besoin de positionner un objet 
avec précision. La particularité de ce type du moteur est de s’arrêter dans une position désirée 
avec une très grande précision. C`est pour cette raison qu’ils sont mis on œuvre en [1], [6]: 

-  Horlogerie  
 
-  Péri-informatique : avance des têtes de lecture de disques mémoire (dans les disques durs) 
imprimantes, scanners, machines à écrire... 
 
-  Distributeurs automatiques : billets de banques, boissons  
 
-  Lecteurs : de cartes magnétiques (tickets métro, publiphones...) 
 
-  Domaine médical : scanners médicaux, pousse seringue  
 
-  Certains appareils photos et caméscopes 

-  Robotique : la position d’un bras manipulateur d’une table de transfert, doit être connue de 
façon très précise car, bien souvent, leurs travaux sont minutieux. 

 
I.5. Les avantages des moteurs pas à pas  

 
Des caractéristiques des différents types de moteurs on retiendra les avantages des 

moteurs pas à pas qui sont des actionneurs incrémentaux fonctionnant par des déplacements 
élémentaires successifs entre des positions d’arrêts [7] : 
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-  Les positions d’arrêts sont des états d’équilibre, 
 
-  La précision de positionnement est fonction de la précision d’arrêt sur un pas, 
 
-  La simplicité de mise en œuvre et de commande en boucle ouverte, 
 
-  La plage et la gamme de vitesse étendues, 
 
-  Le couple important à l’arrêt, 
 
-  Le bon rendement, 

- Le sens de rotation dépend de l’ordre d’alimentation. 

I.6. Les inconvénients des moteurs pas à pas  

   -  Nombre de pas par tour faible. 

   -  Faible fréquence de travail. 

   - Leur puissance qui ne dépasse pas le Kilowatt, limite leur utilisation dans les 
asservissements. 

 

I.7 Modélisation du moteur pas à pas 

I.7.1.Equation électrique   

Le moteur pas à pas est schématisé, dans le repère ( ),α β  de la façon suivante [6]  

 

                                           Fig. I.6  Schéma électrique du modèle dans le repère ( ),α β  
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Les équations électriques sont données comme suit : 

  

( )

( )
( )

1
sin

1
cos

sin cosm v

di
v Ri K N

dt L
di

v Ri K N
dt L

C K i N i N f

α
α α

β
β β

α β

θ

θ

θ θ

= − + Ω

= − − Ω

= − − − Ω

                                                                   (I.2) 

 

I.7.2 Equation mécanique  

                  m rJ C CΩ = −&                                                                                                           (I.3) 

Avec : rC  est le couple résistant  

               mC est le couple électromagnétique  

Deux types de représentations sont à distinguer : 

 

I.7.3 Modèle du moteur dans le repère (�, �)  

Dans le repère( ),α β , le moteur pas à pas peut être modélisé par le système suivant [6] :   

( )

( )

( )( )

1
sin

1
cos

1
cos sin v r

di
v Ri K N

dt L
di

v Ri K N
dt L
d

K i N i N f C
dt J
d

dt

α
α α

β
β β

β α

θ

θ

θ θ

θ

 = − + Ω

 = − − Ω


Ω = − − Ω −


 = Ω


                                                                                 (I.4) 

ouiα , iβ  sont les courants et vα , vβ  les variables d’entrées, sont les tensions appliquées aux 

bornes des enroulements des phases ,et etα β θ Ω  sont respectivement la position et la 
vitesse angulaires du rotor du moteur. N  est le nombre de dents du rotor, J  l’inertie du rotor, 
Ret L les résistances et inductances de chaque enroulement, K la constante du couple 
moteur. Les frottements visqueux vf  considérés comme connus et rC  représente la 

perturbation due au couple de charge. 
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I.7.4. Transformation de Park ou (Direct-Quadrature Transformation) 
 
 Pour obtenir un modèle mathématique plus simple que le modèle physique qui présente 
une complexité dans sa résolution à cause des termes trigonométriques, on utilise souvent la 
transformation de Park. 
 Cette transformation permet, en plus d’avoir des coefficients constants, de réduire le 
nombre de variable du moteur, en passant d’un repère (�, �) symétrique a un repère (d, q) 
orthogonale. Ce passage se fait grâce à la matrice de Park M (θ� [7]. 
 
 

                              

     Fig. I.7.  Transformation de Park 

 

I.7.5. Le modèle du moteur dans le repère de Park (d, q) 

           La matrice de Park est donnée comme suit [7]:   

                   

                                                  ( ) cos sin

sin cos

N N
M

N N

θ θ
θ

θ θ
 =  − 

                                                                (I.5) 

 

Avec : 

( )
( )

, ,

, ,

T T

d q

T T

d q

i i M i i

v v M v v

α β

α β

θ

θ

   =   

   =   
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                                     Fig. I.8  Schéma électrique du modèle dans le repère ( , )d q  

Le modèle dans ce repère (d, q) s’écrit [6] : 

( )

( )

( )

1

1

1

d
d d d

q
q q d

q v r

di
v Ri NL i

dt L
di

v Ri NL i K
dt L
d

Ki f C
dt J
d

dt

θ

= − + Ω

= − − Ω − Ω

Ω = − Ω −

= Ω

                                                                                                             (I.6) 

Le moteur pas à pas est un système non linéaire, le modèle considéré est d’ordre quatre, il a 
comme vecteur des variables d’état les composantes des courants statoriques dans le repère

( , )d q , la position et la vitesse mécanique , , ,
T

d qx i i θ = Ω  . Le vecteur de commande est 

représente par le vecteur d qu v v =   .   

Le modèle du moteur est non linéaire dans une forme affine par rapport à l’entrée. 

 ( ) ( )x f x g x u= +&  
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Avec :               ( )
( )

1 2 3

2 1 3 3

2 3

3

1
v r

R
x Nx x

L
R

x Nx x Kx
f x L

Kx f x C
J

x

− + 
 

− − −
 =
 
 − −
 
 
 

,                 ( )

1
0

1
0

0 0

0 0

L

g x
L

 
 
 
 =  
 
 
  

 

 

I.8 Conclusion  

Dans cette partie, nous avons présenté le moteur pas à pas à aimant permanent qui est 
le moteur utilisé dans notre application, en donnant son principe de fonctionnement, ses 
caractéristiques et ainsi que son modèle mathématique.  

  
Pour commander ce moteur, on a choisi l’une des commandes robustes qui est la 

commande par mode glissant qui fera l’objet du prochain chapitre. 
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II.1 Introduction  

La commande par modes glissants pour les systèmes non linéaires a été largement 
étudiée et développée depuis son introduction [3] [4] [5] [15]. Celle-ci appartient à une classe 
plus large appelée commandes à structure variable. L’objectif de la méthode est, à l’aide 
d’une commande discontinue, de contraindre le système à évoluer au bout d’un temps fini, et 
se maintenir, sur une surface dite surface de glissement, ou le comportement résultant 
correspond aux dynamiques souhaitées [6]. 
 
         L’avantage que procure une telle commande et qui la rend aussi importante est, d’une 
part, sa structure variable avec commutation sous certaines conditions prédéfinies, et d’autre, 
sa robustesse vis-à-vis des perturbations et des incertitudes du modèle [8]. Cependant, ces 
performances sont obtenues au prix d’un inconvénient majeur qui est le phénomène de 
broutement ou réticence, « chattering » en anglais, provoqué par la partie discontinue de cette 
commande et qui peut avoir un effet néfaste sur les actionneurs à cause des oscillations hautes 
fréquences qui apparaissent dans un voisinage de la surface de glissement. 
 
         Ce chapitre est destiné à présenter les notions théoriques fondamentales et nécessaires 
afin d’illustrer le principe de fonctionnement de la commande par mode glissant. Pour cela 
nous commencerons par la représentation des configurations de base des systèmes à structure 
variable, ensuite nous expliquerons les différents modes de glissement, le choix de la surface, 
la méthodologie de synthèse de la loi de commande ainsi que le phénomène de réticence et les 
solutions proposées pour l’éliminer ou du moins le réduire.  
 
 
II.2. Structures de base  

 Dans les systèmes à structure variable utilisant la commande par mode de  glissement, 
on peut distinguer trois configurations de base pour la synthèse des différentes commandes. 
La première correspond à un changement de structure par commutation d’une contre réaction 
d’état variable, la seconde, à un changement de structure au niveau de l’organe de commande, 
et enfin, la troisième configuration, à un changement de structure au niveau de l’organe de 
commande mais avec ajout de commande dite « commande équivalente ».  

II.2.1. Structure par commutation d’une contre réaction d’état  

 La configuration de la structure par commutation d’une contre réaction d’état est 
représentée par la figure (II.1) 

Selon la position du commutateur, le vecteur d’état x est mis en contre-réaction d’état 
soit par ��� soit par���. Ceci se fait à l’aide de la loi de commutation ���	. 

                           
 � ����
��	 �� ���	 � 0���
��	 �� ���	 � 0�                                   (II.1) 

Avec une loi de commutation adéquate, on peut obtenir  un phénomène transitoire stable et 
bien amorti même si les deux réactions d’état donnent un comportement instable ou à la limite 
de stabilité. 
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Sous certaines conditions, la commutation se fait à une fréquence très élevée (théoriquement 
infinie). Le système travail alors en mode de glissement. Le comportement du système est 
alors déterminé par la condition [5] : 

              ���	 � 0                                                                                          (II.2)  

 

                                                                                                                 y 

 

 

                 u                                                                   �              

 

 

 

 

 

            Fig. II.1. Changement de structure par commutation d’une contre-réaction d’état. 

 

II.2.2. Structure par commutation au niveau de l’organe de commande  

Une autre configuration, où le changement de la structure se fait par commutation au 
niveau de l’organe de commande, est représentée à la figure (II.2). 


��� 


���   
  y 

 

 

 

 

        Fig. II.2. Changement de structure par commutation au niveau de l’organe de              
commande. 

 

              Système  

          Loi de commutation ���	 

            Système  

�����	 

�����	 

    Loi de commutation                   ���	 
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Dans ce cas, l’organe de commande doit être conçu de sorte que la commande ne 
prenne que deux valeurs constantes 
���  ou  
���. La commutation entre ces deux valeurs est 
imposée par la loi de commutation selon : 

 

                           
 � �
���  �� ���	 � 0
��� �� ���	 � 0�                                                                    (II.3) 

 

En mode de glissement, (ou régime glissant), la dynamique du système est donnée par 

 ���	 � 0. 

Cette configuration s’adapte bien pour la commande de convertisseurs électriques dont 
l’organe de commande est un interrupteur [9]. 

 

II.2.3. Structure par commutation au niveau de l’organe de commande, avec ajout de la 
commande équivalente: 

Le schéma d’une telle structure est représenté à la figure (II.3). Cette structure de 
commande est simple à réaliser et à été utilisée dans beaucoup d’applications. 

L’ajout de la commande équivalente permet de pré-positionner le système dans un état 
désiré stable et en plus de réduire le phénomène de réticence. 

                                                                  
��  

                                                      +                 


�                                                + 

 

 

 

 

 

Fig. II.3. Changement de structure avec ajout de la commande équivalente. 

Le terme de commutation 
� assure principalement la convergence des trajectoires du 
système vers l’état désiré et assure son maintien. La loi de commutation est donnée par [9] : 

 

1 

-1 

               Système  

          Loi de commutation ���	 

� 
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 � �
�� � 
�  �� ���	 � 0
�� � 
�  �� ���	 � 0�                                                                           (II.4)   

II.3. Principe de la commande par mode glissant  

Le principe de la commande par modes glissants est de contraindre l’état du système à 
atteindre en temps fini une surface (dans l’espace d’état) donnée pour ensuite y rester. Cette 
surface étant une relation entre les variables d'état du système, elle définit une équation 
différentielle, et donc détermine totalement la dynamique du système, pourvu que le système 
reste sur cette surface. 

 
 L’évolution d’un système soumis à une loi de commande qui le fait rester sur une 

surface donnée ne dépend donc plus du tout du système lui même ou des perturbations 
auxquelles il peut être soumis, mais uniquement des propriétés de cette surface. 

 
 Le système bouclé n'est donc pas seulement robuste vis à vis des incertitudes (propres 

au système) et perturbations (extérieures au système), mais totalement insensible à ces 
incertitudes et perturbations, moyennant qu'elles puissent effectivement être rejetées par la 
commande. 

 
La trajectoire dans le plan de phase est constituée de trois parties distinctes [10] : 

• Le mode de convergence (MC) : c’est le mode durant lequel la variable à réglée se 
déplace à partir de n’importe quel point initial dans le plan de phase, et tend vers la 
surface de commutation ���	 = 0. Ce mode est caractérisé par une loi de commande 
et un critère de convergence. 

• Le mode de glissement (MG) : c’est le mode durant lequel la variable d’état a atteint 
la surface de glissement et tend vers l’origine du plan de phase. La dynamique de ce 
mode est caractérisée par le choix de la surface de glissement ���	 � 0. 

• Le mode du régime permanant (MRP) : ce mode est ajouté pour l’étude de la 
réponse du système autour de son point d’équilibre (origine du plan de phase), il est 
caractérisé par la qualité et les performances de la commande. 

 
                           ��                           Surface de glissement         
 
 
 

Mode de convergence                               mode de glissement 

 
                                                                                      État  désiré 
                                                                                                                                       �� 
 
 
 
            
            Fig. II.4. Différents modes de la trajectoire d’état. 
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II.4. Conception de la commande par mode glissant  
  
 Pour illustrer la méthode de conception de la commande par mode glissant, nous 

considérons une classe de système non-linéaire affine en l’entrée, c’est-à-dire, des systèmes 
dont l’évolution est décrite par l’équation différentielle suivante : 

 
 

                          
( ) ( )

( )

x f x g x u

y h x

= +
=

&
                                                                           (II.5) 

 
Avec x (� 	=�  

x! "� : Vecteur d’état du système 

u! "� : Commande du système 

f(x), g(x)et ( )h x  : Sont des champs de vecteurs suffisamment différentiable 

Soit s une fonction continue. L’ensemble : 

                                S = {x! "� : s��, �	 = 0}                                                                      (II.6) 

définit une sous variété de dimension (n-1), appelée surface de glissement ou de commutation. 
La fonction s��, �	 appelée fonction de glissement ou de commutation [9]. 

 La commande u est une commande à structure variable, qui change la structure du 
système en utilisant des commandes différentes dans chacune des parties de l’espace d’état du 
système. 

 

                           u = �
$        ��         ���, �	 � 0
%       ��          ���, �	 � 0�                                                                   (II.7) 

 

Où 
$et 
% sont des fonctions continues, avec 
$ & 
%. 

Cette commande u de nature discontinue, va contraindre les trajectoires du système à 
atteindre la surface de glissement et d’y rester au voisinage de celle-ci malgré la présence de 
perturbations. En d’autres termes, la commande doit rendre cette surface de glissement 
localement attractive. Un régime glissant existe alors à chaque fois que 

 

                                       lim*+ , �- � 0   et   lim*+ . �- � 0                                                (II.8) 

Cette équation peut être écrite de façon simplifiée : 

                                      ��- � 0                                                                                            (II.9) 
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Cette condition (II.9) est appelée condition de convergence [26]. 

Les trajectoires du système sur la surfaces ne sont pas définies puisque la commande u 
n’est pas définie pour  � � 0 . 

La synthèse de la commande peut être divisée en trois étapes principales : 

1. Le choix d’une surface de glissement en fonction des objectifs de la 
commande, fixant la dynamique en boucle fermée. 

2. L’établissement des conditions d’existences et de convergence. 
3. La détermination de la loi de commande. 

 

II.4.1.  Choix de la surface de glissement  

La surface de glissement ou la fonction de commutation (switching function en 
anglais) représente le comportement dynamique désiré du système en boucle fermée. Elle 
peut être choisie linéaire ou non linéaire.  

Une fois le système est en mouvement de glissement sur la surface de commutation, sa 
dynamique ne dépend que des paramètres de celle-ci, d’où l’importance du choix de cette 
surface. 

J.J Slotine[3] nous propose une équation générale pour déterminer la surface de 
discontinuité : 

                                              ���	 � / 0
01 � 234%� 5��	                                                      (II.10) 

Avec : 

                                             5��	 � ���	 � �4�6��	                                                         (II.11) 

λ : Constante positive 

r : Degré relatif du système, plus petit entier positif tel que :
0*��	
07��	  & 0 

Cette équation établit la relation entre le degré du système et le choix de la surface de 
glissement dont le but est d’assurer la convergence de ���	 vers �4�6��	. 

Pour : 

8 � 1                                      ���	 � 5��	                      
8 � 2                                      ���	 � 2 5��	 � 5-��	  

8 � 3                ���	 � 2� 5��	 � 22 5-��	 � 5 < ��	  
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���	 � 0 : est une équation différentielle linéaire autonome dont la réponse 5��	 tend vers 
zéro pour le choix correct de la constante λ. En d’autres termes, la difficulté revient à un 
problème de poursuite de trajectoire dont l’objectif est de garder ���	 � 0. Ceci équivalent à 
une linéarisation exacte de l’écart 5��	 tout en respectant la condition de convergence [11]. 

Cette linéarisation a pour objectif de forcer la dynamique de l’écart à être une 
dynamique de système linéaire autonome de degré relatif  8 

L’équation générale de la linéarisation exacte de l’écart est donnée par la relation 
suivante : 

              5�4	��	 � 24%�5�4%�	��	 � = 2�5��	��	 � 2 5��	 � 0                                       (II.12) 

  

���	 � 0              5�4	��	              5�4%�	��	                                                5��	 � �� � � 
     + 
         +     + 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                        Fig. II .5. Linéarisation exacte de l’écart. 

 
 
Une autre forme d’écriture de la surface qui assure la convergence d’une variable d’état 

x vers sa valeur désirée �� est donnée par l’équation (II.13) [9] : 
 
 

                                   ���	 � ∑ ?���� � ��	��@�                                                                  (II.13)  

 

La dynamique de convergence est assurée par le choix des coefficients ?�. 
 
Remarque II.1 : 

1. Les coefficients de l’équation de la surface sont les coefficients de l’équation 
caractéristique de système en régime glissant. 

2. Il faut définir m surfaces de commutation (vecteur de surface) pour un vecteur 
d’entrée de dimension m (cas multivariable). 

 

 

 

∫ ∫ 
24%�

2  
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II.4.2. Condition d’existence et de convergence  

 Cette condition est en fait la condition sous laquelle le mode de glissement existe est 
sous laquelle la trajectoire d’état va effectivement atteindre la surface de glissement en un 
temps fini.  
 
II.4.2.1. La loi de commutation directe   

 
C’est la première condition de convergence. Elle a été proposée par Emelyanov [18] et 

Utkin [15] et elle est donnée par : 
 

                      � �-��	 � 0 BC8�D
5 ���	 � 0�-��	 � 0 BC8�5D
5 ���	 � 0�                                                                      (II.14) 

 
 
Dans la condition de l’équation (II.9), il faut introduire pour  ���	 et sa dérivé  �-��	  les 
valeurs justes à gauche ou à droite de la droite de commutation. La condition (II.14) exige que 
la dérivée de ���	 doit aussi changer de signe lorsqu’on passe d’un coté à l’autre de la droite.   
 
 
II.4.2.2. La fonction de Lyapunov  

 
La fonction de Lyapunov est une fonction scalaire positive (E��	 � 0) pour les 

variables d’état du système. La loi de commutation doit faire décroître cette fonction c’est-à-
dire (E- ��	 � 0). L’idée est de choisir une fonction scalaire  ���	 pour garantir l’attraction de 
la variable à contrôler vers sa valeur de référence et de concevoir une commande 
 telle que le 
carré de la surface correspond à une fonction de Lyapunov. 

 
Elle est utilisée pour estimer les performances de la commande et l’étude de la 

robustesse, et garantir la stabilité des systèmes non linéaire. 
 
 
Soit la fonction de Lyapunov suivante : 

            E��	 � �
� ����	                                                                                            (II.15) 

 
La dérivée de cette fonction est : 
 
 
             E- ��	 � ���	. �-��	                                                                                       (II.16) 
 
Pour que la surface  ���	 � 0 soit attractive sur tout le domaine de fonctionnement, il 

suffit que : 
 

  E- ��	 � ���	. �-��	 � 0                                                       (II.17) 
 
Cette équation explique que le carré de la distance vers la surface de glissement mesuré 

par ����	, diminue tout le temps en contraignant les trajectoires d’état du système à se diriger 
vers cette surface des deux cotés, figure (II.6). 
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            ���	 � 0                                                   ���	 � 0 
 
 
 
 
                                                                       ���	 � 0 
                                                                          
 
 
 

 
                        
                       Fig. II.6. Trajectoire de l’état vis-à-vis de la surface de glissement. 

 
La condition de convergence (II.9) suppose un régime glissant idéal. Dans le cas d’un 

régime glissant pratique, la condition de convergence prend la forme suivante : 
 
 

                             
�
�

�
�1 ���	� F ��|���	|                                                                 (II.18) 

 � est une constante positive qui définira le temps de convergence vers la surface de 
glissement. 
 
Considérons un point initial �  tel que � � ��� 	 � 0 
 
Ainsi                        ���	�-��	 � �����	��HI ���	 
Pour                          ���	 � 0 
                                  �-��	 � �� 
 
Par conséquent, le temps de la première commutation J��� � 0	K est :     
                               

          0
s

s
t

k
= < ∞                                                                                   (II.19) 

 
Alors :  �* + 0        lorsque       � + ∞ 
                                                                                                        
Tant que (II.9) est vérifiée, la dynamique du système sur la surface de commutation  ���	 
ainsi que sa stabilité sont indépendantes du système (II.5), elles dépendent uniquement des 
paramètres de la surface choisie. 

 
II.4.3. Détermination de la loi de commande  

Une fois la surface de glissement est choisie et la condition de convergence est 
vérifiée, on construit une loi de commande pour assurer l’attraction des trajectoires d’état vers 
la surface de glissement ���	 � 0. 

La loi de commande en mode de glissement est composée de deux grandeurs :  
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Une première dite commande équivalente 
��, calculée pour maintenir le régime 

glissant. 

Une fois le régime glissant est atteint, une deuxième commande nommée commande 
discontinue 
�, est chargée de contraindre les états du système à se diriger vers cette surface. 
Cette commande est très importante car elle est utilisée pour éliminer les effets d’imprécision 
du modèle et de rejeter les perturbations. 

La loi de commande globale est donnée par la relation suivante : 

 

   
 � 
�� � 
�                                                       (II.20) 

 

II.4.3.1. La commande équivalente  

Lorsque le système est en régime glissant, la trajectoire restera sur la surface de 
commutation. Cela peut être exprimé par 

 

                         ���, �	 � 0  et  �-��, �	 � 0                                                        (II.21) 

 

La condition (II.21) est appelée condition d’invariance de la surface de glissement. 

Pour la suite de notre travail, nous prenons ���, �	 � �J���	K � ���	 

 

                         �- � 0 L 0*
0� JM��	 � H��	
��K � 0    

                         


�� est associée au système nominal, elle est déterminée de façon unique par les conditions 

d’invariance (II.21). En supposant que  
0*
0� H��	 & 0, la commande équivalente est donnée par 

le scalaire : 

                       
�� � � N0*
0� H��	O%� 0*

0� M��	                                               (II.22) 

 

Physiquement, la commande équivalente représente la valeur moyenne de la 
commande 
, qui maintient l’état du système sur la surface de glissement ���	 � 0. 
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L’équation du régime glissant idéal est obtenue en portant l’expression de  
��       

dans (II.5) : 

                                 �- � M��	 � H��	 N0*
0� H��	O%� 0*

0� M��	                                  (II.23) 

 
0*
0�  étant non nul sur ", ceci implique que l’on peut exprimer m états en fonction des 

�I � P	 autres. Ainsi, en régime glissant, les dynamiques du système évoluent sur un espace 
d’état réduit de dimension �I � P	. On aura donc m valeurs propres non nulles. 

La commande équivalente est une fonction continue linéaire, peut être interprétée 
comme étant la valeur moyenne que peut prendre u lors des commutations successives entre  
$et  
%. 

                                          u                        
�� 

                       
$ 

 

 
                           0                                                                                                t 
 

 
 
                                      
% 

  
    
 

                                              Fig. II.7. La commande équivalente. 
 

 

II.4.3.2. La commande discontinue  

La loi de commande discontinue est déterminée pour satisfaire les conditions de 
convergence. Cette commande force les dynamiques à converger vers la surface et assure 
l’insensibilité du système vis-à-vis des incertitudes et perturbations. Par exemple, pour des 
paramètres mal connus, le système ne glisse pas parfaitement sur la surface, il quitte celle-ci, 
mais le terme discontinu l’y ramène car la surface est attractive. C’est pour cette raison que la 
commande par modes glissants est dite robuste. 

 
On peut déterminer cette commande si on remplace l’expression de 
�� dans (II.20). 
On obtient : 
 

               
 � � N0*
0� H��	O%� 0*

0� M��	 � 
�                                                          (II.24) 

 
On remplace l’expression de u dans l’expression de �-��	 , on obtient : 
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 �-��	 � 0*
0� QM��	 � H��	 N0*

0� H��	O%� 0*
0� M��	 � H��	
�R                                    (II.25) 

 
 
Après un bref calcul on aura : 

 

                                     �-��	 � 0*
0� H��	
�                                                                (II.26) 

 
Pour assurer la condition de l’attractivité : 
 

                          �-��	���	 � 0 L ���	 0*
0� H��	
� � 0                                            (II.27) 

 

Il suffit que  
�  soit opposé à ���	 0*
0� H��	 

 
Pour le terme 
�, différentes formes sont proposées dans la littérature [24], [29]. 

Toutes les formes proposées donnent un terme discontinu. La forme simple qui est 
généralement utilisée est : 
� � �S ��HI��	 où K est une constante positive et sign est la 
fonction signe classique. 
 

 

 ��HI��	 � T�1         ��             � � 00            ��             � � 0�1         ��              � � 0
�                                                             (II.28) 

 
 

                                               
                                                                                                   
                                               �1 
                                             
 

                                                                                                  ���	 
  

 
  

                           �1 
 

 
                                         Fig. II.8.  La fonction signe. 

 
Le choix de K est fait de telle manière à assurer la robustesse vis-à-vis des perturbations 

et des incertitudes. Plus K est grand plus on peut tolérer de fortes perturbations et incertitudes. 
Cependant, l’augmentation de K peut amplifier le phénomène de réticence. 
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II.5. Phénomène de réticence  
 
  En pratique, la commande discontinue peut exciter les dynamiques de hautes 

fréquences non modélisées, entrainant l’apparition de ce qu’on appelle « la réticence » ou 
« broutement » connu en anglais sous le nom « chattering » et se caractérise par de fortes 
oscillations autour de la surface.  

 
Ce phénomène de réticence apparait car la commutation de la commande ne se fait pas 

à une fréquence infinie à cause des imperfections physique (les retards, limitation physique) 
des actionneurs…etc. 

 
Pendant les premières années de son apparition, la commande par modes glissants a été 

entravée par ce phénomène qui peut provoquer une détérioration anticipée de l’organe de 
commande, augmenter la consommation de l’énergie et voire engendrer l’instabilité du 
système en excitant des dynamiques hautes fréquences non considérées dans la modélisation. 
 
 
                                            S=0 
 
                       Trajectoire                                                                   réticence 
 
 
 
 
 
              
 
                                                   Fig. II.9.  Phénomène de réticence. 
 

 
Pour réduire ce phénomène, différentes solutions sont proposées dans la littérature. 
 

 
II.6.Élimination du phénomène de réticence  
 
 Pour réduire le phénomène de la réticence, on peut : 
 
II.6.1.Remplacement de la fonction sign par d`autres fonctions [10] 
 

Actuellement, de nombreuses solutions ont été développées [12], [13], [14] afin 
d’éliminer ou du moins réduire ce phénomène. Il existe plusieurs méthodes comme celle de la 
couche limite (boundary layer ) qui consiste à remplacer la fonction « sign » de la loi de 
commande par une approximation continue à gain élevé dans un proche voisinage de � [15], 
et saturée en dehors de ce voisinage. Le régime glissant qui en résulte n’est plus confiné 
dans �, mais dans un proche voisinage de celui-ci. Dans ce cas, le système est dit en régime 
pseudo-glissant. Ces méthodes réduisent la robustesse de la commande.  
 
 La fonction saturation : elle consiste à remplacer la fonction sign(�) par la droite de pente 1 UV  à l'intérieur d'une bande de largeur 2U située de part et d'autre de la surface de glissement, 
la discontinuité étant conservée à l'extérieur de cette bande. Son expression est donnée par : 
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   �W���, U	 � � *
X              ��     |�| F U

��HI��	      ��    |�| � U�                                                                               (II.29) 

 
                                                                   sat��, U	   

 
                                                             �1     
 
 

                                                            �U                        �U               ���	               
 

                                                              �1     
                             
                             
                                        Fig. II.10. Représentation de la fonction sat. 

 

La fonction pseudo-signe : 

                                         Y��, U	 � *
|*|$X                                                               (II.30) 

La fonction arc tangente : 

                                         Y��, U	 � �
Z  W8[�WI /*

X3                                                   (II.31) 

La fonction tangente hyperbolique : 

                                         Y��, U	 � �WI\ /*
X3                                                           (II.32) 

La fonction tangente sigmoïde : 

                                         Y��	 � �
�$�.]^                                                                   (II.33)    

 

Une autre solution plus efficace pour résoudre le problème de réticence est 
l’introduction de nouvelles dynamiques dans la commande. Cette technique est à la base du 
concept du mode glissant d’ordre supérieur [12], ou le problème de la discontinuité due à 
l’élément de commutation est déplacé sur les dérivées d’ordre supérieur ce qui permet de 
réduire la réticence tout en conservant les propriétés de robustesse et de la précision de la loi 
glissante d’ordre un [16].  

Cette technique de commande sera étudiée dans le prochain chapitre. 

II.7.  Propriétés de robustesse  

 La plupart des techniques de commandes robustes sont basées sur des méthodes 
adaptatives, reposant aussi bien sur l’identification ou l’observation. Ces techniques 
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conduisent souvent à des lois de commande relativement compliquées dont l’implantation se 
révèle lourde en matière de calculs et de matériels. Par contre, les techniques des modes 
glissants permettent d’associer les qualités de robustesse et de réalisation relativement simple. 

 
Considérons le système perturbé suivant : 
 
                             �- � M��	 � H��	
 � _��, �	                                                       (II.34) 
 
Où _��, �	 représente l’effet des incertitudes paramétriques sur le modèle ou des 

perturbations  externes. 
 
Sur la surface de glissement la robustesse du régime glissant vis-à-vis des perturbations 

est donnée par le théorème suivant : 
 
Théorème II.1 : Le régime sur s, du système perturbé (II.34), est invariant vis-à-vis de _��, �	, si et seulement si le vecteur de perturbation  _��, �	 est engendré par H��	. Cette 

condition est appelée condition de recouvrement ou « matching condition ».                                           
 
On dit que le vecteur( , )p x t  est engendré par H��	 si : 
 _��, �	 ! �_WI `H��	a.                                                                                           (II.35) 
 

Notons que le système est insensible à de telles perturbations seulement en régime 
glissant. 
 
Exemple du Cas linéaire : 

 
Soit le système suivant : 

( ) ( )x Ax t Bu t= +&                    (II.36) 
On suppose maintenant ce système soumis à des perturbationsp et à des incertitudes 
paramétriquesA∆  : 
 ( ) ( ) ( ) ( )x A A x t Bu t p t= + ∆ + +&                  (II.37) 

Définition II.1 :  A∆ et p vérifient l’hypothèse de matching condition s’il existe 
ˆ n nA ×∆ ∈� et ˆ n mp ×∆ ∈�  telle que : 

  
ˆA B A∆ = ∆  et ˆp B p= ∆                   (II.38) 

 
II.8. Application de la commande au moteur pas à pas  

Dans cette application, on s’intéresse à la synthèse de la commande par mode glissant 
pour la régulation de vitesse de ce moteur. Cette régulation doit assurer les performances 
désirées pour le système (robustesse, erreur statique nulle, temps de réponse minimal, …). 

Considèrent le modèle du moteur décrit par  l’équation (I.6) : 

II.8.1 Calcul des grandeurs de commandes 
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Le moteur ayant deux entrées de commande, il est possible de contrôler trois sorties 
indépendantes, la vitesse b,  le courant cd et la position e. Donc on peut choisir trois surfaces 
de glissement.  

Les surfaces de glissement sont déduites de l’équations générale de Slotine, voir 
l’équation  (II.10).  

 

II.8.1.1. Vitesse et courant :  

 

 

 La surface de glissement pour la vitesse 
 

La surface ( )s Ω  s’écrit : 

 

    

( )
r

r

s e e

e

e

λ Ω Ω

Ω

Ω

Ω = +
= Ω − Ω

= Ω − Ω

&

& &&

                                        (II.39) 

Alors :             

                 ( ) ( ) ( )r rs λΩ = Ω − Ω + Ω − Ω& &                                                                         (II.40) 

La condition � � 0 signifie que Ω converge exponentiellement vers sa référence.  

La dérivée de cette surface par rapport au temps est donnée par : 

                ( ) ( ) ( )r rs λΩ = Ω − Ω + Ω − Ω& & && &&&                                                                             (II.41) 

En remplaçant  Ω-  par sa valeur dans (II.38) on aura :       

1 1
( ) ( ) ( )q v q v r r

d
s Ki f Cr Ki f Cr

J dt J
λ λ   Ω = − Ω − + − Ω − − Ω − Ω      

& &&&                                 (II.42) 

( )
2 2

2 2 2

1v v v v
q q d r r

f K f f fK K KR K KN
s v i i Cr Cr Cr

JL J JL J J J JL J J J J

λλ λλ
  Ω = + − − + − − Ω − Ω − Ω − Ω − + −  

   

&& &&&

                                                                                                                                            (II.43)                                                                   

En absence de perturbation ( )0 0Cr et Cr= =& et en tenant compte des expressions des 

dérivées du courant �� 5� Ω : 
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( )
2 2

2 2
v v v

q q q r r

f K f fK K KR K KN
s v i i

JL J JL J J J JL J

λλ λ
  Ω = + − − + − − Ω − Ω − Ω − Ω  

   

& &&&            (II.44) 

 A partir de l’équation (II.44), on obtient la commande équivalente pour  �-�Ω	 � 0 : 

 
2

v v v
qeq q d r r

Lf Lf Lf JL JL
v R L i K NL i

J K JK K K

λ λλ
  = − + + + − Ω + Ω + Ω + Ω  

   

& &&                     (II.45) 

Afin d’assurer l’attractivité de la surface ��Ω	 � 0, on complète la commande (II.45) par une 

commande discontinue qdv sous la forme :                                                  

                      ( )( )qd qv K sign s= − Ω                                                                                    (II.46) 

Alors la commande totale est : 

                      q qeq qdv v v= +                                                                                                 (II.47) 

La condition �. �- � 0 peut être imposée en choisissant S� comme suit : 

                  v
q

f LL L
K Cr Cr

K JK K

λ > − + 
 

&                                                                            (II.48) 

Cette inégalité garantit l’attractivité de la surface même en présence de perturbations dues aux 
variations du couple de charge Cr à condition que cette dernière soit bornée.  
 
 

 La surface de glissement pour le courant id 
                             

 ����	 est définie comme suit : 

( )d d drs i i i= −                                                                                               (II.49) 

En régime glissant, 0s= , la convergence exponentielle du courant vers la référence sera 
assurée. Pour définir la loi de commande permettant d’obtenir un tel comportement, dérivons ����	. 

 

                       ( )d d drs i i i= −& &&                                                                              (II.50) 

 

En remplaçant  
��f�1  par sa valeur dans (II.50) on obtient : 
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                       ( ) ( )1
d d d q drs i v Ri NL i i

L
= − + Ω − &&                                                                 (II.51) 

D’ou l’expression de la commande équivalente : 

                         deq d q drv Ri NL i Li= − Ω + &                                                                            (II.52)  

Pour assurer l’attractivité de la surface et satisfaire la condition . 0s s<& , il faut compléter la 

commande deqv  en ajoutant la commande discontinue ddv . 

Avec : ( )( )dd d dv K sign s i= −  

D’ou la commande totale est :       

                      d deq ddv v v= +                                                                                                 (II.53) 

Avec : dK   est une constante positive. 

 

II.8.1.2. Position seule: 

 La surface de glissement pour la position θ  
 

Pour stabiliser la position selon la trajectoire désirée, on choisit la surface de glissement 
suivante : 

 

              ( ) 1 2s e e eθ θ θθ λ λ= + +& &&                                                                               (II.54) 

Avec :        

                     reθ θ θ= −  

La dérivée de cette surface par rapport au temps est donnée par : 

                           
( ) ( ) ( ) ( )1 2r r rs θ λ θ θ λ θ θ θ θ= − + − + −& & && && &&& &&&&

 

En remplaçant  les dérivées de θ  par leurs valeurs dans (II.55) on aura : 

( )
22

22 2
1 1 22 2 2

1v v v v
q q d r r r r r

Kf f f fKK KR K NK
s v i i C C

JL J JL J J JL J J J J J

λλ λθ λ λ λ    = + − − + − − + Ω − Ω − Ω − Ω + − − − Ω    
    

&& &&&

    

                                                                                                                                            (II.56)                                                                                                                            

    (II.55) 
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En absence de perturbation( )0 0r rC et C= =& , l’équation (II.56) devient : 

( )
22

22
1 1 22 2

v v v
q q d r r r

Kf f fKK KR K NK
s v i i

JL J JL J J JL J J

λλθ λ λ λ  = + − − + − − + Ω − Ω − Ω − Ω − Ω  
   

& &&&    

                                                                                                                                            (II.57)                                                                                                             

A partir de l’équation (II.57), on obtient la commande équivalente pour  ( ) 0s θ =&  : 

2
2 1 1 2

2
v v

qeq q d r r r

f L f LJL JL JLfvL JL
v K R L i NL i

K K JK J K K K

λ λ λ λλ
   = − + − Ω + − + + Ω + Ω + Ω + Ω   

  

& &&

                                                                                                                                            (II.58)  

Pour garantir l’attractivité de la surface et satisfaire la condition 0s sθ θ <& , une commande 

discontinue est ajoutée à qeqv . 

                         ( )( )0 sqdv U ign s θ= −                                                                                 (II.59) 

Avec :        2
0

v
r r

f LL L
U C C

K JK K

λ > − + 
 

&

             

 

D’où la commande à implanter est : 

                         q qeq qdv v v= +                                                                                              (II.60) 

 

II.8.2.  Simulation numérique 

Afin de montrer l’effet de la commande par mode glissant d’ordre un appliquée à un moteur 
pas à pas, nous avons effectué une simulation numérique sous le logiciel MATLAB 7.8.0 
(R2009a). 

II.8.2.1 Les paramètres du moteur  

Résistance d’une phase statorique    R = 3.03 g      

Inductance d’une phase statorique    L =  8.2. 10%i H 

Nombre de dents dans le rotor           N = 50 

Moment d’inertie ramené à l’arbre    J = 4.4. 10%i Kg.P� 

Coefficient de force électromotrice / coefficient de couple  K =  0.4 Nm/A 
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Les frottements visqueux             Ml = 1.8. 10%� N.m.s/rad       

II.8.2.2 Les trajectoires de référence [6]   

La trajectoire de référence en position angulaire (m4) est basée sur une équation polynomiale 
de degré 5. Elle a été élaborée afin de ne pas avoir de discontinuité et d’à-coups en vitesse et 
en accélération pour éviter des pics d’énergie électrique. 

 m4��	 � m� � Jm6 � m�K�10∆1i � 15∆1o � 6∆1q	                                                                 (II.61) 

En dérivant (II.50), on aura l’équation de la trajectoire de référence en vitesse  suivante : 

m4- ��	 � Jm6 � m�K�30∆1� � 60∆1i � 30∆1o	                                                                        (II.62) 

Avec : ∆1� �1%1r	
J1s%1rK  , �� � 0�, �6 � 1�. 

La trajectoire de référence en courant (��) est donnée par une équation polynomiale de degré 
4 : 

��4��	 � ��t%�u	
J1s%1rK ∆1��30 � 60∆1 � 30∆1�	                                                                             (II.63) 

Avec :  �v � 0w   et   �x � 0.5w. 

 

II.8.2.3 Résultats de simulation sans et avec perturbation   
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                            Fig. II.11. Courbes de vitesse sans perturbation (?4 � 0 yP) 

                                                                2 � 500,   S� � 11 . 
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                                Fig. II.12. Courbes de la vitesse avec perturbation (?4 � 0.55 yP) 

                                                                      2 � 500,   S� � 11 . 
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                         Fig. II.13. Courbes du courant sans perturbation (?4 � 0 yP) 

                                                                               S� � 0.8. 
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                          Fig. II.14. Courbes du courant avec perturbation (?4 � 0.55 yP) 

                                                                                S� � 0.8. 
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                       Fig. II.15. Courbes de la position sans perturbation (?4 � 0 yP	 

                                                            0 1 20.5, 13000, 6U λ λ= = =   
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                  Fig. II.16. Courbes de la position avec perturbation (?4 � 0.55 yP) 

                                                         0 1 20.5, 13000, 6.U λ λ= = =
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II.8.2.4 Résultats de simulation avec incertitudes paramétriques  

  

  

 

                    Fig. II.17. Courbes de vitesse avec incertitudes paramétriques sur R et K 

                                          500 , 11 , 25% , 25%.qK R Kλ = = + +  
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                   Fig. II.18. Courbes du courant avec incertitudes paramétriques sur R et K 

                                                                   0.8 , 20% , 20%.dK R K= + +  
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                 Fig. II.19. Courbes de position avec incertitudes paramétriques sur R et K 

                                          0 1 20.5, 13000, 6, 10%, 10%.U K Rλ λ= = = + +  
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 L’analyse des courbes de simulation présentées aux figures (II.11, II.13 et II.15), 
montrent que la vitesse, le courant ainsi que la position suivent bien leurs valeurs de 
références avec l’erreur statique qui est : 

 
- de l’ordre 3. 10%�  pour la vitesse 
- de 10%� pour le courant  
- et de 1.8. 10%i pour la position.  
 
Néanmoins, il faut remarquer les allures relativement hachées de toutes les mesures, ce 

qui correspond en partie au phénomène de réticence. 
 

• Avec perturbations (couple de charge) 
Les figures (II.12, II.14, II.16), montrent que lors de l’apparition d’un couple résistant 

Cr, il existe une petite erreur par rapport aux résultats trouvés précédemment, et  la réticence 
augmente. 

Ceci s’explique, par le fait que la perturbation ne vérifiée pas la condition de 
recouvrement « Matching Condition ». 

 

•  Avec incertitudes paramétriques : 

             On remarque, pour les figures (II.17, II.18, II.19), l’augmentation de l’erreur statique 
lorsqu’on applique une variation paramétrique sur R et K. Elle est : 

- de l’ordre 4. 10%�  pour la vitesse 
- de 4.10%� pour le courant  
- et de 2. 10%� pour la position.  

 
On constate que l’objectif de commande en robustesse  n’est plus satisfait  lors de 

l’apparition d’un couple de charge ou la variation de certains paramètres. Ceci est dû au  fait 
que la perturbation n’agit pas dans les mêmes directions que la commande, et donc ne vérifie  
pas la condition de recouvrement  nécessaire au rejet de perturbations avec une commande par 
modes glissants classiques. 
 

II.9. Conclusion  

Dans ce chapitre nous avons présenté et appliqué la commande par mode glissant 
d’ordre un, dans le but de la poursuite de trajectoires en position, vitesse et courant pour le 
moteur pas à pas. 

Les résultats de simulation ont montré que cette commande donne des résultats 
satisfaisants en poursuite de trajectoire de position, vitesse et de courant.  

 
Néanmoins, il y a l’apparition du phénomène de la réticence qui est indésirable.  

Ainsi qu’on ne peut  pas appliquer cette méthode si on considère qu’un couple de perturbation 
extérieur agit sur le système. 

 
Une possibilité pour remédier à ces problèmes, est l’utilisation d’algorithmes par 

modes glissants d’ordre deux, qui feront l’objet du prochain chapitre. 
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III.1. Introduction :  
 
Pour remédier au problème de la réticence qui est hautement indésirable, le concept 

des modes glissant d’ordres supérieurs (MGOS), en anglais High Order Sliding Mode 
(HOSM), a été introduit dans les années 80 par L.V. Levantovsky, S.V. Emelyanov et S.K. 
Korovin [19].  

 
Les HOSM font que la commutation discontinue agit, non pas sur la première dérivée 

de la fonction de glissement mais sur une dérivée supérieure (selon l’ordre). Les avantages du 
glissement classique sont préservés, mieux ils sont améliorés (précision de convergence et 
atténuation de réticence). 
 

 Ce vocable couvre plusieurs types de lois de commande ayant des structures diverses, 
mais satisfaisant toutes le même critère : la convergence non seulement d’une variable de 
glissement à 0 en temps fini, tout comme les commandes par modes glissants classiques, mais 
en plus, d’un nombre fini de dérivées de cette variable de glissement. 
  
 Dans ce chapitre sera présenté, premièrement, la position du problème, qui est de 
forcer le système à évoluer sur la surface et à maintenir � ainsi que ses �� � 1� premières 
dérivées successives à zéro.  Deuxièmement, on parlera sur la commande par mode glissant 
d`ordre 2, ainsi ces différents algorithmes utilisés pour la conception des lois de commande 
aisées à implanter avec une convergence en temps fini et une robustesse certaine.  Finalement, 
on valide  par simulation sur un exemple en appliquant cette commande sur le moteur pas-à-
pas. 
 
III.2. Position du problème : 
 

Considérons un système non linéaire, affine en l’entrée (ce qui est le cas du moteur pas 
à pas), dont la dynamique est décrite par le système différentiel : 
 

                               
( ) ( ), ,

( )

x f x t g x t u

y h x

= +


=

&
                                                                        (III.1) 

                                                                         
Où : 
� � 	�
, ��, … . . , ���� � ��, représente le vecteur d’état du système.  
� � � est le signal d’entrée.  
 
Les champs de vecteurs � et � sont considérés comme suffisamment différentiables mais 
incertains. 
 
Le problème posé est toujours de contraindre les trajectoires du système à évoluer sur la 
surface de glissement : 

���, �� � 0 
 
qui est ici une fonction à valeur réelle, suffisamment différentiable telle que ses �� � 1� 
premières dérivées par rapport au temps ne soient fonction que de l’état x (ce qui signifie 
qu’elles ne contiennent aucune discontinuité). Nous présentons ici très brièvement la théorie 
des modes glissants d'ordre supérieur. Plus de précisions peuvent être trouvées, entre autres 
dans [14], [16], [17], [19], [20], [21].   
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III.3 Ordre de glissement et précision [10] : 
  

Pour garantir la stabilité de la surface de glissement, si la variable de commutation est 
de degré relatif � par rapport à la commande, il faut garantir que ses dérivées jusqu’à l'ordre 
� � 1 soient également nulles une fois que le système a convergé vers � � 0. Si ce n’était pas 
le cas, la variable de glissement dévierait de 0 par intégration, puisqu’elle est de classe de 
continuité ���
, ce qui voudrait dire que le système quitterait la surface de glissement : le 
régime glissant ne serait donc dans ce cas, pas établi, ou pas stable. 

 
III.3.1 Ordre de glissement 
 

Un mode glissant d’ordre supérieur à 1 doit donc satisfaire à des exigences plus 
strictes qu’un mode glissant classique pour des raisons de stabilité.  

 
Définition III.1.  [21] L’ensemble de glissement d’ordre � � 1 �� � ��  par rapport à la 
variable de glissement ���, �� est donné par 
 
                                  ��=�� �  �  \   � � �! � �" � # � ����
� � 0 $                                (III.2)   
     
Par abus de langage, cet ensemble est souvent appelé surface de glissement d'ordre �. 
 
Définition III.2.  [21] Si les trajectoires du système atteignent l’ensemble de glissement ��au 
bout d’un temps fini et y restent à partir de ce temps, on dit que le système évolue suivant un 
mode glissant idéal d’ordre �. 
 
III.3.2. Précision dans le cas de modes glissants réels 

 
Comme vu au chapitre précédent, une commande réelle présente toujours du 

broutement, ce qui empêche la variable de glissement et ses dérivées successives d’être 
rigoureusement égales à 0. Un régime glissant idéal n’est donc plus possible, les trajectoires 
du système ne peuvent plus être confinées à la surface de glissement, mais à un (proche) 
voisinage de cette dernière. Il se met en place un mode glissant réel, dans lequel l’état du 
système oscille à haute fréquence d'un côté à l’autre de la surface. L’étude précise de ce 
phénomène, et notamment une évaluation de l’erreur maximale engendrée, est difficile. 
Néanmoins, une étude qualitative de la précision peut être faite en s’intéressant à la variation 
de l’erreur %�&� en fonction de la variation des imperfections & à l’origine du chattering, pour 
de petites perturbations. 

 
Définition III.3. [14]  Soit %�&� une fonction à valeur réelle telle que %�&� ' 0 si & ' 0. 
Un algorithme de commande par modes glissants de variable de commutation � � 0 est dit 
d'ordre réel � si, pour toute condition initiale dans un compact, il existe une constante � ( 0 
telle que l’inégalité suivante soit satisfaite après un temps fini 
                                                    |�| * �|%�&�|�. 
 
& est classiquement soit un retard (ou dynamique négligée) soit une imprécision sur la 
connaissance de l’état du système. 
 
Comme le régime glissant classique, un régime glissant qualifié idéal est impossible à 
atteindre en pratique. De ce fait, le régime glissant ne prend place que dans un voisinage de la 
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surface de commutation. Ce comportement peut alors être qualifié de régime glissant réel 
(voir définition III.3). 
 
III.4. Quelques exemples de commandes par modes glissants d’ordre deux 

 Le but principal d’un algorithme d’ordre deux, est de générer un régime glissant 
d’ordre deux sur une surface de glissement sélectionnée �, et plus précisément d’obtenir en 
temps fini  

                                      � � �! � 0                                                                                      (III.3) 

La figure (III.1) fait apparaître la trajectoire de convergence du système vers la surface � [14]. 

 

                                          Fig. III.1 Mode glissant d’ordre deux.                

 
Pour une étude rigoureuse de la commande par modes glissants d’ordre deux, les 

hypothèses suivantes sont nécessaires [14] : 
 

1. La commande est telle que : maxu u≤  , avec maxu une constante réelle positive, et, les 

solutions du système (III.1) sont supposées définies pour tout t. 
 

2. Il existe [ ]1 max0,u u∈ telle que pour toute fonction continue ���� avec ( ) 1u t u〉 , il 

existe �
 (initial), tel que, �������� ( 0 pour tout � ( �
. Ainsi, la commande 

            ( )max 0u u sign s t= −    , où �+ est l’instant initial, permet d’atteindre la surface de                                                              

glissement � � 0 en temps fini. 
 

3. Il existe des constantes �+, ,-, ,., telles que pour tout �, � � �� / � avec |���, ��| 0
�+, le système vérifie par rapport à la surface de glissement � � 0 la relation suivante : 

                                            0 0 ,- * 12
13 * ,.. 

 
4.  Il existe une constante Ø telle que à l’intérieur du domaine |���, ��| 0 �+, on ait 

l’inégalité suivante : 

                                            5 1
16 �!��, �, �� 7 1

18 �!��, �, ������� 7 ������5 0 Ø 
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L’hypothèse 2 signifie que, partant de n’importe quel point de l’espace d’état, il est 
possible de définir une commande ���� qui permet d’atteindre la surface de glissement. Les 
hypothèses 3 et 4 impliquent que pour l’entrée considérée �, la dérivée seconde de  � est 
uniformément bornée dans un domaine borné. 
 
En respectant les conditions déjà définies, nous pouvons écrire dans un cadre général : 
 
  ( , ) ( , )s t x t x Wϕ ψ= +&&                                                                                    (III.4)             
 
Où ( , )t xϕ  et ( , )t xψ  sont des fonctions bornées. Ce qui nous ramène à écrire que toute 
solution relative à l’équation (III.4) satisfait l’inclusion différentielle suivante, [6].  
  [ ] [ ]0 0, ,m Ms Wφ φ∈ − + Γ Γ&&  

Pour un mode glissant d’ordre deux, l’entrée du système 9 dépend du degré relatif du 
système et par conséquent pour un degré relatif égal à deux (respectivement à un) par rapport 
à la fonction de glissement �, le signal 9 est égal à � (respectivement �! ). Pour un degré 
relatif égal à un, il faut donc ajouter un intégrateur à la commande réelle �. 
 

Dans la littérature, il existe plusieurs algorithmes de commande par modes glissants 
d’ordre deux : L’algorithme du Twisting, l’algorithme du Sous-Optimal, l’algorithme du 
Super-Twisting, l’algorithme de drift, …etc. [14] 
 

Nous allons décrire en détail l’algorithme du Twisting et l’algorithme du Super-
Twisting que nous utiliserons dans notre travail pour la synthèse de commandes et 
d’observateurs. 
III.4.1. Algorithme de Twisting 

Cet algorithme a été le premier contrôleur d’ordre supérieur à être défini. Il est appelé 
Twisting en raison de sa trajectoire de convergence en temps fini vers l’origine du plan de 
phase (s,�!), avec un nombre infini de rotations (Fig. III.2). 

  En plus de commuter le signe de la commande, cet algorithme commute son amplitude 
entre deux valeurs ;-, ;.. De telle sorte que l’abscisse et l’ordonnée soient croisées de plus 
en plus vers l’origine [14]. 

 

 

 

 

 

 

 

                      Fig. III.2 convergence en temps fini de l’algorithme Twisting 
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L’algorithme est défini par la loi de commande suivante [14], dans laquelle la condition sur  
|�| prévoit que |�| * 1 : 
 

 

( ) ( )
( )

1

0 ; 1

0 ; 1

m

M

u si u

u t sign s si ss u

sign s si ss u

α
α

− >


= − ≤ ≤
− > ≤

& &

&

                                                                             (III.5) 

Avec les conditions suivantes qui doivent être vérifiées  
 

0

0

0 0

4
M m

M
m

m
m

m M M m

s

α α

α

φα

α φ α φ

>
Γ>

>
Γ

Γ − > Γ +

 

 
Son expression pour un système de degré relatif égale à 2 est [14] : 
             

( )
( )

s 0

0
M

m ign s si ss
u

sign s si ss

α
α

− <= − ≥

&

&
                                                                                (III.6)           

 

Avec ;- et ;. vérifiant les conditions suivantes : 

0

0

0 0

4

m
m

m
M

m M M m

s

φα

α

α φ α φ

>
Γ

Γ>

Γ − > Γ +

 

Où �+est la valeur absolue que peut prendre � (souvent contrainte physiquement ou                       
techniquement).  
 
 
III.4.2. Algorithme de Twisting Idéal 

 Cet algorithme peut être utilisé lorsque le degré relatif du système par rapport à la 
nouvelle surface de glissement est deux. 

A partir de la deuxième dérivée de la surface de glissement et considérons que les 
perturbations sont égales à zéro, et pour0s =&& , on tire la loi de commande équivalente.  

La loi de commande se présente de la manière suivante [7] : 
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( ) 0

( ) 0
m eq

M eq

sign s u si ss
u

sign s u si ss

λ
λ

− + ≤= − + >

&

&
                                                                                      (III.7)   

Tel que : 
 

0 0 0

0

2

M m

m
m M

m m m

et

λ λ
φ φ λ φλ λ

> >

> > +
Γ Γ Γ

 

 
III.4.3. Algorithme de Super Twisting 
 

Cet algorithme a été développé pour des systèmes de degré relatif 1 afin d’éviter le 
phénomène de réticence. La loi de commande est constituée de deux termes, le premier est 
caractérisé par sa dérivée discontinue et le deuxième est une fonction continue de la variable 
de glissement. 
 

L’algorithme du Super-Twisting, à l’instar des autres algorithmes de la même 
catégorie, nécessite uniquement l’information sur s et entraine l’annulation de celle-ci et de �! 
en un temps fini. 

 
La convergence de cet algorithme est régie par des rotations autour de l’origine du 

diagramme de phase, comme illustré dans la figure (III.3). 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

                      Fig. III.3.  Convergence en temps fini de l’algorithme Super Twisting. 

 

La loi de commande du Super-Twisting est formée de deux parties. La première �
est 
définie par sa dérivée par rapport au temps, tandis que la deuxième est �� , continue et en 
fonction de la variable de glissement [14] 

( ) ( ) ( )1 2u t u t u t= +                                                                                                              (III.8) 
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( )1

1

( ) 1

u si u
u t

Wsign s si u

− >= 
− ≤

&                                                                                                (III.9) 

( ) ( )
( )

0 0

2

0

s sign s si s s
u t

s sign s si s s

ρ

ρ

λ

λ

− >= 
− ≤

                                                                                  (III.10) 

Les conditions de la convergence en temps fini vers la surface de glissement sont [21] : 

( )
( )

0

02 0
2

0

4

0 0.5

m

M

m m

W

W

W

φ

φφλ
φ

ρ

>
Γ

Γ +
≥

Γ Γ −
< ≤

 

Ce contrôleur peut être simplifié de la manière suivante : 
 

1

1
2

1

( )

( )

u W sign s

u s sign s uλ

= −


= − +

&

                                                                                                   (III.11) 

 
 
Notons la sensibilité du choix approprié des coefficients de ces algorithmes et le recours, le 
plus souvent, à des réglages empiriques lors des simulations. 
 
 
III.5. Application  

On applique une commande par mode glissant d’ordre deux pour le moteur pas à pas, 
pour la vitesse angulaireΩ , on utilise un algorithme de Twisting idéal. Pour le courant qi  on 

utilise l’algorithme de Super Twisting.  

III.5.1 Calcul des grandeurs de commandes 

 On considère toujours le modèle du moteur décrit par  l’équation (I.6), afin 
d’appliquer un algorithme par modes glissants d’ordre deux, pour la vitesse on définit une 
autre surface de glissement qui sera présentée par la suite, pour le courant <= on garde la 
même surface. 

 
 La surface de glissement pour la vitesse 

La surface ( )s Ω  est définit maintenant comme suit : 

  ( )s eΩΩ =                                                                                                  (III.12) 
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                        reΩ = Ω − Ω  

La dérivée de cette surface par rapport au temps est donnée par : 

  ( ) rs Ω = Ω − Ω& &&                                                                                            (III.13) 

En remplaçant  Ω!  par sa valeur dans (III.13) on aura : 

  ( ) ( )1
q v rs Ki f Cr

J
Ω = − Ω − − Ω&&                                                                 (III.14) 

La deuxième dérivée de cette surface par rapport au temps est donnée par : 

( )
2 2

2 2 2

1v v v
q q q r

f K f fK KR K KN
s v i i Cr Cr

JL JL J J JL J J J

  Ω = + − − + − Ω − Ω − Ω − −  
   

&&&&&             (III.15) 

En absence de perturbation ( )0 0Cr et Cr= =&  et en tenant compte des expressions des 

dérivées du courant <? @� Ω : 

  ( )
2 2

2 2
v v

q q q r

f K f KK KR K KN
s v i i

JL JL J J JL J

  Ω = + − − + − Ω − Ω − Ω  
   

&&&&            (III.16)                                                                        

A partir de l`équation (III.16), on obtient la commande équivalente pour  �"�Ω� � 0 : 

  
2

v v
qeq q q r

f L f L JL
v R i K NL i

J J K

  = + + − Ω + Ω + Ω  
   

&&                                (III.17)  

L’algorithme de Twisting idéal est donné par (III.8), donc la loi de commande est donnée 
par : 

  
( )
( )

( ) ( ) ( ) 0

( ) ( ) ( ) 0

M qeq

q

m qeq

sign s v si s s
v

sign s v si s s

λ

λ

− Ω + Ω Ω >= 
− Ω + Ω Ω ≤

&

&
                                   (III.18) 

Donc, si on fait l’hypothèse que le couple de charge ainsi que sa dérivée par rapport au temps 
sont uniformément bornées, le choix des gains de commande est : 

  max

v
m

M m

fL d Cr
Cr

K J dt
λ

λ λ

 > −

 >

 

 
 La surface de glissement pour le courant 

La surface ( )ds i  est gardée la même qu’au chapitre précédent : 

  ( )d d d rs i i i= −                                                    
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Le système étant de degré relatif un par rapport à la surface, utilisons donc l'algorithme du 
Super-Twisting qui est donné à (III.11), donc la loi de commande est donnée par : 

  ( )
1

2
1( ) ( )d d dv s i sign s i uλ= − +  

Tel que : 

  ( )1 ( )du W sign s i= −&  

Dans ce cas, l’action discontinue agira sur la dérivée seconde du courant. 

III.5.2. Simulation numérique 

III.5.2.1. Les résultats de simulation sans et avec perturbation 

Les paramètres du système sont gardés les mêmes, la perturbation sur le couple de charge est 
de :0.55Nm.  

Les résultats de simulation sont obtenus pour les paramètres suivants : 

• Pour la vitesse angulaire : 

                                                    
4

0.8
M

m

λ
λ

=
=

  

• Pour le courant :  

                                                      
1

20W

λ =
=
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                            Fig. III.4 Courbes de la vitesse sans perturbation (�� � 0 AB) 
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Fig. III.5. Courbes de la vitesse avec perturbation (�� � 0.55 AB) 

                    4, 0.8M mλ λ= =  

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
-1

0

1

2

3

temps(s)

(r
ad

/s
)

Vitesse du mpteur et de référence

 

 

x3

x3ref

0.42 0.44 0.46 0.48 0.5 0.52 0.54 0.56 0.58

2.68

2.7

2.72

2.74

2.76

2.78

2.8

2.82

Zoom de vitesse

 

 

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
-0.05

0

0.05

0.1

0.15

temps(s)

e3

Erreur en vitesse

 

 

e3

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
-0.15

-0.1

-0.05

0

0.05

temps(s)

s(
x3

)

Surface de glissement

 

 

s(x3)

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
-0.5

0

0.5

1

1.5

temps(s)

V
d

La commande totale

 

 

vd



Chapitre III                                                     Commande par modes glissants d’ordre supérieur 

 

54 

 

 

 

 

 

 

       Fig. III.6. Courbes du courant sans perturbation (�� � 0 AB) 
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                         Fig. III.7. Courbes du courant avec perturbation (�� � 0.55 AB) 
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Fig. III.8. Courbes de vitesse et du courant avec incertitudes paramétriques sur R et K
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III.5.3. Interprétation des résultats 

• Sans perturbations 

 On peut voir, figures (III.4, III.6), que lorsque y’a pas de perturbations (couple de 
charge) ou incertitudes paramétriques, que la commande par mode glissant d’ordre supérieur 
fonctionne correctement, et que l’erreur en vitesse est très faible. 

Les résultats sont très satisfaisants : 

L’erreur en vitesse est de l’ordre de 10�D, alors que l’algorithme d’ordre un présente une 
erreur de l’ordre de 3. 10��. 

Pour le courant, on remarque que la précision est améliorée, et que la réticence est 
considérablement réduite.    

• Avec perturbations (couple de charge) : 

On peut remarquer, à partir des figures (III.5, III.7), que la vitesse et le courant suivent 
encore bien les trajectoires de références. 

Les résultats sont satisfaisants : 

L’amplitude de l’erreur en vitesse est au maximum de l’ordre de 3. 10�D. 

L’amplitude de l’erreur en courant est de l’ordre de 4. 10�D. 

La qualité de robustesse est validée. 

• Avec incertitudes paramétriques : 

 A partir des figures (III.8), on peut bien déterminer la sensibilité de la commande vis-
à-vis des incertitudes paramétriques. Des essais ont été effectués pour : R+25% et K+25% et 
sans modifier les paramètres de la loi de commande. 

Les résultats obtenus sont satisfaisants : 

L’amplitude de l’erreur en vitesse est de l’ordre de 5.10�E. 

L’amplitude de l’erreur en courant est de l’ordre de 8.10�E. 

On peut voir que la commande par modes glissants d’ordre deux est peu sensible aux 
incertitudes paramétrique. 

Les qualités des modes glissants d’ordre 2 et particulièrement la robustesse vis-à-vis des 
perturbations du type (couple de charge) et des incertitudes paramétriques sont vérifiées. 
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III. 6 Conclusion  

Pour les modes glissants d’ordre supérieur, la commande discontinue agit sur la plus 
haute dérivée de la fonction de commutation pour générer un régime glissant au lieu de sa 
première dérivée comme dans le cas classique. Un algorithme glissant d’ordre r permettra une 
convergence en temps fini. 

Dans ce chapitre, nous avons montré les différentes techniques de la commande par 
mode glissant d’ordre supérieur, et nous avons donné les principaux algorithmes de 
commande par mode glissant d’ordre deux, tels que l’algorithme de Twisting et celui de Super 
Twisting qui sont les plus utilisés. 

Les simulations que nous avons effectuées, ont montré que les lois de commande par 
mode glissant d’ordre deux, donnaient des résultats satisfaisants en poursuite de trajectoire, en 
précision, et en réduction de la réticence, ainsi que la robustesse.           
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IV.1 Introduction  

La mesure de toutes les grandeurs (variables) d’un procédé physique est souvent 
primordiale afin de mettre en œuvre des stratégies de commande par retour d’état, ou bien des 
stratégies de surveillance et de diagnostic de défauts. Cependant, la disponibilité de ces 
variables d’états pour la mesure directe est pratiquement rare (difficulté d’implémentation ou 
coût élevé des capteurs). D’ou la nécessité d’une estimation fiable des grandeurs non 
mesurées lors de la synthèse de lois de commande, et pour cela, on fait appel a un système 
auxiliaire appelé, observateur, qui se charge de reconstruire les états non mesurables en 
exploitant les informations disponibles, à savoir le modèle dynamique du système, ses entrées 
et sorties mesurées.  

La technique d’observation basée sur les modes glissants permet la synthèse 
d’observateur pour de nombreuses classes de systèmes non linéaires [23], [24], [25]. 
L’utilisation des observateurs à mode glissant pour ses systèmes est motivée par leur 
robustesse aux incertitudes paramétriques. 

Dans ce chapitre, nous allons présenter, la notion d’observabilité qui est un concept 
très important dans le domaine de la reconstruction d’état. En suite, nous allons citer quelques 
méthodes de synthèse d’observateurs de systèmes linéaires et non linéaires. Il sera notamment 
consacré à la méthode de synthèse d’observateurs à mode glissant d’ordre 2. 

 

IV.2. Observabilité 

L’observabilité d’un processus est un concept très important dans le domaine 
d’estimation  de l’état. En effet, pour reconstruire les états inaccessibles d`un système, il faut 
connaître, à priori, si les variables d’état sont observables ou non. L’observabilité d’un 
système est la propriété qui permet de dire si l’état peut être déterminé uniquement à partir de 
la connaissance des signaux d’entrées et de sorties. 

     

IV.2.1. Observabilité des systèmes linéaires [23] 

Soit un système continu décrit par l’équation d’état déterministe suivante : 

                                
( ) ( ) ( )

( )
x t Ax t Bu t

y Cx t

= +


=

&

                                                                          (IV.1) 

Où les valeurs ( ) , ( ) ( )n m px t R u t R et y t R∈ ∈ ∈  représentent respectivement l’état, la 

commande et la sortie du système. Les matrices A, B et C sont des matrices constantes de 
dimensions appropriées. L’observabilité du système linéaire (IV.1) est garantie si et seulement 
si : 
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                                 ( )

( )

2

1

.

.

.
n

C

CA

CA

rang O rang n

CA −

  
  
  
  
  

= =  
  
  
  
   
  

                                                                          (IV.2) 

 Par conséquent le système linéaire (IV.1) est observable, si le rang de la matrice 
d’observabilité O est égal à la dimension n  de ce système.  

III.2.2 Observabilité des systèmes non linéaires [23] 

Soit le système non linéaire décrit par l’équation d’état (II.5), on dit que la paire (f, h) 
est observable au sens du rang si :  

 

                                          { }1, ,...,
Tn

f frang dh dL h dL h n− =                                                                     (IV.3) 

Ou l’écriture de k
fdL h est donnée par le vecteur : 

1 2

, ,....,
k k k
f f fk

f
n

L h L h L h
dL h

x x x

 ∂ ∂ ∂
=   ∂ ∂ ∂ 

                                                               (IV.4) 

IV.3. Observateurs par modes glissants 

On appelle observateur (ou reconstructeur d’état) d’un système dynamique, Un 
système dynamique auxiliaire dont les entrées sont constituées des vecteurs d’entrée et de 
sortie du système à observer. 
 

Nous allons brièvement présenter la synthèse d’un observateur par modes glissants, 
dont le principal avantage est d’augmenter la robustesse vis-à-vis les erreurs de modélisation 
et des incertitudes. 

  
Le principe des observateurs à modes glissants consiste à contraindre, à l’aide de 

fonctions discontinues, les dynamiques d’un système d’ordre � à converger vers une variété � 
de dimension �� � �� dite surface de glissement (� étant la dimension du vecteur de mesure). 
L’attractivité de cette surface est assurée par des conditions appelées conditions de 
glissement. Si ces conditions sont vérifiées, le système converge vers la surface de glissement 
et y évolue selon une dynamique d’ordre �� � ��. 
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Dans le cas des observateurs à modes glissants, les dynamiques concernées sont celles 
des erreurs d’observation 	�
� � ��
� � �
�
�. A partir de leurs valeurs initiales 	�0�, ces 
erreurs convergent vers les valeurs d’équilibre en deux étapes : 

Dans une première phase, la trajectoire des erreurs d’observation évolue vers la 
surface de glissement sur laquelle les erreurs entre la sortie de l’observateur et la sortie du 
système réel ((les mesures) 	� � � � �
 sont nulles). Cette étape, qui généralement est très 

dynamique, est appelée mode d’atteinte ou de convergence. 

Dans la seconde phase, la trajectoire des erreurs d’observation glisse sur la surface de 
glissement avec des dynamiques imposées de manière à annuler toutes les erreurs 
d’observation. Ce dernier mode est appelé mode de glissement. Les différentes étapes de 
synthèse d’un observateur à mode glissant sont connues et clairement identifiées dans [20]. 

 

                                    Fig. IV.1. Schéma de principe d’un observateur. 

Pour que l’état estimé converge vers l’état réel, l’observateur à mode glissant doit respecter 
deux conditions : 

La première concerne le mode d’atteinte et garantit l’attractivité de la surface de glissement 

� � 0 de dimension �, laquelle est attractive si la fonction de Lyapunov 21
( ) ( )

2
V x s x= vérifie 

la condition ( ) 0 0V x si s< ≠& . 

La deuxième concerne le mode glissant. Durant cette étape, la matrice des gains correctifs agit 
de manière à satisfaire la condition d’invariance suivante : 

                                     ��� � 0� � 0� 
Durant ce mode, les dynamiques du système sont réduites et le système d’ordre � devient un 
système équivalent d’ordre �� � ��. Ces critères permettent la synthèse de l’observateur à 
mode glissant et déterminent son fonctionnement. 

VI.3.1. Observateurs à mode glissant des systèmes linéaires 

  Considérons le système : 

 ��� �
� � ���
� � ���
�� � �� �                                                                              (VI.5) 
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Où la paire ��, �� est supposée observable. 

La reconstruction des variables d’état est basée sur les sorties mesurées, un 
changement de coordonnées peut être effectué pour que les sorties apparaissent directement 
comme des composantes du vecteurs d’état. Sans perte de généralité, la matrice de sortie peut 
être réécrite comme suit : 

                                � � ���   ��� 
Où �� �  !"�#$!�, �� �  !"! et le déterminant de �� est non nul. En respectant ces 
conditions, une matrice de transformation non singulière % permet de réécrire respectivement 
les matrices de sortie, d’état et de commande dans les nouvelles coordonnées comme suit : 

              �& � �%$� � �0 '! �, �& � %�%$� � (��� ������ ��� )   	
 �* � %� � (����) 
Où  

                                             % � ('#$! 0
�� ��) 

Le système (VI.5) peut donc être mis sous la forme : 

 �����
� � ������
� � �����
� � ����
�
�� � ������
� � �����
� � ������     �                                                (VI.6) 

                                       (���
�
��
� ) � %��
�  et  �� �  #$! 

L’observateur à mode glissant proposé pour ce type de système est: 

                        +�
���
� � ����
��
� � ����
�
� � ����
� � ,-�
�
�
� � ����
��
� � ����
�
� � ������ � -�
� �                                      (VI.7) 

Où �
�
� et �
��
� sont les estimées de ��
� et de ���
�, , �  �#$!�"! est le gain de 
l’observateur et la fonction discontinue -�
� est donnée par : 

                            -�
� � . �/0�1�
2�
� � �2�
�3 , avec . 4 0. 

�
2�
� et �2�
� sont respectivement les composantes des vecteurs �
�
� et ��
�. Les erreurs 
d’estimation d’état et de sortie sont données par : 

                               �	��
� � �
��
� � ���
�
	��
� � �
�
� � ��
� �                                                                        (VI.8) 

A partir des équations (IV.6), (IV.7), (IV.8) ; la dynamique des erreurs d’estimation 
s’estimation s’écrit : 

                          +	���
� � ���	��
� � ���	��
� � ,-�
�
	���
� � ���	��
� � ���	��
� � -�
� �                                                   (VI.9) 
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La paire ����, ��� � est observable car la paire ��, �� est observable. Par conséquent, 
le gain , peut être choisi tel que les valeurs propres de la matrice ��� � ,��� soit dans le 
demi-plan gauche du plan complexe. 

En pratique la difficulté majeure réside dans le choix d’un gain approprié K  pour 
établir un régime glissant dans un temps fini. Certains auteurs montrent la nécessité de 
modifier le gainK pendant l’intervalle de temps pour réduire les fortes commutations [23].  

VI.3.2. Observateurs à mode glissant des systèmes non linéaires 

La mise en œuvre des lois de commandes basées sur le modèle non linéaire du 
système, nécessite la connaissance du vecteur d’état complet du système à chaque instant. 

 
 Cependant, dans la plupart des cas, seule une partie de l’état est accessible à l’aide de 

capteurs. Pour reconstituer l’état complet du système, l’idée repose sur l’utilisation d’un 
capteur logiciel, appelé observateur [24].  

 
Pour le système (II.5), une structure d’observateur par modes glissants classique s’écrit : 

ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( )

ˆ ˆ( )

x t f x g x u sign y y

y h x

λ = + + −


=

&

                                                         (IV.10)                                                

 Dans ce cas, la surface de glissement est donnée par : ˆ( )s x y y= −  
 

Le terme de correction utilisé est proportionnel à la fonction discontinue signe 
appliquée à l’erreur de sortie. L’étude de la stabilité et de la convergence pour de tels 
observateurs, est basée sur l’utilisation des fonctions de Lyapunov. 
 

Le choix de ce type d’observateurs se justifie par les bonnes propriétés qui peuvent 
être obtenues et parmi lesquelles nous citerons : 

 
• Une convergence en temps fini vers la surface de glissement ˆ( ) 0s x y y= − =  si entre 

autre les conditions d’attractivité vers cette surface sont vérifiées. 
 

• Une réduction de dimension du système d’observation à n p−  états avec n la 
dimension de l’état x  et p  la dimension du vecteur de sortie. 

 
• Comme la fonction signe est équivalente à un grand gain au voisinage de l’origine, 

nous obtenons une certaine robustesse vis-à-vis d’erreurs de modèle et de 
perturbations bornées. 
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IV.4. Application 
 
On considère que la mesure de la position effectuée par un codeur optique est bien 

plus fiable que la mesure bruitée de la vitesse fournie par une génératrice tachymétrique, il 
s’avère judicieux de n’utiliser que la mesure de position. De plus, cela permet de faire 
l’économie d’un capteur. Or, les lois de commande nécessitent l’information de la vitesse Ω  
et même parfois, de l’accélération. Alors, afin de n'utiliser que les mesures des courants et de 
la position, il est choisi d’implanter différents observateurs de vitesse, à base de modes 
glissants [6]. 

 
Premièrement, ces observateurs sont implantés et simulés avec une loi de commande 

par modes glissants d'ordre 2 en conservant les mêmes réglages des paramètres de cette 
commande qui a fait ses preuves dans le chapitre précédent. 

 
Deuxièmement, Un seul observateur est utilisé avec la commande par modes glissants 

d’ordre 2, et cela pour la facilité de réglage et du temps de calcul. 
 
 

VI.4.1. Observateur basé sur un algorithme de Twisting 
  
 Pour construire un observateur par modes glissants d’ordre supérieur, on ne considère 
que la partie mécanique du système(I.6). Cet observateur de vitesse à base de modes glissants 
du second ordre, basé sur un algorithme de Twisting, est élaboré de la façon suivante [6] :  
 

( )ˆ 1 ˆ

ˆ
ˆ

q v

d
Ki f

dt J

d

dt

θ

 Ω = − Ω − χ


 = Ω

                                                                         (IV.11) 

 
 
Avec : 
χ :   Le terme discontinu. 

ˆ ˆ :etθε θ θ εΩ= − = Ω − Ω  L’erreur d’observation 

 
Les dynamiques de l’erreur d’observation sont données par : 
 

  

ˆ
ˆ

1v

d d

dt dt
f

Cr
J J

θ

θ

θ θε ε

ε ε ε

Ω

Ω Ω

= − = Ω − Ω =

= = − + χ −

&

&& &

                                                                     (IV.12) 

 
Choix de la surface de glissement : 
 
 On choisit 0θε =  comme surface de glissement de sorte que le système soit de degré 

relatif deux par rapport à cette surface, donc on peut utiliser un algorithme de Twisting. 
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La loi de commande par mode glissant d’ordre supérieur : 
 
 La loi de commande par mode glissant d’ordre supérieur basée sur l’algorithme de 
Twisting est donnée par : 
 

  
'

'

( ) 0

( ) 0
M

m

sign si

sign si

θ θ θ

θ θ θ

λ ε ε ε
λ ε ε ε

− >χ = 
− ≤

&

&
          

                                                    (IV.13) 

Avec : 

'

max

1
m Cr

J
λ >  

' '

max

1
2M m Cr

J
λ λ> +  

 
VI.4.2. Observateur basé sur un algorithme de Super Twisting 
 
 Dans ce cas, on utilise un observateur par modes glissant d’ordre 2 basé sur un 
algorithme de Super Twisting. 
 

                                     
 
                                            Fig. IV.2 Structure de l’observateur 
 
 
 Cet observateur est défini comme suit [6] : 
 

  
ˆ

obs

d

dt

θ =∑  

Avec 
obs
∑ est le terme continu. 
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La loi de commande par mode glissant d’ordre supérieur  
 
 La loi de commande par mode glissant d’ordre supérieur basée sur l’algorithme de 
Super Twisting est donnée par [6]: 
 

1
' 2

1

1

( )

( )obs

u u sign

u sign
θ θ

θ

λ ε ε
α ε

 = +=
=

∑
&

                                                                                          (IV.14) 

 
Tel que :  

ˆ
θε θ θ= − . 

 
Avec ', 0λ α > . 
 
 
 
IV.4.3. Résultats de simulation : 
 

• Les figures (IV.3) et (IV.4), correspondent aux courbes de vitesse, position et de 
l’erreur entre l’état estimée et l’état du moteur, sans et avec perturbation du premier 
observateur basé sur l’algorithme de Twisting. 
 

• Les figures (IV.5) et (IV.6), correspondent aux courbes de vitesse, position et de 
l’erreur entre l’estimée et l’état, sans et avec perturbation du deuxième observateur 
basé sur l’algorithme de Super Twisting. 

 

Les résultats de simulation sont obtenus pour les paramètres suivants : 

• Pour l’observateur basé sur l’algorithme de Twisting : 

                                                    
4 , 0.8

390 , 130
M m

M m

λ λ
λ λ

= =
′ ′= =

 

                                                     

• Pour l’observateur basé sur l’algorithme de Super Twisting :  

                                                      
4 , 0.8

7 , 9
M mλ λ

λ α
= =

′ = =
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Fig. IV.3 Courbes de la vitesse et position sans perturbation (�5 � 0 67), en               
utilisant l’observateur basé sur l’algorithme de Twisting.                
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Fig. IV.4 Courbes de la vitesse et position avec perturbation (�5 � 0.55 67), 
en utilisant l’observateur basé sur l’algorithme de Twisting. 
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Fig. IV.5 Courbes de la vitesse et position sans perturbation (�5 � 0 67), en 
utilisant l’observateur basé sur l’algorithme de Super Twisting. 
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     Fig. IV.6. Courbes de la vitesse et position avec perturbation (�5 � 0.55 67),   
en  utilisant l’observateur basé sur l’algorithme de Super Twisting. 
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IV.4.4. Interprétation des résultats 

• Sans perturbations 

Les figures (IV.4) et (IV.6), sans couple de charge, montrent que la commande avec 
observateur (c’est-à-dire avec suppression d’un capteur) fonctionne correctement, et que les 
erreurs en position et en vitesse sont faibles.    

Les résultats sont satisfaisants : 

� Pour l’observateur basé sur l’algorithme de Twisting 

L’erreur en vitesse est de l’ordre de 5. 10$�:;</�, avec un maximum de l’ordre de 
4. 10$�:;</� , avec un faible phénomène de réticence. 

L’erreur en position est de l’ordre de 10$?:;<, avec un maximum de l’ordre de 2. 10$A:;<. 

� Pour l’observateur basé sur l’algorithme de Super Twisting 

L’erreur en vitesse est de l’ordre de 2. 10$A:;</�. 

L’erreur en position est de l’ordre de 2. 10$B:;<, avec un maximum de 4. 10$B:;<. 

• Avec perturbations (couple de charge) : 

Les figures (IV.5) et (IV.7) montrent que cette commande basée sur l’observateur est robuste 
vis-à-vis des perturbations. 

Les résultats sont satisfaisants : 

� Pour l’observateur basé sur l’algorithme de Twisting 

L’erreur en vitesse est de l’ordre de 6. 10$�:;</�, avec un maximum de l’ordre de 
4. 10$�:;</� , avec un faible phénomène de réticence. 

L’erreur en position est de l’ordre de 10$?:;<, avec un maximum de l’ordre de 2. 10$A:;<. 

� Pour l’observateur basé sur l’algorithme de Super Twisting 

L’erreur en vitesse est de l’ordre de 10$A:;</�, avec un maximum de l’ordre de 5. 10$�:;</
� , avec un faible phénomène de réticence. 

L’erreur en position est de l’ordre de 2. 10$B:;<, avec un maximum de l’ordre de 10$D:;<. 
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IV.5. Conclusion 

 Dans ce chapitre, nous avons présenté les observateurs à modes glissant pour les 
systèmes linéaires et non linéaires. 
 
   On a implanté et simulé deux observateurs à modes glissants avec une loi de 
commande par modes glissants d’ordre deux en conservant les mêmes réglages des 
paramètres de cette commande qui a fait ses preuves dans le chapitre précédent.    

 
Les résultats de simulation ont montré les très bonnes qualités de la commande et de 

l’observateur. La précision est restée bonne et la robustesse est vérifiée.     
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 L’objectif de ce travail était l’étude de la commande par retour d’état et par 
observateurs à base des modes glissants d’un moteur pas à pas à aiment permanant. 

Nous avons commencé notre travail par présenter le moteur pas à pas, puis par citer 
ses avantages et ses inconvénients, et déterminer les équations et modèles du moteur pas à pas 
utilisé. 

De point de vue théorique, nous avons présenté quelques notions de base de la 
commande par modes glissants d’ordre un et d’ordre deux, puis nous avons utilisé le modèle 
du moteur pas à pas dans le repère (d, q) pour des tests de simulation.  

L’algorithme par modes glissants d’ordre un montre ses qualités de mise en œuvre, de 
précision et de robustesse vis-à-vis d’incertitudes paramétriques. En revanche, cet algorithme 
par mode glissant montre des limites de la robustesse vis-à-vis d’un couple de charge de 
perturbation. Les modes glissants d’ordre supérieur sont donc une solution évidente pour 
palier a ce problème.  

Les modes glissants d’ordre deux ont été introduits ici pour éliminer le chattering, et 
aussi pour améliorer la robustesse vis-à-vis du couple de charge de perturbation. Plusieurs 
algorithmes par modes glissants d’ordre deux sont présentés, et deux sont simulés avec de très 
bons résultats. La robustesse (vis-à-vis d’incertitudes paramétriques ou d’un couple de charge 
de perturbation) est alors mis en évidence. De plus, la précision est améliorée, et le chattering 
est réduit.   

Pour diminuer le nombre de capteurs (point de vue économique), des observateurs par 
modes glissants d’ordre deux ont été introduits, deux observateurs à base des algorithmes 
(Twisting et Super Twisting) sont présentés, illustrés par des simulations. La précision est 
bonne, la robustesse vis-à-vis des incertitudes paramétriques et vis-à-vis d’un couple de 
charge est aussi correcte. 

Quant aux perspectives que nous pouvons proposer au terme de ce travail, elles se 
résument  en quelques points essentiels : 

• Utiliser des commandes et des observateurs par modes glissants d’ordre trois afin 
d’améliorer la robustesse. 

• Construire un observateur qui permet d’obtenir une estimation du couple de charge de 
perturbation. 

• Elaboration d’un algorithme permettant de modifier automatiquement les valeurs des 
paramètres des lois de commande en fonction du couple de perturbation fournit par 
l’observateur. Cela permettrait d’adapter les gains en fonction du couple de charge, 
donc d’adapter l’énergie consommée en fonction des besoins.    
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