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Introduction générale

[’analyse numérique propose depuis son développement la simulation, comme
une alternative complémentaire a I’expérimentation, pour comprendre et quanti-
fier les phénomeénes en jeu dans tous les domaines de la physique. Ceci s’applique
en particulier a I’électromagnétisme auquel les technologies les plus récentes ré-
servent une place privilégiée. Les phénomeénes électromagnétiques interviennent
dans la plupart des systémes de communication et de détection : radio, téléphone,
radars. . .... La mise en oeuvre de I’électromagnétisme (') débouche sur une in-
finité d’applications. C’est a cause de I'importance croissante de ces phénomenes
que la communauté d’analyse numérique a déployé, dés ses débuts, des efforts
conséquents pour proposer et étudier des méthodes pour résoudre numérique-
ment les équations de 1’électromagnétisme, particulierement, celles ayant trait a
la diffraction des ondes par des obstacles. Parmi les méthodes les plus répandues
pour la résolution de ce type de problémes, nous pouvons citer les différences
finies, les éléments finis, les éléments finis de frontiére, ou encore les méthodes
des caractéristiques ou les approches spectrales etc.....

Cependant, les difficultés rencontrées dans certaines situations réelles, sont
étroitement liées & la complexité de la structure de 1'obstacle. C’est le cas par
exemple des antennes de télécommunications ou des diffuseurs, qui sont souvent
revétus d’une couche mince diélectrique absorbante. Citons aussi le domaine de
la furtivité radar : la peinture qui recouvre ’avion absorbe les ondes émises par

un radar et lui permet de demeurer invisible. Le rapport entre 1’épaisseur de la

IL’électromagnétisme est I’étude des phénoménes électriques et magnétiques provoqués par
le mouvement de corps chargés électriquement. En 1865, James Clerk Maxwell (1831 — 1879)
scientifique écossais unifie la théorie des phénomeénes électriques et magnétiques en posant les
équations connues désormais sous le nom d’équations de Maxwell. L’électromagnétisme sous
sa forme actuelle est né!
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couche de peinture et les dimensions caractéristiques de 1’appareil est ici, encore
plus faible. Dans toutes ces situations, la simulation numérique de la solution
est difficile car elle nécessite une discrétisation a 1’échelle de 1’épaisseur de la
couche. Le maillage comporte alors un trés grand nombre d’éléments, ce qui
rend les calculs parfois longs et peu précis. Pour cette raison, plusieurs auteurs
se sont mis & la recherche d’un moyen pour pallier & ce probléme de "couche
mince", tout en conservant entiérement les effets de celle -ci sur 'onde incidente.
Plus précisément, l’alternative consiste & remplacer le probléme initial par un
autre probléme, dont la solution est proche de celle qu’on cherche, et qui ne
fait plus intervenir la couche mince. L’effet de cette derniére se traduira par de
nouvelles conditions aux limites appelées ” conditions d’impédence” ( Impedance
Boundary condition) , "Conditions aux limites équivalentes" ou "conditions aux
limites approchées". II s’agit de remplacer le revétement de 1’obstacle par une
condition aux limites qui lui serait équivalente au sens qu’elle ”contiendrait ” les
mémes informations, lorsqu’on se place a 1’exterieur de la couche. Suivant les
cas, cette (C.L.E.) peut s’ecrire soit sur I'obstacle, remplagant alors les conditions
de transmission entre le milieu extérieur et la couche, soit sur une frontiére
artificielle placée- "au-dessus" et "assez pres" de la couche. Ainsi, 1’utilisation
d’une (C.L.E.) nous autorise & considérer des couches trés fines, sans avoir a se
soucier des problémes numériques que cela peut entrainer.

L’ idée d’introduire de nouvelles conditions aux limites pour approcher I'effet
des couches minces a fait l'objet de plusieurs études principalement en élec-
tromagnétisme ou cette méthode a été appliquée pour approcher le probléme
de diffraction d’une onde électromagnétique par un obstacle conducteur revétu
d’une couche mince. Plusieurs approches pour la construction de ce type de
conditions ont été introduites par de trés nombreux auteurs parmi lesquels nous
citons Engquist-Nédélec [8], Senior-Volakis [25], Bendali -Lemrabet [4], Ammari-
Latiri-Grouz [2]|, Haddar-Joly [14] et Bendali-Bartoli [3]. Cette méthode a été
aussi appliquée en élasticité par Lemrabet [17], Lemrabet-Teniou [18], L. Rah-
mani [20]; Rahmani-Vial [21], pour I’étude des plaques élastiques revétues de
couches minces ou renforcées par des raidisseurs.

Notre étude est principalement basée sur les travaux de Bendali- Lemrabet
[4] , Ammari-Latiri-Grouz [2] , Grégory Vial [11] , Kersten Schmidt- Sébastien
Tordeux [23] et Leila RAHMANTI [19]. Leur approche est basée sur une analyse

asymptotique du probléme par rapport a I’épaisseur de la couche. La construction
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d’un développement asymptotique multi-échelle de la solution permet d’identifier
des problémes avec conditions aux limites approchées, et de les analyser avec
précision.

Décrivons & présent plus en détail le contenu de ce mémoire. D une fagon

générale, on considere le probléme de transmission :

;

Auf + ki = f; dans

Aug + k2ué = f, dans QF

Opu§ = Opus +g sur I (1)
ui =u: sur I’

u: =0 (Dirichlet ) ou 0,ut =0 (Neumann) sur I'¢

\

ou () représente une couche mince qui entoure €2; ( voir la figure 1)

Fic. 1 — Couche mince

L ’équation Au® + k*u® = f est l’équation de Helmholtz. Les conditions
posées sur I' ( qui est la frontiere commune des deux domaines) sont appelées :
conditions de transmissions. Sur la frontiére extérieure I'S, on impose soit une
condition de Dirichlet, soit une condition de Neumann.

On souhaite remplacer 'effet de la couche mince par une condition aux li-
mites, dite condition aux limites généralisées ou condition d’impédance. Plus
précisément, on cherche une condition aux limites C'L. (v°, 9,,v°) , tel que le pro-

bléme
AV + E?0° = f; dans
CL. (v¢,0,v°) =0sur T

soit bien posé et que sa solution v° soit “proche” (quand e est voisin de 0) de uS

la restriction intérieure de celle du probléme (1). Ces conditions seront établies
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par une méthode basée sur un changement d’échelle et un développement asymp-
totique par rapport a I’épaisseur de la couche mince. En effet, un changement
d’échelle est nécessaire avant 1’analyse asymptotique car les u° appartiennent a
des espaces fonctionnels qui varient avec € : On ne peut donc pas les comparer
entre eux directement. Une idée naturelle pour contourner cette difficulté est
d’effectuer une dilatation de rapport e~! de la couche mince dans la direction
normale et de transporter u®sur 'ouvert ainsi défini. On transforme ainsi le do-
maine en un domaine fixe et le petit paramétre n’apparait plus dans la géométrie,
mais dans les équations. L’idée consiste ensuite a approcher la solution par la
série donnant son développement asymptotique tronqué a un ordre donné, les
conditions vérifiées par cette approximation sur I' fournissant les conditions aux
limites approchées recherchées.

Le plan de ce mémoire est le suivant :

On rappelle d’abord quelques éléments d’analyse fonctionnelle et de géomé-
trie différentielle nécessaires a I’étude du probléme. L’étude que nous proposons
ensuite est divisée en deux parties principales : dans la premiére partie, on étudie
un probléme mathématique (équation de Helmholtz) posé sur un domaine borné
entouré d’une couche mince. Cette partie est composée de deux chapitres. Dans
le premier, on étudie le probleme en dimension deux . Le deuxiéme chapitre
traite le probléeme en dimension trois. Dans les deux situations, on étudie le cas
ou la perméabilité magnétique de la couche mince est supposée rester finie et le
cas ot elle tend vers 'infini quand ¢ tend vers 0. La construction d’un développe-
ment asymptotique de la solution de (1) quand ¢ tend vers zéro est décrite dans
son intégralité, des estimations optimales du reste sont données. On identifie des
conditions aux limites approchées d’ordre 0, 1 et 2 qui rendent compte de I'ef-
fet de la couche mince, définissant ainsi des problémes approchés. L’utilisation
de I'analyse multi-échelle permet d’obtenir des estimations optimales de ’erreur
commise.

Dans la seconde partie, on reprend article de Bendali et Lemrabet [4] qui
étudie la diffraction d’une onde éléctromagnétique par un obstacle revétu d’une
couche mince. On suppose ici que la perméabilité de la couche mince est va-
riable. L analyse effectuée dans [4] s’applique alors facilement a ce cas et elle est
reprise sans aucune difficulté supplémentaire. Nous considérons, donc, un pro-
bleme mathématique basé sur I’équation de Helmholtz posé dans un obstacle

revétu d’une couche mince de perméabilité variable, avec une condition de Neu-
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mann ou Dirichlet sur le bord et une condition d’onde sortante a l'infini. Dans
cette situation, nous ramenons d’abord le probléme posé sur un domaine infini
a un probléme posé sur un domaine borné, grace a un opérateur dit de Steklov-
Poincaré. Un changement d’échelle permet d’écrire la formulation variationnelle
dans un domaine fixe. Nous utilisons la technique des développements asymp-
totiques multi-échelle pour identifier des conditions aux limites approchées. La
méthode consiste a faire un développement asymptotique a partir de la formula-
tion variationnelle et approcher la solution par une série donnant son développe-
ment asymptotique tronqué a un ordre donné, les conditions vérifiées par cette
approximation sur l'interface fournissant les conditions aux limites approchées

recherchées. On donne ensuite des estimations d’erreur optimales.



Chapitre 1

Rappels d’analyse fonctionnelle

et de géomeétrie différentielle

Ce chapitre a pour but de rappeler un certain nombre d’outils d’analyse
fonctionnelle et de géométrie différentielle qui seront utilisés dans le suite. Pour

plus de détails, nous renvoyons le lecteur aux ouvrages [7] , [1], [9].

Analyse fonctionnelle
Les espaces LP(Q2) (1 <p<+o0)
Soit 2 un ouvert borné de R".

Définition 1.1 On désigne par L' () 'espace des fonctions intégrables sur €

a valeurs dans R. On pose

1f]l 21 :/Q|f(:c)|dx.

Définition 1.2 Soit p € R avec 1 < p < +o0. On pose

LP(Q)={f Q—R;[f est mesurable et |f|" € L' (Q)}.

I = | | !f(x)lpdwr

On note

I.llLP est une norme.
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Définition 1.3 On pose
L (Q)={f:Q—R;f mesurable et 3 une constante C telle que |f ()] < C p.p. sur Q.}

On note
[fllzee = nf{C" ; |f(2)] <C p.p. sur Q}

||| est une norme.
Notation-Soit p € R avec 1 < p < 400; on désigne par p/ 'exposant
1
conjugué de p i.e. — + — = 1.
p

p/

Proposition 1.4 (Inégalité de Holder) -Soient f € LP(Q) et g € L1(Q)
avec 1 < p < +oo . Alors f. g € L' (Q) et

/ gl < If e Nl

Remarque 1.5 Lorsque p = q = 2, on retrouve l’inégalité de Cauchy-Schwarz.
Théoréme 1.6 LP () est un espace de Banach pour tout 1 < p < +oc.
Théoréme 1.7 LP () est réflexif pour tout 1 < p < 400

Théoréme 1.8 (Théoréme de représentation de Riesz-Fréchet) Soit1 <
p < 400 et soit p € (LP) . Alors il existe u € L” unique tel que

(gpf)z/uf VfelL”.

De plus on a

lull o = llpllzoy-

Théoréme 1.9 (Densité ) L’espace C. () est dense dans LP (2) pour 1 <
p < +00.

Théoréme 1.10 L (2) est séparable pour 1 <p < +o0.
Théoréme 1.11 Soit p € (L' (). Alors il existe u € L™ () unique tel que
)= [ur vier@.

De plus on a

1wl @) = |9l (L1 @)y -
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Remarque 1.12 Le théoréme 1.11 affirme que toute forme linéaire et continue
sur L'se représente o l'aide d’une fonction de L. L’application ¢ — u est une
isométrie surjective qui permet d’identifier (Ll)/et L>. Dans la suite on fera

systématiquement l’identification
(L) = L.

Définition 1.13 Soit 1 < p < 400 ; on dit qu’une fonction f : 0 — R appar-
tient a LY () si f 1x € LP () pour tout compact K C Q.

loc

Espaces de Sobolev WP (Q)

Les espaces de Sobolev sont les espaces “naturels” des solutions d’équations
aux dérivées partielles. On les appelle aussi espaces d’énergie car ils s’interprétent
naturellement comme des espaces de fonctions d’énergie bornée. Nous rappele-

rons ici les définitions et les résultats qui seront utilisés par la suite.

Définition 1.14 Soit 2 un ouvert de R™ . On appelle I’ensemble des fonctions a
support compact inclus dans ) et indéfiniment dérivables dans €2, les fonctions
testes. Cet ensmble est noté D () ou C°(£2).

Définition 1.15 Une distribusion de Schwartz dans ) est une forme linéaire
sur D (Q) continue pour la topologe naturelle de cet espace. L’ensemble des dis-
tributions est noté D' (2) .

Définition 1.16 Soit 2 un ouvert de R"et soit p € R avec 1 < p < 0o. L’espace
de Sobolev WP (Q) est défini par

g1, g2, gn € LP () tels que

9,
852—[@@0%&60&’0(9) Vi e N*

W (Q) = due L7 (Q) Iu

On pose
Wt (Q) = H' (Q)

Pour v € W7 (Q), on note

ou
8377;

:gietVu:(au ou 8u)

dxy’ Oy Dy
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L’espace WP (Q) est muni de la norme

lullwre = [l Lo

i ||l Lp

ou parfois de la norme équivalente

8u

Z

si 1<p<oo.
Lr

[ellwin = [!IUII

L’espace H' () est muni du produit scalaire

ou Ov
(w,0) = (u UL2+Z<833 8$>

La norme associée
2
ou
aCL’Z L2

Proposition 1.17 - L’espace W'Pest un espace de Banach pour 1 < p < 00 ;

N —

2
lullwre = [HUHL2

est équivalente & la norme de W2

WP est réflexif pour 1 < p < oo et séparable pour 1 < p < co. L’espace H'est

un espace de Hilbert séparable.

Remarque : Soit u € L, (Q); la théorie des distributions permet de don-
u

ﬁazi (8$1

D’ (Q) —espace qui contient enparticulier L}, (£2)). Utilisant le langage des dis-

ner un sens a est un élément de « 1’énorme» espace des distributions

tributions on peut dire que W () est I’ensemble des fonctions u € L? (Q2) telles

U . L., . . .
1 <i < N (au sens des dérivées-distributions)
i

toutes les dérivées partielles

appartiennent a L? (2).
Définition 1.18 Soient m > 2 un entier et soit p un réel avec 1 < p < oo. On
définit par récurrence

ou

axi

Wm’p(Q):{u Qr—R|ve W™ P (Q) et c W hr(Q) ogign}
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I revient au méme d’introduire(*)

WP (Q) = {u € L7 (Q)

Vie| <m 3g, € LP () tels que
JuD% = (=1)" [ gatp Vo € C (Q) }
On note g, = D%u.
L’espace W™P (Q) muni de la norme
lellynmiy =D 1D ullp
0<a<m
est un espace de Banach.

On pose H™ () = W™2(Q) ; H™ () muni du produit scalaire

(’LL 7U)H’”(Q) = (u 7U)L2 + Z (Dau 7DOC,U)L2 )

est un espace de Hilbert.

Proposition 1.19 On suppose Q de classe C1. Soit u € WP (Q) avec 1 < p <
oco. Alors il existe une suite (u,) de C° (R") telle que u,, — u dans WP (Q).

Autrement dit, les restrictions a Q0 des fonctions de C° (R"™) forment un sous-
espace dense de WP (Q).

Théoréme 1.20 (Rellich-Kondrachov) On suppose 2 borné de classe C*.
On a

1 1 1

) lors WP (Q L1(Q), V 1.0 o — = — — =

s p <, alors W19 (@) € L1(0), ¥ € [1p] o & = 5~
st p=mn, alors W (Q) C L1(Q), Vg € [1,00] ,
si p>n, alors W (Q) C C (Q) ,Vg € [1, 0],

avec injections compactes >.

1Un multi-indice o est une suite a = (a1, o -+ - ) avec o > 0 entier ; on pose

N portaz+an

= et DY = .
o] ;az 4 0z 0x5? - - - 0N 4

2En particulier WP (Q) C L4 (£2) avec injection compacte pour tout p.
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Définition 1.21 Soit 1 < p < 0o ; Wy désigne la fermeture de C* dans W'».
On note

Hy = Wy™.
L’espace VVO1 P muni de la norme induite par WP (Q) est un espace de Banach
séparable ; il est réflexif si1 < p < oo. H} est un espace de Hilbert pour le produit

scalaire de H'.

Proposition 1.22 (Inégalité de Poincaré) On suppose que ). est un ouvert

borné. Alors il existe une constante C' (dépendant de ) et p) telle que
lull e < ClIVull e Yue WeP (Q) (1< p <o),
En particulier Uexpression ||Vul| r est une norme sur Wy () qui est équi-
valente & la norme |ullyy1, 5 sur Hy () Ueaxpression | VuVv est un produit
Q

scalaire qui induit la norme ||Vul| ;. équivalente & la norme ||u| .
Définition 1.23 Soient 2 un ouvert de de R"

(1) Soit 1 < p < oo on dit que u, converge faiblement vers u dans W7 (Q)

si u,,u € WH (Q), u, — u dans LP et Vu, — Vu dans LP.

(2) On dit que u, converge faiblement* vers u dans W1 (Q) si u,,u €
WL (Q), u, = u dans L>® et Vu, = Vu dans L.

Définition 1.24 On peut définir une famille d’espaces intermédiaires entre L9 ()
et WP (Q). Plus précisément si 0 < s <1 (s€R) et 0< p< oo, on pose

W () = {UGLW); W)_u(g)\}’
o=yl
muni de la norme naturelle. On note W*%(Q) = H* (). On retiendra que les

espaces W*5P () peuvent aussi étre introduits comme interpolés entre L7 (2) et

WP (Q), ou bien par transformée de Fourier sip =2 et Q = R".

Définition 1.25 On définit enfin WP (Q2) pour s réel, s non entier, s > 1

comme suit. On écrit s = m+ o avec m = partie entiére de s, et on pose
WP (Q) ={ue W™P(Q) ; D e WP (Q) Ya avec |a| =m}

Par cartes locales on définit aussi W*P (I')ou I' est une variété régquliére (par
exemple le bord d’un ouvert réqulier). Ces espaces jouent un role important en

théorie des traces.
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Théoréme 1.26 (des traces) Soit Q un ouvert borné régulier de classe C*, ou

bien Q0 = R%. On définit l’application trace vy, linéaire continue vy

Yo  H'(Q)NC(Q) — L*(6Q) N C* (99)
u— 7o (u) = ulyg

Cette application v, se prolonge par continuité en une application linéaire contu-
nue de H' () dans L? (09) ,note encore vy,. En particulier, il existe un conctante
C > 0 telle que , pour tout fonction v € H* (Q), on a

0]l L2(00), < C N0l

Proposition 1.27 Les propriétés les plus importantes de la trace sont les sui-
vantes :
(1) Siue WP (Q),alors, en fait, ur € Wioer (T) et

< C upe |y Yu € WH(Q)

wp || -3 I
H ‘F Wl pip(F) wlp

De plus lopérateur trace u — ur est surjectif de WP (Q) sur WP (I').

(2) Le noyau de Uopérateur trace est Wy (Q), ¢’est-a-dire
Wy (Q) = {ue W (Q), ur =0}

Remarque : On remarquera qu’il y a une différence fondamentale entre
Lr (R’}r) et Wtr (R’}r) : les fonctions de LP (R’}r) n’ont pas de trace sur I' . On
imagine aisément comment définir a 1’aide de cartes locales la trace sur I' = 0€2
d’une fonction u € WP (Q) lorsque € est un ouvert régulier de R ( par exemple

Q de classe C* avec I borné ) . Dans ce cas ul,, € L? (T

Théoréme 1.28 (Formule de Green) Soit Q un ouvert borné régulier. Si u

et v sont des fonctions de H' (Q) , elles vérifient

/Qu(x) 88;)1- (2) dx:—/ﬂv(x) aa;fi (z) dm—i—/mu(x)v(x) 0 () ds

ot n = (N;) <<, €st la normale unité extérieure a 02 .De méme, si oest une
fonction vectorielle de [L? ()" telle que divo € L* () et siu € H' (Q) alors

/Qu(:v)divadx:—/QVu(x) o (z) d£+/ u(z)o(z) n(x) ds

onN
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Proposition 1.29 (Inégalités d’interpolation de Gagliardo-Nirenberg)
Soit  Q un ouvert borné régulier de R™ et soit u € LP(Q) N W2 (Q) avec
1<p<ooetl<r<oo. Alors

u € Whi(Q),

. , o1 1/1 01
ol q est la moyenne harmonique de p et r c’est-a-dire — = 3\5 +—] et
q p T

1 1
||DU||Lq(Q) <C ”UH;VM(Q) ||U||zp(9)

Cas particuliers : st p = 0o donc q =2r ,on a

1 1
[ Dull p2r ) < C llullfer gy 1l Eoe gy -

Soient 1 < q < p < 00, alors

a l1—a q
1Dl < C llalfrs oy el Yu € W (@) aveca =11

p

1
Notons le cas fréquemment utilisée N =2 , p=4 et a = 2 c’est-a-dire

1 1
||u||L4(Q) S C ||u||5{/1,N(Q) ||u||zq(Q) Yu € Hl (Q)

Théoréme 1.30 (Lax-Milgram) Soit H un espace de Hilbert et a (u,v) une
forme bilinéaire,continue et coercive : Alors pour tout ¢ € H il existe w € H

unique tel que
a(u,v) = (¢, v)

De plus, si a est symétrique, alors u est caractérisé par la propriété
cH e - (u,u) = (p,u) = mi : (u,v) = {, v)

— — = min < - — )
u e 2a U, u O, U min 2a U, v 0,V

Alternative de Fredholm

Définition 1.31 On dit qu’un opérateur T € L (E, F') est compact si T (Bg) est
relativement compact pour la topologie forte. On désigne par K (E, F') I’ensemble
des opérateurs compacts et on pose K (E) = K (E, E).

Théoréme 1.32 Soit T € k (FE) alors :

1. Ker (I —T) est de dimension fnie,
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2. Im (I —T) est fermé, et plus précisément Im (I —T) = Ker (I — T”‘)L

3. Ker(I-T)={0y & Im(I—-T)=E

4. dimKer (I —T) =dimKer (I —T%).

Interpretation : On cherche a résoudre u—Tu = f. On a alors l'alternative :
a- Ou bienVf € E on a une solution unique (cond 3)

b- Ou bien l’équation homogéne admet n solutions indépendantes et on ne peut

résoudre [’équation compléte qu’avec n conditions d’orthogonalité sur f.

L’espace L? (a,b; X)

Soient X un espace de Banach et ]a; b[ un ouvert de R. On désigne par ||.||

la norme dans X.

Définition 1.33 : On désigne par L? (a,b ; X) (0 < p < 00) l'espace des classes

de fonctions mesurables de |a;b| dans X telles que :

P
sy = [ /( i ||f<t>||€<dt} <0 pourp < oo
[ lomes vy = supess [1f (0)]x < oo pour p = oo.

Pour (0 <p<o0), LP(a,b;X) est un espace de Banach.

Distributions vectorielles

Définition 1.34 On appelle espace des distributions vectorielles de |a,b| & va-
leurs dans un espace de Banach X et on note D' (Ja,b[; X) lespace des applica-

tions linéaires continues de D (Ja,b]) & valeurs dans X et on note
D' (Ja,b[; X) = L(D (Ja,b[) ; X')

Définition 1.35 Soit f € D’ (Ja,b[; X) et soit m un entier naturel. Alors ,

lapplication
m | d
p— (-1 f| 22| o€ D(at)

m

est une distribution que l’on note er
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L’espace W (a,b ; V, V')

On considére deux espaces de Hilbert réels séparables. On note ((; )) le produit
scalaire et ||| la norme dans V et (.,.); |. | les notions correspondantes dans H
En outre, on suppose que V' est dense dans H si bien qu’en identifiant H et
son dual H', on a
Ve H<—V

chaque espace étant dense dans le suivant.
Définition 1.36 Soient a,b € R. On désigne par W (a,b ; V, V') lespace
W(a,b;V,V") = {u,u € L?*(a,b;V),u' € L* (a,b; V") }

Proposition 1.37 L’espace W (a,b ; V, V') muni de la norme

1
2 2 2
llly = (el + 10 o)

est un espace de Hilbert.

Remarque : H' (0.1; L? (")) est I'espace des distributions vectorielles w €
D’ (0.1; L? (")) tels que w et w’ appartiennent a L? (0.1; L? (T")). ... gurent dans

Eléments de géométrie différentielle

L’objet de cette section est d’introduire un systéme de coordonnées adapté
a la construction des conditions d’impédance (C L E) . On pourra utilement se
reporter a [24] et [14]

Eléments de géométrie dans R?

Définition 1.38 : On appelle courbe différentielle paramétrée de R une appli-
cation différentiable o d’un intervalle ouvert I de R dans R?. Si le vecteur dérivé
o (s) est non nul, il représente la tangente orientée en s. Soit : a I — RY une
courbe différentiable paramétrée et so € I. La longueur de ’arc paramétré entre

spet s est par définition :

()= [ Nl $)lds
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at _

La fonction s — t(s) est dérivable de dérivée o o' (s)|| > 0. La fonction
s

t est strictement croissante et admet une fonction réciproque s = ¢ (t). Les

conditions de dérivabilité montrent que s est une fonction de t de classe C'™ et
on peut donc considérer o (¢ (t)) qui est de classe C*. Ceci conduit & dire : pour
que la courbe différentielle soit réguliére il faut que la condition suivante soit
vérifiée

Vsel o (s)#0.
Une courbe différentielle réguliére peut étre paramétrée par son abscisse curviligne

t. On a alors .
t= [ o @)1,
to

et en dérivant, on constate que ||/ (t)||, =1

Etude géométrique locale d’une courbe paramétrée

Définition 1.39

Soit o : I — R? une courbe régulicre paramétrée par son abscisse curviligne, le

nombre

s’appelle la courbure en t de la courbe .
Si on change lorientation de la courbe, la valeur de la courbure ne change pas.
Auz points ou ¢ (t) # 0, on peut définir le rayon de courbure de ent par :

R()=

Par dérivation de (o', /) =1 ent, on constate que le vecteur i (t) est orthogonal
au vecteur tangent 7 (t) ent .
Le vecteur 1i (t) est appelé le vecteur normal & o en't .

Le plan déterminé par les vecteurs 7 (t) et 7 (t) s’appelle le plan osculateur a o

ent.

La ou ¢ (t) est nul, ce plan n’existe pas, on dit alors que l'on a un point sin-
gulier a lordre 1. Dans la suite nous supposons qu’il n’y a pas de telles

singularités. la normale est partout définie.
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Le vecteur unitaire b(t) = 7 (t) A i (t) s’appelle le vecteur binormal & o en t.
Le plan engendré par les vecteurs T (t) et g(t) s’appelle le plan rectifiant

—

o ent. Le repere 7(t), b(t), i (t) s’appelle le repére de Frenet & o en t

Soit : I — R3 une courbe régulicre paramétrée par son abscisse curviligne
n’ayant pas de singularité au premier ordre; le nombre k (t) défini par
U (t)=k(t) 7i(t) est la torsion de o en t.

Formules de Frénet

On connait les dérivées premiéres de s et b. Calculons maintenant celle de n.
D’aprés la définition de b on a 7 (£) = b(t) A 7(t) et donc en dérivant @@ (t) =

V() AT(t)+b(t) AT (t) ce qui donne ' () = —k (t)b(t) — c(t)7(t). En
regroupant, on obtient les formules de Frénet.
dr (t) .
= e
T~ k@b -7
dt
@b
3 k()1 (1)

Eléments de géométrie dans R?

Soit un ouvert Q. de R3 tel que Q°, est un compacte, {25, de frontiére I' de
classe C* et € > 0 un paramétre destiné a tendre vers 0. On note €); = R? /m
et

Q ={reQ,d=T)<e}

Nous introduisons une paramétrisation locale du domaine 2
z € Q — (ar,s) €' x [0,¢] telle que x = xp + sn (zr) (1.1)
Ou xr est caractérisé par
T — Tp| = min |z —
| r| er | yl

Pour tout zr € I' on note 7T}, le plan tangent a I' ou point zr qui n’est autre
que le plan passant par zr et orthogonal a n (zr). Par ailleurs, nous aurons a
distinguer, pour un champ de vecteurs v € R?, la partie normale de la partie

tangentielle. On notera :

v=Iw+Iv oulljv =nx (vxn) et Il v=(v.n)n,
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les projecteurs IIjv et II, v dépendent de wr.
Soit & = (£;,&,) — xr € I’ une paramétrisation d’un voisinage de z% ou

¢ € O un ouvert R?. On définit la base covariante (7,),_, , du plan T, par
To = O¢, Ty
La base contravariante (ou duale) (7%),_, , est définie par
%75 =0" pour B=12 et ™*n=0 (1.2)

ot 67 désigne le symbole de Kronecker. On dénotera par (€;),_; 55 (= (€'),_; 43
par convention) une base orthonormale fixe de R3, et on utilisera dans toute la
suite la convention de sommation sur les indices répétés en haut et en bas, ot

les indices grecs varient entre 1 et 2 et les indices romains varient entre 1.2.3.

Définition 1.40 (tenseur de courbure) On introduit n le champ de vecteurs
définis sur le domaine Q5 parn (x) = n(zr) oux € Q2 et xp sont liés par (1.1).

On définit les tenseurs de courbure Cs, s € [0,1], et C par
H/—v
Cs (xr) = Vn (zr,s) , C(zr) = Co(zr) (1.3)

Pour tout xzr € T, Vopérateur C' est symétrique. Il admet 0 comme valeur propre
associé au vecteur propre n et admet deux autres valeurs propres (c1, c2), appelées
courbures principales, qui sont associées o des vecteurs propres tangentiels et

unitaires (T1,Tsa) .
Définition 1.41 Si (¢1,¢2) des valeurs propres de lopérateur C, on appelle
H = %trC: %(cl—ich),
la courbure moyenne de la surface I' et
G = cioy,
la Gaussiéne de la surface I'.
Proposition 1.42 Nous avons alors la propriété trés utile
C.(vxn)+(Cv)xn=2Hvxn YveR? (1.4)

qui se vérifie sans difficulté dans la base orthonormale (T1,72,n) de R3.
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En utilisant la paramétrisation (£,&,), et en différenciant n par rapport a
(&4,€&,) on obtient I'autre définition possible de C.

Ot n=Cr,
Définissons 'opérateur tangentiel R, sur I' par
[I +s C(zr)] Rs (zr) = Ir (zr), (1.5)
ou Ir (xr) est la projection sur le plan tangente en zr de I .

Définition 1.43 (L’opérateur gradient surfacique) Soit v une fonction sca-
laire définie sur I, on introduit le prolongement v sur QS satisfaisant :
v (z) =wv(er),

ot x et xp sont reliés par la relation (1.1) . L’opérateur Vi peut alors étre défini
par
(Vi}\) (iUp, 0) = (VF’U) ($r) , Ir € r (16)

C’est un opérateur tangentiel dont l’expression en fonction de la base contrava-

riante de T, s’écrit (localement)
Vv = Ogqv 7°. (1.7)

Pour montrer (1.7), il suffit d’utiliser (1.6)et differentier la fonction v par

rapport aux coordonnées (£;,&,, s) ,on obtient :

(0ea) (21, 5) = (V) (21, 8) . (To + sCT4)
(0s0) (2, 8) = (V) .n
En prenant s = 0 et en utilisant le fait que (050) = 0 (par définition du prolon-

gement v), on montre que

(Vrv) 7o = Ogav et (Vru).n=0
L’expression (1.7) s’en déduit immédiatement, puisque (7!;71;n) est la base
duale de (71, 72n) dans R?® et si v un champ de vecteurs tangentiels défini sur

I', Vopérateur divergence surfacique divy est définir par.

divpv = (Vp (v.ei)) €; = (Oeqv) . T
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Chapitre 2

Conditions aux limites

approchées en dimension 2

Introduction

Ce chapitre est consacré a l'investigation des conditions aux limites appro-
chées, pour le probleme de Helmholtz bidimensionnel dans un domaine borné
avec une couche mince. Voir pour une étude similaire en mécanique des struc-
tures [19] et pour le Laplacien [11]

L’étude que nous proposons est divisée en trois sections principales : dans
la section 2.1, on précise le cadre variationnel pour résoudre notre probléeme et
I’estimation a priori qui en découle. Dans la section 2.2, on écrit les opérateurs
dans un systéme de coordonnées locales, on transforme le domaine en un domaine
fixe & 'aide d’une dilatation dans la couche mince de rapport ¢ 'et on écrit le
développement asymptotique de la solution. Dans la section 2.3, I'utilisation
de 'analyse multi-échelle permet d’obtenir des problémes avec conditions aux

limites approchées et des estimations optimales de ’erreur commise.

2.1 Présentation du probléme

Soit §2; un domaine borné de R?, de bord T' de classe C*. On note 7 (),
la normale au point x de I'. Pour € < g( assez petit, (¢ représente la couche

mince autour de €2;, d’épaisseur uniforme ¢, € étant un parametre positif destiné

22
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4 tendre vers O :
Q ={zreQ,dxzT)<e}.

On désigne par ° = Q; U QS UT" le domaine complet dont le bord est noté I'
voir Fig(2.1).

Fia. 2.1 — La géométrie du domaine avec une couche mince

On s’intéresse au probléme de transmission, posé dans le domaine régulier €2°

suivant :

Auf + Kui = f; dans €

Aug + k2ué = f, dans QF

Opu; = 0hu +g sur I’ (2.1)
u; = u; sur I'

u: =0 (Dirichlet ) ou 0,ui =0 (Neumann) sur I'S

\

On souhaite remplacer I'effet de la couche mince par une condition aux limites,
dite condition aux limites généralisées ou condition d’impédance. Plus précisé-

ment, on cherche une condition aux limites C'L. (v, 9,v°), tel que le probléme

AvE + E*0° = f; dans
CL. (v¢,0,0°) =0sur T

soit bien posé et que sa solution v° soit "proche" (quand e est voisin de 0)
de u, la restriction intérieure de celle du probléme (2.1). Ces conditions seront
établies par une méthode basée sur un changement d’échelle et un développement

asymptotique par rapport a I’épaisseur de la couche mince.
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2.1.1 Existence et unicité de la solution

Dans ce qui suit, on notera par V lespace H' (Q°) ou H] () et par V*

I’espace dual de V' . Introduisons la forme :

a(u,w) = /VuEdex - kf/uswdx — kg/ugwdx.
Qe

Q Qs

On peut écrire le probléeme (2.1) sous la forme variationnelle suivante :

trouver u® €'V, a(u®,w) = —/fiw dx — /fewdzx—l— /gwch/ , YweV . (2.2)
0! 0z

i e r

La difficulté principale de la résolution de ce probléme réside dans la nature non
coercive de celui-ci. La preuve d’existence et d’unicité de la solution est basée
sur les deux théorémes classiques de Rellich et de représentation de Riesz, ainsi

que sur 'alternative de Fredholm.

Théoréme 2.1 Soient f; € L*(;) et g € L*(T"). Considérons le probléme (2.1)

sans couche mince avec conditions aux limites u; =0 ou Opu; =0 sur ' :

{ Auf —i—k:fuf = f; dans $;, (2.3)

u; =0 (Dirichlet ) ou O,u; =0 (Neumann) sur I’

Alors si k? n’est pas une valeur propre du probleme (2.3) et si ¢ < gy est
suffisamment petit , le probléme (2.2) admet une solution unique u® € V. En

plus il existe une constante M indépendante de € < g telle que

| u® 1< MI|L|

Ve (2.4)

Démonstration. La preuve s’opére en quatre étapes.
Etape 1 -étude du probléme (2.3) : Bien entendu le porobléme (2.3) est

équivalant au probléme variationnel suivant :
trouver vueV , YweV ag(u,w)=L(w), (2.5)

ou

ap(u, w) = /VUEdex - kf/ugwdx ; L(w) = —/f,»wdx :
Q;

Qi Qi
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Dans un premier temps nous cherchons a écrire ag sous la forme
ap(u, w) =< (I +T)u .w >y,

ou T est un opérateur linéaire de V' dans V' . On a

ap(u, w) = /(Vu€dex +uw'w) — (k] +1) /uswda:.
Qi Qz‘
L’inégalité de Cauchy-Schwarz entraine la continuité de la forme bilinéaire sui-

vante :
(u,w) — — (kf + 1) /ugwdx :
Q;
le théoréme 1.8 de représentation de Riesz nous assure ’existence d’un opérateur

linéaire T continu de V' dans V' défini par

<Tu .w>y=—(kl +1) /ugwdx.
Q;
Donc on obtient
ap(u,w) =< (I +T)u w >y .
On peut également par le théoréme 1.8 de représentation de Riesz définir ® et
écrire
Lw)=<® .w>,

ainsi résoudre 1’équation (2.5) revient a résoudre dans V' la suivante :
(I+T)u =®

Dans l'intention d’utiliser ’alternative de Fredholm, nous allons désormais mon-

trer que (I + T') est la somme d’un opérateur coercive et d’un opérateur compact.

On a
<Tu.w>y=—(k} +1) /uew dz
Qi
Soit (ux) une suite bornée dans V, nous montrons que I'on peut en extraire une

sous-suite (uy,) tel que T' (uy,) converge dans V. Nous avons

[Tur — Tul|} = < Tup — Tu uy — u >r2(0,) -
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L’injection de V dans L? (£);) étant compacte, il existe alors une sous-suite (uy,)
de (uy) telle que uy, — v quand ¢ — oo. Comme (u,) est aussi une suite bornée
dans V, T étant un opérateur linéaire continu de V' dans V, alors (T'uy) reste
bornée dans V. On utilise & nouveau le théoréme 1.20, on extrait une sous-suite
(ugp) tel que Tug, — Tu pour p — oo dans L?(£);), ainsi Tug, — Tu quand
p — oo dans V . D’ou T' est compact.

L’alternative de Fredhom nous dit que : (I + 7T') est inversible si et seulement
si (I +7T) est injectif. Soient u; et uy deux solutions du probléme (2.4). En

remplacant u et w par v = u;— up dans la formulation (2.5), on obtient

/(Vv)de—kf/vz dr =0Yv eV
Qi Qi

Par intégration par parties, on a

/—(Av—l—k’?v)vdm—l—/&wvd:c:OVvEV.
Q; T

Considérant d’abord v € C° (9;) C V, on otient

/ — (Av+ kv) vdz Yo € C ().
Q;
Par conséquent
(Av+k}v) =0 pp dans L (€;).
Donc, la fonction v vérifie
Av + k2v =0 dans ),
v =0 sur [ Dirichlet,

ou

(2.6)

0,v =0 sur I' Neumann.

Or, par hypothese, k? n’est pas une valeur propre, d’ott v = 0. Alors (I +1T)
injectif sur I’espace V.
Etape 2 -étude sur Q° =, U QS
On note A, 'opérateur correspondant au probléme :
Auf + kPu® = f; dans Q°F = Q, UQE,
u® =0surl,
ou

Oput =0 sur I,
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dont la forme bilinéaire associée est :

ar(u,w) = /Vu€dex - k‘?/uswdx,

Qe Qe
danc on peut définir A, par

V(QF) — V*(QF)

(Acu.w) = aq (u, w)

Ae

On définit une application Ay de V' (€;) dans V* (€;) par :

V() = V= ()
(Agu.v) = ag (u,v)

ou V*(€;) désigne le dual de H! (€;) ou le dual de H} (£;). Cherchons mainte-

nant a démontrer que A. est inversible. Pour cela, on définit le changement de

variable suivant :

Qi—>Qa
y—zx=(1+¢)y,

donc

ar(u,w) =

—kZ(1+¢) /us (14+e)ylw[(1+¢)y]dy.
Q;

Si on note 6 'application suivante :

V(QF) = V()

0
u— [y —u[(1+¢)y]

Y

et A I'opérateur A. 06!, on a:

-1 _ EA
AEOQ —A0—|—<1+€) kzé.

En effet, on a

1
(1+¢)

ar(u, w) =

/V(eus)vw[(ug) Y] dy—k2 ( 1+5/
Q;

Q;

(1 +¢e)yl Vw (1 +e)yldy

w((1+¢)y]dy,
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et
(A 00 uw) = ! /Vu Vw dy—k;-Q(l—FE)/uwdy
(1+¢) ‘
Qi Qi
:/Vqudy—kf/uwdy— c /Vqudy—kfs/uwdy
(1+¢)

— <(Ao + (ffg) - k%) u .w> .

Si bien que gg apparait comme une perturbation de Aq. Alors les opérateurs gg,
A. sont simultanément inversibles de V' dans V*. on en déduit que si k? n’est
pas une valeur propre de (2.3) et si € est assez petit, A, est inversible et donc le
probléme (2.7) est bien posé.

Etape 3 -étude du probléme (2.1)

Soit A I'opérateur associé au probléme (2.1), on a :
A=—-A—Fk,

ou la fonction k : R — R est définie par :

k; d Q;
b (x) = ; dans
k. dans QF

On veut prouver que A est une perturbation de A.. On a :

a(u’,w) — ar(u,w) = (kI — k) /uawdx.
0z

11 suffit donc de montrer qu’il existe une constante ¢ > 0 et une fonction 7 (¢) — 0

quand € — 0 telles que :

Yu eV, / lul® dz < ¢ n(e) ||u|ﬁQg
Qs
On a, par Cauchy-Schwartz

1
2 2
/ ul? dz < [mes (9] [[ul200)
Qg
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En outre, par interpolation de Gagliardo-Nirenberg

1
/ w2 de < ¢ [mes ()] Julogsllullios

08

Donc on déduit avec 7 (¢) = \/mes (£22) que A est une perturbation de A.. D’ou
A est inversible.
Etape 4- L’estimation

Le probléme variationnel (2.2) est équivalent au probléme suivant :
trouver u® € V, D.(u°,w)+ B.(u*,w) = L. (w) Yw € V| (2.8)
ou

D, (uf,w) = / (VuVw + uw)dz et B.(u,w) = — [k* (z) + 1] /uswd:c.
Qs Q¢
La forme bilinéaire D, est uniformément coercive de V' x V. On définit la famille

des opérateurs continus K. de V dans V' vérifiant

D.(K.u,w) = B.(u",w) = — [k* (z) + 1] /uewdx,

Qe

Par cencéquent, (2.8) est équivalant a
I+ K)u=d.YweV,

ou ®, est défini par :
D.(®.,u°) = L (w).

De plus &, vérifie

Hq)EHV <C sup | Le (w)] .
veV, |lw|l,=1

Les mémes arguments permettent d’écrire ag(u,w) = Lo (w) Yw € V, sous la
forme (I + Ko)u = ®g, ot &9 € V' est défini par

Do(Kou, w) = Bo(u’,w) = — [k} (z) + 1] /uowda:.

Q;

L’existence et 'unicité de la solution du probléme ag(u, w) = Lo (w) implique que

(I + Ky) est inversible. Pour toute suite &,, qui converge vers 0 quand n — oo,
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la famille des oprateures compacts K. converge vers l'opérateur ompact K.
Donc, il existe un €y > 0 tel que pour tout 0 < € < gy 'opérateur (I + K.) est

inversible. Il existe alors une constante C indépedante de ¢ telle que
17+ Ko7 e, < Ol

Par censéquent

vl <M sap  |Lc(w)],
veV, |lw|l,=1

ou M est indépedante de . m

2.2 Construction du développement asympto-

tique

2.2.1 Changement d’échelle

On note 7 et 7 les vecteurs unitaires respectivement tangent et normal (ex-

T = et n = ,
—n1 %)

et les formules de Frénet qui définissent la courbure ¢(t) au point d’abscisse

térieur a €2; ) sur I’

curviligne ¢
— —>
dT N dn N
— = —c(t)n — =c(t)T. (2.9)
dt dt
Expression du Laplacien en coordonnées locales : Afin d’exprimer les
opérateurs intervenant dans les équations de notre probléme, nous avons besoin
de I’écriture des dérivées selon les variables cartésiennes en fonction des dérivées

dans le repere de Frénet. Les formules de Frénet (2.9) entrainent :

(gz) _ ((1 —l—s:l(t))ng —(1 +nzc(t))n1> (g;)

par inversion de ce systéme, on obtient
L)

<81> sy ™M (@)

) M ds)’
1 +sct)

d’ou Pexpression du Laplacien dans les variables (t, s) :

B 1 1 c(t) 9
A= e (1 n sc(t)at) s T O (2.10)
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2.2.2 Le probléme dans un domaine fixe

L’objet de cette sous-section consiste & réecrire le systéme (2.1) dans un
domaine & géométrie fixe. A 'aide des coordonnées de Frénet, la couche mince

s’écrit de maniére tensorielle

Q =T x[0,¢].

On introduit la variable dilatée,

QF =T x[0,¢e] — QF =10,0r] x [0,1]
(ts) = (ty=") |

ou (rest la longueur de la courbe). Soit alors les fonctions définies sur QF par
ug(t,s) = Us (t,y) ; Fel(t,y) = fe (t,ey).

s
La dilatation s — y = — transforme la couche en un domaine fixe; le petit
€

parameétre € apparait maintenant dans les équations.

lemme 2.2 Le Laplacien s’écrit dans les coordonnées (t,y = f)
€
1 (=N
A= |05+D] A +MTY,
=1

les opérateurs (Ay) comportent au plus une dérivée selony et TY est un opérateur

uniformément borné en e.

Remarque : Il est possible de donner un procédé récurrent de construction
des opérateurs A, mais on utilisera seulement les formes explicites de Ay, A;, Ag,et Az dont

les expressions sont :
Ag=082 5 Ay =0y, 5 Ay = (0] —yc®0,) ; As = (Py?0, — ydy — 2cyd}) ol c(t) = c.

Les développements en puissance de ¢ donnés sont formels : on ne cherche pas
a donner un sens a la convergence des séries. Ce point de vue est généralement

adopté en analyse asymaptotique multi-echelles.
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Dans les nouvelles coordonnées (¢, y), le probléme de transmission (2.1) devient :

(

Auf + kfuf = f; dans €,
1 =N
— (5; + > etAp+ ENHTaN) U + k2US = F, dans Q7
3 =1
1
8nuf = gﬁyUS + g pour t e (07€F),
ui =UZ pour t € (0,0r),
U:(t,1) =0 pour t € (0,0r),
ou
0,UE(t,1) =0 pour t € (0,0r).

(2.11)

Si f. est suffisamment régulier, on peut écrire son développement de Taylor au

voisinage de I' : on obtient alors ’expression suivante pour F,.

(=N

F.(ty) =Y Fl(ty +0 (V).

2.2.3 Les problémes élémentaires

Dans un premier temps, on se place dans le cas ot la perméabilité magné-
tique est indépendante du parametre €. La structure des équations (2.11) laisse
apparaitre des puissances entiéres de ¢, ce qui conduit naturellement a effectuer

un développement sous la forme :

ui =Y et US=) UL, (2.12)
n>0 n>0
ou les fonctions u]' et U}’ ne dépendent pas de €. L’objet de cette section est la
description du procédé algorithmique de construction des termes du développe-
ment asymptotique de la solution du probléeme.
On substitue 'ansatz (2.12) dans (2.11) puis on identifie les termes selon les
puissances de €. On obtient une famille de problémes indépendants de & couplés

par leurs conditions sur I

RUN = Fr2(t)y"? — K2U ™ — Z tipen  ApUL pour 0 <y <1,
p=1; £2>0
o,Ur = d,ul " — §tg pour y =0,
Uy =0 ou 9,U} =0poury =1,
(2.13)
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(2.14)

Aul + k2 = 65 f; dans Q,
up = U} sur T

(§ désigne le symbole de Kronecker et on pose ;2 = F! = u;t = U2 =
U-1=0).

Remarque : Si on suppose connus (u¥) ,(U¥) pour k < n, alors les seconds
membres des deux problémes précédents sont bien définis. Le probleme (2.13)
est unidimensionnel et admet une solution unique dans les deux cas Dirichlet
ou Neumann. Quant a (2.14), on a aussi existence et unicité (pour des données
suffisamment réguliéres). Les conditions de transmission des dérivées normales
sont découplées en raison du décalage dans les puissances de €. Ceci va nous
permettre une résolution alternative dans chacun des domaines €2; et €2 .Une
fois les premiers termes déterminés, le procédé algorithmique de construction du
développement asymptotique est défini, c’est pourquoi on recherche d’abord les

quatre premiers termes extérieurs .

2.2.4 Calcul des premiers termes : cas Dirichlet

Termes de rang 0
Les équations (2.13) et (2.14) donnent :

QU =0 pour 0 <y <1,
9,UY =0 pour y =0,
U%=0 pour y=1.

Il est facile de vérifier que U? = 0 et par concéquent u? est solution du probléme :

{ Aud + E?u? = f; dans €

w=0sur T

Termes de rang 1

Pour n = 1 on obtient :

Au} + k?u} = 0 dans Q;

0,U! = 0,u — g pour y =0,
yoe i 9P Y uf = Ul sur T

Y

92U =0 pour 0 <y <1, {

Ul'=0 pour y=1.

ce qui donne :
Uz (t,y) = (01 = g) (y — 1)
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Par conséquent, u} résout le probléme suivant :

{ Aul + K?u} = 0 dans Q;,

uj = —0hul + g sur T.

Termes de rang 2

En utilisant les expressions de A;, A, et les formes explicites de U} et U? ,
on obtient :

Au? + k?u? = 0 dans Q;

uf =UZ2sur T

QU2 = —c(Opu) — g) + F2(t) pour 0 <y <1,
9,U% = d,u} pour y =0, {

U2=0 pour y=1

ce qui donne alors :

2_q
U2(t,y) = —c(Opu — g)M + / / FO(t,u)dudh + Ou; (y—1).
2 1] /0,5

Par conséquent, u? résout le probléme suivant :
Au? + k?u? = 0 dans €

u? + Ouj = g@nu? - gg - / /Ff(t,u)dudy sur I

[0.1][0.y]

2.2.5 Calcul des premiers termes : cas Neumann

Termes de rang 0

L’équation (2.13) donne :

QRUY=0 pour 0 <y <1,
0,U2 =0 pour y =0,
0,U2 =0 pour y=1,

si bien que U?(¢, y) résout un probléme unidimensionnel homogene de Neumann.
Alors, UY(t,y) = B,(t) est une fonction indépendante de la variable y qui ne peut
pas étre déterminée a ce stade. Pour avoir U2(t,y), on fait appel aux termes de
rang 1

22U =0 pour 0 <y < 1,

o,Ut = 0pu) —g pour y=0,

0,U =0 pour y=1.
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Ces équations montrent que
U (t,1) = 0,U.(,0) =0,
ce qui donne :
Ol = g.

D’ot, u? est la solution du probléme suivant :

A0 1 k200 — f Q.
{ u; + kiu; = f; dans €, (2.15)

Opu =g sur T.

Gréce a la condition de continuité a travers I' (uf = uS sur I') et a I'unicité de la
solution du probeme (2.15), ,(t) est déterminé comme (4(t) = ud|. = ud(¢,0).

Termes de rang 1

Pour n = 1, on obtient

QU =0 pour 0 <y<1
o,Ul=0 pour y=0
o,Ul=0 pour y=1

Comme précédemment, U! (¢,y) résout un probléme unidimensionnel de Neu-
mann. Alors U} (t, y) est une fonction de longueur d’arc notée 3, (t) . Pour l'avoir,

on fait appel aux termes de rang 2 :

RU? = —c(t)0,U} — (0} — yc?9,)U? — k2UY + F)(t) pour 0 <y < 1,
0,U% = d,u} poury =0,
0,U% =0 pour y=1.

On a:

@@@n—@@@m:—m@:—&?—@w+/ F2(t,y) dy.

[0.1]

d’out u; est la solution du probléme suivant :

{ Au} + k?ul =0 dans €, (2.16)

Onug = OFu () + kZui () — [,

0.1] Fo(t,y) dy sur T.

De méme, I’ unicité de la solution du probéme (2.16) et la condition de continuité
a travers I' (u$ = u sur I') permet de définir 3, (¢) comme ui|. = (,(t) =
uy (¢,0).
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Termes de rang 2
Sans perdre de généralité, on suppose ici que f. = 0. On a

QRUZ? = —c(t)0,U} — (0} — yc*0,)UY — k2UY dans 0 < y < 1,

9,U% = Oyu} sur y =0,
o,U2=0sur y=1,

si bien que U?Z(t,y) résout un probléme unidimensionnel et on a

UZ (t,y) = = (v* — 2y) (—07u) — k2u)) + U2 (t,0)

N —

Pour bien détérminer U2, on fait appel au terme de rang 3. On a

R2U? = —kZuj — ¢ (O7ud + K2u?) (1 —y) — 0fuj + yduu + 2cydfu;

En intégrant sur [0.1], on obtient

Onu? = K2ul + 5 (OFu? + k2uf) + Ou} = SOl — cOfu?

Par conséquent, u? est solution du probléme suivant :

Au? + k2u? =0 dans (),
c
Ohu? = k2ul + 5 (02u? + k2u?) + O%u; (2.17)
—20pud — cO2u sur T
L’ unicité de la solution du probéme (2.17) et la condition de continuité a travers

I (uf =uS sur I') permet de définir 3,(t) comme u?|, = B5(t) = u? (£.0).
Les calculs des premiers termes exigent des données suffisam-

Remarque :
ment régulieres. Pour bien définir U} et u}, les données doivent vérifier

8nu?|1, —ge HY(I),

ce qui requiert les conditions
W0 e H2(Q;) et g€ Hi(T).
Mais si on suppose que f; € H'(€;) alors v € H?*(Q;) car Q%st régulier. Si
on veut donc poursuivre la construction du développement asymptotique, on a

besoin d’une plus grande régularité sur les données.
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2.2.6 Le développement complet. Estimation du reste

Le procédé décrit dans le paragraphe précédent peut-étre poursuivi a tout
ordre, pourvu que les données soient suffisamment régulieres. On peut aussi

estimer I’erreur commise en tronquant la série & un nombre fini de termes.

Théoréme 2.3 On suppose que la courbe défnissant I' le bord du domaine $2;
et les seconds membres, f; et f., sont de classe C*™. Alors, la solution u® du

probléme (2.1) admet le développement asymptotique :

ut =) 'ut ou U =u et u'lg. = U, g)

Les termes uj et Ul ne dépendent pas de € et sont construits a l'aide des
équations (2.13) et (2.14). Au sens des développemenst asymptotiques, u® =
ano e"u™ est bien défini et de plus pour tout entier N ; il existe une constante

Cy, telle que, le reste d’ordre N défini par :

n=N
Tévzug— Zg”u” ,
n=0
Satisfasse ’estimation
r&ill g, + VENIraill, g < O e (2.18)

Démonstration. Nous trouverons la démonstration de ce théoréeme 2.3 dans
le cas tridimensionnel au chapitre 3. m

Remarque : Ce résultat ne donne aucune information sur la convergence
de la série > u,. On s’intéresse ici a la convergence de rgi quand ¢ tend vers
0, mais pas a la convergence de ré\; quand n — +oo (c’est ce que 'on nomme

convergence au sens des développements asymptotiques).

2.3 Conditions aux limites approchées

Meéme, s’il est possible d’approcher numériquement u°, les calculs deviennent
délicats quand ¢ est trés petit. On préfere remplacer l'effet de la couche mince
par une condition aux limites sur le bord I', dite condition aux limites appro-

chée. On va voir dans ce paragraphe comment le développement asymptotique
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obtenu précédemment permet I'identification d’une telle condition et surtout sa
validation.

Pour construire des conditions aux limites approchées, notre méthode consiste
a approcher u® par la série donnant son développement asymptotique tronquée
a un ordre donné, la condition vérifiée par cette approximation sur I' fournissant

la condition aux limites approchées recherchées.

2.3.1 Conditions équivalentes : cas Dirichlet
Condition d’ordre 0

On ne conserve ici qu’'un seul terme dans le développement asymptotique de

u®, on obtient I'approximation

qui résout le probléme suivant :

=0 sur T

{ Aul + k240 = f; dans Q;

Cela revient a enlever la couche mince et & imposer la condition de Dirichlet u = 0
sur I'. La premiére condition aux limites approchées apparait immédiatement :
il s’agit tout simplement de la condition de Dirichlet v = 0 sur I'. Cela n’est
rien d’autre que le cas limite ¢ = 0 . La condition de Dirichlet imposée sur I'S
se transmet directement sur I'. L’estimation du théoréeme 2.3 permet d’estimer
I’erreur commise

| ul® — uf 1o, <C e

Proposition 2.4 Soit vfy la solution du probleme (2.19) (ne dépend pas de €) :

€ 2,
{ Avy + ki = fi dans € (2.19)

U[EO} =0 surl
Alors, on a lestimation suivante : 3 ¢ > 0 (indépendante de €) telle que :

[ui = vfg o< Ce
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Condition d’ordre 1

Plus intéressant est le cas ot on conserve deux termes dans le développement :
Définissons u!!l comme :

u; o~ ultl = ud + eu)

En explicitant les problémes résolus par u? et u!, on montre que ul! résout le
probléme
Aul + 2yl = f; dans
{ ul 4+ e0,ull —eg=0(?) sur T
En effet
ult! + e9,ult — g = £20,ul = O(£?)

Ceci suggére I'idée de négliger le terme en O(e?) et de définir ainsi la condi-
tion aux limites approchée de type Robin sur I' et par conséquent le probléme

approché suivant :

e 2,06 f .
{ AUM + kv, = fi dans (2.20)

v+ sﬁnvﬁll =¢eg sur TI.

La différence du cas € = 0, est que on n’a pas ult! = vy - En effet, les solutions
ull et v[al]_ résolvent un méme probléme avec des seconds membres qui différent

d’'une quantité O(g?).
lemme 2.5 Soit ® € L*(T) ; alors le probléme

Av+k2v=0 dans Q;,
v+ed,v=> sur T

Posséde une unique solution qui vérifie l’estimation a priori suivante :

3C >0 telle que |jv]|, q, < (2.21)

1
NG 2],

Démonstration. C’est une conséquence directe du théoréme Rellich et de

Palternative de Fredholm. m

Proposition 2.6 On a l’estimation suivante entre la partie intérieure de la so-

lution du probléme de transmission (2.1) et la solution de (2.20) :

g = vy ll, o, < C ez (2.22)
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Démonstration. Soit ¢ = ult) — vf,, alors

A¢ + k?¢p =0 dans Q;,
¢+ 0, = O(e?) sur T.

Car

d+e0,p = ul— v +e0,(uM —vfy ) = (ulV + 9 ul) — (vfy + eOvfy) = 0(£?).

59“1‘528nu% 5]

En utilisant estimation (2.21), nous obtenons alors
3
||¢H1,Qz <C ez
La majoration du reste du développement asymptotique (2.18) donne :

o — ], g, < O

)

Par conséquent

e = vy ], g, < Ce

La perte d’une demi puissance de ¢ est due a l'estimation (2.22). m
Remarque : Pour le probléme (2.20) ne faisant pas intervenir la couche

mince, il est aisé de construire le développement asymptotique de sa solution.

Alors une meilleure méthode consiste a déterminer le développement de la fonc-

tion v'[sl]_et de le comparer avec celui obtenu au théoréme 2.3.

Théoréme 2.7 On suppose que le second membre f; et le bord du domaine §2;
sont de classe C*. Alors la solution vfy, du probléme (3.17) admet le dévelop-

pement asymptotique :

vy = Y "l (2.23)

n >0
ou les Uﬁ]'ne dépendent pas du paramétre € et sont construits a [l’aide des
équations (2.25) plus bas. Le développement (2.23)est valide au sens des dévelop-
pements asymptotiques, i.e. pour tout entier N, il existe une constante C'y telle

que le reste d’ordre N défini par

satisfasse l’estimation optimale

17N (&) [l < Cy N (2.24)
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Démonstration. En injectant ’ansatz polynomial (2.23) dans les équations

(2.20) et en identifiant les termes de méme puissance de ¢, on obtient :

n 2,n _ sn

vy, +8nvﬁ]__1 =0y g sur T

Avec la convention v[_1]1. = 0. L’estimation du reste se traite de la méme maniére
que dans la preuve du théoréme 3.2 du chapitre 3. Il est facile de voir que les
premiers termes des développements (2.23) et le développement asymptotique
de la solution u® du probléme (2.1) coincident pour n = 0 et n = 1. Mais pour
les termes suivants vﬁ]. et u! pour n > 2 sont génériquement différents car les
vy, et u' sont des solutions de problémes différents si bien qu’on obtient une

estimation optimale de la différence. m

Théoréme 2.8 La différence entre la partie intérieure de la solution du pro-
bléeme de transmission (2.1) et celle du probléme (2.20) avec condition auz limites

généralisée d’ordre 1 est donnée par

6_
i

< C &2,

IKC [ES

Vi,

Démonstration. Il sufit d’utiliser 'estimation du reste (2.24) d’ordre 2 et
I'estimations (2.18). m

Condition d’ordre 2

On effectue la méme étude que précédemment, en conservant les trois pre-
miers termes du développement asymptotique. On suppose ici que f. = 0 et
g = 0.0n pose

ul = + euf + eul.

On vérifie aisément que ul? est solution de :

Ayl2l + ]g?um = f; dans €; ,
e g (2 — £¢) Oul? = O(e®) sur T.

Théoréme 2.9 Le probléme avec condition dimpédance d’ordre 2 sécrit

5 2,6 __
{ Avm + K; Uy = fi dans €, (2.26)

£
Uiy, T 3 (2 —ec)Ovy, =0 surl.
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On a lestimation suivante entre la partie intérieure de la solution du probléme

de transmission (2.1) et la solution de (2.26) :
3
o -yl <

Démonstration. La preuve est la méme que pour le théoréme 2.8 : on ef-
fectue le développement asymptotique de v[z]., dont les trois premiers termes
coincident avec celui de u;. Les estimations des restes permettent de conclure.
]

2.3.2 Conditions équivalentes : cas Neumann
Condition d’ordre 0

De méme on ne conserve ¢’ un seul terme dans le développement asympto-

tique de u° :

qui résout le probléeme

Aul” + Kul% = f;, dans Q;
Oul® =g sur T.

La condition de Neumann non homogéne 0,ul” = g sur I' est toute fois
inintéressante puisqu’ elle ne prend pas en compte l'effet de la couche mince. Le

théoréme 2.3 donne Perreur commise par ’approximation u® ~ u”)
Hu[o} - u?H < Ce.
1,Q;

Proposition 2.10 On note U[Eo} la solution du probléeme suivant qui ne dépend

pas de €
{ AU[EO] + KU[EO] = f; dans €,

8nv[50] =g surl

Alors on a lestimation suivante : 3¢ > 0 (indépendante de €) telle que

Huf — UfO]HLQi < Ce.
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Condition d’ordre 1

Conservons maintenant deux termes dans le développements :

€ [
u; ~u

U=l + euy

0

En explicitant les problémes résolus par u?, on montre que ul!) résout le probléme

Aul + 2yl = f; dans Qi
8, ultl — gagum _ kggu[l} = gf[o 1 O(t,y)dy +g surl.
En effet
Opult — eZult — K2eul! = 20%u} — 2k2ul — eFO(t) +g.
Théoréme 2.11 Le probléme avec condition d’impédance d’ordre 1 sécrit :

Avgy + kfvfl]. = f; dans Q;
Onvfy — ed7vy, — kv (2.27)
= —¢ f[o.u FO(t,y) dy + g surT

Si on suppose que f; € C*® (), alors la solution vy, du probléme (2.27) admet

le développement asymptotique :
vhy = Z "y, - (2.28)
n >0

Les termes Uﬁ].ne dépendent pas de € et sont construits a l’aide des équations
(2.30) plus bas. Le développement (2.28) est valide au sens des développements
asymptotiques, i.e. pour tout entier N, il existe une constante Cy telle que le

reste d’ordre N défini par

N (e) = = Uhy. — Zs Ui

Satisfasse ’estimation optimale
17 () o < O . (2.29)

De plus la différence entre la partie intérieure de la solution du probléme de trans-
mission (2.1) et celle du probléme (2.27) avec condition aux limites généralisée
d’ordrel. Donnée par

Fuf = vfy [l g, < C €
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Démonstration. La démonstration est similaire & celle du théoréme 2.7

avec :
(Avfyy  +Kofy ) =0d5fi dans

Ovhy =g sur T (2.30)
—Opuiy k2o + Offyy = g F sur T

tel que F = f Foty) dy . m

Condition d’ordre 2

De fagon similaire on ne conserve ici que les trois premiers termes du déve-

loppement asymptotique :

ul = 4 euf + eul.

0

On suppose que f. = g = 0 et en explicitant les problémes résolus par u?, u} et

u2, on montre facilement que ul? résout le probléme :
Aul? + k2P = f; dans
1
8, ul? = g (ce +2) 92l + gkg (2= ce)ul! = S0l + O (%) sur T

Théoréme 2.12 On note va]. la solution du probléeme suivant :
AU[Q] + k2 Vi, = fi dans €,

£ £
On vy = —k2 (2 —ce) vy + 5 (ce +2) O%v (2.31)

—3¢ 520151)[2]‘ sur T.

Alors on a lestimation suivante :Jc > 0 (indépendante de ) telle que
luf = vy [ha< C e

Démonstration. La preuve est la méme que pour le théoréme 2.8 : on ef-
fectue le développement asymptotique de vfg]', dont les trois premiers termes
coincident avec celui de u;.

Les estimations des restes permettent de conclure. m
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2.4 Cas ou la perméabilité magnétique dépen-
dante de I’épaisseur

Jusqu’a présent, on a supposé la perméabilité magnétique constante, indépen-
dante de I’épaisseur. On veut s’intéresser maintenant au cas ot la perméabilité
magnétique dépend de I’épaisseur. Précisément, on suppose que la perméabilité
magnétique dans la couche mince varie comme £~ p,, et vaut p; dans le domaine
intérieur €2;.

La technique développée dans les paragraphes précédents s’applique encore
dans cette situation. La seule différence réside dans le décalage d’une puissance de
¢ pour les opérateurs dans la couche. On obtient alors une famille des problémes
indépendants de £ couplés par leurs conditions sur I' :

O2Ur = Fr=2(t)y" 2 = k2UPT = e AUL pour 0 <y <1,

p>1 £>0
0,Ur = 0yu ™" = dTg(y(t) pour y =0, (2:32)
U =0ou 9,U =0 pour y=1.

(§ désigne le symbole de Kronecker et on pose F;2 = F! = u;t = U2 =
U-1=0).

2.4.1 Calcul des premiers termes : cas Dirichlet

0

i

Un calcule similaire que précédemment, permet de vérifier facilement que «

résout le probléme suivant :

Aud + k2u) = f; dans
u =0 sur I

Et le terme de rangl u} est solution du probléme

{ Aul + k?ul = 0 dans €,

uj = —0,ud +g sur T.

Termes de rang 2 Sans perdre de généralité on suppose ici que f. = g = 0. On

a
2772 _ 1.2 0 0
;U2 = —k20,ui (y — 1) — ¢ Opuy  pour 0 <y < 1,

0,U% = O,u} pour y =0,
U2=0 pour y=1.
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On en déduit immédiatement que

e

1 1
Ue(tiy) = (y = 1) Oy — ckZ0uui (y° =3y +2) — 5e O (y* = 1)
Par conséquent u? vérifie le probléme

Au? + k}u? = 0 dans

1 1
gkzanu? +5¢ Ou? sur T

2 __ 1

2.4.2 Calcul des premiers termes : cas Neumann

Termes de rang 0 L’équation (2.32) donne :

RUY=0 pour 0 <y <1,
9,U2 =0 pour y =0,
9,UY =0 pou y=1.

Comme U?(t,y) résout un probléme unidimensionnel homogéne de Neumann
nous obtenons que U2 (¢, y) = (,(t). De fagon similaire, pour déterminer U2(¢, ), on

fait appel aux termes de rang 1

BU; = k2B,  pour 0 <y<1,
Ot =il — g pour Y =0,
o,U =0 pour y=1.

On vérifie aisément que u) et solution du probléme suivant :

{ Aud + k2u = f;  dans Q;

-0l + k2l = —g sur T

Termes de rang 1 pour n =1, on a

DRU; = —kZf3, pour 0 <y < 1,
9,Ur = 0,u — g pour y =0,
0,U} =0 pour y=1.

Alors .
Ult,y) = —516360 (v* — 2y) + B,
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On effectue la méme étude que précédemment, pour déterminer la fonction
B, (t) = U} (t,0). On calcule le terme de rang 2

1
ateQ =cC kgﬁo (y—1)— 8350 + 5%50 (?JQ —2y) — kﬁﬁl + Ff(t) dans 0 <y <1,
0,U2 = d,u} pour y =0,
U?=0 pour y=1.

Alors u; vérifie sur T
1 1
Ol K2k = e KD — Ol — kD + / FO(E 1)y
(0,1)

Par conséquent, u} résout le probléme suivant :

Aul + k?u} = 0 dans ©;

1 1
—Opu + ku} = —5¢ k2l — 0%uf — gkéu? + Jon Fe(t, p)dp sur T

Dans ce qui suit, on supposera, pour simplifier, que f. = 0.

Termes de rang 2 Pour n = 2, on a

1
3§U€2 =c k2ud (y—1) — 0*ud + §k§u? (y* — 2y) — k*u} pour 0 <y < 1,
9,U2 = d,u} pour y =0,
9,U? =0 pour y=1.

Si bien que UZ(t,y) résout un probléme unidimensionnel et on a

1 1 1 1
U2(t,y) — U2(t,0) = ¢ k2u) | =y® — s> + sy| — Ofud |=y* —y
6 2 9 2
1 1

1 4,0 4 3 2 2,1 1 2
+2keui Y T3V gy kZu; Y Y

Comme nous 'avons vu pécédemment, on utilise le terme de rang 3 pour déter-
miner U2 (¢,0) :

QRUP = —kK2U? — ¢ 9,U2 — (0} — yc*0,) U} — (*y*0, — 'yd;, — 2cyd}) Uy

En intégrant sur [0.1], on obtient

1 1 2 1
0+ K = |~ g5kt = gk o = SzoRug - Skl
+§c Ofud — ¢ k2ul — 0fu; + §c'atu?.
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Par conséquent, u? est solution du probléme suivant :

Au? + k2u? =0 dans Q;,

1 1 2 1 1
P+ Ku? — [—Ekfj _ gckg] ? = 2k20pul — Tkl 4 e Rl
1

—5¢ kiul — O%ul + 50’6’4@? sur I.

2.5 Conditions aux limites approchées

Apres avoir calculé les premiers termes, on en déduit immédiatement les
problémes avec conditions aux limites approchées dans les deux cas Dirichlet et

Neumann.

2.5.1 Conditions équivalentes : cas Dirichlet
Condition d’ordre 0

AU[EO} + kfv[so] = f; dans €;,
U[Eo] =0surl.

Condition d’ordre 1

{ Avg + k?vﬁ]_ = f; dans €,

vp). + E&Lvﬁ]. =¢eg sur TI.

Condition d’ordre 2
Avy + k‘fv[%]. = f; dans Q,

1
Uiy, = —€0,v7y — gkﬁeQ@nva]. +5¢ 20 vfy sur T.

2.5.2 Conditions équivalentes : cas Neumann
Condition d’ordre 0
Avgy + k‘?vﬁ)] = f, dans ;,
— 0,0y + kg = —g sur T.
Condition d’ordre 1
{ Avy + /{3121)[51}. = f; dans €,

—0vfy + kv = —Eec kv, — edvh — gkgvfl]. te fon Fetp)dp—g sur T,
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Condition d’ordre 2
Aviy + kv = f; dans €,
—O0nvy + Klvgy = —gc kiviy — e0fviy — %kéva — i—2
_%215283@‘[52]' + ?C vy + %c’@tv[g]_ sur T

2
(kS + deky) viy

Remarque : La méme analyse que précédemment permet d’obtenir les estima-

tions optimales suivantes dans les deux cas Dirichlet et Neumann

s =gy Lo S0

) us — U[E”'H < (C g2
1,9;

‘uf—v[g]. .§C€3

s g



Chapitre 3

Conditions aux limites

approchées en dimension 3

Ce chapitre est une extension du chapitre précédent au cas tridimensionnel.
Le principe de construction des conditions aux limites approchées développée
dans le chapitre précédent s’applique encore dans ce chapitre. La démarche qui
suit est inspirée de [19] , [11], [14]

3.1 Présentation du probléme

Soit Q; un ouvert borné de régulie de R3. Le bord de €; est noté I', supposé
régulier. La couche mince 2° qui entoure le domaine §2; est d’épaisseur uniforme

g, € étant un parameétre positif destiné a tendre vers 0. Elle est définie par
QO ={reQ,d=T)<e}

On désigne par 2° = Q; U QZ UT le domaine complet dont le bord est noté
I'® ( Voir Fig(2.1)). Dans un premier temps, comme le chapitre 2, on se place
dans le cas ou la perméabilité magnétique de la couche mince est indépendante

du parametre €. On s’intéresse au probléme de transmission suivant :

¢

Aui + kui = f; dans Q;,

AuE + k? uf = f, dans Q° |

Onti = Opus + g sur I (3.1)
u; =u; sur ',

ui =0 (Dirichlet ) ou 0,ut =0 (Neumann) sur I'S.

50
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Remarque : Nous gardons les mémes notations que dans le chapitre 2, & savoir
V' est 'espace H! (2°) ou H} () et V* 'espace dual de V.
Le probléme (3.1) est bien posé, de plus il existe une constante M indépen-

dante de € < gy, telle que

[u® [l < MI|L|

e (3.2)

La démonstration est similaire & celle du théoréme 2.1 du chapitre 2.

3.2 Construction du développement asymptotique

L’objet de cette section est la description du procédé algorithmique de construc-

tion des termes du développement asymptotique de la solution du probleme.

3.2.1 Systéme d’équations mises a ’échelle

Le domaine ¢ C R? varie avec €. Par conséquent, les u¢ appartiennent & des
espaces fonctionnels différents et donc on ne peut pas les comparer entre eux
directement. Pour cela, on écrit la couche mince sous forme tensorielle grace aux

coordonnées locales. Afin de se ramener & une géométrie fixe, nous effectuons

une dilatation normale de la couche de rapport 1.

Commencons par écrire I’expression du Laplacien en coordonnées locales. On

V =R,Vr + 0sn, (33)

ou Vr est 'opérateur gradient surfacique sur I". De plus, si on pose
J, =det (I +sC) =1+ 2sH + s*G,

alors avec la formule d’intégration par parties et (3.3), on obtient

1 1
A = = dive (RoJR) Vi + 0.0 (3.4)

S

Soit A un opérateur tangentiel indépendant de s défini par

It + sA = J,R, tel que CA = I+G.
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Par conséquent, l'identité (3.4) peut étre transformée en

1. (1 1
A= L, (7 (e + SA>2) Vet 000, (35)

ou sous une forme équivalente
J3A = J,divy (Ir + sA)* Vi — ViJ,. (Ip + sA)? Vi + J30% 4+ 2J2 (H + sG) 0.
Soit () un opérateur défini dans la couche mince par :
Q= TN+ TPk
Nous allons utiliser le changement de variable
(xp,s) € I' x [0,e] — (zp,s) € I' x [0,1] , s =¢ey. (3.6)

lemme 3.1 Dans les coordonnées (xr,y) ,Q prend la forme :

=
_ ¢
Q - ; Z € Aﬁ )
(=0
ot les A, sont des opérateurs différentiels indépendants de €. En particulier

Ay =07,

A = 6Hy8§ +2H0,,

Ay =3(G +4H?) y?0; + k2 + 2 (G + 4H?) yo, + Ar,

As = 4H (3G + 2H?)y*0? + 6 Hyk? + 4H (3G + 2H?) y*0, — 2y [Vr HVr]
+2y [divp (AVr) + HAp] .

Démonstration. Vérification immédiate a 'aide de la formule (3.5). m

Soient U et I les fonctions définies sur €2 par

U’Z(Z.F? S) = Ue8 (l'r,y), Fe (SUr,y) = fe (l'IW 63/) (%1",3/) eI x (07 1)

Dans les nouvelles coordonnées (semi-dilatées), le probléme de transmission (3.1)

devient : )

Aui + k2ui = f; dans Q,

1 _

g[twmw}ﬁygmmm,

ou; = -0,U; +¢g sur I, (3.7)
€

g __ &€
u; = U sur I,

Us=0surI'; ou G;U; =0 sur 5.
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Le petit parameétre apparait maintenant dans les équations et non plus dans la
géométrie du probléme. On suppose que F, est suffisamment réguliére ce qui
permet d’écrire son développement de Taylor au voisinage de I' comme suit :

(=N
F(er,y) =) 'Fllar)y’ + 0 (M)

(=1
3.2.2 Les problémes élémentaires

Pour construire un développement asymptotique de u® lorsque € tend vers

zéro, on effectue un Ansatz dans la couche mince 25 du type

Ut (r,y) = U (w0, y) + €Uy (ar,y) 4 oeeee +e"U (xr,y) + 000 (3.8)
et on pose dans (2;

ul (2) = ud () + euy (@) + Eul (T) + - A €Ul (T) oo (3.9)

On substitue ’Ansatz (3.8) et (3.9) dans (3.7) puis on identifie les termes selon les
puissances de . On obtient une famille de problémes indépendants de & couplés

par leurs conditions sur I' :

S tipen AU = F 2 (2p)y"20>0,n >0pour 0 <y <1,
p€[0,8]NN

9,Ur = d,u~ ' — §1g pour y = 0, (3.10)
ur :OouﬁyUg:Opouryzl_

Au} + kjup = &y fi dans 1)
u = U} surI.

Ot § est le symbole de Kronecker, on pose F. 2 =F; ' =u ' =U2=U;1=0

3.2.3 Calcul des premiers termes : cas Dirichlet

Termes de rang 0 Pour n = 0 les équations (3.10) et (3.11) donnent :

92U =0 pour 0 <y <1,
0,UY =0 pour y =0,
U%=0 pour y=1.
Si bien que U? =0 et u est solution du probléme suivant
{ Au? + k20 = f; dans

u) =0 sur I.
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Termes de rang 1

A Tordre 1, le probléme extérieur s’écrit.

QUL =0 pour 0<y<1,
o,UL = d,u) — g pour y =0,
Ul =0 pour y=1.

Ce qui donne alors
Uz (zr,y) = (Onui — 9)(y — 1)

Par conséquent, u} résout le probléme suivant :

{ Aul + k?u} = 0 dans Q;

uj = —0pu) + gsur T’

Termes de rang 2

Le terme extérieur U2 résout le probleme :

QU2 = F(xr) —2H (O,uf — g) pour 0 <y <1,
0,U2 = d,u} pour y =0,
U? =0pour y=1,

qui apres résolution donne :

1
U2 =5 (" =1) Flar) — H (0pw = 9) (v = 1) + (y = 1) Oy
En vertu de (3.11), u? est alors solution du probleme :

Au? + k?u? = 0 dans €.
1
u? = _§F€0(azp) + H (0,u) — g) — Opu} sur T,
3.2.4 Calcul des premiers termes : cas Neumann

Termes de rang 0

En vertu de 1’équation (3.10), U? résout le probléme unidimensionnel homo-

geéne de Neumann suivant :

DBUY =0 pour 0 <y <1,
o,U=0 pour y=0,
2,UY =0 pour y=1
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Alors U? est une fonction indépendante de la variable y mnotée 3, (xr), qu'on

pourra déterminer en utilisant le terme de rang 1 :

RUL=0 pour0<y<l1

0,Ul =0 pour y=0

0,Ul =0 pour y=1
Les équations ci -dessus montrent que

0,U(zr,1) — 0,Ul(xr,0) = 0.

Ce qui donne
ol = g.

D’ou u? est solution du probléme suivant :

{ u; + kiu; = f; dans (3.12)

Oul =g sur T

Grace a la condition de continuité a travers I'(ui = uZ sur I') et 'unicité de
la solution du probléme (3.12), 8y(xr) est déterminée comme fy(azr) = ud|. =
ud (zr,0).

Termes de rang 1

Pour n = 1, ’équation (3.10) donne

D2U; =0 pour 0 <y <1,
9,U} =0 pour y =0,
0,U} =0 pour y=1.

Noter ici que Ul(zr,y) est une solution d’un probléme unidimensionnel homo-
gene de Neumann. La résolution donne U} (zr, y) = 3, (zr), ou 3, est une fonction
indépendante de la variable y. Pour la déterminer, on fait appel aux termes de
rang 2 :

Q2UZ + k2u) + Arud = F2(xr) pour 0 < y < 1,

9,U2 = d,u} pour  y=0,

0,U2=0 pour y=1.

En intégrant sur [0; 1], on obtient

anul = k‘gu? + AFU? — FEO(IF)

]
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D’ou u} est solution du probléme suivant

{ Aul + K?u} =0 dans € , (3.13)

Ohut = k2u + Arud — F2(xr) sur T

L’ unicité de la solution du probléme (3.13) et la condition de continuité a travers
I(uf =u sur I') permet de définir 5, (zr) comme f,(zr) = ;| = u; (21, 0)

Termes de rang 2

Pour n = 2, I’équation (3.10) donne

RU2 + k2B + Arfy = F2(ar) pour 0 <y < 1,
0,U% = 0,uj pour y=0,
0,U2 =0 pour y=1.

Par conséquent

(23/ — 3/2) (Feo(l“r) — k2B — A1“50) +U? (xr,0).

N | —

U€2 (er‘, y) =
Pour avoir U? (zr,0), on fait appel aux termes de rang 3

92 U} +6Hy 02U7 +2HO,U? + k26, + Arp,
+2y [3HKk? — VrHVt + divr (AVr) + HAr] g = FX(2r)y pour 0 <y < 1,
9,U3 = d,u? pour y=0,

0,U3=0 pour y =1

En intégrant sur [0; 1] on obtient
1
Onu? = ApBy+k2 B —3HAr By —HE2 By —[VrHVr] Bo+divr (AVr) BO+4HF£(IL‘F)—§F81(ZL‘F)

Par conséquent, u? résout le probléme suivant :

Au? + K?u? =0 dans €,
Onui = Arfy + k2B — 3HArB, — HE2B, — [VrHVr] By (3.14)

1
+divp (AVr) 8y + 4HF?(ar) — §Fel(a:p) sur I.
L’ unicité de la solution du probléme (3.14) et la condition de continuité a travers
[(uf = u¢ sur I') permet de définir U? (ar,0) comme U? (zr,0) = ul|p =
u?(zr, 0)
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3.2.5 Le développement complet : estimation du reste

Le procédé décrit dans le paragraphe précédent peut étre poursuivi a tout
ordre, pourvu que les données soient suffisamment réguliéres. Il permet I'obten-
tion du développement asymptotique de la solution u® du probléme. On peut
aussi estimer I'erreur commise en tronquant la série & un nombre fini de termes.

Ceci est illustré dans le théoréme suivant :

Théoréme 3.2 Si f; € C* (E), fe est la restriction a €2 d’une fonction de
(O (Q_EO> , g€ C®(T) et T est une courbe de classe C*, on peut construire la
suite (ul, U)— indépendante de e— définie par les équations (3.10) et (3.11). La
solution u® du probléme (3.1) admet alors le développement asymptotique :

Ut = Z&t"u” ot u'lg, =u et u"lg. = Ul (wr, 2)7
n>0

En définissant le reste d’ordre N comme la différence entre la solution exacte et

la série tronquée :
n=N
N = — E e"u",
n=0

on a l’estimation suivante, ot Cy ne dépend pas de € < gg
N N N+l
Hrs,iHLQi + \/g ||T€,i||17ﬂg <Cye . (3.15)

Démonstration. Si les seconds membres f; et f. sont des classes C*, alors
les problémes (3.10) et (3.11) sont bien posés dans H'. Analysons maintenant le

reste ry . Par construction, les premiers termes de () a 'extérieur s’annulent

n=N n=N
Q) =fo= D "QUI) = fo— > "2 (AUl + e AU + A UL + -+ + 2 AgUT)
n=0 n=0
n=N

n=N n=N n=N
=Je— AUZEWZU: T AlzgnilUg + ZgnAern +- 4 ASZS”";UZ
n=0 n=0 n=0

n=0
n=N
= fe — Za”_Q Z AU
n=0

l+p=n
En utilisant (3.10), on obtient :

n=N
= fe _ Zgn—Qng—Q(xF)yn—Q _ O(EN_l) dans QZ

n=0
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De méme pour les dérivées normales

n=N n=N n=N
OnrY=0urY, = 0, (us =Y " emu) =0, (ui— Y "e"up) = duf—0,ui+ Y " (Opu
n=0 n=0 n=0
selon (3.10), on a
n=N n=N
D " Onul = Oui) = Y " [(Bpup™t = 81g) — Opuf] = —g + VO,
n=0 n=0

d’ou
Sur I'¢ | (3.10) donne
r =t — Zs”ug =0sur I,

alors,
n=N

Onrl, = 0,us — E e"Oyu. =0 sur I' .
n—

Pour la partie intérieure dans €; :

Ak, = Aus —Ze ™Yk (u Ti]:vs”u;’“):Auerkf g—rivg”(m%kfuy).
n=0 =
Selon (3.11), on a
AuE + k2 g—zg (Au? + E2ul) = Zgn(s" fi=0.
Ainsi 7Y vérifie le probléme suivant :

( ArYN + k2rN. = 0 dans Q;,

ZEZ

Qré\.fe = O(e"™") dans
Onrly — Oprl, = O(eV) sur T,
1 N .~

ro; = Tee sur I,

N _ I3
re, = 0sur I,

N __ €
Onree =0 sur I .

\

L’estimation a priori (3.2) permet de déduire que

Irill e < M OE™) = [Iril], g = OE").

1,Q¢
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Afin d’obtenir la majoration annoncée, il suffit d’écrire

Tév = rév+2 4 N L N+ L N2y N2
A 1rsp o N+p+1 1 ,
A TDintérieur, les u; P sont, réguliers sur €2; et de plus €2; est bornés. Alors
N+p+1
My = sup ||u; H < 400,
p>0 1,9,

donc par I'inégalité triangulaire on obtient :

1
Il g, < 7 M < 0

Pour la partie extérieure, 'utilisation de la variable semi-dilatées donne :
n=N
RY =U; =Y UL,
n=0
de méme par 'inégalité triangulaire on obtient

1R g < & My

De plus

2 [ QU el + [UX e ardy
Qe

2
O e =
e 10: ¢

Par conséquent
\/EHT?,[@”LQE = ||RéVH1,QZ

Cela prouve ’estimation de théoréme 3.2. m

3.3 Conditions aux limites approchées

L’objet de ce paragraphe consiste & identifier les conditions aux limites ap-
prochées qui vont modéliser 'effet de la couche mince. Le principe de construc-
tion est le méme que dans le cas bidimensionnel : I'idée consiste a approcher
u® par la série donnant son développement asymptotique tronquée a un ordre
donné, la condition vérifée par cette approximation sur I' fournissant la condi-
tion aux limites approchée recherchée. En outre les estimations du théoréme 3.2

permettent, de prouver des estimations optimales de I’erreur commise.
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3.3.1 Conditions équivalentes : cas Dirichlet

Condition d’ordre 0

Nous approchons ¢ par v ~ ul¥ = uY, qui résout le probléme

U[O] = O sur F

Le théoreme 3.2 permet d’estimer 1’erreur commise
0 0
I = o< Ce

Proposition 3.3 On note vy la solution du (3.16) (ne dépend pas de €)

€ 2,6 __
{ AU[O] + K; Vg = fi dans €;, (3.16)

'U[EO] =0 surl.
Alors on a lestimation suivante : 3 ¢ > 0 (indépendante de €) telle que :
I s — vy o< Ce.
Condition d’ordre 1
Plus intéressant si nous approchons u® par
u; o ul = u? + euzl.
Par conséquent u!!) vérifie

Ault + B2ul = f; dans €,
ultl = —e9,ulM + eg + O (%) sur I

Il s’agit d’'une condition aux limites mixte de type Robin, qui nous conduit a

considérer le probléme

€ 2,
{ Avpyy + kjvpyy = fi dans €, (3.17)

vpy. + eanv[i]. =egsur .
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Théoréme 3.4 On suppose que la courbe I' défnissant le bord du domaine €;
et le second membre f; et sont de classe C* . Alors, la solution Gl du probléem
(3.17) admet le développement asymptotique :

vy = Z "y (3.18)

n >0

Les termes vﬁ}.ne dépendent pas du paramétre € et sont construits a l’aide des
équations (3.20) plus bas. Le développement (3.18) est valide au sens des déve-
loppements asymptotiques, i.e. pour tout entier N, il existe une constante Cy

telle que le reste d’ordre N défini par

N
r(e) = ufy — D"y,
n=0
satisfasse l’estimation optimale
17V (e) 1,0, < On eV (3.19)

Démonstration. La preuve est similaire & celle du théoréme 2.7 .

(Avg, +kfvﬁ}. ) =0y fi dans €, (3.20)
vy, + 8nvﬁ]fl =07 g sur I

Théoréme 3.5 La différence entre la partie intérieure de la solution du pro-
bléme de transmission (3.1) et celle du probléme (3.17) avec condition auz limites

généralisée d’ordre 1 est donnée par

< C &2,

H uf - U[al}‘ ||1,Qi—

Démonstration. 11 suffit d’utiliser 'estimation du reste (3.19) d’ordre 2 et
I'estimations (3.15). m

Condition d’ordre 2
On effectue la méme étude que précédemment, en approchant u® par
ul? = u? + euil + 62u?.

Pour simplifier, on suppose ici que g = f. = 0. On vérifie aisément, que u? est

solution de
{ Aull + B2l = f; dans Q; ,

u? +e(1—eH) 9ul? =0(?) sur T
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Proposition 3.6 Le probléme avec condition d’tmpédance d’ordre 2 s’écrit

{ Avy + k205 = fi dans Qi

(3.21)
Uy, Te(1—eH) vy =0 sur .

On a l'estimation suivante entre la partie intérieure de la solution du probléme

de transmission (3.1) et la solution de (3.21)

lf = vy [0, < C €

Démonstration. La preuve de 'estimation est la méme que pour l'estima-
tion de la condition aux limites généralisée d’ordre 1 : on effectue le développe-
ment asymptotique de v‘[g}_dont les trois premiers termes coincident avec ceux de

€

u; .

. Les estimations des restes permettent de conclure. m

3.3.2 Conditions équivalentes : cas Neumann
Condition d’ordre 0

La condition d’ordre 0 s’obtient en approchant la solution exacte sur €2f du
probléme par son développement asymptotique & l'ordre 0. Cette condition est
en fait naturelle elle consiste a enlever tout simplement la couche mince . On

considére

qui résout le probléeme
Aul0 + kfu[o} = f; dans §;,
Ohull =g surT.
La condition de Neumann non homogéne 9,ul” = g sur I est toutefois inintéres-

sante puisqu’elle ne prend pas en compte 'effet de la couche mince. L’estimation

théoréme 3.2 donne ’erreur commise par l’approximation
0 0
[l =], g, < Ce.

Proposition 3.7 On note v[ao] la solution du probleme suivant qui ne dépend pas

de
Avgy + kfv[go} = f; dans Q;,
Gnv[eo] =g surl.

Alors on a lestimation suivante : 3¢ > 0 (indépendante de €) telle que

[uf = vigl, o, < Ce.
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Condition d’ordre 1

La condition d’ordre 0 n’est satisfaisante que lorsque I’épaisseur de la couche
devient presque nulle, il nous faut donc aller plus loin dans notre développement
pour aboutir & des conditions d’ordres superieurs plus utiles qui font intervenir
’effet de la couche. On conserve deux termes dans le développement : définissons
ul! comme :

e 1 ._,0 1
u; > U = u; +eu;,

En déduit immédiatement & ’aide des problémes résolus par u}, u? que ull vérifie

Aul + 2yl = f; dans Q;,
anu[l] — ]{;zgu[l] — gAFu[l] =0 (62) — 5F80($F) =+ g sur T.

Théoréme 3.8 Le probléeme avec condition dimpédance d’ordre 1 sécrit :

€ 2,6  _ f. .
{ Avm. + K; vy = fi dans €);, (3.22)

Onvfy — kZevpy — elrvyy = —eF)(ar) +g surT.

Supposons que f; € C* (;). Alors la solution vy, du probléme (3.22) admet le

développement asymptotique :

vp). = Z ") (3.23)

n >0
Les termes vy e dépendent pas du paramétre € et sont construits a l’aide des
équations (3.25) plus bas. Le développement (3.23) est valide au sens des déve-
loppements asymptotiques, i.e. pour tout entier N, il existe une constante Cy

telle que le reste d’ordre N défini par

N
rV(e) = V) — Ze”vﬁ].,
n=0
satisfasse ’estimation optimale
7 (e) 1o, < Cn N (3.24)

De plus la différence entre la partie intérieure de la solution du probléme de trans-
mission (3.1) et celle du probléme (2.27) avec condition aux limites généralisée
d’ordrelest donnée par

Fuf = vfyy [lg, < C €™
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Démonstration. De facon similaire en injectant ’ansatz polynomial (3.23)

dans les équations (3.22),on obtient :

Avlty + K2ul ) =6y f; dans Q,

1. i “[1]. 0
8”1)?1]- =g surl. (3.25)
8nvﬁ]+_1 _ ng[nu. — Aroly = —6g FO(t) sur T

La preuve de 'estimation d’erreur est analogue & celle du théoréme 2.7 dans le

cas bidimensionnel. m

Condition d’ordre 2

On conserve ici les trois premiers termes du développement asymptotique :

u? = u? + eul-l + 52u?.

En explicitant les problémes résolus par u?, u!, u? , on montre que u/? résout

le probleme

Aull + Kul? = f; dans Q;,
Opul? = ek? (1 — He)ul + e (1 — 3He) Arul? — 2V HVrul? + €2 divy (AVy) ul?
+0 (%) sur T

Proposition 3.9 On note Uy, la solution du probléme suivant :

Avfﬂ- + KEU[EQ]. = fi dans (Y,
Onvpy, = ek? (1 — He) Uiy, + € (1 —3He) Arvy (3.26)
_52V1‘HVFU[€2]. +e? divp (AVF) U[EQ]. sur I.

Alors on a lestimation suivante : 3¢ > 0 (indépendante de €) telle que
3
|wj = vy, o< € €

Démonstration. La preuve de 'estimation est la méme que pour 'estima-
tion de la condition aux limites généralisée d’ordre 1 . Les estimations des restes

permettent de conclure. m
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3.4 Cas ou la perméabilité magnétique dépend

de I’épaisseur

Dans cette section, on suppose que la perméabilité magnétique est d’ordre
e~1. Précisément, nous allons écrire des conditions aux limites approchées pour

un probléme transmission de la forme :

;

Aus + kPus = f; dans Q;,
!

e

k
Aui + = ui = f. dans
€
Opui = Opui +g sur I, (3.27)
ui = u; sur I,

ué = 0 (Dirichlet) ou 0,uS =0 (Neumann) sur I .

\

3.4.1 Systéme d’équations mises a 1’échelle

L’opérteur () dans ce cas s’écrit :
k2
Q=J3N+J3=<.
€

Nous effectuons d’abord le changement de variable (3.6) . L’opérateur @) devient

alors dans le nouveau systéme de coordonnées (zr,y) € I' x [0.1] :

1 =7
Q:EE}MW
/=0

Ceci permet apres identification des coefficients de méme puissance de ¢ d’obte-

nir :

Ay =02,

Ay = 6Hyd, +2H0, + k2,

Ay = 3(G +4H?) 0} + 6Hyk? + 2 (G + 4H?) y9, + Ar,

Az = 4H (3G + 2H?) 4?02 + 3 (G + 4H?) y*k? + 4H (3G + 2H?) y*0, — 2y [Vr HV ]
+2y [divp (AVr) + HAp],
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ou les opérateurs A, sont indépendants de . Dans les nouvelles coordonnées

(semi-dilatées), le probléme de transmission (3.27) devient

( Auf +kZuf = f; dans Q
1 [ ) E
=2 [Ze:g GEAte} = J3 F. dans Q¢
Osu; = zaij +g surl, (3.28)
u; =U; surI',
Ut =0 sur I'¢ Dirichlet,

0,U¢ = 0 sur 'y Neumann.

\

L’identification formelle, aprés injection des expressions (3.8) et (3.9) dans (3.28),
nous permet de déterminer de maniére récurrente les différents termes du déve-
loppement asymptotique, couplés par leurs conditions sur I :

tipen ApUL = F'2(zp)y"? £>0, n >0 pour 0 <y <1,
p€[0,7)NN

O,Ur = Oul " = dg  pour y =0, (3.29)
U: =0 ou ayUen:()pour y=1
Auf + kfuf =0y fi dans €, (3.30)
up = U} sur I

3.4.2 Calcul des premiers termes : cas Dirichlet

Termes de rang 0 pour n =0

QU =0 pour 0 <y <1,
9,U2 =0 pour y=0,
US=0 pour y=1.

0

Il est facile de vérifier que u; résout le probléme suivant :

{ Aud + k?u) = f; dans Q;

w=0sur T

Termes de rang 1 pour n =1

QUL =0pour 0 <y <1,
o,UL = d,u) — g pour y =0,
Ul=0 pour y=1.
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On obtient
Ul(rr,y) = (001 — g) (y — 1).

Donc u} résout le probléme suivant

{ Au} + k?ul = 0 dans Q;,

up = —0,ud +g surl.

Termes de rang 2 pour n = 2

Q2U2 + (6Hyd} +2HO, + k2) (Opu? — g) (y — 1) — FY (zr) = 0 pour 0 < y < 1,
9,U2 = d,u} pour y =0,
U?=0 pour y = 1.

Nous supposons que f, = g =0, alors
1
U2 (zr,y) — (y — 1) Opu; + Hopuy (v* — 1) + ékfﬁnu? (y* — 6y +5) =0.
Donc u? résout le probléme suivant

Au? + k2u? = 0 dans €,
1
u? + Opu; = G (6H — 5k%) 9,u sur T.

3.4.3 Calcul des premiers termes : cas Neumann

Termes de rang 0 pour n =0

93U =0 pour 0 <y <1,
9,U2 =0 pour y=0,
o,U=0 sur y=1.

U? (zr, y) résout un probléme unidimensionnel homogéne de Neumann. U? (zr, y)
est une fonction indépendante de y, notée 3, (zr). A l'aide des termes de rang
1 on obtient

O — g = KBy

D’ou u! est solution du probléme suivant :

{ Aud + K?u) = f; dans €,

—k2u) + O,u) =gsurl.
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Termes de rang 1 Pour n =1, on a

RUL +ku) =0 pour 0 <y <1,
o,Ul =0,u) —g pour y=0,
o,U =0 pour y = 1.

Par conséquent
1
Uel (xF7y) - _51{:3”? (y2 - 2y) + Uel (va 0) .

Pour que la fonction 3 (xr) = U! (zr,0) soit bien determinée, on aura besoin

du terme de rang2
1
QU2 —6Hyk?By—2Hku) (y — 1)—§k3u9 (v = 2y)+k? B, +6HykZu)+Aruf = FY(ar).

En intégrant sur [0 ; 1] on obtient
4

k
—Opuy — 3HEXu) + HE?u) + —<

S U ke By 3HK ] + Arui = F)(wr).

Ce qui montre que u; est solution du probléme suivant :

Aul + K?u} = 0 dans €,
1
—k2ul + Opu) = 3 (BHK? + k) u? + Aru? — FO(xp) sur T.

Termes de rang 2 On supose que f, =g =0

1
U2 —2HK2B, (y — 1) — 5%50 (y* = 2y) + k281 + 6HykZ2 By + Arfy =0 pour 0 < y <1,
o,U% = d,u}  pour y=0,
9,U2 =0 pour y = 1.

Par conséquent
1 1
Ue (wr,y) = =g HKZBo (=y” + 3y* = 3y) — 5okeBo (—y* + 4y — 8y)
1 1
+§ (2y — yg) kgﬁ1 + 3 (2y — ?/2) Arfy — (3y — y3) Hkgﬁo + Bs.

Pour déterminer la fonction 3, (zr) = U? (zr,0) , il faut calculer le terme de

rang 3

RUR +6Hyo2U? +2HO,U? + kU2 +3(G +4H?) 0;U} + 6Hyk2U! + 2 (G + 4H?) y0,U;
+AFU61 + 3 (G -+ 4H2) kaJEBO — 2y [VFHVI‘] BO -+ 2y [din (AV[‘) + HAF] 50 =0.



3. Conditions aux limites approchées en dimension 3 69

Une intégration sur [0, 1] de cette équation donne

1 2 1
~0,u3 + Dy — 2H ARGy + 3 OrBo? + =Bk + 3 5uk? — 20HBok2 — SGB

23
+HB k2 + EHﬁokj — VrHV B, + divy (AVr) 5, = 0.

D’ou u? est solution du probléme suivant :

Au? + K?u? = 0 dans €,
1 1
—k2u? + Opu = 3 (k* 4+ 3HE?) u} — G (2k5 + 140H2k? + 25GK? + 10HE}) u?

—FAFUZI - [VFHVF] U? + leF (AV[*) U? — HAFU? sur I'.
3.4.4 Conditions équivalentes : cas Dirichlet

Condition d’ordre 0

{ Av[eol + Kfvfo] = f; dans €,

U[EO] =0 sur I
Condition d’ordre 1

{ Avg + k?vﬁ]. = f; dans €,

vg), + sﬁnvﬁ]. =e€g surl.

Condition d’ordre 2

(2

Avy + kzvfm, = f; dans €,
1

3.4.5 Conditions équivalentes : cas Neumann
Condition d’ordre 0

Avfo] + K Vg = fi dans €,
—kZvfy + Opvgy =g sur T

Condition d’ordre 1

{ Awvy. —i—Kfvﬁ}. = f; dans €,

5
—k2viy, + Onvpy = 3 (BHE? + k) vy +elrvyy —eF(ar) +g sur T
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Condition d’ordre 2
AU[EQ]. + Kfvfz}' = f; dans €);,
€ :
—kZvy + Opvy, = 3 (BHEZ + k.) vy + elrvy + & dive (AVr) vy

1
E (2k¢ + L40H?K? + 25Gk? + 10Hk;) e2viy  — e2HArvgy — &* [VrHVr] vy sur T.

Remarque : Les estimations du théoréme 3.2 s’appliquent encore dans cette
situation. Une analyse similaire a celle effectuée précédemment permet d’obtenir

les estimations optimales suivantes dans les deux cas Dirichlet et Neumann

‘u%—vﬁ)]l _SCE,
‘uf v ’ . < C €%,
1,24
‘uf—v[g] ) <Cé&




Deuxiéme partie

Diffraction d’une onde
éléctromagnétique par un
obstacle revétu d’une couche

mince

71



Chapitre 4

Couche mince de perméabilité

variable

Introduction

Dans ce chapitre, Nous étudions la diffraction d’une onde électromagnétique
par un obstacle revétu d’une fine couche de perméabilité variable. Ainsi nous

étudions une famille d’équations de la forme suivante :
Au+ K*pu = F,

ou p est une fonction positive variable dans la couche mince.

Le chapitre est organisé de la facon suivante : dans la section 4.1, on introduit
le probléme de transmission et on donne un résultat d’existence et d’unicité de la
solution. Puis, on définit 'opérateur de Steklov-Poincaré qui permet de ramener
le probléeme & un probléme posé sur un domaine borné. On effectue ensuite
un changement d’échelle qui permet d’écrire la formulation variationnelle du
probléme dans un domaine fixe.

Les difficultés rencontrées dans notre analyse sont d’une part la stabilité de
la solution par rapport a I’épaisseur de la couche, due au fait que le probléme
est un probléme de perturbation singuliére, et d’autre part les variations rapides
de la perméabilité magnétique de la couche mince dans la direction tangentielle.
Afin de surmonter les difficultées, on donne dans la section 4.3 un résultat de
stabilité de la solution dans des espaces convenables. Dans la section 4.4, on
expose une méthode qui consiste & faire un développement asymptotique a par-

tir de la formulation variationnelle, puis on détermine les premiers termes du

72
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développement asymptotique. Enfin, on montre comment 1’étude des premiers
termes du développement asymptotique permet d’obtenir des condition aux li-
mites approchées pour le probléme. De plus, on donne des estimation d’erreur,

ce qui nous permet de justifier I’écriture formelle de ces conditions approchées.

4.1 Présentation du probléme extérieur

Soit Qs un ouvert de R3 de complémentaire compact et de frontiére I' de
classe C®. Pour € > 0 assez petit, on note ; = R®/Q,, et on désigne par
Q ={zr e Q;,d7T) <e}, lacouche mince uniforme d’épaisseur €. Voir Figure
4.1

$2oo

Fia. 4.1 — La géométrie du domaine

On considére la fonction vy qui représente 'onde incidente définie sur un

voisinage V' de I' et qui satisfait
Avg + k?vg = 0 dans D' (V).
Le probléme ci-dessus s’énnonce alors de fagon équivalente

AV + k?vf = 0 dans Q.
AV + k2q(60,6,2) vE = (k2 — k2q) vo dams 2
[XOnv?] = — [xOnvo] sur T,
[v] =0 sur .

(4.1)

Ou 0, désigne la dérivée normale selon 77, [v°] = v|. — v| est le saut de la trace

d’une fonction défnie sur (2,,U €2 a travers la frontiére I'. k; est une constante
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s
strictement positive et ¢ est une fonction bornée de la variable (£,&,,—) a va-
leur dans R, ou (§;,&,) sont les coordonnées dans la base contravariante (ou
duale) (7%),_,, définies par (1.2). Nous désignons dans I’équation (4.1) par x

la fonction constante par morceaux définie par :

_Ja=a>0 O
X= 1 dans .

Nous imposerons une condition de Neumann (E-polarisation) non homogene
OvE = —0,v° sur 'S,

ou de Dirichlet (H-polarisation) non homogene

ve = —? sur I,

Pour que le probléme (4.1) soit bien posé, il faut fermer le systéme par une
condition de radiation de Sommerfeld & 1’infini :

lim || <vu§i —z‘kw;) =0 (C.R).

Physiquement traduisant le fait que 1'onde réléchie u$ — u™ se propage de I' vers
I’extérieur de 2.

On pose 6§ € D (R3) tel que # = 1 dans ¥ viosinage de I' et de suppf C
Qo = oo UQE . Avec le changement de variable v = u — fvg; le probléme
précédent s’écrit comme suit :

.

w® € Hij,, (Qyo0)

AU + k*us = —h dans Q,

Aug + k2q(€y, &, ) uf = 0 dans Q
[XOpu] =0 surT

[ 3
u; = uf sur I'

lim |z| (vugi —ikiu,?) =0 (C.R.)

Avec la condition de Neumann homogéne

\

Opu; = 0 sur I't,
ou la condition de Dirichlet homogeéne

g __ &
u, = 0 sur I';,
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ou h = —2V0 Vg — Af vy est une fonction source a support compact inclu dans
Qs et h € D (). Le comportement de u® = (uf,u:) & I'infini est décrit par

la condition de radiation de Sommerfeld. Aussi, on associe au probléme (4.2)

I’espace de Fréchet
Hiy (Vo) ={u €D (o), puc H (U), Vo € D (R?)}.

Théoréme 4.1 Dans les deux cas condition aux limites de Neumann ou Diri-
chlet sur T%, le probléme (4.2) admet une unique solution. De plus, si f; €
H* (Qy) alors on a

u€ H" Q) NHL (Qs) Vs > 0.

loc

Démonstration. La preuve est basée sur le lemme de Rellich (cf.[5]). =

4.2 Le probléme dans un domaine tronqué

L’opérateur de Steklov-Poincaré : Dans cette section, nous reformulons
le probléme (4.2) d’une maniére équivalente comme suit : nous introduisons une
frontiére artificielle X de classe C'*° renfermant ’obstacle ainsi que le support de
h. ¥ divise Q4 en un domaine borné 2 et un domaine exterieur Q. = Q,.\Q,

voir Figur (4.2).

F1G. 4.2 — Le domaine tronqué

Si nous désignons par 7y la normale sur ¥ dirigée vers lextérieur de €2,
alors a 'aide d’un opérateur dit de Steklov-Poincaré (Dirichlet-to-Neumann),

nous pouvons ramener le probléme (4.1) & un probléme posé sur un domaine
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borné €. = Q. .\ . C’est avec cet opérateur que nous considérons une certaine
condition aux limites qui remplace la condition de radiation & 'infini posée dans

1 . .
Hz (X)) et s’écrira sous la forme suivante :

8 3

=0.
8ng

Sku +

L’opérateur Steklov-Poincaré! S, est défini pour tout k; € R, de H 2 (X) dans
H~2 () comme suit : soit ¢ € H?2 (), w solution de :

Hlloc (ng) )
Aw + k2w = f; dans D' (),
_ : (4.3)
w =1 dans H2 ('),
llllm || (Vw 2] ikziw) = 0.
\ |z|—o0

Alors Syt est obtenu en posant Sy = 0, ,w . Le signe de < Sph,1h > on
< ... > est le crochet de dualité entre Hz (X) et H2 (X), doit étre controlé
avant d’établir le résultat de stabilité.

Pour clore cette section, nous allons décrire un résultat qui va étre employé
dans la preuve du théoréme de stabilité. Nous considerons aussi ’opérateur de

Steklov-Poincaré Sv = 0,,,w pour le probléme coercive suivant :

we H! (@) ,
—Aw+w = f; dans D' (Q),
w = 1) dans Hz (T).
Des résultas de régularité classiques de la solution du probléme de Dirichlet et la

théorie des operateurs pseudodifferential donnent les deux propriétés suivantes

pour l'operateur Steklov-Poincaré

3> 0 (56.7) 2 vl 50 € h)ﬁ (®), (4.4)

Rk—Sk—Se£< 52, H (D

'L’opérateur de Steklov-Poincaré ( Dirichlet-to-Neumann ) Sy est continu de H? () —
H~= (%) et en dimension 2 si Q = D (0, p) = {z e R?||z||, < p} alors Sy admet 'expression
analyique suivant :

(1) k ) 1 _
Spuf = Zun i 721) (kip) et i, = 2—/ u(p,0) e~ ™04
nez (kip) T J12.27)

Dans cette expression Hr(Ll) désigne la fonction de Hankel d’ordre n et de premiére espéce
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Ry, est un opérateur compacte de Hz (X) dans H~z () et HgDH%’E designe la
norme de ¢ dans H2 ().

4.2.1 La formulation variationnelle du probléme

On peut écrire notre probléme sous forme variationnelle. On montre que la

solution u® vérifie

/ [VurVwdz — kv w] dQe + / a [VurVwdr — k2quiw] dQZ = / hwds,

Qoo Q¢ Qoo

oll w est une fonction test appartenant & un a un sous-espace X, de H! (Q.),
arbitrairement prolongée a une fonction de H' (€2, ) avec un support borné et
vérifie la condition aux limites de Neumann ou de Dirichlet sur I'S. A laide de

lopérateur Steklov-Poincaré et la formule de Green on obtient le probléme :

Trouver v € X, w € X; a. (v°,w) = / hwdzx, (4.5)
Q

ou

a. (uf,w) = /a [VurVwdr — k2q v w] dm—i—/ [VurVwdzr — kv w] do+(Syu®, w)
Q

QF

4.2.2 La formulation variationnelle dans un domain fixe

Changement d’échelle : La dérivation des conditions aux limites appro-
chées repose d’abord sur un changement d’échelle & I'intérieur de la couche mince
qui permet d’enlever la dépendance de la géométrie du probléeme vis a vis du pe-
tit parameétre €. On introduit donc une paramétrisation en coordonnées locales

et en dilate Q¢ d’un facteur e~

Q=T x[0.1] = €,
(xp,t) = v = xp +etn (ap).

Ce changement d’échelle va porter le petit parameétre sur les opérateurs et non
plus sur le domaine, ce qui permet d’obtenir des résultats de convergence dans
des domaines indépendants de . Nous définissons pour chaque fonction w définie

dans Q¢ une fonction associe w définie dans Q*par :

w (ap,t) = w (z).
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On considére une parmétrisation locale sur ' : (U.¢)),U étant un ouvert de R?

Y:U—-T
(€1:62) = ar = (&1, 60),
Toa = O¢_ 1) est la base contravariante (ou duale) du plan tangent, on suppose que
(U.4)) est compatible avec l'orientation dans le sens :
T1 X To

a |7'1X7'2|.

Ol x est le produit cartésien dans R3. Alors, en exprimant les expressions @ dans

les coordonnées locales (£;,&,,t), on a :

ow B ow Ox' _Yw oz
oY Oxt o€c” n oY’
ow  Ow Jx' ox

ot oriot ot
L’expression de x en coordonnées (£, &,,t) est donnée par la relation :
r = 1(&1, &) +etn (Y(61,E,)) -
Et en différenciant n par rapport a (£;,&,), on obtient
Ot.n=C 7q4,

C' étant un opérateur linéaire symétrique du plan tangent 7. qui caractérise la

courbure au point zp = ¥(&,,&,) sur I', on a alors :

ow

— = (I

oE° Vw. (I +etC)1,,
ow  Ow 0z

o omor U

Dans la suite, I designera 'identité du plan tangent. Comme le vecteur (I + €tC') 7,
est dans le plan de tangent T, et (I + €tC') est un opérateur symétrique de 7.,
nous pouvons d’une maniére équivalente écrire les expressions ci dessus en utili-

sant la projection II,,. de R? sur T}, :

ow
— = (] 11 T
oE° (I + etC) I, . Vw.T,
D’ou
I, .Vw= (I+eC) " Vrw. (4.6)
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De méme, nous pouvons également exprimer 1’élément de volume :

. 890 oxr Ox
dQe 851 852 o d& d€,dt;

dQE = (I +etC) 7y X (I + etC) 79 % dé,dE,ydt.

Les propriétés usuelles du déterminant donnent

ax Ox
= det (I + etC :
851 852 e( +e€ )7'1><T2
Comme 1’élément de surface dI' = |71 X 79| d§,d€,, nous avons

dQ = edet (I + etC) dI'dt.

Enfin, les intégrales du probléme (4.5) se transforment aussi comme suit

/ wid), = 5/ / w det (I + etC) dtdr.
QS

I'x[0,1]

VuiVw dS), = 5/ / { (I +etC) ™ Vrw Vi + lz Oyw Oyu| det (I + etC') dtdl.
2 I'x[0,1] :
Maintenant, il nous faut considérer les images associées, par le changement
d’échelle de la solution u° de probléme (4.5) et de la fonction test w. Plus préci-
sément :
u; = ﬂ];g , wh =w.

Afin de préciser la formulation variationnelle du probléme (4.5) dans un

domain fixe, on définit les espaces variationnels suivants selon le choix de la

condition aux bord sur I'
X=Xy={w=(w"w)eH (Q") x H' (Q) | w" (,0) =w™ sur '},
X=Xp={weXy|w"(,1)=0}.
Dans la suite, on note par
ut = (ug,u;) ol u; = uj et ug = ufﬂg,
la solution du probléme variationnel suivant :

feX wreX
{ue we € (4.7)

eat (e,ui, wt) +ebt (e, ul, wt) +ay (ui,w”) = L(cwt,w”)
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avec

1
(& ut,w) / / [I+eto)2 Vrug Vrw' + 5 dpuf gt | det (I + etC) 27,

I'x[0,1]

bt (e, us, wt) // ak?q (xp,t) uS whdet (I + etC)dQT,

I'x[0,1]

ap (u5,w™) = / (VusVw™ — k2usw™ | dQ+ < Spu, w >,
Q

L(cwlw™) = /hwEdQ.
Q

4.3 Stabilité par rapport a 1’épaisseur

En général lors d’une analyse asymptotique, les auteurs considerent un pro-
bléme coercive tel que la norme de I'inverse de la forme bilinéaire associé au
probléeme considéré, est majorée par la constante de coercivité, qui est indépen-
dante de €. Dans un contexte plus général, certains auteurs invoquent également
le principe du maximum pour démontrer un résultat de stabilité en norme |||,
lorsque cela est possible. Ici le probléme (4.7) n’est pas coercive et ne suit pas
le principe du maximum donc on ne peut pas avoir la stabilité d’une maniere
directe, autrement dit la formulation variationnelle n’est pas suffisante par elle-
méme pour assurer la stabilité en ce qui concerne I’épaisseur de la couche sur la
quelle 'analyse asymptotique est basée. Remarquons que (4.7) est un probléme
de perturbation singuliére. En effet, il est possible que le coefficient de ea™ (e, ., .)
et la dérivée tangentielle Vro® de la solution v° dans la formulation (4.7), soient
non bornés quand € — 0. Dans une telle situation, le signe du premier membre
du probléme (4.7) pour v° = w® ne peut pas étre controlé car il peut produire
une solution dépendante singulierement du e dans Q. A T’aide de la régularité
jusqu’aux frontieres du probléme obtenu en négligant complétement 'effet de
la couche mince et la régularité du la frontiére I', le second membre qui appa-
rait dans analyse asymptotique du probléme (4.7) se comporte d’une maniére

a compenser le comportement singulier du premier membre.
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4.3.1 Altrentive de Fredholm pour un domaine fixe

Selon le choix des conditions aux bords sur I'¢, on définit les espaces varia-

e’

tionnels suivants :
Y=Yy= {wE = (w*,w’) c H' (0.1;L2 (F)) x H* (Q)’ wh (,,0) =v sur F} ,
Y:YD:{’U)EEYN ’Uj+(,1):0}
Y est muni de la norme canonique suivante :
1
lwlf = e[l g g + 2 10t g qr + ™|}

Rappelons encore que pour ¢ fixé, la fonction trace ¢ — w (.,t) est continue de
(0.1) a valeurs dans L? (T"). Nous allons montrer que, pour une premie membre
approprié, la solution u® du probléme (4.7) sera bornée dans 'espace Y au sens
de la norme affaiblie ||wl|,-.Pour la prouver nous aurons besoin de définir les

deux formes bilinéaires continues dans H' () suivantes :

a” (uf,w®) = /VUEVwEd:U—{—(Sua,wE) , by (U, wf) = —/kauEVwEdasz(RkuE, we) .
Q Q
A partir de la relation (4.4) et la continuité de la trace, on peut en déduire

directement ’estimation
Jde>0:a (uf,uf) > c|uf|]F Yu® € H (Q), (4.8)

donc d’apres le lemme de Lax-Milgram, nous pouvons définir un opérateur 7.
de Y dans X tel que pour tout u® dans Y, T.u® = p. € X est une solution du

probléme variationnel suivant :

{pan C Vs € X,

4.9
eat (e,pf,wt)+a” (po,w™) = ebt (e, u,w™) + by (uf,w™). (4.9)

Ainsi, d’aprés, le théoréme de compacité locale de Rellich de H! dans L? et la
compacité de 'operateur Ry , on en déduit que 7} est un opérateur compact deY

dans X pour tout ¢ > 0 fixe et par conséquent de Y dans Y.

Proposition 4.2 [l existe une constante M > 0 telle que pour tous v° € Y et

pour tout € > 0, on a

1
IVrp losr < M »
10 loar < VEM|ul]ly, (4.10)

1= leo < Mlluly-
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Démonstration. Il existe deux constantes positives €q et M telles que
Mt < [Ae]_l Loty + || AcllLery <M Ve, 0 <e <.

Dans ce qui suit, M indiquera plusieurs constantes positives indépendantes de

e. L’estimation (4.8) implique

1 ) . B
el Ve 60 + <102 60+ + b= 10 < Mllwlly (llp: oo+ + [z ll10)

Sachant que le probléme est posé seulement dans un voisinage de € = 0, la suite

de la preuve s’obtient en utilisant I’estimation suivante :

<M (5H('3tij0,Q+ + |lw™

[Jw L) -

Jr
logs
La constante M est indépendente de w dans Y. La derniére estimation est une

conséquence de la formule

wt (zr,t) = w™ (ar) + Oww™ (zr,s)ds, zr € T.
[0,¢]

4.3.2 Passage a la limite dans ’alternative de Fredholm.

Les estimations (4.10) établies dans la proposition 4.2 entraine ’existence

d’une constante C' indépendante du choix de u® € Y telle que
[p:lly < C [luf]ly Ve >0 (4.11)

Cette estimation assure l’existence d’une sous-suite noteé encore (p.)..,, qui
cvonverge faiblement dans Y vers une limite py = (pg . Do ) La proposition

suivante caractérise p; .

Proposition 4.3 Selon le choix des conditions aux bords imposée sur I'S, Le

probléme limite lorsque € — 0 fait apparaitre les espaces suivants :
W(Q)=H"(Q) ouW (Q) = Hyp () ={uv"€ H (Q)|u"=0 sur'}.
Le py est la solution unique du probléme variationnel suivant

o €W (Q) Yw™ e W (Q
a (po,w):bk(vi,w).
De plus pg est une fonction independante de t dans QF. D’autre part

Do = (p;;,pg) € X, oupd (,t)=p, sur, Vte[0.1].



4. Couche mince de perméabilité variable 83

Démonstration. L’estimation (4.10) donne d;py = 0. Grace a la condition

de transmission contenue dans la définition de I’espace Y, on obtient
pa (1) =p, sur 'Vt e [0.1].

Soit w™ fixée et suffisamment régulier dans W (), la régularité de w~ sur I per-
met de prolonger w~ dans Q. Ainsi on peut définir une fonction w = (w*, w™)
€ X qui vérifie la propriété ci-dessus de pg. Pour la condition de Dirichlet, elle
se traduit simplement par w™ = 0 sur I". Quant a la condition de Neumann, on
utilise wt =0, ahino VeVrwt =0 et les estimations (4.10) pour déduire

lim ea™ (e, pf,w") =0.
e—0

En effectuant un passage a la limite dans (4.9), on voit que le probléme (4.12) est
satisfait pour tout fonction w~réguliere. Comme toute fonction de W () peut
étre approchée par une suite de fonctions régulieres, on déduit que p, est une

solution du probléme (4.12). La formulation forte du probléme (4.12) s’écrit :

py € H' (),

Apy = k2u? dans D' (),

py =0 dans Hz (I') ou d,p; =0 dans Hz (I)
Oupy + Spy = Ryt dans H™2 ().

Dans I’équation ci-dessus, n indique la normale & ¥. Notons que selon les théo-
réemes de régularité classiques pour les équations elliptiques dans des domaines
réguliers avec la condition de Dirichlet ou de Neumann sur le bord, p, a la régu-
larité H?3 au voisinage de I'. Par conséquent p, étant en particulier dans H* (T'),

donc p, est dans X. m

Définition 4.4 Pour toute suite (p.).., qui converge vers py on peut définir un
opérateur
ThY — X
{ Tow = po
Tel que Ty soit borné de 'Y dans X

4.3.3 Reésultat de stabilité

L’étude de la stabilité suggére une manipulation plus précise de la conver-

gence de p. vers py. Noter qu’ici 'argument principal est la régularité de p; .
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Proposition 4.5 [l existe une constante C' independent de € >0 et de u® € Y

tel que
Ipe — polly < C Ve ||[uf|ly. (4.13)

Démonstration. Nous commencons par la condition de frontiére de Neu-
mann. Les définitions (4.9) et (4.12) respectivement de p. et de pg, permettrent
d’écrire

eat (e,pf —pg wh) +a” (p- —py,w) =eb" (e,ul,wh) —ea® (e,pf, w").
En utilisant le fait que d;p; = 0 , on obtient

" (e,p5,w")| < Cl[Vepglloar [Vew™ oo+

Le point clé est d’employer la définition de pg et la régularité py qui est une

conséquence de la régularité de I'. Nous obtenons les estimations suivantes :

IVrpg lloor < Callpg e 5 oo lur < Csllw™ [log-
En notant 0. = (p. — pp) on obtient
105 o+ < C " [10:0 [lo.o+ + 6= Nla] - (4.14)

Cette inégalité est une conséquence directe de la formule suivante :

0F (ap,t) = 0- (ar) + 007 (xr,s) ds.
Q+

Comme

ea™ (5 6 9+) +a” (9_ 9_) = eb" (g,v:,ej) —eat (5,p3r, 9;“) )

rVerve g€r’e

De fagon tout a fait identique a la preuve de la proposition 4.2, nous obtenons

aussi que

1
ea’ (2,62,07) +a” (02,6.) = M |e||Veb. [g.ar + <1062 50+ + 162110

yVerVe gr’e

Il est facile de démontrer par I'inégalité de Cauchy-Schwarz et par la continuité

des formes bilineairs a™ et bTet le fait que ¢ soit borné que

eb” (e,vf,07)—ea” (e,pg,07) < ellw |y M [ [Vr0 oo+ + 1007 lloor + 1102 llo] -
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Finalement nous obtenons
1 _ . _
€|!Vr9§|!3,g++gH3t9i!\3,m+|!95 1o < eM|wlly [IIVe0: oo+ + 18:67 oo+ +116Z (o)

Ceci implique alors que

IN

eM|wlly [[IVr0Z o + 19607 llo.or + 107 [le]
1
VeM|ully |VelVedlloor + —=

oo
< VeCluly [ip: ~ moly-

2
e — polly

IN

oo+ + [[6- o

NG

Par conséquent
Ipe = polly < C Ve [luf]ly.

Nous allons maintenant considérer le cas de Dirichlet. La difference du cas pré-
cédent est le faite que p_ n’est pas une fonction test valide pour le probléeme

(4.12) . En utilisant la formule de Green et la régularité de p, sur I" on écrit

a- (PSJU*) = b, (u;,w’) + /8np0wd’y Yw € H' (Q).
T

Il faut rappeler que

p; (xﬂ t) =P (331") + 815]9: (ZL’F, S) ds.
[0,¢]

Le fait que pI (zr, 1) = 0 permet d’écrire
12 llo.+ + llp- lIr < ¢ [10ip2 [l

Comme p, est régulier alors on a l’estimation suivante

18np0 [0 < ¢ [lug [lo:o-

Un raisonnement semblable au cas de la condition de Neumann, permet d’obtenir
le résultat suivant :
1 _
e Vel o+ + <10 50 + 10210 < C e llv 100, lloe+
d’ou
Ipe = polly < C Ve [lwfly.

Remarque : La proposition précédente permet de justifier la propriété de

stabilité par rapport a e de la solution du probléme (4.7).
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lemme 4.6 1l existe une constante v > 0 telle que
1T+ T)wly 27y [lvilly Vu© €Y,
pour pour € > 0

Démonstration. Par des techniques standard, on montre que 7T; est un
opérateur compact de Y dans Y (et méme de X dans X) . Dans lintention
d’utiliser l'alternative de Fredholm, nous allons montrer que (I + 1) est injectif.
Soit w € Y qui satisfait

(I+Ty)w=0

Pour un tel w € X, nous utilisons I'opérateur de Steklov-poincaré pour prolonger

w™ a tout 2. Alors, w™ est une solution du probléme suivant :

((w™ € H,. (0)
Aw™ + k}w™ = 0 dans D' (Qs)

w-=0oud,w  =0surl (4.15)
lim /7 ow” _ ikw™ ) =0
[ r—o0 or
En vertu de I'unicité de la solution du probléme (4.15), w™ = 0, le théoréme 4.1
et par la définition de Tow™ = —w™, on obtient w = 0. Par ailleurs, il existe

une constante v > 0 telle que || (1 +Tp) v°|ly > 7 ||v°]ly - On montre alors qu'il

existe une constante v > 0 telle que
1T+ Te) vy =~ lvlly

Mettons en oeuvre la preuve du théoréme principal pour la prochaine analyse

asymptotique du probléme (4.7). m

Théoréme 4.7 Soit {L.} une famille donnée de formes linéaires sur X satis-

faisant

1
Low| <0() {\/E|Wrw+\|o,ﬂ+ b el s + kun}

Alors il existe un canstante C' independant de € > 0 telle que la solution du
probleme variationnel suivant
{mewiex

eat (e,ui, wt) +eb" (e,ul, wt) +ay (ui, w”) = L (w°)
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Satisfait
llly < C 6() (4.16)

ot 0 (g) est une fonction du € non nécessairement bornée quand € — 0

Démonstration. On note u®* = (I + 7.) w .Par conséquence de la définition

elle-méme de 'opérateur 7}, u® est une solution du probléme suivant :

{ueex,vwex

eat (e,us,wt) +a” (uf,w”) = L. (w)

Grace a Pestimation (4.8) et par définition on a
— (1€ 4,€ + € , € €1|2 1 €112 €1l2
a (ui, i) +ea” (e ug,ug) = B el Vruelpor + Zl10uclloar + lluilla

alors

1 1
Aol 2100 g+ 1051 < 016) { VEIT 2l + 200l + e |
Ce qui donne directement I’éstimation (4.16). Le lemme 4.6 de stabilité termine

la preuve du théoréme. m

4.4 Développement asymptotique et identifica-

tion formelle

Contrairement au chapitre précédent ou l'on a effectué un développement
asymptotique a partir des équations et des conditions aux limites du probleme,
nous allons ici exposer une méthode qui consiste a faire un développement asymp-
totique & partir de la formulation variationnelle. Ces deux méthodes sont bien
entendu équivalentes. Seulement, la derniére en question est bien plus rapide
quoique elle est moins explicite.

Notre objectif est de construire un développement asymptotique de la solution
du probléme (4.1) a partir de la formulation variationnelle (4.7). Pour mettre en
oeuvre notre processus asymptotique, on développe d’abord A2 = (I + etC' )72 ,

par un résultat d’algebre de Banach comme suit :

AZ? = I-26tC+3 (etC)*—4 (etC)*++ -+ +m (—etC)" +(—etC)™ (mAT" + AZ?) .



4. Couche mince de perméabilité variable 88

1
Rappelons que det (A.) = 1 + 2etH + %G, on H = étrC est la courbure
moyenne de la surface I' et G = det C' est la Gaussiéne de la surface I, les

formes bilineaires a™, b* prennent les formes suivantes :

at (e,.,.) = 6—2(132 + 5—1a1+2 + (a;2 + a(J)r,l) + 6a1+,1 de
...... +€m1jr_7,11+€r (6 ‘)’ (4.17)
bt (g,,) = by + bl + %y

En identifiant les termes de méme puissance de €, on obtient respectivement les

expressions des b, k' = 0.1.2 et les expressions de a;; :
k Kl

by (w,u) = —/+ak2q w udQT, b (w,u) = _/Q+2akgth w udT,

by (w,u) = —f ak Gt q w udQT,
0

+

agy (w,u) = /moa?twatudﬁ , iy —/ a2tH Oyw Opudt,

Ot

(as2 + ag,) (w,u) = X [at?’G Oyw dyu + aVrwVru] dQT,
Q

ail (w,u) = /+oz2 [—C + HI|tVrwVrudQ™,

+

asq (w,u) = /: a[3C? —4HC + GI| *VrwVrudQ™.

+

Par rerécurrence sur m on obtient
ab_i, = / al(m—-2)GC™ % — (m—1)2HC™? + mC™ | (=)™ ' VewVrudQ™,
O+

et

/ @ (Bpe+2HB,, 1.+ GByyo.) t"dQ" tel que
O+

= (-C)" (mA + AZ )simz()et By.. = AZ? sinon.

4.4.1 Une hiérarchie d’équations

L’epaisseur ¢ de la couche mince €2 est supposée aussi petite que 1’on sou-
haite : cela nous permet de postuler ’existence d'un développement asymptotique

de la solution u® = (u$, us) du probléme (4.2) de la forme suivante
ut = ug —+ 5ui —+ gzug 4o + gmufn + €m+1um7s :

uf =ud +euf +euf A + e™ul + ™ uP™ dans Qo (4.18)

ut =ul +eul +etui 4 +emu™ + emtys™ dans QF



4. Couche mince de perméabilité variable 89

g,m,

O Upp,e = (u; "5 uS™) est le reste d’ordre m + 1 dans X et de plus

3C >0 tel que Ve >0 ||une|ly < C.

La norme du reste est uniformément bornée dans Y.

Le probléme (4.7) s’écrit :

ut € X w® e X,
e lagy (uf, w) +af,y (uf, wh) + eag, (ul, wt)
"‘ZE m—1 e+1aZI (uf, w)

e by + 20 + %5 +ay (uZ,wo) = L(eaw™,w).

(4.19)

En insérant l'ansatz (4.18) dans (4.19) et en identifiant les termes de méme

puissance de £ on obtient :

agy (ug,w™) =0, (4.20)
ay (u),w™) + afy (wd,w") + agy (up, wh) = /hw‘dQ, (4.21)
Q
ay (uj,w™) +af2 (ul, w?) + (a22—{—a01+b+) (ul, w™) (4.22)
+a8:2 (uz7w+) = 07 .
ay, (U w”) + a1 2 (U2 w*) + (Q;Q + ao+,1 + bg) (Ué; w) (4.23)
+ (al 1+ b+) (ul, wt) + CLSTQ (u, wt) =0, '
(l,; (U?,U)i) + ai’—,2 (Ug,er) + (CL;—2 + aa—l + b+) (ungJr) (4 24)

+ (ail + bf) (ul,wh) + (a2 |+ b+) (ul, wt) + aan (ud, wt) =0,

a, (u",w™) + afy (', w") + (a3, + agy +bg) (ul ' wh)
+ (al 1+ b+) ( e 27w+) + (%1 + b+) ( e 37w+) (4~25)
"‘224% 12(“m1w+)+a (uttwt) =0 £>4.

La régularité du secand membre du probléme (4.7) et les équations au-dessus
permettent du determiner les termes a tout ordre. Ci-aprés, nous donnons des
calculs explicites pour seulement les quatres premieres termes. Nous traitons les

deux cas de conditions aux limite séparément
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4.4.2 Détermination des premiers termes : cas de la condi-

tion de Neumann

Détermination de u) L’équation (4.20) donne

/ adwdul (zp,t) dldt = 0 Yw € Xy.
Ot

Par conséquent

ol (xr,t) = 0,
d’ou
ul (wp,t) = ud (ar), ar €T, (4.26)

(&

Dans (4.21) nous choisissons w dans Xy ,tel que w~ = 0, on obtient
/ a@twatuidth =0,
O+
une intégration par partie en ¢t donne
Ol = 0. (4.27)

Par conséquent, (4.21) est réduit a

/ [VudVw™dr — kfuw™] dQ+ < Spuf, w™ >= /hw‘dQ Yw™ € H'(Q)
Q Q
A Taide de la formule de Green et 'opérateur de Steklov-Poincaré, on déduit
que u vérifie le probléme suivant :

’

u) € H, (m) ,
Aud + k2 = —h dans D' (),

Opud =0 sur T, (4.28)
lim |z| (Vu?i — ikul ) =0.

Ainsi, d’aprés la régularité d’une solution d’un probléme homogeéne de Neumann
ou de Dirichlet, en déduit que la trace de u? sur ' est dans H st3 (I") si h appar-
tient & H* (1) pour s > 0 . Donc pour h dans L? (Q), (4.26) prouve que u” est
un élément bien défini dans X.

Maintenant, pour déterminer les termes d’ordres supérieurs dans le dévelop-
pement asymptotique, nous utilisons le lemme suivant :cas de la condition de

Neumann
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lemme 4.8 Soit { € L? () et 1 une fonction vectorielle dans L* (T, C?) , tels
que l'application partiellet — 1 (.t) définie dans [0.1] soit & valeurs dans ’espace
des champs de vecteurs tangents a T et que divpe € L? (V). Alors, la solution

© de l’équation variationnelle
L(vh) = / @O, v dldt + / (. Vot + t) dt =0, (4.29)
Q+ Q+

pour tout vt € Hip (A1) tel que Hip (QT) = {ve H (Q)|v(.,0) =0} est

explicitement déterminée par

o (ar, 1) = / (dive o — €) (e, 1) dp, (4.30)
[

t.1

ot divr est la divergence surfacique du champs de vecteur ¢ (.t) tangent a I'. De

plus si vt (.,0) # 0 nous avons

L(vT) = —/Fga (zr,0)v* (2r,0)dl

(4.31)
= /r / (divp ¢ — ) (xp, ) dt | v* (zr,0)dr.

(0.1)

Détermination de u; Nous choisissons de nouveau w € Xy dans (4.22)

tel que w™ =0
afz (ui,uﬁ) + (0;2 + af{’l + bf{) (ug,uﬁ) + aafz (ug, w+) =0 Vw" € Hj (Q*) )

Comme h € Hz (T'),u? € H2(T'), Apu? = divy (Vu?) € L2 (7). En utilisant le

lemme 4.8 pour ¢ = adu?, ¥ = aVru?, { = —ak?q ul = —ak?qu?, il vient que
atug = (1 - t) Apu? ($1’*) + u? (ZEF) ks f[t,l}q (‘TF7 /JJ) d/JJ
En utilisant la formule (4.31) on obtient
ay (uj,w™)—, [aApu? (zr) + aul (zr) k2 Joaa (@, 1) d,u] wdl =0 Yw~ € H" ().

On note
Z]\(l'p) = f[o,l]q (xl"a t) dt.

Par conséquent

ay (uj,w”) = [; [eArug (zr) + aw) (zr) k2 G (zr)| w™dl =0 Yw™ € H' ().
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L’utilisation de la formule de Green et 'opérateur de Steklov-Poincaré entrainent

d’une maniere équivalente que u; est une solution du probléme suivant :

(! e H} . (m) ,
Aul + k2ul =0 dans D' (Q.),

Opul — o (A + k2q) u) = 0 sur T, (4.32)
i [of (V. 2~ ikt ) <0

Puisque d,u} € L?(T), la régularité de la solution du probléme de Neumann

entraine u; € H' (T'). En utilisant (4.27) , nous pouvons définir u® dans Xy par
ul (wp,t) = ui (vr) dans QF.

Détermination de u?

La détermination de u? se fait de fagon tout a fait identique a u}. La formule
(4.30) et 'utilisation de (4.23) avec w~ = 0 donne

afy (w2, wh)+ (a3, + ady +b¢) (ug,w)+(afy +07) (v, w)+ag, (ul, w?) =0.
On pose dans la suite

¢' (zr,t) = [, (xr, 1) dp,

alors
Ou? = (1—1t) Aru) +uf (xr) k2 ¢ (er,1).

n substituant u; , u U n rmes bilineair uis en intégran r
En substituant u! , u? et u? dans les formes bilineaires puis en intégrant pa

e

parties en ¢, on obtient
/ (@2t (—C' + HI) Vru) + aVru; + 2 (1 — 2t) aHVrud] Vewtdldt
Ot
-I—/ adywt Opudldt —I—/ [—uda2HEK? ¢* — ak?q uj)wrdldt = 0.
o+ o+
Comme h € H? (T'),u} € H*(T), nous allons maintenant considérer dans la
formule (4.29)

o = adwd ; (= —ula2HE? ¢ — ak?q ul
Y =[a2t(—C + HI)Vrul + aVrul + (1 — 2t) a2 HVru))]

On note aussi

¢ (xr,t) = [, 0" (xr, 1) dp.
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Alors, on obtient

Ot (wr,t) = (1 — 2) divy (=C + HI) Vpul + (1 — £) Apul (4.33)
(4 ) 2H Apul — w2HEKE § — K2l |
En utilisant la formule (4.31), on obtient

ay, (u?,w™) :/[adin (=C + HI)Vru? + aArul]lw™ (zr,0)dl

+/ uSa2HE? /(?1 (zp,t)dt + ak?ulq| w™ (xr,0)dl Yw™ € H (Q).
r [0.1]
La formule de Green et 'opérateur Steklov-Poincaré entrainent d’une maniére
équivalente que u? est une solution de probléme suivant :
uf € Hj,, (00) ,
Au? + k2u? = 0 dans D' (),

p

Opu? = ¢ (xr) sur T, (4.34)
lim |z (Vufi — iku? ) —0.
\ |z[—00 |:E’

O
¢ (zr) = [adivp (=C + HI) Vru) + aArul] + a2HE? ¢ (zr, 0) ug + aklug.

Les données sont suffisamment réguliéres, donc I'expression de u? peut-étre dé-

terminée par
1 ~
u? =u? + 3 (2t — ¢%) Aru) + ) (ar) k2 f[o.t]ql (zr, 1) dp.

Détermination de v}
On choisit w € Xy tel que w™ = 0 dans (4.24)

af2 (Uf;’» w*) + (a;g + aa_,l + b(J)r) (Ugv w)
+ (ail + bf) (ul,wt) + (a{l + b;) (ud, wt) + aafZ (ut,wh) =0 Vwt € Hip (2F).

En substituant u! et u? ,u?,u? dans les formes bilineaires puis en intégrant par

parties en ¢ on obtient :

© = adyul

w = OéAFU? + % (2t — f}2> divr Vr (AFU?) + Oé/{?z divp |:V1"’U,? (.131") f[O.t]fqvl (SL’F, ,u) d,u]
+ak? divy [u? (zr) Vi [ fod (r, ) du“ + a2t divy [-C + HI] V!
+Oét2 din [302 —4HC + G[} VFUS,
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0= (—1+3t*)a2H divy (—C + HI)Vrul + (=1 + 2t) a2HAru;

+ (=3t? + 2t) ad H2* A — ak?Gt?q u?

+uddaH?K? (¢? —tq") + a2HE?u} (¢* — tq) + Ga (=2t + 3t%) Aru (ar)
+ak? Gul (xr) (—2tq* + t2q) — ak?qu? — % (2t — 1?) ak?q Arud

—u? (zr) k2 ozkgqf[o.t]'qvl (xp, p) dp — 2ak*tHq u).

En utilisant la formule (4.31) on obtient

i (o) = [ | [ @vv =0 @ | o 0

(0.1)

Or, h € H3(I) et u3 € H*(T'), la formule de Green et I'opérateur Steklov-
Poincaré entrainent , d’une maniére équivalente, que u} est une solution du

probléme suivant :

€ Hiy (Q0)
Aui + k?u} = 0 dans D' (Qy),
Opud = n(ar) sur T, (4.35)

lim |z 3£ —ikud | =0.

Ou nous avons noté :

n(zr) = 4aH?kZ u) [, (= +tq") dt — a2HEZu; [, (7" — tq) dt
ak?

+ak? Gul f[o I 2tqtdt + ak?u? f[o I qdt + —Apuo fo 1 (2t — t%) qdt

+akiu? f[O.l} [qf[o t]q (o, )d,u] dt + 2ak§th u;

+aAru? + L Ar. (Arul) + adivp [-C' + HI| Vu}

+ak? dive |Vrwg (zr) [ Joq@ (2r, 1) dudt]

+ak? divy | (zr) Vi [ Fouy Jou (er, ) d,udt” + %divr 3C2 — 4HC + GI) Vil
Les données sont suffisamment réguliéres, donc I'expression de u? peut-étre dé-

terminée par

1 1
ud (zp,t) = 3 (3t — t3) divp (—C + HI) Vrul + 5 (2t — %) Arul
(—3t* + 2t%) 2H Arud — 2uHE? f[O,t] ¢ (zr, p) dp — kguéf[o.tﬁl (xr, 1) dp.

CDI»—t
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4.4.3 Détermination des premiers termes : cas de la condi-
tion de Dirichlet

Détermination de !

Comme ci-dessus nous obtenons d’abord de (4.20), d;u’ = 0. Mais main-

0

tenant la condition u? (.,1) donne u? = 0, ce qui implique u{ = 0 sur T'. par

conséquent, u vérifie 'équation variationnelle suivante :
ay (u),w™) = /hw‘dQ Yw~ € Hyp ().
Q

Alors par une intégration par parties et 'opérateur Steklov-Poincaré, on déduit

que u est une solution du probléme suivant :

u) € HY,. (Qx)
AuY + k2u? = h dans D' (Q,)

u? =0 sur T, (4.36)
lim |z| (Vu?i — iku > = 0.
 Jol—o0 |z

lemme 4.9 Soit ) une fonction vectorielle dans L* (T, C3) tel que 'application
partiel t — 1 (.t) défini dans [0.1] soit a valeurs dans l’espace des champs de
vecteurs tangents o T et que divpey € L? (QF). Soient 6, p,et v des fonctions
données respectivement dans H* (0.1; L? (T")), L*> (%) et L? (T) . Alors l’équation
variationnelle

atQOatU—i_dth + /

O+

(. Vot + 600" + pv™) dldt + /rv+dI‘ =0. (4.37)

Q+ T

Pour tout v* firer dans Hyp () = {v e H' (Q")|v (,,1) = 0} détermine une
unique p € H* (0.1; L? (T')) telle que ¢ (.,1) =0, donné explicitement par

0 (ar.t) = /[ (=i ) (e, ) =0 o, ).

¢ (zr,0) = — 0 (zr,t)dt —r (zr),
0.1
o (ar,t) = (1 —1t) ¢ (zr,0) —t/ Q(IF,t)dt—i—/ 0 (xr, 1) du.
0.1] [0.4]
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Détermination de u}

Etant donné que h est dans L? () et que la solution du probléme (4.36) est

régulicre alors 8,u? € Hz (I') . La formule de Green méne &

ay (uf,w™) = /Qh'wdF + /8nu?wdf Yw™ € H' (Q).

T

Aussi, selon (4.21) on a

ap (u),w™) +af, (u),w?) +ag, (v, w?) = /Qhw_dQ.
De plus
aly (ud, wh) = /maQtH dwt OuddY =05 a; (uf,w™) = /Qhw_dQ Yw™ € H&F Q).
Alors

/Fanu?wJ“dF + /Sﬁaatw*@tuidl“dt =0VYut e H&P Q).

En utilisant I’équation variationnelle (4.37) avec

p=p=6= 0etp=oaulr=0,u,

on obtient .
ul (wp,t) = —= (1 —t) 9,u. (4.38)

o

Donc 1
ub = ——0,ul. (4.39)

o

On choisit comme fonction test w telle que w™ = 0 dans (4.22)
ap (uj,w”)=0 VYu € H017F Q). (4.40)

Il suffit d’utiliser une intégration par parties et 'opérateur Steklov-Poincaré,
pour déduire que u; est une solution de probléme suivant :

(

ul € H, (@) ,
Aul + k?ul = 0 dans D' (),

uj = ——0,ud sur T, (4.41)
lim |z| (Vuzli — iku; ) = 0.
([ [l—o0 ||

De plus par la condition (4.40) on peut déterminer u® dans Xp si et seulement

si ul € H'(I). La condition minimale est de supposer que h € Hz ().
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Détermination de u?
On a d,u} € L*(T) alors si nous écrivons (4.40) dans H' () on obtient,

ay (uj,w”) :/ Opu; w™dl Yw™ € H' ().
T

D’aprés (4.22)

/ O w*dF+/ a2t H Oyul @w*dQ*—i—/ adw T OutdQT =0 Yu' € H&F Q).
o+ o+
T

On utilise I’équation variationnelle(4.37) avec

o =au?, r=0yu;, 0 =a2tH dul, v =p=0.

e’
et on obtient

1
au? (zr,0) = 2H t uuldt — —Oyuy.
[0.1] o

On déduit de (4.38) et de (4.39) que
2 1 1
o
Par conséquent,
ul (or,t) =1 —t)ui+H (t—t*)u; (ar,t) € QF

Comme ci-dessus dés que h € H 3 (Q),u§ est bien définie et de plus en prenant

w tel que wt = 0 dans (4.23), on obtient
ay (uf,w’) = 0.
Nous obtenons ainsi que u? est une solution du probléme suivant :

((w?e HE, (D),
Au? + k2u? = 0 dans D' (),

1
u? = —H u} — —0,u; sur T, (4.42)

lim |z| (vu?i —ikiu?> — 0.
T

De plus par la condition (4.40) on peut déterminer u® dans Xp si et seulement

si ul € H?(I). La condition minimale est de supposer que h € H2 ().
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Détermination de u?}

De la méme maniére, en utilisant la formule de Green dans (4.23), on a
Ywt € Hyp (QF)

ab (ug,wJ“)—l—(aZQ + aafl + bar) (ui, wﬂ—i—(afl + bf) (ug,w+)+aaf2 (uz,w+)+/ 8nu? wtdl = 0.
T

Maintenant il faut considérer dans la formule (4.37) que

0 =au}, §=a2tHowu? + at’G Ol ,p=—ak’qul v =aVrul | r=0,u?.

Par conséquent
3 2.1 2 1 1 o 10 1o
u; = kiu; q(zr,t) (1 =2t —¢*) dt— = Aruj — Hu; — = (H? — G) u; — =0,u;.
[0.1] 3 3 (07

- S

Azr)

De méme si h € H3 (), u§ est bien défini et en prenant w tel quew™ = 0 dans
(4.24) , on obtient
ay (uf’,w’) =0,
alors u} est solution du probléme suivant :
([} e HY, (Qx),
Aud + k2u? = 0 dans D' (),

1
u? = X (zr) K2u; — =Aru} — Hu?,

: (4.43)
-3 (H?> — Q) u; — Eanu? sur I,
lim |z| (Vuf’i — ik} ) =0.

4.4.4 Résultats de convergence

Notre principal objectif dans cette section est d’estimer la quantité

ut — (ug +eui +e*uy + - +emu,)

o u® = (uf,ul); us, = (u™,ul). A cause du coefficient des dérivés tangentielles

dans Q7, la convergence ne peut pas se produire dans la norme de X méme
pour le cas coercive. Mais grace au théoreme 4.7 de stabilité nous prouvons une
propriété de convergence dans la norme affaiblie de ’espace Y. Cependant cette

convergence donne une information compléte sur la convergence dans H' ().
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Théoréme 4.10 Pour tout m € N,il existe un constante M indépendantede e
et de h € H™ 2 (Q) (mais peut dépendre de m), tels que

[ uf — (u§ + eu§ + euf + -+ + ™l ) ||, < Me™ 2 |h]

|, < (4.44)

m+%,Q

Démonstration. Comme h € H™ 2 (), tous les termes u;, m=0m+1

peuvent étre déterminés par les équations de (4.20) a (4.25), posons
Te = — (uf +e'uf +%uy + -+ + M)
et définissons la forme linéaire suivante :
L. (w®) = ea® (e, 75, w") + eb* (e,75, w") + ap (75, w7), (4.45)
Les expressions (4.17) des formes a™ et b™ donnent

eat (e,.,.)+ebT (e,.,.) = tafy +ajy +e (a3, +afy + b)) + €2 (afy + b))
+e® (agy +b3) +etagy +-oo +emay g+ (s5).

Comme ug, ui, u3, -+ ,u;,, u;, ;sont respectivement des solutions des équations
(4.20) - (4.25) alors

5_1a6r72 (U?+1, w+) - (a2+,2 + ag,l + bg) (u;n: 'U}+)

— (afl + bf) (u™ '+ eu™ wt) — (a{l + b;“) (w2 + eu™ ! + 2u™, w')

+ m—3 3, m + + 1 m—1, m +
—agy (U A+ et wT) = —ag g (U T W)
—ré (g;ud + elul +2u 4o et +em™um™ wt)

Il faut noter que

u; (xp,t) = us (zr) + / ol (zr, s) ds.
[0,¢]

D’ou
lulogr <€ [l o+ I9lloq:]
ce qui permet d’obtenir

Lo () € M [ Vet loqe + luil g+ 10l

Finalement nous obtenons par une conséquence directe du théoréme 4.7 que

1
Le (wf) < Mem [\/E |‘VFUZ||0;Q+ + ||uz€||1Q + % ||atu2||0;n+]
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4.5 Conditions aux limites approchées

Afin d’obtenir les termes du développement asymptotique de la solution u®
du probléme (4.7) & un ordre donné, un bon candidat est sans doute la série

tronquée suivante

u™ =l + eul + % + 3P+ MU

Par construction, ul™ vérifie le probléme suivant

ul™ € H' (Q),
Aul™ 4 k2ulm = — dans D' (Q) | (4.46)
Qe ulml = emtlpm sur T,

Opul™ + Sulm =0 sur T .

Nous allons établir les problémes approchés d’ordre 0, 1, 2, 3, en remplacant
ul™ par v™ avec p = 0 sur I. Par ailleurs il y a réellement une régle simple
pour construire la condition d’ordre m, cette derniére est obtenue en prenant la
condition aux limites satisfaite par u]" et en remplacant chaque terme uf par
emiylml, Lautre condition d’ordre m — 1 peut étre obtenue & partir de celle
d’ordre m en annulant successivement les termes d’ordre m puis par récurrence

on obtient la condition d’ordre 0.

4.5.1 Probléme de Neumann

— Condition d’ordre 0
9,0 =0 sur I

— Condition d’ordre 1
o, vl — ea (Ar + /{:3@) o =0 surl.
— Condition d’ordre 2
o = 2o (divr (=C + HI)Vr +2HE? ¢*(ar,0)) v tea (Ar + £29) v sur T
— Condition d’ordre 3
0,08 = 35 (ap) vP + 83% divp [3C% —4HC + GI) Vol
+a77<:§€3 Jioy (2t — %) qdt ApoP + 2 SA20B) 4 Bak? divy [ Jioay Jon@'dudt vrv[i“’]]

tak? & dive [VFVr [ [ fio @t dpdt] | - 02HR22 [ @~ tg) dt 0¥
+etadivy [~C + HI| Vol + e22ak?t Hq vP + cak? Jioy qdt vB 4+ eaAroB! sur T,
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ou

S (zr) = 4aH?K? /

(—@* +tq") dt +ak? G/
[0.1]

2tq dt +ak§/ [qf[o_t] ¢ (wr, p) dp| dt .
[0.1] [0.1]

4.5.2 Probléme de Dirichlet
— Condition d’ordre 0
0% = 0 sur T

— Condition d’ordre 1
e tawM + 9,0 =0 sur I
— Condition d’ordre 2
ae (1 +eH)v? + 9,02 =0 sur T.
— Condition d’ordre 3
e la [1 +eH +¢€* <—)\ (zr) k2 + % (H* -G + Ap))] vP4+0,0P = 0sur T,

Ou
A (2r) :/ q(zr,t) (1 -2t — %) dt.
[0.1]

Remarque : Le lemme de Rellich caractérise le comportement de la solution
de I’équation de Helmohtz dans un domaine extérieur et ’alternative de Fred-
holm assure facilement ’existence et I’ unicité de la solution pour les problémes
approchées, mais pour le probléeme approchée d’ordre 3 ( le cas Neumann), la
technique classique de Rellich et I’alternative de Fredholm ne permettent pas
d’avoir I'existence et 'unicité de la solution. Pour la preuve, on utilise la théorie

des operateurs pseudodifferential.

4.6 L’estimation de ’erreur :

Théoréme 4.11 Il existe une constant [ idependente de € et de la donnée h
€ H™2 (Q) telle que la solution u® du probléme (4.7) et la solution vI™ donnée

par la conditions aux limites approchées d’ordre m < 2 vérifient

(4.47)

)

[uf = o] o <™ 2B 1Al 0
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Démonstration.

Cas Neumann : Afin d’écrire 'estimation du reste, on introduit ’espace

fonctionnel suivant :
F = {w e H! (Q)}w lre H' (I‘)},

muni de sa norme naturelle, Fest un espace de Hilbert, de plus C* (ﬁ)

est un sous-espace danse dans F. Définissons les formes sesquilinéaires sur

F par

ap (u,w) = /avpu Vrw dU 5 bf (u, w) = —/Fozkrgq uw dl’,

a? (u,w) = ZQ[HI— C | Vru Vrw dl ;5 b2 (u,w) = —/Fozkgq H uw dr.
Pour unifier la définition, nous posons F° = H'(Q) et ad = % = 0.

Commencons par introduire un probléme variationnel de la forme
vl e FO ww e FO),
a, (U[m], w) + Zogzgm el [alF (v[m],w) + b, (v[m], w)} = QhwdQ.
(4.48)
Tel que j =0 pour m =0 et j = 1 sinon. Alors pour m =0,1,2 vI™, est

une solution du probléme variationnel (4.48) .L’estimation

[ul™ — S|, < Memts 1Pllg2 .05

raméne la question a la convergence de ul™ —v™l. Considérons maintenant

le cas m = 2. Les autre cas m = 1 et m = 0 sont similaires. §% = y/2 — y/Z

est une solution du probléme variationnel suivant

a; (0[21,10) + > e [alr (9[2},@0) + bk (0[21,w)] _ 53/p§wd9 Vw € F.
0<i<m Q

L’argument essentiel sera un résultat de stabilité pour le probléme ci-

dessus. cette stabilité peut étre obtenue avec les arguments développés

dans la preuve de théoréme 4.7 . Alors, on obtient

H 912

<22l

1’
Ladonnée h € H3 () et les estimations elliptiques précédemment utilisées

permettent de déduire respectivement
u € HY (D) ul € HY(T) o € B2 (D) et ||p2lyp < Ol 5.

par l'inégalité triangulaire, nous déduisons le résultat.
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Cas Dirichlet : L’espace fonctionnel adapté pour le probléme avec la condi-
tion de Dirichlet sur le bord est Hjp () pour m = 0, et H' () pour

m=1et m = 2et FY pour m = 3. Contrairement au cas précédent,

les conditions approchées sont simples jusqu’a ’ordre 3. Nous donnons une
courte description de l'analyse de la condition d’ordre 3, les conditions
inférieures au troisiéme ordre peuvent étre traitées plus facilement d’une
maniére semblable.

— Nous définissons les formes bilinéaires suivantes sur F)

ar (e,v,w) = / (vw — e2VroVrw) dT,

T

be (2,0, w) = / [H e (—)\kg + % (b2 — G))} vwdT.

Notons que v[¥ est une solution de la formulation variationnelle :
Bl e FO vw € FO,

i (v, w) + abr (2,07, w) + Lar (6,00, w) = / hwd?2,
Q

Nous gardons les mémes notations que dans la section précédente, nous

remarquons que ul®! est une solution du probléme variationnel suivant :
ubl € FO v € FO

a; (P, w) + abr (e, ull, w) + gap (e, ul w) = /hwdQ + 83/pg’wd].“.
Q T
ou
2

)

1
= —|Aru; — 3 rr)u; + - G)u; |+ — [Aru; + 3 Tr)u; + - G)u;
2= 2 [Aruf = 32\ (er) ul + (H2 = G)ul] + = [Aru? + 3k2) (ar) ul + (H? ~ G)

Pe 3
1 1 1
+e gAFU? + H u + =0u? + K2\ (zr) u? + 3 (H? - G) uf} :
!
La donnée h € Hz (Q) et p* € L2 (I') . Donc, la régularité du probléme de
Dirichlet implique que u* € H5~™ (T') et d,us € H' (T') pour tout m < 3,

de plus on a la stabilité du probléme variationnel ci-dessus, alors on obtient

”v[g} —ul HlQ <e'C HpﬁHo,r )

3
%

]
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Les estimations elliptiques utiliseés précédemment permettent de déduire

P2]]o < CliRlz 0,

et par l'inégalité triangulaire
e _ 3] S an
Juf =0 o < e2BlRllzq.

donc on obtient clairement une estimation semblable & (4.47) .

4.7 Conditions aux limites approchées en di-

mension 2

Nous gardons les mémes notations que dans le chapitre 2 & savoir : ¢ (t) la
courbure au point d’abscisse curviligne t et 7, 7 les vecteurs unitaires respec-
tivement tangent et normal , (¢, s) une paramétrisation locale de son bord T
supposé de classe C®, Q¢ =T x [0,¢], le cas bidimensionnel est légérement dif-
férent du cas tridimensionnel. En utilisant la formulation variationnelle (4.7) en

dimension 2 , on obtient :

at (e, ul, wt / / [ +eye(t)) " O 8,:u+ 5 0y w0 u} dtdy;

[0,1]xT
bt (e, ul,wt) = / / aklq[l+eyc(t)] wudtdy; L(sw,w)= /hwe_dm.
[0,1]xT Q

La forme bilineaire a*prend la forme suivante :

at (e,.,.) = Pagy + e ajy +ag, +eaf +efag, o +emag o emrh (e, ),
afy = a (ye) dywd,vdt dy, j =0.1 et apq = / / a(—ye)" dywowdt dy,
[0,1}><F [0 l]XF
(e,u,v) / / atwﬁtv dt dy.

1]xT

De plus

—/ / aklq wu [l + eyc(t)] dt dy.

[0,1]xT
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Alors

by (u,w) = — / ak?quudYt, b (u,w) = —/ / akZeyquudQt.
[0,1]xT [0,1]xT
Pour construire un développement asymptotique de la solution, nous substituons

un Ansatz dans la couche mince de type (4.18) puis on identifie les termes selon

les puissances de €. On obtient une famille de problémes variationnels indépen-

dants de ¢ :
ag, (u),w?) =0, (4.49)
agy (up,wh) +afy (w),wh) +ap (uf, /hw ds, (4.50)
0
agy (ul, w) +af, (ul, w™) +af{71( w?) + b (ul, w?) +a; (uf,w”) =0,

(4.51)
a’z)r,Z (uga w+) + a’1+,2 (ugv U)+) + a(T,l (Ui, U}+) + a1+,1 (US, w+) (4 52)

+by (ug, w?) +0f (ud, w*) +ay (uf,w™) =0,
a(J)r,2 (u‘é, w) + aIQ (Uz7 w’) + CLSFJ (U w*) + a1 1 (Uelza w™) (4.53)

+a§r,1 (u27 w+) + bar (ugv U)+) + bl+ (U’e7 w+> + ak; (ufa w_) = 0.
On effectue la méme étude que précédemment, pour déterminer les premiers

termes, on obtient une famille de problémes de la forme :

€ Hip, (Do)
Aui + k2u* = —0g'h dans D' (),
) Onui" = o (wf,--,u") surT (cas de Neumann),
u" =0y, (W), ,u") sur T (cas de Dirichlet),

lim |z (Vu;”i — ik;ul > =0.

Cas de la condition de Neumann :

\

m:O, 0'0:0,
m=1, o1 =ad?u ?—au0k2A(),

m =2, o9 =ad’u; —ak?ulq — —(9t (c Oul) — 2cuak?q' — c— k:Qqu,L,

q(t) = /(tudu,q—// (t,s) duds.

[0.1][s.1]

ou
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Cas de la condition de Dirichlet :

m:O, 0'0:(),

1

m=1, op = ——0dul,

1“ 1
m=2, o9 = —c(t) du) — =0u;,

200 Q
m=3 ngl A(l)k2—102a Opu? —i82(8 uQ)+lca ul—la u?

? a e 3 n 3@ t n 2 n a ne
ou

Ay) = / /[ () (1= dsdp

4.7.1 Probléme de Neumann

— Condition d’ordre 0
0,0 =0 surI.

— Condition d’ordre 1
Ol = aed?oM — ack?q (t) v sur T.
— Condition d’ordre 2

Opvl? = ae@fvm—akzeifv[z]—gemt (c (‘M}m)—ZCezozquAlvm—c%ef?kg?jvm sur I'.

4.7.2 Probléme de Dirichlet

Condition d’ordre 0

v =0 surT.
— Condition d’ordre 1
et + 9,0 =0 sur T
— Condition d’ordre 2
el 4 L (—c(t)e +2) 0,0 =0surT.

200

— Condition d’ordre 3

2

el = & A1) K2 — 1c2a 9, U[3]—€—282 (0 u(-))—kic@ v[3]—18 v sur T
o © 3 T BtV 2T o ’

ou

A1) = //[0.1]x[0,#} q(t,s) (1—s)dsdpu.



Conclusion

Dans ce mémoire, nous nous sommes intéressés a l'identification des condi-
tions aux limites approchées pour des problémes posés sur des domaines avec
couches minces. Ces conditions permettent de modéliser I’effet de la couche mince
et de définir des problémes approchés plus simples & analyser numériquement.

Notre intérét s’est porté sur ’équation de Helmhotz 2D et 3D. Dans la pre-
miére partie, on a considéré ce probléme posé sur un domaine borné entouré d’une
couche mince. Dans la deuxiéme partie, on a étudié la diffraction d’une onde
électromagnétique par un obstacle revétu d’une couche mince de perméabilité
variable. Les techniques développées ici peuvent étre appliquées a d’autres mo-
deles (Maxwell, ....... etc.) et d’autres situations (couches minces périodiques,
....... etc.). Il serait aussi trés intéressant de mettre en évidence numérique-
ment les résultats obtenus dans ce travail : il s’agit de valider 'utilisation de ces

nouvelles conditions aux limites par FreeFem-++-, Matlab ,...etc.
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