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Introduction générale

L�analyse numérique propose depuis son développement la simulation, comme

une alternative complémentaire à l�expérimentation, pour comprendre et quanti-

�er les phénomènes en jeu dans tous les domaines de la physique. Ceci s�applique

en particulier à l�électromagnétisme auquel les technologies les plus récentes ré-

servent une place privilégiée. Les phénomènes électromagnétiques interviennent

dans la plupart des systèmes de communication et de détection : radio, téléphone,

radars. . . . . . La mise en oeuvre de l�électromagnétisme (1) débouche sur une in-

�nité d�applications. C�est à cause de l�importance croissante de ces phénomènes

que la communauté d�analyse numérique a déployé, dès ses débuts, des e¤orts

conséquents pour proposer et étudier des méthodes pour résoudre numérique-

ment les équations de l�électromagnétisme, particulièrement, celles ayant trait à

la di¤raction des ondes par des obstacles. Parmi les méthodes les plus répandues

pour la résolution de ce type de problèmes, nous pouvons citer les di¤érences

�nies, les éléments �nis, les éléments �nis de frontière, ou encore les méthodes

des caractéristiques ou les approches spectrales etc.....

Cependant, les di¢ cultés rencontrées dans certaines situations réelles, sont

étroitement liées à la complexité de la structure de l�obstacle. C�est le cas par

exemple des antennes de télécommunications ou des di¤useurs, qui sont souvent

revêtus d�une couche mince diélectrique absorbante. Citons aussi le domaine de

la furtivité radar : la peinture qui recouvre l�avion absorbe les ondes émises par

un radar et lui permet de demeurer invisible. Le rapport entre l�épaisseur de la

1L�électromagnétisme est l�étude des phénoménes électriques et magnétiques provoqués par
le mouvement de corps chargés électriquement. En 1865, James Clerk Maxwell (1831� 1879)
scienti�que écossais uni�e la théorie des phénomènes électriques et magnétiques en posant les
équations connues désormais sous le nom d�équations de Maxwell. L�électromagnétisme sous
sa forme actuelle est né !

2
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couche de peinture et les dimensions caractéristiques de l�appareil est ici, encore

plus faible. Dans toutes ces situations, la simulation numérique de la solution

est di¢ cile car elle nécessite une discrétisation à l�échelle de l�épaisseur de la

couche. Le maillage comporte alors un très grand nombre d�éléments, ce qui

rend les calculs parfois longs et peu précis. Pour cette raison, plusieurs auteurs

se sont mis à la recherche d�un moyen pour pallier à ce problème de "couche

mince", tout en conservant entièrement les e¤ets de celle -ci sur l�onde incidente.

Plus précisément, l�alternative consiste à remplacer le problème initial par un

autre problème, dont la solution est proche de celle qu�on cherche, et qui ne

fait plus intervenir la couche mince. L�e¤et de cette dernière se traduira par de

nouvelles conditions aux limites appelées �conditions d�impédence�( Impedance

Boundary condition) , "Conditions aux limites équivalentes" ou "conditions aux

limites approchées". II s�agit de remplacer le revêtement de 1�obstacle par une

condition aux limites qui lui serait équivalente au sens qu�elle "contiendrait " les

mêmes informations, lorsqu�on se place à 1�exterieur de la couche. Suivant les

cas, cette (C.L.E.) peut s�ecrire soit sur l�obstacle, remplaçant alors les conditions

de transmission entre le milieu extérieur et la couche, soit sur une frontière

arti�cielle placée- "au-dessus" et "assez près" de la couche. Ainsi, 1�utilisation

d�une (C.L.E.) nous autorise à considérer des couches très �nes, sans avoir à se

soucier des problèmes numériques que cela peut entrainer.

L�idée d�introduire de nouvelles conditions aux limites pour approcher l�e¤et

des couches minces a fait l�objet de plusieurs études principalement en élec-

tromagnétisme où cette méthode a été appliquée pour approcher le problème

de di¤raction d�une onde électromagnétique par un obstacle conducteur revêtu

d�une couche mince. Plusieurs approches pour la construction de ce type de

conditions ont été introduites par de très nombreux auteurs parmi lesquels nous

citons Engquist-Nédélec [8], Senior-Volakis [25], Bendali -Lemrabet [4], Ammari-

Latiri-Grouz [2], Haddar-Joly [14] et Bendali-Bartoli [3]. Cette méthode a été

aussi appliquée en élasticité par Lemrabet [17], Lemrabet-Teniou [18], L. Rah-

mani [20] ; Rahmani-Vial [21], pour l�étude des plaques élastiques revêtues de

couches minces ou renforcées par des raidisseurs.

Notre étude est principalement basée sur les travaux de Bendali- Lemrabet

[4] , Ammari-Latiri-Grouz [2] , Grégory Vial [11] , Kersten Schmidt- Sébastien

Tordeux [23] et Leila RAHMANI [19]. Leur approche est basée sur une analyse

asymptotique du problème par rapport à l�épaisseur de la couche. La construction
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d�un développement asymptotique multi-échelle de la solution permet d�identi�er

des problèmes avec conditions aux limites approchées, et de les analyser avec

précision.

Décrivons à présent plus en détail le contenu de ce mémoire. D�une façon

générale, on considère le problème de transmission :8>>>>>><>>>>>>:

�u"i + k2i u
"
i = fi dans 
i

�u"e + k2eu
"
e = fe dans 
"e

@nu
"
i = @nu

"
e + g sur �

u"i = u"e sur �

u"e = 0 (Dirichlet ) ou @nu
"
e = 0 (Neumann) sur �"e

(1)

où 
"e représente une couche mince qui entoure 
i ( voir la �gure 1)

Fig. 1 �Couche mince

L �équation �u" + k2u" = f est l�équation de Helmholtz. Les conditions

posées sur � ( qui est la frontière commune des deux domaines) sont appelées :

conditions de transmissions. Sur la frontière extérieure �"e, on impose soit une

condition de Dirichlet, soit une condition de Neumann.

On souhaite remplacer l�e¤et de la couche mince par une condition aux li-

mites, dite condition aux limites généralisées ou condition d�impédance. Plus

précisément, on cherche une condition aux limites CL" (v"; @nv") ; tel que le pro-

blème (
�v" + k2v" = fi dans 
i
CL" (v

"; @nv
") = 0 sur �

soit bien posé et que sa solution v" soit �proche�(quand " est voisin de 0) de u"i
la restriction intérieure de celle du problème (1). Ces conditions seront établies
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par une méthode basée sur un changement d�échelle et un développement asymp-

totique par rapport à l�épaisseur de la couche mince. En e¤et, un changement

d�échelle est nécessaire avant l�analyse asymptotique car les u" appartiennent à

des espaces fonctionnels qui varient avec " : On ne peut donc pas les comparer

entre eux directement. Une idée naturelle pour contourner cette di¢ culté est

d�e¤ectuer une dilatation de rapport "�1 de la couche mince dans la direction

normale et de transporter u"sur l�ouvert ainsi dé�ni. On transforme ainsi le do-

maine en un domaine �xe et le petit paramètre n�apparait plus dans la géométrie,

mais dans les équations. L�idée consiste ensuite à approcher la solution par la

série donnant son développement asymptotique tronqué à un ordre donné, les

conditions véri�ées par cette approximation sur � fournissant les conditions aux

limites approchées recherchées.

Le plan de ce mémoire est le suivant :
On rappelle d�abord quelques éléments d�analyse fonctionnelle et de géomé-

trie di¤érentielle nécessaires à l�étude du problème. L�étude que nous proposons

ensuite est divisée en deux parties principales : dans la première partie, on étudie

un problème mathématique (équation de Helmholtz) posé sur un domaine borné

entouré d�une couche mince. Cette partie est composée de deux chapitres. Dans

le premier, on étudie le problème en dimension deux . Le deuxième chapitre

traite le problème en dimension trois. Dans les deux situations, on étudie le cas

où la perméabilité magnétique de la couche mince est supposée rester �nie et le

cas où elle tend vers l�in�ni quand " tend vers 0: La construction d�un développe-

ment asymptotique de la solution de (1) quand " tend vers zéro est décrite dans

son intégralité, des estimations optimales du reste sont données. On identi�e des

conditions aux limites approchées d�ordre 0, 1 et 2 qui rendent compte de l�ef-

fet de la couche mince, dé�nissant ainsi des problèmes approchés. L�utilisation

de l�analyse multi-échelle permet d�obtenir des estimations optimales de l�erreur

commise.

Dans la seconde partie, on reprend l�article de Bendali et Lemrabet [4] qui

étudie la di¤raction d�une onde éléctromagnétique par un obstacle revêtu d�une

couche mince. On suppose ici que la perméabilité de la couche mince est va-

riable. L�analyse e¤ectuée dans [4] s�applique alors facilement à ce cas et elle est

reprise sans aucune di¢ culté supplémentaire. Nous considérons, donc, un pro-

blème mathématique basé sur l�équation de Helmholtz posé dans un obstacle

revêtu d�une couche mince de perméabilité variable, avec une condition de Neu-
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mann ou Dirichlet sur le bord et une condition d�onde sortante à l�in�ni. Dans

cette situation, nous ramenons d�abord le problème posé sur un domaine in�ni

à un problème posé sur un domaine borné, grâce à un opérateur dit de Steklov-

Poincaré. Un changement d�échelle permet d�écrire la formulation variationnelle

dans un domaine �xe: Nous utilisons la technique des développements asymp-

totiques multi-échelle pour identi�er des conditions aux limites approchées. La

méthode consiste à faire un développement asymptotique à partir de la formula-

tion variationnelle et approcher la solution par une série donnant son développe-

ment asymptotique tronqué à un ordre donné, les conditions véri�ées par cette

approximation sur l�interface fournissant les conditions aux limites approchées

recherchées. On donne ensuite des estimations d�erreur optimales.



Chapitre 1

Rappels d�analyse fonctionnelle
et de géométrie di¤érentielle

Ce chapitre a pour but de rappeler un certain nombre d�outils d�analyse

fonctionnelle et de géométrie di¤érentielle qui seront utilisés dans le suite. Pour

plus de détails, nous renvoyons le lecteur aux ouvrages [7] , [1]; [9]:

Analyse fonctionnelle

Les espaces Lp(
) (1 � p � +1)
Soit 
 un ouvert borné de Rn:

Dé�nition 1.1 On désigne par L1 (
) l�espace des fonctions intégrables sur 

à valeurs dans R. On pose

kfkL1 =
Z



jf (x)j dx:

Dé�nition 1.2 Soit p 2 R avec 1 � p < +1. On pose

Lp (
) =
�
f 
! R ; f est mesurable et jf jp 2 L1 (
)

	
:

On note

kfkLP =
�Z




jf (x)jP dx
� 1
P

k:kLP est une norme.

7



1. Rappels d�analyse fonctionnelle et de géométrie di¤érentielle 8

Dé�nition 1.3 On pose

L1 (
) = ff : 
! R ; f mesurable et 9 une constante C telle que jf (x)j < C p.p. sur 
:g

On note

kfkL1 = inffC ; jf(x)j < C p.p. sur 
g

k:kL1 est une norme.

Notation-Soit p 2 R avec 1 6 p 6 +1 ; on désigne par p0 l�exposant
conjugué de p i.e.

1

p
+
1

p0 = 1:

Proposition 1.4 (Inégalité de Hölder) -Soient f 2 Lp (
) et g 2 Lq (
)

avec 1 6 p 6 +1 . Alors f: g 2 L1 (
) etZ
jf:gj 6 kfkLp kgkLp0

Remarque 1.5 Lorsque p = q = 2; on retrouve l�inégalité de Cauchy-Schwarz.

Théorème 1.6 Lp (
) est un espace de Banach pour tout 1 6 p 6 +1:

Théorème 1.7 Lp (
) est ré�exif pour tout 1 < p < +1

Théorème 1.8 (Théorème de représentation de Riesz-Fréchet) Soit 1 <
p < +1 et soit ' 2 (Lp)0 : Alors il existe u 2 Lp

0
unique tel que

h' :fi =
Z
uf 8f 2 LP :

De plus on a

kukLp0 = k'k(Lp)0 :

Théorème 1.9 (Densité ) L�espace Cc (
) est dense dans Lp (
) pour 1 �
p < +1:

Théorème 1.10 Lp (
) est séparable pour 1 � p < +1.

Théorème 1.11 Soit ' 2 (L1 (
))0 : Alors il existe u 2 L1 (
) unique tel que

h' :fi =
Z
uf 8f 2 Lp (
) :

De plus on a

kukL1(
) = k�k(L1(
))0 :
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Remarque 1.12 Le théorème 1.11 a¢ rme que toute forme linéaire et continue
sur L1se représente à l�aide d�une fonction de L1. L�application '! u est une

isométrie surjective qui permet d�identi�er (L1)0et L1. Dans la suite on fera

systématiquement l�identi�cation �
L1
�0
= L1:

Dé�nition 1.13 Soit 1 6 p 6 +1 ; on dit qu�une fonction f : 
 ! R appar-
tient à Lploc (
) si f 1K 2 Lp (
) pour tout compact K � 
:

Espaces de Sobolev W p;m (
)

Les espaces de Sobolev sont les espaces �naturels�des solutions d�équations

aux dérivées partielles. On les appelle aussi espaces d�énergie car ils s�interprètent

naturellement comme des espaces de fonctions d�énergie bornée. Nous rappele-

rons ici les dé�nitions et les résultats qui seront utilisés par la suite.

Dé�nition 1.14 Soit 
 un ouvert de Rn . On appelle l�ensemble des fonctions à
support compact inclus dans 
 et indé�niment dérivables dans 
; les fonctions

testes. Cet ensmble est noté D (
) ou C1c (
).

Dé�nition 1.15 Une distribusion de Schwartz dans 
 est une forme linéaire

sur D (
) continue pour la topologe naturelle de cet espace. L�ensemble des dis-

tributions est noté D0 (
) :

Dé�nition 1.16 Soit 
 un ouvert de Rnet soit p 2 R avec 1 � p � 1: L�espace

de Sobolev W 1;p (
) est dé�ni par

W 1;p (
) =

8<:u 2 Lp (
)
������

9g1; g2; � � � gN 2 Lp (
) tels queR
u
@'

@xi
= �

R
gi' 8' 2 C1c (
) 8i 2 N�

9=;
On pose

W 1;2 (
) = H1 (
)

Pour u 2 W 1;p (
) ; on note

@u

@xi
= gi et ru =

�
@u

@x1
;
@u

@x2
� � � � � � @u

@xN

�
= gradu:
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L�espace W 1;p (
) est muni de la norme

kukW 1;p = kukLp +
i=nX
i=1





 @u@xi





Lp

ou parfois de la norme équivalente

kukW 1;p =

"
kukpLp +

nX
i=1





 @u@xi




p
Lp

#1
p
si 1 � p <1:

L�espace H1 (
) est muni du produit scalaire

(u ; v)H1 = (u ; v)L2 +
i=nX
i=1

�
@u

@xi
;
@v

@xi

�
L2

:

La norme associée

kukW 1;2 =

"
kuk2L2 +

i=nX
i=1





 @u@xi




2
L2

#1
2

est équivalente à la norme de W 1;2

Proposition 1.17 - L�espace W 1;pest un espace de Banach pour 1 6 p 6 1 ;

W 1;p est ré�exif pour 1 6 p < 1 et séparable pour 1 6 p < 1: L�espace H1est

un espace de Hilbert séparable.

Remarque : Soit u 2 L1loc (
) ; la théorie des distributions permet de don-

ner un sens à
@u

@xi
(
@u

@xi
est un élément de « 1�énorme» espace des distributions

D0 (
) �espace qui contient enparticulier L1loc (
)). Utilisant le langage des dis-
tributions on peut dire queW 1;p (
) est l�ensemble des fonctions u 2 Lp (
) telles
toutes les dérivées partielles

@u

@xi
1 6 i 6 N (au sens des dérivées-distributions)

appartiennent à Lp (
).

Dé�nition 1.18 Soient m > 2 un entier et soit p un réel avec 1 6 p 61. On
dé�nit par récurrence

Wm;p (
) =

�
u 
 7�! R j v 2 Wm�1;p (
) et

@u

@xi
2 Wm�1;p (
) 0 � i � n

�
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Il revient au même d�introduire(1)

Wm;p (
) =

(
u 2 Lp (
)

����� 8 j�j 6 m 9g� 2 Lp (
) tels queR
uD�' = (�1)�

R
g�' 8' 2 C1c (
)

)

On note g� = D�u:

L�espace Wm;p (
) muni de la norme

kukW p;m(
) =
X

06�6m
kD�ukLp

est un espace de Banach.

On pose Hm (
) =Wm;2 (
) ; Hm (
) muni du produit scalaire

(u ; v)Hm(
) = (u ; v)L2 +
X

06�6m
(D�u ;D�v)L2 ;

est un espace de Hilbert.

Proposition 1.19 On suppose 
 de classe C1. Soit u 2 W 1;p (
) avec 1 6 p <

1. Alors il existe une suite (un) de C1c (Rn) telle que unj
 ! u dans W 1;p (
).

Autrement dit, les restrictions à 
 des fonctions de C1c (Rn) forment un sous-
espace dense de W 1;p (
) :

Théorème 1.20 (Rellich-Kondrachov) On suppose 
 borné de classe C1.

On a

si p < n, alors W 1;p (
) � Lq (
) ; 8q 2 [1; p�] où 1

p�
=
1

P
� 1

n
si p = n, alors W 1;p (
) � Lq (
) ; 8q 2 [1;1] ,
si p > n; alors W 1;p (
) � C

�


�
;8q 2 [1;1] ,

avec injections compactes 2.

1Un multi-indice � est une suite � = (�1; �2 � � ��N ) avec �i > 0 entier ; on pose

j�j =
NX
i=0

�i et D�' =
@�1+�2���+�N

@x�11 @x
�2
2 � � � @x�NN

':

2En particulier W 1;p (
) � Lq (
) avec injection compacte pour tout p.
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Dé�nition 1.21 Soit 1 6 p <1 ; W 1;p
0 désigne la fermeture de C1c dans W

1;p.

On note

H1
0 = W 1;p

0 :

L�espace W 1;p
0 muni de la norme induite par W 1;p (
) est un espace de Banach

séparable ; il est ré�exif si 1 < p <1: H1
0 est un espace de Hilbert pour le produit

scalaire de H1.

Proposition 1.22 (Inégalité de Poincaré) On suppose que 
. est un ouvert
borné. Alors il existe une constante C (dépendant de 
 et p) telle que

kukLP 6 C krukLP 8u 2 W 1;p
0 (
) (1 6 p <1) :

En particulier l�expression krukLP est une norme sur W 1;p
0 (
) qui est équi-

valente à la norme kukW 1;p ; sur H1
0 (
) l�expression

Z



rurv est un produit
scalaire qui induit la norme krukL2 équivalente à la norme kukH1.

Dé�nition 1.23 Soient 
 un ouvert de de Rn

(1) Soit 1 � p < 1 on dit que u�converge faiblement vers u dans W 1;p (
)

si u� ; u 2 W 1;p (
) ; u� * u dans Lp et ru� * ru dans Lp:
(2) On dit que u� converge faiblement* vers u dans W 1;1 (
) si u� ; u 2
W 1;1 (
) ; u�

�
* u dans L1 et ru�

�
* ru dans L1:

Dé�nition 1.24 On peut dé�nir une famille d�espaces intermédiaires entre Lq (
)
et W 1;p (
) : Plus précisément si 0 < s < 1 (s 2 R) et 0 6 p <1; on pose

W s;p (
) =

(
u 2 Lq (
) ; ju (x)� u (y)j

jx� yjs+
n
p

)
;

muni de la norme naturelle. On note W s;2 (
) = Hs (
) : On retiendra que les

espaces W s;p (
) peuvent aussi être introduits comme interpolés entre Lq (
) et

W 1;p (
), ou bien par transformée de Fourier si p = 2 et 
 = Rn.

Dé�nition 1.25 On dé�nit en�n W s;p (
) pour s réel, s non entier, s > 1

comme suit. On écrit s = m+ � avec m = partie entière de s, et on pose

W s;p (
) = fu 2 Wm;p (
) ; D�u 2 W �;p (
) 8� avec j�j = mg

Par cartes locales on dé�nit aussi W s;p (�)où � est une variété régulière (par

exemple le bord d�un ouvert régulier). Ces espaces jouent un rôle important en

théorie des traces.



1. Rappels d�analyse fonctionnelle et de géométrie di¤érentielle 13

Théorème 1.26 (des traces) Soit 
 un ouvert borné régulier de classe C1; ou
bien 
 = Rn+: On dé�nit l�application trace 
0 linéaire continue 
����� 
0 : H1 (
) \ C1

�


�
! L2 (@
) \ C1

�
@

�

u! 
0 (u) = uj@


Cette application 
0 se prolonge par continuité en une application linéaire contu-

nue de H1 (
) dans L2 (@
) ;note encore 
0: En particulier, il existe un conctante

C > 0 telle que , pour tout fonction v 2 H1 (
) ; on a

kvkL2(@
); � C kvkH1(
)

Proposition 1.27 Les propriétés les plus importantes de la trace sont les sui-
vantes :

(1) Si u 2 W 1;p (
) ;alors, en fait, uj� 2 W 1� 1
p
;p (�) et

uj�



W
1� 1

p ;p(�)
� C



uj�

W 1;p(
)
8u 2 W 1;p (
)

De plus l�opérateur trace u 7! u� est surjectif de W 1;p (
) sur W 1� 1
p
;p (�) :

(2) Le noyau de l�opérateur trace est W 1;p
0 (
) ; c�est-à-dire

W 1;p
0 (
) =

�
u 2 W 1;p (
) ; uj� = 0

	
Remarque : On remarquera qu�il y a une di¤érence fondamentale entre

Lp
�
Rn+
�
et W 1;p

�
Rn+
�
: les fonctions de Lp

�
Rn+
�
n�ont pas de trace sur � . On

imagine aisément comment dé�nir à l�aide de cartes locales la trace sur � = @


d�une fonction u 2 W 1;p (
) lorsque 
 est un ouvert régulier de Rn ( par exemple

 de classe C1 avec � borné ) . Dans ce cas uj@
 2 Lp (�)

Théorème 1.28 (Formule de Green) Soit 
 un ouvert borné régulier. Si u
et v sont des fonctions de H1 (
) ; elles véri�entZ




u (x)
@v

@xi
(x) dx = �

Z



v (x)
@u

@xi
(x) dx+

Z
@


u (x) v (x) ni (x) ds

où n = (ni)1�i�n est la normale unité extérieure à @
 .De même, si �est une

fonction vectorielle de [L2 (
)]n telle que div � 2 L2 (
) et si u 2 H1 (
) alorsZ



u (x) div �dx = �
Z



ru (x) � (x) dx+
Z
@


u (x)� (x) n (x) ds



1. Rappels d�analyse fonctionnelle et de géométrie di¤érentielle 14

Proposition 1.29 (Inégalités d�interpolation de Gagliardo-Nirenberg)
Soit 
 un ouvert borné régulier de Rn et soit u 2 Lp (
) \ W 2;r (
) avec

1 � p � 1 et 1 � r � 1: Alors

u 2 W 1;q (
) ;

où q est la moyenne harmonique de p et r c�est-à-dire
1

q
=
1

2

�
1

p
+
1

r

�
et

kDukLq(
) � C kuk
1
2

W 2;r(
) kuk
1
2

Lp(
)

Cas particuliers : si p =1 donc q = 2r ,on a

kDukL2r(
) � C kuk
1
2

W 2;r(
) kuk
1
2

L1(
) :

Soient 1 � q � p <1; alors

kDukLp(
) � C kukaW 1;N (
) kuk
1�a
Lq(
) 8u 2 W 1;N (
) avec a = 1� q

p

Notons le cas fréquemment utilisé N = 2 , p = 4 et a =
1

2
; c�est-à-dire

kukL4(
) � C kuk
1
2

W 1;N (
)
kuk

1
2

Lq(
) 8u 2 H
1 (
)

Théorème 1.30 (Lax-Milgram) Soit H un espace de Hilbert et a (u; v) une

forme bilinéaire,continue et coercive : Alors pour tout ' 2 H il existe u 2 H

unique tel que

a (u; v) = h'; vi

De plus, si a est symétrique, alors u est caractérisé par la propriété

u 2 H et
1

2
a (u; u)� h'; ui = min

v2H

�
1

2
a (u; v)� h'; vi

�
:

Alternative de Fredholm

Dé�nition 1.31 On dit qu�un opérateur T 2 L (E;F ) est compact si T (BE) est
relativement compact pour la topologie forte. On désigne par K (E;F ) l�ensemble

des opérateurs compacts et on pose K (E) = K (E;E).

Théorème 1.32 Soit T 2 k (E) alors :

1. Ker (I � T ) est de dimension fnie,
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2. Im (I � T ) est fermé, et plus précisément Im (I � T ) = Ker (I � T �)?

3. Ker (I � T ) = f0g , Im (I � T ) = E

4. dimKer (I � T ) = dimKer (I � T �) :

Interpretation : On cherche à résoudre u� Tu = f . On a alors l�alternative :

a- Ou bien 8f 2 E on a une solution unique (cond 3)

b- Ou bien l�équation homogène admet n solutions indépendantes et on ne peut
résoudre l�équation complète qu�avec n conditions d�orthogonalité sur f:

L�espace Lp (a; b;X)

Soient X un espace de Banach et ]a; b[ un ouvert de R. On désigne par k:kX
la norme dans X:

Dé�nition 1.33 : On désigne par Lp (a; b ;X) (0 � p � 1) l�espace des classes
de fonctions mesurables de ]a; b[ dans X telles que :8><>: kfkLp(a;b ;X) =

�Z
(a;b)

kf (t)kpX dt
�1
p

<1 pour p <1

kfkLp(a;b ;X) = sup ess kf (t)kX <1 pour p =1:

Pour (0 � p � 1) , Lp (a; b ;X) est un espace de Banach.

Distributions vectorielles

Dé�nition 1.34 On appelle espace des distributions vectorielles de ]a; b[ à va-
leurs dans un espace de Banach X et on note D0 (]a; b[ ;X) l�espace des applica-

tions linéaires continues de D (]a; b[) à valeurs dans X et on note

D0 (]a; b[ ;X) = L (D (]a; b[) ;X )

Dé�nition 1.35 Soit f 2 D0 (]a; b[ ;X) et soit m un entier naturel. Alors ,

l�application

'! (�1)m f
�
d'

dtm

�
; ' 2 D (]a; b[)

est une distribution que l�on note
dm'

dtm
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L�espace W (a; b ;V; V 0)

On considère deux espaces de Hilbert réels séparables. On note ((; )) le produit

scalaire et kk la norme dans V et (:; :) ; j: j les notions correspondantes dans H
En outre, on suppose que V est dense dans H si bien qu�en identi�ant H et

son dual H 0, on a

V ,! H ,! V 0

chaque espace étant dense dans le suivant.

Dé�nition 1.36 Soient a; b 2 R. On désigne par W (a; b ;V; V 0) l�espace

W (a; b ;V; V 0) =
�
u; u 2 L2 (a; b;V ) ; u0 2 L2 (a; b;V 0)

	
Proposition 1.37 L�espace W (a; b ;V; V 0) muni de la norme

kukW =
�
kuk2L2(a;b;V ) + ku0k

2
L2(a;b;V )

�1
2
;

est un espace de Hilbert.

Remarque : H1 (0:1;L2 (�)) est l�espace des distributions vectorielles w 2
D0 (0:1;L2 (�)) tels que w et w0 appartiennent à L2 (0:1;L2 (�)). . . . gurent dans

Eléments de géométrie di¤érentielle

L�objet de cette section est d�introduire un système de coordonnées adapté

à la construction des conditions d�impédance (C L E) . On pourra utilement se

reporter à [24] et [14]

Eléments de géométrie dans R2

Dé�nition 1.38 : On appelle courbe di¤érentielle paramétrée de Rd une appli-
cation di¤érentiable � d�un intervalle ouvert I de R dans Rd. Si le vecteur dérivé
�0 (s) est non nul, il représente la tangente orientée en s. Soit : � I ! Rd une
courbe di¤érentiable paramétrée et s0 2 I. La longueur de l�arc paramétré entre

s0et s est par dé�nition :

t (s) =

Z s

s0

k�0 (s)k2 ds:
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La fonction s ! t (s) est dérivable de dérivée
dt

ds
= k�0 (s)k > 0: La fonction

t est strictement croissante et admet une fonction réciproque s = ' (t) : Les

conditions de dérivabilité montrent que s est une fonction de t de classe C1 et

on peut donc considérer � (' (t)) qui est de classe C1. Ceci conduit à dire : pour

que la courbe di¤érentielle soit régulière il faut que la condition suivante soit

véri�ée

8s 2 I ; �0 (s) 6= 0:

Une courbe di¤érentielle régulière peut être paramétrée par son abscisse curviligne

t: On a alors

t =

Z t

t0

k�0 (�)k2 d�;

et en dérivant, on constate que k�0 (t)k2 = 1

Etude géométrique locale d�une courbe paramétrée

Dé�nition 1.39

Soit � : I ! R3 une courbe régulière paramétrée par son abscisse curviligne, le
nombre

c (t) =



�00

(t)




2
;

s�appelle la courbure en t de la courbe �.

Si on change l�orientation de la courbe, la valeur de la courbure ne change pas.

Aux points ou c (t) 6= 0, on peut dé�nir le rayon de courbure de en t par :

R (t) =
1

c (t)

Par dérivation de h�0; �0i = 1 en t; on constate que le vecteur ~n (t) est orthogonal
au vecteur tangent ~� (t) en t .

Le vecteur ~n (t) est appelé le vecteur normal à � en t .

Le plan déterminé par les vecteurs ~n (t) et ~� (t) s�appelle le plan osculateur à �

en t:

Là où c (t) est nul, ce plan n�existe pas, on dit alors que l�on a un point sin-

gulier à l�ordre 1. Dans la suite nous supposons qu�il n�y a pas de telles

singularités. la normale est partout dé�nie.
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Le vecteur unitaire ~b (t) = ~� (t) ^ ~n (t) s�appelle le vecteur binormal à � en t:
Le plan engendré par les vecteurs ~� (t) et ~b (t) s�appelle le plan recti�ant à

� en t: Le repère ~� (t) ; ~b (t) ; ~n (t) s�appelle le repère de Frenet à � en t

Soit : I ! R3 une courbe régulière paramétrée par son abscisse curviligne
n�ayant pas de singularité au premier ordre ; le nombre � (t) dé�ni par
~b0 (t)= � (t) ~n (t) est la torsion de � en t.

Formules de Frénet

On connaît les dérivées premiéres de s et b: Calculons maintenant celle de n.

D�après la dé�nition de ~b on a ~n (t) = b (t) ^ ~� (t) et donc en dérivant ~n0 (t) =
~b0 (t) ^ ~� (t) + ~b (t) ^ ~� 0 (t) ce qui donne ~n0 (t) = �� (t)~b (t) � c (t)~� (t) : En

regroupant, on obtient les formules de Frénet.

d~� (t)

dt
= c (t)~n (t)

d~n (t)

dt
= �� (t)~b (t)� c (t)~� (t)

d~b (t)

dt
= � (t)~n (t)

Eléments de géométrie dans R3

Soit un ouvert 
1 de R3 tel que 
c1 est un compacte, 
1 de frontière � de
classe C1 et " > 0 un paramètre destiné à tendre vers 0: On note 
i = R3=
1
et


"e = fx 2 
i; d(x;�) < "g

Nous introduisons une paramétrisation locale du domaine 
"e

x 2 
"e �! (x�; s) 2 �� [0; "] telle que x = x� + sn (x�) (1.1)

Où x� est caractérisé par

jx� x�j = min
y2�

jx� yj

Pour tout x� 2 � on note Tx� le plan tangent à � ou point x� qui n�est autre
que le plan passant par x� et orthogonal à n (x�) : Par ailleurs, nous aurons à

distinguer, pour un champ de vecteurs v 2 R3, la partie normale de la partie
tangentielle. On notera :

v = �kv +�?v où �kv = n� (v � n) et �?v = (v:n) :n;
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les projecteurs �kv et �?v dépendent de x�.

Soit � = (�1; �2) �! x� 2 � une paramétrisation d�un voisinage de x0� ou
� 2 O un ouvert R2: On dé�nit la base covariante (��)�=1:2 du plan Tx� par

�� = @��x�

La base contravariante (ou duale) (��)�=1:2 est dé�nie par

��:�� = ��� pour � = 1:2 et ��:n = 0 (1.2)

où ��� désigne le symbole de Kronecker. On dénotera par (ei)i=1:2:3 (= (e
i)i=1:2:3

par convention) une base orthonormale �xe de R3; et on utilisera dans toute la
suite la convention de sommation sur les indices répétés en haut et en bas, où

les indices grecs varient entre 1 et 2 et les indices romains varient entre 1.2.3.

Dé�nition 1.40 (tenseur de courbure) On introduit en le champ de vecteurs
dé�nis sur le domaine 
"e par en (x) = n (x�) ou x 2 
"e et x� sont liés par (1:1).
On dé�nit les tenseurs de courbure Cs, s 2 [0; �], et C par

Cs (x�) =
�!ren (x�; s) ; C (x�) = C0 (x�) (1.3)

Pour tout x� 2 �, l�opérateur C est symétrique. Il admet 0 comme valeur propre
associé au vecteur propre n et admet deux autres valeurs propres (c1; c2), appelées

courbures principales, qui sont associées à des vecteurs propres tangentiels et

unitaires (e� 1;e� 2) :
Dé�nition 1.41 Si (c1; c2) des valeurs propres de l�opérateur C; on appelle

H =
1

2
trC =

1

2
(c1 + c2) ;

la courbure moyenne de la surface � et

G = c1c2;

la Gaussiéne de la surface �.

Proposition 1.42 Nous avons alors la proprièté très utile

C: (v � n) + (C:v)� n = 2Hv � n 8v 2 R3 (1.4)

qui se véri�e sans di¢ culté dans la base orthonormale (e� 1;e� 2; n) de R3:
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En utilisant la paramétrisation (�1; �2), et en di¤érenciant n par rapport à

(�1; �2) on obtient l�autre dé�nition possible de C:

@��n = C��

Dé�nissons l�opérateur tangentiel Rs sur � par

[I + s C (x�)]Rs (x�) = I� (x�) ; (1.5)

où I� (x�) est la projection sur le plan tangente en x� de � .

Dé�nition 1.43 (L�opérateur gradient surfacique) Soit v une fonction sca-
laire dé�nie sur �; on introduit le prolongement bv sur 
"e satisfaisant :

bv (x) = v (x�) ;

où x et x� sont reliés par la relation (1:1) : L�opérateur r� peut alors être dé�ni

par

(rbv) (x�; 0) = (r�v) (x�) ; x� 2 � (1.6)

C�est un opérateur tangentiel dont l�expression en fonction de la base contrava-

riante de Tx� s�écrit (localement)

r�v = @��v �
�: (1.7)

Pour montrer (1:7), il su¢ t d�utiliser (1:6)et di¤erentier la fonction bv par
rapport aux coordonnées (�1; �2; s) ;on obtient :����� (@��bv) (x�; s) = (rbv) (x�; s) : (�� + sC��)

(@sbv) (x�; s) = (rbv) :n
En prenant s = 0 et en utilisant le fait que (@sbv) = 0 (par dé�nition du prolon-
gement bv), on montre que

(r�v) :�� = @��v et (r�v) :n = 0

L�expression (1:7) s�en déduit immédiatement, puisque (� 1; � 1;n) est la base

duale de (� 1; � 2;n) dans R3 et si v un champ de vecteurs tangentiels dé�ni sur

�, l�opérateur divergence surfacique div� est dé�nir par.

div� v �
�
r�

�
v:ei
��
:ei = (@��v) :�

�
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Chapitre 2

Conditions aux limites
approchées en dimension 2

Introduction

Ce chapitre est consacré à l�investigation des conditions aux limites appro-

chées, pour le problème de Helmholtz bidimensionnel dans un domaine borné

avec une couche mince. Voir pour une étude similaire en mécanique des struc-

tures [19] et pour le Laplacien [11]

L�étude que nous proposons est divisée en trois sections principales : dans

la section 2.1, on précise le cadre variationnel pour résoudre notre problème et

l�estimation à priori qui en découle. Dans la section 2.2, on écrit les opérateurs

dans un système de coordonnées locales, on transforme le domaine en un domaine

�xe à l�aide d�une dilatation dans la couche mince de rapport "�1et on écrit le

développement asymptotique de la solution. Dans la section 2.3, l�utilisation

de l�analyse multi-échelle permet d�obtenir des problèmes avec conditions aux

limites approchées et des estimations optimales de l�erreur commise.

2.1 Présentation du problème

Soit 
i un domaine borné de R2, de bord � de classe C1: On note ~n (x) ;
la normale au point x de �: Pour " < "0 assez petit, 
"e représente la couche

mince autour de 
i, d�épaisseur uniforme "; " étant un paramètre positif destiné

22
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à tendre vers 0 :


"e = fx 2 
i; d(x;�) < "g :

On désigne par 
" = 
i [ 
"e [ � le domaine complet dont le bord est noté �"e
voir Fig(2:1) :

Fig. 2.1 �La géométrie du domaine avec une couche mince

On s�intéresse au problème de transmission, posé dans le domaine régulier 
"

suivant : 8>>>>>><>>>>>>:

�u"i + k2i u
"
i = fi dans 
i

�u"e + k2eu
"
e = fe dans 
"e

@nu
"
i = @nu

"
e + g sur �

u"i = u"e sur �

u"e = 0 (Dirichlet ) ou @nu
"
e = 0 (Neumann) sur �"e

(2.1)

On souhaite remplacer l�e¤et de la couche mince par une condition aux limites,

dite condition aux limites généralisées ou condition d�impédance. Plus précisé-

ment, on cherche une condition aux limites CL" (v"; @nv") ; tel que le problème(
�v" + k2v" = fi dans 
i
CL" (v

"; @nv
") = 0 sur �

soit bien posé et que sa solution v" soit "proche" (quand " est voisin de 0)

de u"i ; la restriction intérieure de celle du problème (2:1). Ces conditions seront

établies par une méthode basée sur un changement d�échelle et un développement

asymptotique par rapport à l�épaisseur de la couche mince.
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2.1.1 Existence et unicité de la solution

Dans ce qui suit, on notera par V l�espace H1 (
") ou H1
0 (


") et par V �

l�espace dual de V : Introduisons la forme :

a(u"; w) =

Z

"

ru"rwdx� k2i

Z

i

u"wdx� k2e

Z

"e

u"wdx:

On peut écrire le problème (2:1) sous la forme variationnelle suivante :

trouver u" 2 V; a(u"; w) = �
Z

i

fiw dx�
Z

"e

fewdx+

Z
�

gwd
 ; 8w 2 V : (2.2)

La di¢ culté principale de la résolution de ce problème réside dans la nature non

coercive de celui-ci. La preuve d�existence et d�unicité de la solution est basée

sur les deux théorèmes classiques de Rellich et de représentation de Riesz, ainsi

que sur l�alternative de Fredholm.

Théorème 2.1 Soient fi 2 L2(
i) et g 2 L2(�):Considérons le problème (2:1)
sans couche mince avec conditions aux limites u"i = 0 ou @nu

"
i = 0 sur � :(

�u"i + k2i u
"
i = fi dans 
i;

u"i = 0 (Dirichlet ) ou @nu
"
i = 0 (Neumann) sur �

: (2.3)

Alors si k2i n�est pas une valeur propre du problème (2:3) et si " � "0 est

su¢ samment petit ; le problème (2:2) admet une solution unique u" 2 V . En

plus il existe une constante M indépendante de " � "0 telle que

k u" k1;
"�MkLkV � : (2.4)

Démonstration. La preuve s�opère en quatre étapes.
Etape 1 -étude du problème (2:3) : Bien entendu le poroblème (2:3) est

équivalant au problème variationnel suivant :

trouver u 2 V ; 8w 2 V a0(u;w) = L (w) ; (2.5)

où

a0(u;w) =

Z

i

ru"rwdx� k2i

Z

i

u"wdx ; L (w) = �
Z

i

fiwdx :
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Dans un premier temps nous cherchons à écrire a0 sous la forme

a0(u;w) =< (I + T )u :w >V ;

où T est un opérateur linéaire de V dans V . On a

a0(u;w) =

Z

i

(ru"rwdx+ u"w)�
�
k2i + 1

� Z

i

u"wdx:

L�inégalité de Cauchy-Schwarz entraîne la continuité de la forme bilinéaire sui-

vante :

(u;w) �! �
�
k2i + 1

� Z

i

u"wdx ;

le théorème 1.8 de représentation de Riesz nous assure l�existence d�un opérateur

linéaire T continu de V dans V dé�ni par

< Tu :w >V= �
�
k2i + 1

� Z

i

u"wdx:

Donc on obtient

a0(u;w) =< (I + T )u :w >V :

On peut également par le théorème 1.8 de représentation de Riesz dé�nir � et

écrire

L (w) = < � :w >;

ainsi résoudre l�équation (2:5) revient à résoudre dans V la suivante :

(I + T )u = �

Dans l�intention d�utiliser l�alternative de Fredholm, nous allons désormais mon-

trer que (I + T ) est la somme d�un opérateur coercive et d�un opérateur compact.

On a

< Tu :w >V= �
�
k2i + 1

� Z

i

u"w dx

Soit (uk) une suite bornée dans V; nous montrons que l�on peut en extraire une

sous-suite (uk`) tel que T (uk`) converge dans V: Nous avons

kTuk � Tuk21 = < Tuk � Tu :uk � u >L2(
i) :
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L�injection de V dans L2 (
i) étant compacte, il existe alors une sous-suite (uk`)

de (uk) telle que uk` ! u quand `!1. Comme (uk`) est aussi une suite bornée
dans V , T étant un opérateur linéaire continu de V dans V; alors (Tuk) reste

bornée dans V . On utilise à nouveau le théorème 1.20, on extrait une sous-suite

(ukp) tel que Tukp ! Tu pour p ! 1 dans L2 (
i) ; ainsi Tukp ! Tu quand

p!1 dans V . D�où T est compact.

L�alternative de Fredhom nous dit que : (I + T ) est inversible si et seulement

si (I + T ) est injectif. Soient u1 et u2 deux solutions du problème (2:4) : En

remplaçant u et w par v = u1� u2 dans la formulation (2:5) ; on obtientZ

i

(rv)2 dx� k2i

Z

i

v2 dx = 0 8v 2 V:

Par intégration par parties, on aZ

i

�
�
�v + k2i v

�
vdx+

Z
�

@nv vdx = 0 8v 2 V:

Considérant d�abord v 2 C1c (
i) � V , on otientZ

i

�
�
�v + k2i v

�
vdx 8v 2 C1c (
i) :

Par conséquent �
�v + k2i v

�
= 0 pp dans L2 (
i) :

Donc, la fonction v véri�e8>>>><>>>>:
�v + k2i v = 0 dans 
i;

v = 0 sur � Dirichlet,

ou

@nv = 0 sur � Neumann.

(2.6)

Or, par hypothèse, k2i n�est pas une valeur propre, d�où v = 0: Alors (I + T )

injectif sur l�espace V:

Etape 2 -étude sur 
" = 
i [ 
"e
On note A" l�opérateur correspondant au problème :8>>>><>>>>:

�u" + k2i u
" = fi dans 
" = 
i [ 
"e;

u" = 0 sur �;

ou

@nu
" = 0 sur �;

(2.7)
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dont la forme bilinéaire associée est :

a1(u;w) =

Z

"

ru"rwdx� k2i

Z

"

u"wdx;

danc on peut dé�nir A" par

A"

����� V (
")! V � (
")

hA"u:wi = a1 (u;w)

On dé�nit une application A0 de V (
i) dans V � (
i) par :

A0

����� V (
i)! V � (
i)

hA0u:vi = a0 (u; v)

où V � (
i) désigne le dual de H1 (
i) ou le dual de H1
0 (
i). Cherchons mainte-

nant à démontrer que A" est inversible. Pour cela, on dé�nit le changement de

variable suivant : ����� 
i ! 
"

y ! x = (1 + ") y;

donc

a1(u;w) =
1

(1 + ")

Z

i

ru" [(1 + ") y]rw [(1 + ") y] dy

�k2i (1 + ")
Z

i

u" [(1 + ") y]w [(1 + ") y] dy:

Si on note � l�application suivante :

�

����� V (
")! V (
i)

u! [y ! u" [(1 + ") y]]
;

et eA" l�opérateur A" � ��1; on a :
A" � ��1 = A0 +

" �

(1 + ")
� k2i ":

En e¤et, on a

a1(u;w) =
1

(1 + ")

Z

i

r (�u")rw [(1 + ") y] dy�k2i (1 + ")
Z

i

(�u")w [(1 + ") y] dy;
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et



A" � ��1u:w

�
=

1

(1 + ")

Z

i

ru rw dy � k2i (1 + ")

Z

i

u w dy

=

Z

i

ru rw dy � k2i

Z

i

u w dy � "

(1 + ")

Z

i

ru rw dy � k2i "

Z

i

u w dy

=

��
A0 +

" �

(1 + ")
� k2i "

�
u :w

�
:

Si bien que eA" apparaît comme une perturbation de A0: Alors les opérateurs eA",
A" sont simultanément inversibles de V dans V �: on en déduit que si k2i n�est

pas une valeur propre de (2:3) et si " est assez petit, A" est inversible et donc le

problème (2:7) est bien posé.

Etape 3 -étude du problème (2:1)
Soit A l�opérateur associé au problème (2:1) ; on a :

A = ��� k2;

où la fonction k : R! R est dé�nie par :

k (x) =

(
ki dans 
i
ke dans 
"e

:

On veut prouver que A est une perturbation de A": On a :

a(u"; w)� a1(u;w) =
�
k2i � k2e

� Z

"e

u"wdx:

Il su¢ t donc de montrer qu�il existe une constante c > 0 et une fonction � (")! 0

quand "! 0 telles que :

8u 2 V;
Z

"e

juj2 dx � c � (") kuk21;
"e :

On a, par Cauchy-SchwartzZ

"e

juj2 dx � [mes (
"e)]
1
2 kuk2L4(
"e):
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En outre, par interpolation de Gagliardo-NirenbergZ

"e

juj2 dx � c [mes (
"e)]

1
2 kuk0;
"ekuk1;
"e

Donc on déduit avec � (") =
p
mes (
"e) que A est une perturbation de A". D�où

A est inversible.

Etape 4- L�estimation
Le problème variationnel (2:2) est équivalent au problème suivant :

trouver u" 2 V; D"(u
"; w) +B"(u

"; w) = L" (w) 8w 2 V ; (2.8)

où

D"(u
"; w) =

Z

"

(ru"rw + uw) dx et B"(u
"; w) = �

�
k2 (x) + 1

� Z

"

u"wdx:

La forme bilinéaire D" est uniformément coercive de V �V: On dé�nit la famille
des opérateurs continus K" de V dans V véri�ant

D"(K"u
"; w) = B"(u

"; w) = �
�
k2 (x) + 1

� Z

"

u"wdx;

Par cencéquent, (2:8) est équivalant à

(I +K")u = �" 8w 2 V ;

où �" est dé�ni par :

D"(�"; u
") = L (w) :

De plus �" véri�e

k�"kV 6 C sup
v2V; kwkV =1

jL" (w)j :

Les mêmes arguments permettent d�écrire a0(u;w) = L0 (w) 8w 2 V; sous la

forme (I +K0)u = �0; où �0 2 V est dé�ni par

D0(K0u;w) = B0(u
0; w) = �

�
k2i (x) + 1

� Z

i

u0wdx:

L�existence et l�unicité de la solution du problème a0(u;w) = L0 (w) implique que

(I +K0) est inversible. Pour toute suite "n qui converge vers 0 quand n ! 1;
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la famille des oprateures compacts K"n converge vers l�opérateur ompact K0:

Donc, il existe un "0 > 0 tel que pour tout 0 < " < "0 l�opérateur (I +K") est

inversible. Il existe alors une constante C 0 indépedante de " telle que

(I +K")
�1�"




V
6 C 0 k�"kV :

Par censéquent

ku"kV 6M sup
v2V; kwkV =1

jL" (w)j ;

où M est indépedante de ":

2.2 Construction du développement asympto-

tique

2.2.1 Changement d�échelle

On note ~� et ~n les vecteurs unitaires respectivement tangent et normal (ex-

térieur à 
i ) sur �

�!� =
�
n2
�n1

�
et �!n =

�
n1
n2

�
;

et les formules de Frénet qui dé�nissent la courbure c(t) au point d�abscisse

curviligne t
d�!�
dt

= �c(t)�!n d�!n
dt

= c(t)�!� : (2.9)

Expression du Laplacien en coordonnées locales : A�n d�exprimer les
opérateurs intervenant dans les équations de notre problème, nous avons besoin

de l�écriture des dérivées selon les variables cartésiennes en fonction des dérivées

dans le repère de Frénet. Les formules de Frénet (2:9) entrainent :�
@t
@s

�
=

 
(1 + sc(t))n2 �(1 + sc(t))n1

n1 n2

!�
@1
@2

�
;

par inversion de ce système, on obtient�
@1
@2

�
=

0B@
n2

(1 + sc(t))
n1

�n1
(1 + sc(t))

n2

1CA�@t
@s

�
;

d�où l�expression du Laplacien dans les variables (t; s) :

� =
1

1 + sc(t)
@t

�
1

1 + sc(t)
@t

�
+

c(t)

1 + sc(t)
@s + @2s : (2.10)
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2.2.2 Le problème dans un domaine �xe

L�objet de cette sous-section consiste à réecrire le système (2:1) dans un

domaine à géométrie �xe. À l�aide des coordonnées de Frénet, la couche mince

s�écrit de manière tensorielle


"e = �� [0; "] :

On introduit la variable dilatée;����� 

"
e = �� [0; "]! 
+ = [0; `�]� [0; 1]

(t; s) ! (t; y =
s

"
)

;

où (`�est la longueur de la courbe). Soit alors les fonctions dé�nies sur 
+ par

u"e(t; s) = U "e (t; y) ; Fe(t; y) = fe (t; �y) :

La dilatation s ! y =
s

"
transforme la couche en un domaine �xe ; le petit

paramètre " apparaît maintenant dans les équations.

lemme 2.2 Le Laplacien s�écrit dans les coordonnées (t; y =
s

"
):

� =
1

"2

"
@2y +

`=NX
`=1

"`A`

#
+ "N�1TN" ;

les opérateurs (A`) comportent au plus une dérivée selon y et TN" est un opérateur

uniformément borné en ":

Remarque : Il est possible de donner un procédé récurrent de construction
des opérateursA` mais on utilisera seulement les formes explicites deA0; A1; A2;etA3 dont

les expressions sont :

A0 = @2y ; A1 = c @y ; A2 = (@
2
t�yc2@y) ; A3 =

�
c3y2@y � c0y@t � 2cy@2t

�
o�u c (t) = c:

Les développements en puissance de " donnés sont formels : on ne cherche pas

à donner un sens à la convergence des séries. Ce point de vue est généralement

adopté en analyse asymaptotique multi-echelles.
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Dans les nouvelles coordonnées (t; y), le problème de transmission (2:1) devient :8>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>:

�u"i + k2i u
"
i = fi dans 
i;

1

"2

�
@2y +

`=NP̀
=1

"`A` + "N+1TN"

�
U "e + k2eU

"
e = Fe dans 
+;

@nu
"
i =

1

"
@yU

"
e + g pour t 2 (0; `�);

u"i = U "e pour t 2 (0; `�);

U "e (t; 1) = 0 pour t 2 (0; `�);

ou

@yU
"
e (t; 1) = 0 pour t 2 (0; `�):

(2.11)

Si fe est su¢ samment régulier, on peut écrire son développement de Taylor au

voisinage de � : on obtient alors l�expression suivante pour Fe:

Fe (t; y) =
`=NX
`=0

F `e (t)y
` +O

�
"N+1

�
:

2.2.3 Les problèmes élémentaires

Dans un premier temps, on se place dans le cas où la perméabilité magné-

tique est indépendante du paramètre ". La structure des équations (2:11) laisse

apparaitre des puissances entières de ", ce qui conduit naturellement à e¤ectuer

un développement sous la forme :

u"i =
X
n�0

"nuni et U "e =
X
n�0

"nUne ; (2.12)

où les fonctions uni et U
n
e ne dépendent pas de ": L�objet de cette section est la

description du procédé algorithmique de construction des termes du développe-

ment asymptotique de la solution du problème.

On substitue l�ansatz (2:12) dans (2:11) puis on identi�e les termes selon les

puissances de ". On obtient une famille de problèmes indépendants de " couplés

par leurs conditions sur �8>><>>:
@2yU

n
e = F n�2e (t)yn�2 � k2eU

n�2
e �

X
`+p=n

p�1 ; ` �0
ApU

`
e pour 0 < y < 1;

@yU
n
e = @nu

n�1
i � �n1g pour y = 0;

Une = 0 ou @yU
n
e = 0 pour y = 1;

(2.13)
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(
�uni + k2i u

n
i = �n0 fi dans 
i;

uni = Une sur �:
(2.14)

(� désigne le symbole de Kronecker et on pose F�2e = F�1e = u�1i = U�2e =

U�1e = 0):

Remarque : Si on suppose connus (uki ) ,(U
k
e ) pour k < n; alors les seconds

membres des deux problèmes précédents sont bien dé�nis. Le problème (2:13)

est unidimensionnel et admet une solution unique dans les deux cas Dirichlet

ou Neumann. Quant à (2:14) ; on a aussi existence et unicité (pour des données

su¢ samment régulières). Les conditions de transmission des dérivées normales

sont découplées en raison du décalage dans les puissances de ": Ceci va nous

permettre une résolution alternative dans chacun des domaines 
i et 
"e :Une

fois les premiers termes déterminés, le procédé algorithmique de construction du

développement asymptotique est dé�ni, c�est pourquoi on recherche d�abord les

quatre premiers termes extérieurs .

2.2.4 Calcul des premiers termes : cas Dirichlet

Termes de rang 0

Les équations (2:13) et (2:14) donnent :8><>:
@2yU

0
e = 0 pour 0 < y < 1;

@yU
0
e = 0 pour y = 0;

U0e = 0 pour y = 1:

Il est facile de véri�er que U0e = 0 et par concéquent u
0
i est solution du problème :(

�u0i + k2i u
0
i = fi dans 
i

u0i = 0 sur �

Termes de rang 1

Pour n = 1 on obtient :8><>:
@2yU

1
e = 0 pour 0 < y < 1;

@yU
1
e = @nu

0
i � g pour y = 0;

U1e = 0 pour y = 1:

(
�u1i + k2i u

1
i = 0 dans 
i

u1i = U1e sur �
;

ce qui donne :

U1e (t; y) = (@nu
0
i � g) (y � 1)
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Par conséquent, u1i résout le problème suivant :(
�u1i + k2i u

1
i = 0 dans 
i;

u1i = �@nu0i + g sur �:

Termes de rang 2

En utilisant les expressions de A1; A2 et les formes explicites de U1e et U0e ,

on obtient :8><>:
@2yU

2
e = �c(@nu0i � g) + F 0e (t) pour 0 < y < 1;

@yU
2
e = @nu

1
i pour y = 0;

U2e = 0 pour y = 1

(
�u2i + k2i u

2
i = 0 dans 
i

u2i = U2e sur �

ce qui donne alors :

U2e (t; y) = �c(@nu0i � g)
(y2 � 1)
2

+

Z
[1;y]

Z
[0;h]

F 0e (t; u)dudh+ @nu
1
i (y � 1) :

Par conséquent, u2i résout le problème suivant :8>><>>:
�u2i + k2i u

2
i = 0 dans 
i

u2i + @nu
1
i =

c

2
@nu

0
i �

c

2
g �

Z
[0:1]

Z
[0:y]

F 0e (t; u)dudy sur �

2.2.5 Calcul des premiers termes : cas Neumann

Termes de rang 0

L�équation (2:13) donne :8><>:
@2yU

0
e = 0 pour 0 < y < 1;

@yU
0
e = 0 pour y = 0;

@yU
0
e = 0 pour y = 1;

si bien que U0e (t; y) résout un problème unidimensionnel homogène de Neumann.

Alors, U0e (t; y) = �0(t) est une fonction indépendante de la variable y qui ne peut

pas être déterminée à ce stade. Pour avoir U0e (t; y); on fait appel aux termes de

rang 1 8><>:
@2yU

1
e = 0 pour 0 < y < 1;

@yU
1
e = @nu

0
i � g pour y = 0;

@yU
1
e = 0 pour y = 1:
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Ces équations montrent que

@yU
1
e (t; 1) � @yU

1
e (t; 0) = 0;

ce qui donne :

@nu
0
i = g:

D�où, u0i est la solution du problème suivant :(
�u0i + k2i u

0
i = fi dans 
i;

@nu
0
i = g sur �:

(2.15)

Grâce à la condition de continuité à travers � (u"i = u"e sur �) et à l�unicité de la

solution du probème (2:15) ; �0(t) est déterminé comme �0(t) = u0i j� = u0i (t; 0):

Termes de rang 1

Pour n = 1; on obtient8><>:
@2yU

1
e = 0 pour 0 < y < 1

@yU
1
e = 0 pour y = 0

@yU
1
e = 0 pour y = 1

Comme précédemment, U1e (t; y) résout un problème unidimensionnel de Neu-

mann. Alors U1e (t; y) est une fonction de longueur d�arc notée �1(t) . Pour l�avoir,

on fait appel aux termes de rang 2 :8><>:
@2yU

2
e = �c(t)@yU1e � (@2t � yc2@y)U

0
e � k2eU

0
e + F 0e (t) pour 0 < y < 1;

@yU
2
e = @nu

1
i pour y = 0;

@yU
2
e = 0 pour y = 1:

On a :

@yU
2
e (t; 1)� @yU

2
e (t; 0) = �@nu1i = �@2t u0i � k2eu

0
i +

Z
[0:1]

F 0e (t; y) dy:

d�où u1i est la solution du problème suivant :(
�u1i + k2i u

1
i = 0 dans 
i;

@nu
1
i = @2t u

0
i (t) + k2eu

0
i (t)�

R
[0:1]

F 0e (t; y) dy sur �:
(2.16)

De même, l�unicité de la solution du probème (2:16) et la condition de continuité

à travers � (u"i = u"e sur �) permet de dé�nir �1(t) comme u
1
i j� = �1(t) =

u1i (t; 0) :
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Termes de rang 2

Sans perdre de généralité, on suppose ici que fe � 0: On a8><>:
@2yU

2
e = �c(t)@yU1e � (@2t � yc2@y)U

0
e � k2eU

0
e dans 0 < y < 1;

@yU
2
e = @nu

1
i sur y = 0;

@yU
2
e = 0 sur y = 1;

si bien que U2e (t; y) résout un problème unidimensionnel et on a

U2e (t; y) =
1

2

�
y2 � 2y

� �
�@2t u0i � k2eu

0
i

�
+ U2e (t; 0)

Pour bien détérminer U2e , on fait appel au terme de rang 3. On a

@2yU
3
e = �k2eu1i � c

�
@2t u

0
i + k2eu

0
i

�
(1� y)� @2t u

1
i + c0y@tu

0
i + 2cy@

2
t u

0
i

En intégrant sur [0:1] ; on obtient

@nu
2
i = k2eu

1
i +

c

2

�
@2t u

0
i + k2eu

0
i

�
+ @2t u

1
i �

1

2
c0@tu

0
i � c@2t u

0
i

Par conséquent, u2i est solution du problème suivant :8>><>>:
�u2i + k2i u

2
i = 0 dans 
i;

@nu
2
i = k2eu

1
i +

c

2
(@2t u

0
i + k2eu

0
i ) + @2t u

1
i

�1
2
c0@tu

0
i � c@2t u

0
i sur �:

(2.17)

L�unicité de la solution du probème (2:17) et la condition de continuité à travers

� (u"i = u"e sur �) permet de dé�nir �2(t) comme u
2
i j� = �2(t) = u2i (t:0) :

Remarque : Les calculs des premiers termes exigent des données su¢ sam-
ment régulières. Pour bien dé�nir U 1

e et u
1
i ; les données doivent véri�er

@nu
0
i

��
�
� g 2 H1(�);

ce qui requiert les conditions

u0i 2 H2(
i) et g 2 H 1
2 (�):

Mais si on suppose que fi 2 H1(
i) alors u0i 2 H2(
i) car 
"est régulier. Si

on veut donc poursuivre la construction du développement asymptotique, on a

besoin d�une plus grande régularité sur les données.
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2.2.6 Le développement complet. Estimation du reste

Le procédé décrit dans le paragraphe précédent peut-être poursuivi à tout

ordre, pourvu que les données soient su¢ samment régulières. On peut aussi

estimer l�erreur commise en tronquant la série à un nombre �ni de termes.

Théorème 2.3 On suppose que la courbe défnissant � le bord du domaine 
i

et les seconds membres, fi et fe; sont de classe C1. Alors, la solution u" du

problème (2:1) admet le développement asymptotique :

u" =
X
n�0

"nun ou unj
i = uni et unj
"e = Une (t;
s

"
):

Les termes uni et U
n
e ne dépendent pas de " et sont construits à l�aide des

équations (2:13) et (2:14) : Au sens des développemenst asymptotiques, u" =P
n�0 "

nun est bien dé�ni et de plus pour tout entier N ; il existe une constante

CN ; telle que, le reste d�ordre N dé�ni par :

rN" = u" �
n=NX
n=0

"nun ;

Satisfasse l�estimation

rN";i

1;
i +p" 

rN";i

1;
"" � CN "N+1: (2.18)

Démonstration. Nous trouverons la démonstration de ce théorème 2.3 dans
le cas tridimensionnel au chapitre 3.

Remarque : Ce résultat ne donne aucune information sur la convergence
de la série

P
un. On s�intéresse ici à la convergence de rN";i quand " tend vers

0; mais pas à la convergence de rN";i quand n ! +1 (c�est ce que l�on nomme

convergence au sens des développements asymptotiques).

2.3 Conditions aux limites approchées

Même, s�il est possible d�approcher numériquement u"; les calculs deviennent

délicats quand " est très petit. On préfère remplacer l�e¤et de la couche mince

par une condition aux limites sur le bord �, dite condition aux limites appro-

chée. On va voir dans ce paragraphe comment le développement asymptotique
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obtenu précédemment permet l�identi�cation d�une telle condition et surtout sa

validation.

Pour construire des conditions aux limites approchées, notre méthode consiste

à approcher u" par la série donnant son développement asymptotique tronquée

à un ordre donné, la condition véri�ée par cette approximation sur � fournissant

la condition aux limites approchées recherchées.

2.3.1 Conditions équivalentes : cas Dirichlet

Condition d�ordre 0

On ne conserve ici qu�un seul terme dans le développement asymptotique de

u", on obtient l�approximation

u" � u[0] = u0i

qui résout le problème suivant :(
�u[0] + k2i u

[0] = fi dans 
i
u[0] = 0 sur �

Cela revient à enlever la couche mince et à imposer la condition de Dirichlet u = 0

sur �: La première condition aux limites approchées apparait immédiatement :

il s�agit tout simplement de la condition de Dirichlet u = 0 sur �: Cela n�est

rien d�autre que le cas limite " = 0 . La condition de Dirichlet imposée sur �"e
se transmet directement sur �: L�estimation du théorème 2.3 permet d�estimer

l�erreur commise

k u[0] � u0i k1;
i� C "

Proposition 2.4 Soit v"[0] la solution du problème (2:19) (ne dépend pas de ") :(
�v"[0] + k2i v

"
[0] = fi dans 
i

v"[0] = 0 sur �
(2.19)

Alors, on à l�estimation suivante : 9 c � 0 (indépendante de ") telle que :

k u"i � v"[0] k1;
i� C"
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Condition d�ordre 1

Plus intéressant est le cas où on conserve deux termes dans le développement :

Dé�nissons u[1] comme :

u"i ' u[1] = u0i + "u1i

En explicitant les problèmes résolus par u0i et u
1
i ; on montre que u

[1] résout le

problème (
�u[1] + k2i u

[1] = fi dans 
i
u[1] + "@nu

[1] � "g = O("2) sur �

En e¤et

u[1] + "@nu
[1] � "g = "2@nu

1
i = O("2)

Ceci suggére l�idée de négliger le terme en O("2) et de dé�nir ainsi la condi-

tion aux limites approchée de type Robin sur � et par conséquent le problème

approché suivant : (
�v"[1]: + k2i v

"
[1]: = fi dans 
i

v"[1]: + "@nv
"
[1]: = "g sur �:

(2.20)

La di¤érence du cas " = 0, est que on n�a pas u[1] = v"[1]:: En e¤et, les solutions

u[1] et v"[1]: résolvent un même problème avec des seconds membres qui di¤èrent

d�une quantité O("2):

lemme 2.5 Soit � 2 L2(�) ; alors le problème(
�v + k2i v = 0 dans 
i;

v + "@nv = � sur �:

Possède une unique solution qui véri�e l�estimation a priori suivante :

9C � 0 telle que kvk1;
i �
1p
"
k�k1;� : (2.21)

Démonstration. C�est une conséquence directe du théorème Rellich et de
l�alternative de Fredholm.

Proposition 2.6 On a l�estimation suivante entre la partie intérieure de la so-
lution du problème de transmission (2:1) et la solution de (2:20) :

u"i � v"[1]:




1;
i

� C "
3
2 : (2.22)
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Démonstration. Soit � = u[1] � v"[1]: alors(
��+ k2i � = 0 dans 
i;

�+ "@n� = O("2) sur �:

Car

�+"@n� = u[1]�v"[1]:+"@n(u[1]�v"[1]:) = (u[1] + "@nu
[1])| {z }

"g+"2@nu1i

�(v"[1]: + "@nv
"
[1]:)| {z }

"g

= O("2):

En utilisant l�estimation (2:21) ; nous obtenons alors

k�k1;
i � C "
3
2

La majoration du reste du développement asymptotique (2:18) donne :

u"i � u[1]



1;
i

� C 0"2 :

Par conséquent 

u"i � v"[1]:



1;
i

� C"

La perte d�une demi puissance de " est due à l�estimation (2:22):

Remarque : Pour le problème (2:20) ne faisant pas intervenir la couche
mince, il est aisé de construire le développement asymptotique de sa solution.

Alors une meilleure méthode consiste à déterminer le développement de la fonc-

tion v"[1]:et de le comparer avec celui obtenu au théorème 2.3.

Théorème 2.7 On suppose que le second membre fi et le bord du domaine 
i
sont de classe C1: Alors la solution v"[1]: du problème (3:17) admet le dévelop-

pement asymptotique :

v"[1]: =
X
n �0

"nvn[1]: (2.23)

où les vn[1]:ne dépendent pas du paramètre " et sont construits à l�aide des

équations (2:25) plus bas. Le développement (2:23)est valide au sens des dévelop-

pements asymptotiques, i.e. pour tout entier N; il existe une constante CN telle

que le reste d�ordre N dé�ni par

rN(") = v"[1]: �
NX
n=0

"nvn[1];

satisfasse l�estimation optimale

krN(") k1;
i� CN "N+1: (2.24)
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Démonstration. En injectant l�ansatz polynomial (2:23) dans les équations
(2:20) et en identi�ant les termes de même puissance de "; on obtient :(

(�vn[1]: + k2i v
n
[1]: ) = �n0fi dans 
i

vn[1]: + @nv
n�1
[1]: = �n1 g sur �

(2.25)

Avec la convention v�1[1]: = 0: L�estimation du reste se traite de la même manière

que dans la preuve du théorème 3:2 du chapitre 3. Il est facile de voir que les

premiers termes des développements (2:23) et le développement asymptotique

de la solution u" du problème (2:1) coincident pour n = 0 et n = 1. Mais pour

les termes suivants vn[1]: et uni pour n � 2 sont génériquement di¤érents car les
vn[1]: et uni sont des solutions de problèmes di¤érents si bien qu�on obtient une

estimation optimale de la di¤érence.

Théorème 2.8 La di¤érence entre la partie intérieure de la solution du pro-
blème de transmission (2:1) et celle du problème (2:20) avec condition aux limites

généralisée d�ordre 1 est donnée par

k u"i � v"[1]: k1;
i� C "2:

Démonstration. Il su�t d�utiliser l�estimation du reste (2:24) d�ordre 2 et
l�estimations (2:18).

Condition d�ordre 2

On e¤ectue la même étude que précédemment, en conservant les trois pre-

miers termes du développement asymptotique. On suppose ici que fe = 0 et

g = 0:On pose

u[2] = u0i + "u1i + "2u2i :

On véri�e aisément que u[2] est solution de :(
�u[2] + k2i u

[2] = fi dans 
i ;

u[2] +
"

2
(2� "c) @nu

[2] = O("3) sur �:

Théorème 2.9 Le problème avec condition d�impédance d�ordre 2 sécrit(
�v"[2]: + k2i v

"
[2]: = fi dans 
i;

v"[2]: +
"

2
(2� "c) @nv

"
[2]: = 0 sur �:

(2.26)
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On a l�estimation suivante entre la partie intérieure de la solution du problème

de transmission (2:1) et la solution de (2:26) :

u"i � v"[2]:



1;
i

� C "3

Démonstration. La preuve est la même que pour le théorème 2.8 : on ef-
fectue le développement asymptotique de v"[2]:, dont les trois premiers termes

coïncident avec celui de u"i . Les estimations des restes permettent de conclure.

2.3.2 Conditions équivalentes : cas Neumann

Condition d�ordre 0

De même on ne conserve q�un seul terme dans le développement asympto-

tique de u" :

u" � u[0] := u0i ;

qui résout le problème (
�u[0] +Ku[0] = fi dans 
i
@nu

[0] = g sur �:

La condition de Neumann non homogène @nu
[0] = g sur � est toute fois

inintéressante puisqu�elle ne prend pas en compte l�e¤et de la couche mince. Le

théorème 2.3 donne l�erreur commise par l�approximation u" � u[0]

u[0] � u0i



1;
i

� C":

Proposition 2.10 On note v"[0] la solution du problème suivant qui ne dépend
pas de " (

�v"[0] +Kv"[0] = fi dans 
i
@nv

"
[0] = g sur �

Alors on a l�estimation suivante : 9c � 0 (indépendante de ") telle que

u"i � v"[0]



1;
i

� C":



2. Conditions aux limites approchées en dimension 2 43

Condition d�ordre 1

Conservons maintenant deux termes dans le développements :

u"i ' u[1] = u0i + "u1i

En explicitant les problèmes résolus par u0i ; on montre que u
[1] résout le problème(

�u[1] + k2i u
[1] = fi dans 
i

@nu
[1] � "@2t u

[1] � k2e"u
[1] = O ("2)� "

R
[0:1]

F 0e (t; y) dy + g sur �:

En e¤et

@nu
[1] � "@2t u

[1] � k2e"u
[1] = "2@2t u

1
i � "2k2eu

1
i � "F 0e (t) + g:

Théorème 2.11 Le problème avec condition d�impédance d�ordre 1 sécrit :8><>:
�v"[1]: + k2i v

"
[1]: = fi dans 
i

@nv
"
[1]: � "@2t v

"
[1]: � "k2ev

"
[1]:

= �"
R
[0:1]

F 0e (t; y) dy + g sur �

(2.27)

Si on suppose que fi 2 C1 (
i) ; alors la solution v"[1]: du problème (2:27) admet
le développement asymptotique :

v"[1]: =
X
n �0

"nvn[1]: : (2.28)

Les termes vn[1]:ne dépendent pas de " et sont construits à l�aide des équations

(2:30) plus bas. Le développement (2:28) est valide au sens des développements

asymptotiques, i.e. pour tout entier N; il existe une constante CN telle que le

reste d�ordre N dé�ni par

rN(") = v"[1]: �
NX
n=0

"nvn[1]::

Satisfasse l�estimation optimale

krN(") k1;
i� CN "N+1: (2.29)

De plus la di¤érence entre la partie intérieure de la solution du problème de trans-

mission (2:1) et celle du problème (2:27) avec condition aux limites généralisée

d�ordre1. Donnée par

k u"i � v"[1]: k1;
i� C "2
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Démonstration. La démonstration est similaire à celle du théorème 2.7
avec : 8><>:

(�vn[1]: + k2i v
n
[1]: ) = �n0fi dans 
i

@nv
0
[1]: = g sur �

�@nvn+1[1]: + k2ev
n
[1]: + @2t v

n
[1]: = �n0F sur �

(2.30)

tel que F =
R
[0:1]

F 0e (t; y) dy .

Condition d�ordre 2

De façon similaire on ne conserve ici que les trois premiers termes du déve-

loppement asymptotique :

u[2] = u0i + "u1i + "2u2i :

On suppose que fe = g = 0 et en explicitant les problèmes résolus par u0i , u
1
i et

u2i ; on montre facilement que u
[2] résout le problème :8<: �u[2] + k2i u

[2] = fi dans 
i;

@nu
[2] =

"

2
(c"+ 2) @2t u

[2] +
"

2
k2e (2� c")u[2] � 1

2
c0"2@tu

[2] +O ("3) sur �:

Théorème 2.12 On note v"[2]: la solution du problème suivant :8>>><>>>:
�v"[2]: + k2i v

"
[2]: = fi dans 
i;

@nv
"
[2]: =

"

2
k2e (2� c") v"[2]: +

"

2
(c"+ 2) @2t v

�1
2
c0"2@tv

"
[2]: sur �:

(2.31)

Alors on a l�estimation suivante :9c � 0 (indépendante de ") telle que

k u"i � v"[2]: k1;
i� C "3:

Démonstration. La preuve est la même que pour le théorème 2.8 : on ef-
fectue le développement asymptotique de v"[2]:, dont les trois premiers termes

coïncident avec celui de u"i .

Les estimations des restes permettent de conclure.
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2.4 Cas où la perméabilité magnétique dépen-

dante de l�épaisseur

Jusqu�à présent, on a supposé la perméabilité magnétique constante, indépen-

dante de l�épaisseur. On veut s�intéresser maintenant au cas où la perméabilité

magnétique dépend de l�épaisseur. Précisément, on suppose que la perméabilité

magnétique dans la couche mince varie comme "�1pe, et vaut pi dans le domaine

intérieur 
i:

La technique développée dans les paragraphes précédents s�applique encore

dans cette situation. La seule di¤érence réside dans le décalage d�une puissance de

" pour les opérateurs dans la couche. On obtient alors une famille des problèmes

indépendants de " couplés par leurs conditions sur � :8>><>>:
@2yU

n
e = F n�2e (t)yn�2 � k2eU

n�1
e �

X
`+p=n
p�1 `�0

ApU
`
e pour 0 < y < 1;

@yU
n
e = @nu

n�1
i � �n1g(
(t)) pour y = 0;

Une = 0 ou @yU
n
e = 0 pour y = 1:

(2.32)

(� désigne le symbole de Kronecker et on pose F�2e = F�1e = u�1i = U�2e =

U�1e = 0):

2.4.1 Calcul des premiers termes : cas Dirichlet

Un calcule similaire que précédemment, permet de véri�er facilement que u0i
résout le problème suivant :(

�u0i + k2i u
0
i = fi dans 
i;

u0i = 0 sur �:

Et le terme de rang1 u1i est solution du problème(
�u1i + k2i u

1
i = 0 dans 
i;

u1i = �@nu0i + g sur �:

Termes de rang 2 Sans perdre de généralité on suppose ici que fe = g = 0: On

a 8><>:
@2yU

2
e = �k2e@nu0i (y � 1)� c @nu

0
i pour 0 < y < 1;

@yU
2
e = @nu

1
i pour y = 0;

U2e = 0 pour y = 1:
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On en déduit immédiatement que

U2e (t; y) = (y � 1) @nu1i �
1

6
k2e@nu

0
i

�
y3 � 3y2 + 2

�
� 1
2
c @nu

0
i

�
y2 � 1

�
:

Par conséquent u2i véri�e le problème8<: �u2i + k2i u
2
i = 0 dans 
i;

u2i = �@nu1i �
1

3
k2e@nu

0
i +

1

2
c @nu

0
i sur �:

2.4.2 Calcul des premiers termes : cas Neumann

Termes de rang 0 L�équation (2:32) donne :8><>:
@2yU

0
e = 0 pour 0 < y < 1;

@yU
0
e = 0 pour y = 0;

@yU
0
e = 0 pou y = 1:

Comme U0e (t; y) résout un problème unidimensionnel homogène de Neumann

nous obtenons que U0e (t; y) = �0(t):De façon similaire, pour déterminer U
0
e (t; y); on

fait appel aux termes de rang 18><>:
@2yU

1
e = �k2e�0 pour 0 < y < 1;

@yU
1
e = @nu

0
i � g pour y = 0;

@yU
1
e = 0 pour y = 1:

:

On véri�e aisément que u0i et solution du problème suivant :(
�u0i + k2i u

0
i = fi dans 
i

�@nu0i + k2eu
0
i = �g sur �

Termes de rang 1 pour n = 1; on a8><>:
@2yU

1
e = �k2e�0 pour 0 < y < 1;

@yU
1
e = @nu

0
i � g pour y = 0;

@yU
1
e = 0 pour y = 1:

Alors

U1e (t; y) = �
1

2
k2e�0

�
y2 � 2y

�
+ �1:



2. Conditions aux limites approchées en dimension 2 47

On e¤ectue la même étude que précédemment, pour déterminer la fonction

�1 (t) = U1e (t; 0) : On calcule le terme de rang 28>><>>:
@2yU

2
e = c k2e�0 (y � 1)� @2t �0 +

1

2
k4e�0 (y

2 � 2y)� k2e�1 + F 0e (t) dans 0 � y � 1;
@yU

2
e = @nu

1
i pour y = 0;

U2e = 0 pour y = 1:

Alors u1ivéri�e sur �

�@nu1i + k2eu
1
i = �

1

2
c k2eu

0
i � @2t u

0
i �

1

3
k4eu

0
i +

Z
(0;1)

F 0e (t; �)d�:

Par conséquent, u1i résout le problème suivant :8<: �u1i + k2i u
1
i = 0 dans 
i

�@nu1i + k2eu
1
i = �

1

2
c k2eu

0
i � @2t u

0
i �

1

3
k4eu

0
i +

R
(0;1)

F 0e (t; �)d� sur �

Dans ce qui suit, on supposera, pour simpli�er, que fe � 0:
Termes de rang 2 Pour n = 2; on a8>><>>:
@2yU

2
e = c k2eu

0
i (y � 1)� @2t u

0
i +

1

2
k4eu

0
i (y

2 � 2y)� k2eu
1
i pour 0 < y < 1;

@yU
2
e = @nu

1
i pour y = 0;

@yU
2
e = 0 pour y = 1:

Si bien que U2e (t; y) résout un problème unidimensionnel et on a

U2e (t; y)� U2e (t; 0) = c k2eu
0
i

�
1

6
y3 � 1

2
y2 +

1

2
y

�
� @2t u

0
i

�
1

2
y2 � y

�
+
1

2
k4eu

0
i

�
1

12
y4 � 1

3
y3 +

2

3
y

�
� k2eu

1
i

�
1

2
y2 � y

�
Comme nous l�avons vu pécédemment, on utilise le terme de rang 3 pour déter-

miner U2e (t; 0) :

@2yU
3
e = �k2eU2e � c @yU

2
e � (@2t � yc2@y) U

1
e �

�
c3y2@y � c0y@t � 2cy@2t

�
U0e :

En intégrant sur [0:1] ; on obtient

�@nu2i + k2eu
2
i =

�
� 1
12
k6e �

1

3
ck4e

�
u0i �

2

3
k2e@

2
t u

0
i �

1

3
k4eu

1
i

+
1

2
c @2t u

0
i �

1

2
c k2eu

1
i � @2t u

1
i +

1

2
c0@tu

0
i :
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Par conséquent, u2i est solution du problème suivant :8>>>><>>>>:
�u2i + k2i u

2
i = 0 dans 
i;

�@nu2i + k2eu
2
i =

�
� 1
12
k6e �

1

3
ck4e

�
u0i �

2

3
k2e@

2
t u

0
i �

1

3
k4eu

1
i +

1

2
c @2t u

0
i

�1
2
c k2eu

1
i � @2t u

1
i +

1

2
c0@tu

0
i sur �:

2.5 Conditions aux limites approchées

Après avoir calculé les premiers termes, on en déduit immédiatement les

problèmes avec conditions aux limites approchées dans les deux cas Dirichlet et

Neumann.

2.5.1 Conditions équivalentes : cas Dirichlet

Condition d�ordre 0 (
�v"[0] + k2i v

"
[0] = fi dans 
i;

v"[0] = 0 sur �:

Condition d�ordre 1(
�v"[1]: + k2i v

"
[1]: = fi dans 
i;

v"[1]: + "@nv
"
[1]: = "g sur �:

Condition d�ordre 28<: �v"[2]: + k2i v
"
[2]: = fi dans 
i;

v"[2]: = �"@nv"[2]: �
1

3
k2e"

2@nv
"
[2]: +

1

2
c "2@nv

"
[2]: sur �:

2.5.2 Conditions équivalentes : cas Neumann

Condition d�ordre 0(
�v"[0] + k2i v

"
[0] = fi dans 
i;

�@nv"[0] + k2ev
"
[0] = �g sur �:

Condition d�ordre 1(
�v"[1]: + k2i v

"
[1]: = fi dans 
i;

�@nv"[1]: + k2ev
"
[1]: = �

�

2
c k2ev

"
[1]: � "@2t v

"
[1]: �

"

3
k4ev

"
[1]: + "

R
(0;1)

F 0e (t; �)d�� g sur �;
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Condition d�ordre 28>>><>>>:
�v"[2]: + k2i v

"
[2]: = fi dans 
i;

�@nv"[2]: + k2ev
"
[2]: = �

"

2
c k2ev

"
[2]: � "@2t v

"
[2]: �

"

3
k4ev

"
[2]: �

"2

12
(k6e + 4ck

4
e) v

"
[2]:

�"
2

3
k2e@

2
t v
"
[2]: +

"2

2
c @2t v

"
[2]: +

"2

2
c0@tv

"
[2]: sur �:

Remarque : La même analyse que précédemment permet d�obtenir les estima-
tions optimales suivantes dans les deux cas Dirichlet et Neumann


u"i � v"[0]





1;
i

� C"


u"i � v"[1]:





1;
i

� C "2


u"i � v"[2]:





1;
i

� C "3



Chapitre 3

Conditions aux limites
approchées en dimension 3

Ce chapitre est une extension du chapitre précédent au cas tridimensionnel.

Le principe de construction des conditions aux limites approchées développée

dans le chapitre précédent s�applique encore dans ce chapitre. La démarche qui

suit est inspirée de [19] , [11], [14]

3.1 Présentation du problème

Soit 
i un ouvert borné de régulie de R3: Le bord de 
i est noté �, supposé
régulier. La couche mince 
"e qui entoure le domaine 
i est d�épaisseur uniforme

"; " étant un paramètre positif destiné à tendre vers 0: Elle est dé�nie par


"e = fx 2 
i; d(x;�) < "g

On désigne par 
" = 
i [ 
"e [ � le domaine complet dont le bord est noté
�"e ( Voir Fig(2:1)): Dans un premier temps, comme le chapitre 2, on se place

dans le cas où la perméabilité magnétique de la couche mince est indépendante

du paramètre ". On s�intéresse au problème de transmission suivant :8>>>>>><>>>>>>:

�u"i + k2i u
"
i = fi dans 
i;

�u"e + k2e u
"
e = fe dans 
"e ;

@nu
"
i = @nu

"
e + g sur �;

u"i = u"e sur � ;

u"e = 0 (Dirichlet ) ou @nu
"
e = 0 (Neumann) sur �"e:

(3.1)

50
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Remarque : Nous gardons les mêmes notations que dans le chapitre 2, à savoir
V est l�espace H1 (
") ou H1

0 (

") et V � l�espace dual de V:

Le problème (3:1) est bien posé, de plus il existe une constante M indépen-

dante de " � "0, telle que

k u" k1;
"�MkLkV � : (3.2)

La démonstration est similaire à celle du théorème 2.1 du chapitre 2.

3.2 Construction du développement asymptotique

L�objet de cette section est la description du procédé algorithmique de construc-

tion des termes du développement asymptotique de la solution du problème.

3.2.1 Systéme d�équations mises à l�échelle

Le domaine 
" � R3 varie avec ": Par conséquent, les u" appartiennent à des
espaces fonctionnels di¤érents et donc on ne peut pas les comparer entre eux

directement. Pour cela, on écrit la couche mince sous forme tensorielle grâce aux

coordonnées locales. A�n de se ramener à une géométrie �xe, nous e¤ectuons

une dilatation normale de la couche de rapport "�1.

Commençons par écrire l�expression du Laplacien en coordonnées locales: On

a

r = Rsr� + @sn; (3.3)

où r� est l�opérateur gradient surfacique sur �: De plus, si on pose

Js = det (I + sC) = 1 + 2sH + s2G;

alors avec la formule d�intégration par parties et (3:3) ; on obtient

4 =
1

Js
div� (RsJsRs)r� +

1

Js
@sJs@s: (3.4)

Soit � un opérateur tangentiel indépendant de s dé�ni par

I� + s� = JsRs tel que C� = I�G:



3. Conditions aux limites approchées en dimension 3 52

Par conséquent, l�identité (3:4) peut être transformée en

� =
1

Js
div�

�
1

Js
(I� + s�)2

�
r� +

1

Js
@sJs@s; (3.5)

ou sous une forme équivalente

J3s� = Js div� (I� + s�)2r� �r�Js: (I� + s�)2r� + J3s @
2
s + 2J

2
s (H + sG) @s:

Soit Q un opérateur dé�ni dans la couche mince par :

Q = J3s�+ J3s k
2
e :

Nous allons utiliser le changement de variable

(x�; s) 2 �� [0; "] �! (x�; s) 2 �� [0; 1] ; s = "y: (3.6)

lemme 3.1 Dans les coordonnées (x�; y) ; Q prend la forme :

Q =
1

"2

`=8X
`=0

"`A` ;

où les A` sont des opérateurs di¤érentiels indépendants de ". En particulier

A0 = @2y ;

A1 = 6Hy@
2
y + 2H@y;

A2 = 3 (G+ 4H
2) y2@2y + k2e + 2 (G+ 4H

2) y@y +4�;

A3 = 4H (3G+ 2H
2) y3@2y + 6Hyk

2
e + 4H (3G+ 2H

2) y2@y � 2y [r�Hr�]

+2y [div� (�r�) +H4�] :

Démonstration. Véri�cation immédiate à l�aide de la formule (3:5) :
Soient U "e et Fe les fonctions dé�nies sur 


"
e par

u"e(x�; s) = U "e (x�; y) ; Fe (x�; y) = fe (x�; �y) (x�; y) 2 �� (0; 1)

Dans les nouvelles coordonnées (semi-dilatées), le problème de transmission (3:1)

devient : 8>>>>>>>><>>>>>>>>:

�u"i + k2i u
"
i = fi dans 
i;

1

"2

hP`=8
`=0 �

`A`U
"
e

i
= J3�yFe dans 


"
e ;

@su
"
i =

1

�
@yU

"
e + g sur �;

u"i = U "e sur �;

U "e = 0 sur �
"
e ou @"yU

"
e = 0 sur �

"
e.

(3.7)
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Le petit paramètre apparaît maintenant dans les équations et non plus dans la

géométrie du problème. On suppose que Fe est su¢ samment régulière ce qui

permet d�écrire son développement de Taylor au voisinage de � comme suit :

Fe (x�; y) =

`=NX
`=1

"`F `e (x�)y
` +O

�
�N+1

�
3.2.2 Les problèmes élémentaires

Pour construire un développement asymptotique de u" lorsque " tend vers

zéro, on e¤ectue un Ansatz dans la couche mince 
"e du type

U �e (x�; y) = U0e (x�; y) + �U1e (x�; y) + � � � � � � � � �+ �nUne (x�; y) + � � � � � � (3.8)

et on pose dans 
i

u�i (x) = u0i (x) + �u1i (x) + �2u2i (x) + � � �+ �nuni (x) + � � � � � � � � � � � � � � � � � � (3.9)

On substitue l�Ansatz (3:8) et (3:9) dans (3:7) puis on identi�e les termes selon les

puissances de ": On obtient une famille de problèmes indépendants de " couplés

par leurs conditions sur � :8>><>>:
P

`+p=n
p2[0;8]\N

ApU
`
e = F n�2e (x�)y

n�2 ` � 0; n � 0 pour 0 < y < 1;

@yU
n
e = @nu

n�1
i � �n1g pour y = 0;

Une = 0 ou @yUne = 0 pour y = 1:

(3.10)

(
�uni + k2i u

n
i = �n0 fi dans 
i;

uni = Une sur �:
(3.11)

Où � est le symbole de Kronecker, on pose F�2e = F�1e = u�1i = U�2e = U�1e = 0

3.2.3 Calcul des premiers termes : cas Dirichlet

Termes de rang 0 Pour n = 0 les équations (3:10) et (3:11) donnent :8><>:
@2yU

0
e = 0 pour 0 < y < 1;

@yU
0
e = 0 pour y = 0;

U0e = 0 pour y = 1:

Si bien que U0e = 0 et u0i est solution du problème suivant(
�u0i + k2i u

0
i = fi dans 
i;

u0i = 0 sur �:
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Termes de rang 1

À l�ordre 1, le problème extérieur s�écrit.8><>:
@2yU

1
e = 0 pour 0 < y < 1;

@yU
1
e = @nu

0
i � g pour y = 0;

U1e = 0 pour y = 1:

Ce qui donne alors

U1e (x�; y) = (@nu
0
i � g)(y � 1)

Par conséquent, u1i résout le problème suivant :(
�u1i + k2i u

1
i = 0 dans 
i

u1i = �@nu0i + g sur �

Termes de rang 2

Le terme extérieur U2e résout le problème :8><>:
@2yU

2
e = F 0e (x�) � 2H (@nu

0
i � g) pour 0 < y < 1;

@yU
2
e = @nu

1
i pour y = 0;

U2e = 0 pour y = 1;

qui après résolution donne :

U2e =
1

2

�
y2 � 1

�
F 0e (x�) �H (@nu

0
i � g)

�
y2 � 1

�
+ (y � 1) @nu1i

En vertu de (3:11), u2i est alors solution du problème :8<: �u2i + k2i u
2
i = 0 dans 
i:

u2i = �
1

2
F 0e (x�) +H (@nu

0
i � g)� @nu

1
i sur �:

3.2.4 Calcul des premiers termes : cas Neumann

Termes de rang 0

En vertu de l�équation (3:10), U0e résout le problème unidimensionnel homo-

gène de Neumann suivant :8><>:
@2yU

0
e = 0 pour 0 < y < 1;

@yU
0
e = 0 pour y = 0;

@yU
0
e = 0 pour y = 1:
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Alors U0e est une fonction indépendante de la variable y notée �0 (x�) ; qu�on

pourra déterminer en utilisant le terme de rang 1 :8><>:
@2yU

1
e = 0 pour 0 < y < 1

@yU
1
e = 0 pour y = 0

@yU
1
e = 0 pour y = 1

Les équations ci -dessus montrent que

@yU
1
e (x�; 1) � @yU

1
e (x�; 0) = 0:

Ce qui donne

@nu
0
i = g:

D�où u0i est solution du problème suivant :(
�u0i + k2i u

0
i = fi dans 
i

@nu
0
i = g sur �

(3.12)

Grâce à la condition de continuité à travers �(u"i = u"e sur �) et l�unicité de

la solution du problème (3:12), �0(x�) est déterminée comme �0(x�) = u0i j� =
u0i (x�; 0):

Termes de rang 1

Pour n = 1; l�équation (3:10) donne8><>:
@2yU

1
e = 0 pour 0 < y < 1;

@yU
1
e = 0 pour y = 0;

@yU
1
e = 0 pour y = 1:

Noter ici que U1e (x�; y) est une solution d�un problème unidimensionnel homo-

gène de Neumann. La résolution donne U1e (x�; y) = �1(x�); où �1 est une fonction

indépendante de la variable y: Pour la déterminer, on fait appel aux termes de

rang 2 : 8><>:
@2yU

2
e + k2eu

0
i +4�u

0
i = F 0e (x�) pour 0 < y < 1;

@yU
2
e = @nu

1
i pour y = 0;

@yU
2
e = 0 pour y = 1:

En intégrant sur [0; 1] ; on obtient

@nu
1
i = k2eu

0
i +4�u

0
i � F 0e (x�):
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D�ou u1i est solution du problème suivant(
�u1i +K2

i u
1
i = 0 dans 
i ;

@nu
1
i = k2eu

0
i +4�u

0
i � F 0e (x�) sur �:

(3.13)

L�unicité de la solution du problème (3:13) et la condition de continuité à travers

�(u"i = u"e sur �) permet de dé�nir �1(x�) comme �1(x�) = u1i j� = u1i (x�; 0)

Termes de rang 2

Pour n = 2, l�équation (3:10) donne8><>:
@2yU

2
e + k2e�0 +4��0 = F 0e (x�) pour 0 < y < 1;

@yU
2
e = @nu

1
i pour y = 0;

@yU
2
e = 0 pour y = 1:

Par conséquent

U2e (x�; y) =
1

2

�
2y � y2

� �
F 0e (x�)� k2e�0 �4��0

�
+ U2e (x�; 0):

Pour avoir U2e (x�; 0); on fait appel aux termes de rang 38>>>><>>>>:
@2y U

3
e + 6Hy @

2
yU

2
e + 2H@yU

2
e + k2e�1 +4��1

+2y [3Hk2e �r�Hr� + div� (�r�) +H4�] �0 = F 1e (x�)y pour 0 < y < 1;

@yU
3
e = @nu

2
i pour y = 0;

@yU
3
e = 0 pour y = 1:

En intégrant sur [0; 1] on obtient

@nu
2
i = 4��1+k

2
e�1�3H4��0 �Hk2e�0 �[r�Hr�] �0+div� (�r�) �0+4HF

0
e (x�)�

1

2
F 1e (x�)

Par conséquent, u2i résout le problème suivant :8>><>>:
�u2i +K2

i u
2
i = 0 dans 
i;

@nu
2
i = 4��1 + k2e�1 � 3H4��0 �Hk2e�0 � [r�Hr�] �0

+div� (�r�) �0 + 4HF
0
e (x�)�

1

2
F 1e (x�) sur �:

(3.14)

L�unicité de la solution du problème (3:14) et la condition de continuité à travers

�(u"i = u"e sur �) permet de dé�nir U2e (x�; 0) comme U
2
e (x�; 0) = u1i j� =

u2i (x�; 0)
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3.2.5 Le développement complet : estimation du reste

Le procédé décrit dans le paragraphe précédent peut être poursuivi à tout

ordre, pourvu que les données soient su¢ samment régulières. Il permet l�obten-

tion du développement asymptotique de la solution u" du problème. On peut

aussi estimer l�erreur commise en tronquant la série à un nombre �ni de termes.

Ceci est illustré dans le théorème suivant :

Théorème 3.2 Si fi 2 C1
�

i
�
, fe est la restriction à 
"e d�une fonction de

C1
�

"0e
�
; g 2 C1 (�) et � est une courbe de classe C1; on peut construire la

suite (uni ; U
n
e )�indépendante de "�dé�nie par les équations (3:10) et (3:11) : La

solution u" du problème (3:1) admet alors le développement asymptotique :

u" =
X
n�0

"nun où unj
i = uni et unj
"e = Une (x�;
s

"
);

En dé�nissant le reste d�ordre N comme la di¤érence entre la solution exacte et

la série tronquée :

rN" = u" �
n=NX
n=0

"nun;

on a l�estimation suivante, où CN ne dépend pas de " � "0

rN";i

1;
i +p" 

rN";i

1;
"" � CN "N+1: (3.15)

Démonstration. Si les seconds membres fi et fe sont des classes C1; alors
les problèmes (3:10) et (3:11) sont bien posés dans H1: Analysons maintenant le

reste rN . Par construction, les premiers termes de Q à l�extérieur s�annulent

Q
�
rN":e
�
= fe �

n=NX
n=0

"nQ (Une ) = fe �
n=NX
n=0

"n�2
�
A0U

n
e + "A1U

n
e + "2A1U

n
e + � � �+ "8A8U

n
e

�
= fe � A0

n=NX
n=0

"n�2Une + A1

n=NX
n=0

"n�1Une +

n=NX
n=0

"nA1U
n
e + � � �+ A8

n=NX
n=0

"n�6Une

= fe �
n=NX
n=0

"n�2
X
`+p=n

ApU
`
e :

En utilisant (3:10) ; on obtient :

= fe �
n=NX
n=0

"n�2F n�2e (x�)y
n�2 = O("N�1) dans 
"e:
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De même pour les dérivées normales

@nr
N
";i�@nrN";e = @n(u

"
i�

n=NX
n=0

"nuni )�@n(u"e�
n=NX
n=0

"nune ) = @nu
"
i�@nu"e+

n=NX
n=0

"n(@nu
n
e�@nuni );

selon (3:10) ; on a

n=NX
n=0

"n(@nu
n
e � @nu

n
i ) =

n=NX
n=0

"n[(@nu
n�1
i � �n1g)� @nu

n
i ] = �g + "N@nu

N
i ;

d�où

@nr
N
";i � @nr

N
";e = O("N):

Sur �"e , (3:10) donne

rN":e = u"e �
n=NX
n=0

"nune = 0 sur �
"
e ;

alors,

@nr
N
";e = @nu

"
e �

n=NX
n=0

"n@yu
n
e = 0 sur �

"
e :

Pour la partie intérieure dans 
i :

�rN";i+k
2
i r
N
";i = �(u

"
i�

n=NX
n=0

"nuni )+k
2
i (u

"
i�

n=NX
n=0

"nuni ) = �u
"
i+k

2
i u
"
i�

n=NX
n=0

"n(�uni +k
2
i u
n
i ):

Selon (3:11); on a

�u"i + k2i u
"
i �

n=NX
n=0

"n(�uni + k2i u
n
i ) = fi �

n=NX
n=0

"n�n0 fi = 0:

Ainsi rN" véri�e le problème suivant :8>>>>>>>><>>>>>>>>:

�rN";i + k2i r
N
";i = 0 dans 
i;

QrN":e = O("N�1) dans 
"e;

@nr
N
";i � @nr

N
";e = O("N) sur �;

rN";i = rN";e sur �;

rN":e = 0 sur �
"
e ;

@nr
N
";e = 0 sur �

"
e :

L�estimation à priori (3:2) permet de déduire que

rN";i

1;
" �M O("N�1))


rN";i

1;
" = O("N�1):
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A�n d�obtenir la majoration annoncée, il su¢ t d�écrire

rN" = rN+2" + "N+1uN+1 + "N+2uN+2:

À l�intérieur, les uN+p+1i sont réguliers sur 
i et de plus 
i est bornés. Alors

MN = sup
p�0




uN+p+1i





1;
i

< +1;

donc par l�inégalité triangulaire on obtient :

rN";i

1;
i � "N+1MN
1

1� "
� "N+1M 0

N :

Pour la partie extérieure, l�utilisation de la variable semi-dilatées donne :

RNe = U "e �
n=NX
n=0

"nUne ;

de même par l�inégalité triangulaire on obtient

RNe 

1;
"z � "N+1M 00
N :

De plus 

UN+p+1e



2
1;
"e

=
1

"

Z

e

(
��UN+p+1e (x�; y)

��2 + ��rUN+p+1e

��2)d�dy:
Par conséquent p

"


rN";e

1;
ee = 

RNe 

1;
ee

Cela prouve l�estimation de théorème 3.2.

3.3 Conditions aux limites approchées

L�objet de ce paragraphe consiste à identi�er les conditions aux limites ap-

prochées qui vont modéliser l�e¤et de la couche mince: Le principe de construc-

tion est le même que dans le cas bidimensionnel : l�idée consiste à approcher

u" par la série donnant son développement asymptotique tronquée à un ordre

donné, la condition vérifée par cette approximation sur � fournissant la condi-

tion aux limites approchée recherchée. En outre les estimations du théorème 3.2

permettent, de prouver des estimations optimales de l�erreur commise.
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3.3.1 Conditions équivalentes : cas Dirichlet

Condition d�ordre 0

Nous approchons u" par u" � u[0] = u0i ; qui résout le problème(
�u[0] + k2i u

[0] = fi dans 
i;

u[0] = 0 sur �:

Le théorème 3.2 permet d�estimer l�erreur commise

k u[0] � u0i k1;
i� C ":

Proposition 3.3 On note v"[0] la solution du (3:16) (ne dépend pas de ")(
�v"[0] + k2i v

"
[0] = fi dans 
i;

v"[0] = 0 sur �:
(3.16)

Alors on a l�estimation suivante : 9 c � 0 (indépendante de ") telle que :

k u"i � v"[0] k1;
i� C�:

Condition d�ordre 1

Plus intéressant si nous approchons u" par

u"i ' u[1] = u0i + �u1i :

Par conséquent u[1] véri�e(
�u[1] + k2i u

[1] = fi dans 
i;

u[1] = �"@nu[1] + �g +O ("2) sur �:

Il s�agit d�une condition aux limites mixte de type Robin, qui nous conduit à

considérer le problème (
�v"[1]: + k2i v

"
[1]: = fi dans 
i;

v"[1]: + "@nv
"
[1]: = �g sur �:

(3.17)
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Théorème 3.4 On suppose que la courbe � défnissant le bord du domaine 
i
et le second membre fi et sont de classe C1 : Alors, la solution v"[1]: du problèm

(3:17) admet le développement asymptotique :

v"[1]: =
X
n �0

"nvn[1]: (3.18)

Les termes vn[1]:ne dépendent pas du paramètre " et sont construits à l�aide des

équations (3:20) plus bas. Le développement (3:18) est valide au sens des déve-

loppements asymptotiques, i.e. pour tout entier N; il existe une constante CN
telle que le reste d�ordre N dé�ni par

rN(") = v"[1]: �
NX
n=0

"nvn[1];

satisfasse l�estimation optimale

krN(") k1;
i� CN "N+1: (3.19)

Démonstration. La preuve est similaire à celle du théorème 2.7 .(
(�vn[1]: + k2i v

n
[1]: ) = �n0fi dans 
i;

vn[1]: + @nv
n�1
[1]: = �n1 g sur �:

(3.20)

Théorème 3.5 La di¤érence entre la partie intérieure de la solution du pro-
blème de transmission (3:1) et celle du problème (3:17) avec condition aux limites

généralisée d�ordre 1 est donnée par

k u"i � v"[1]: k1;
i� C "2:

Démonstration. Il su¢ t d�utiliser l�estimation du reste (3:19) d�ordre 2 et
l�estimations (3:15) :

Condition d�ordre 2

On e¤ectue la même étude que précédemment, en approchant u" par

u[2] = u0i + �u1i + "2u2i :

Pour simpli�er, on suppose ici que g = fe = 0: On véri�e aisément, que u[2] est

solution de (
�u[2] + k2i u

[2] = fi dans 
i ;

u[2] + " (1� "H) @nu
[2] = O("3) sur �:
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Proposition 3.6 Le problème avec condition d�impédance d�ordre 2 s�écrit(
�v"[2]: + k2i v

"
[2]: = fi dans 
i ;

v"[2]: + " (1� "H) @nv
"
[2]: = 0 sur �:

(3.21)

On a l�estimation suivante entre la partie intérieure de la solution du problème

de transmission (3:1) et la solution de (3:21)

k u"i � v"[2]: k1;
i� C "3:

Démonstration. La preuve de l�estimation est la même que pour l�estima-
tion de la condition aux limites généralisée d�ordre 1 : on e¤ectue le développe-

ment asymptotique de v"[2]:dont les trois premiers termes co¬ncident avec ceux de

u"i : Les estimations des restes permettent de conclure.

3.3.2 Conditions équivalentes : cas Neumann

Condition d�ordre 0

La condition d�ordre 0 s�obtient en approchant la solution exacte sur 
ei du

problème par son développement asymptotique à l�ordre 0. Cette condition est

en fait naturelle elle consiste à enlever tout simplement la couche mince . On

considère

u" � u[0] = u0i ;

qui résout le problème (
�u[0] + k2i u

[0] = fi dans 
i;

@nu
[0] = g sur �:

La condition de Neumann non homogène @nu[0] = g sur � est toutefois inintéres-

sante puisqu�elle ne prend pas en compte l�e¤et de la couche mince. L�estimation

théorème 3.2 donne l�erreur commise par l�approximation

u[0] � u0i



1;
i

� C�:

Proposition 3.7 On note v"[0] la solution du problème suivant qui ne dépend pas
de " (

�v"[0] + k2i v
"
[0] = fi dans 
i;

@nv
"
[0] = g sur �:

Alors on a l�estimation suivante : 9c � 0 (indépendante de ") telle que

u"i � v"[0]



1;
i

� C�:
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Condition d�ordre 1

La condition d�ordre 0 n�est satisfaisante que lorsque l�épaisseur de la couche

devient presque nulle, il nous faut donc aller plus loin dans notre développement

pour aboutir à des conditions d�ordres superieurs plus utiles qui font intervenir

l�e¤et de la couche. On conserve deux termes dans le développement : dé�nissons

u[1] comme :

u"i ' u[1] := u0i + "u1i ;

En déduit immédiatement à l�aide des problèmes résolus par u1i ; u
0
i que u

[1] véri�e(
�u[1] + k2i u

[1] = fi dans 
i;

@nu
[1] � k2e"u

[1] � "4�u
[1] = O (�2)� "F 0e (x�) + g sur �:

Théorème 3.8 Le problème avec condition d�impédance d�ordre 1 sécrit :(
�v"[1]: +K2

i v
"
[1]: = fi dans 
i;

@nv
"
[1]: � k2e"v

"
[1]: � "4�v

"
[1]: = �"F 0e (x�) + g sur �:

(3.22)

Supposons que fi 2 C1 (
i) : Alors la solution v"[1]: du problème (3:22) admet le
développement asymptotique :

v"[1]: =
X
n �0

"nvn[1]: (3.23)

Les termes vn[1]:ne dépendent pas du paramètre " et sont construits à l�aide des

équations (3:25) plus bas. Le développement (3:23) est valide au sens des déve-

loppements asymptotiques, i.e. pour tout entier N; il existe une constante CN
telle que le reste d�ordre N dé�ni par

rN(") = v"[1]: �
NX
n=0

"nvn[1]:;

satisfasse l�estimation optimale

krN(") k1;
i� CN "N+1 (3.24)

De plus la di¤érence entre la partie intérieure de la solution du problème de trans-

mission (3:1) et celle du problème (2:27) avec condition aux limites généralisée

d�ordre1est donnée par

k u"i � v"[1]: k1;
i� C "2:
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Démonstration. De façon similaire en injectant l�ansatz polynomial (3:23)
dans les équations (3:22);on obtient :8><>:

(�vn[1]: +K2
i v
n
[1]: ) = �n0fi dans 
i;

@nv
0
[1]: = g sur �:

@nv
n+1
[1]: �K2

ev
n
[1]: �4�v

n
[1]: = ��

n
0F

0
e (t) sur �:

(3.25)

La preuve de l�estimation d�erreur est analogue à celle du théorème 2.7 dans le

cas bidimensionnel.

Condition d�ordre 2

On conserve ici les trois premiers termes du développement asymptotique :

u[2] := u0i + �u1i + "2u2i :

En explicitant les problèmes résolus par u0i ; u
1
i ; u

2
i ; on montre que u

[2] résout

le problème

8><>:
�u[2] +Ku[2] = fi dans 
i;

@nu
[2] = "k2e (1�H")u[2] + " (1� 3H")4�u

[2] � "2r�Hr�u
[2] + "2 div� (�r�)u

[2]

+O ("3) sur �:

Proposition 3.9 On note v"[2]: la solution du problème suivant :8><>:
�v"[2]: +K2

i v
"
[2]: = fi dans 
i;

@nv
"
[2]: = "k2e (1�H") v"[2]: + " (1� 3H")4�v

"
[2]:

�"2r�Hr�v
"
[2]: + "2 div� (�r�) v

"
[2]: sur �:

(3.26)

Alors on a l�estimation suivante : 9c � 0 (indépendante de ") telle que

k u"i � v"[2]: k1;
i� C "3:

Démonstration. La preuve de l�estimation est la même que pour l�estima-
tion de la condition aux limites généralisée d�ordre 1 . Les estimations des restes

permettent de conclure.
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3.4 Cas où la perméabilité magnétique dépend

de l�épaisseur

Dans cette section, on suppose que la perméabilité magnétique est d�ordre

"�1. Précisément, nous allons écrire des conditions aux limites approchées pour

un problème transmission de la forme :8>>>>>>><>>>>>>>:

�u"i + k2i u
"
i = fi dans 
i;

�u"e +
k2e
"
u"e = fe dans 
"e ;

@nu
"
i = @nu

"
e + g sur �;

u"i = u"e sur �;

u"e = 0 (Dirichlet) ou @nu
"
e = 0 (Neumann) sur �

"
e .

(3.27)

3.4.1 Système d�équations mises à l�échelle

L�opérteur Q dans ce cas s�écrit :

Q = J3s4+ J3s
k2e
"
:

Nous e¤ectuons d�abord le changement de variable (3:6) : L�opérateur Q devient

alors dans le nouveau système de coordonnées (x�; y) 2 �� [0:1] :

Q =
1

"2

`=7X
`=0

"`A` :

Ceci permet après identi�cation des coe¢ cients de même puissance de " d�obte-

nir :

A0 = @2y ;

A1 = 6Hy@
2
y + 2H@y + k2e ;

A2 = 3 (G+ 4H
2) @2y + 6Hyk

2
e + 2 (G+ 4H

2) y@y +4�;

A3 = 4H (3G+ 2H
2) y3@2y + 3 (G+ 4H

2) y2k2e + 4H (3G+ 2H
2) y2@y � 2y [r�Hr�]

+2y [div� (�r�) +H4�] ;
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où les opérateurs A` sont indépendants de ": Dans les nouvelles coordonnées

(semi-dilatées), le problème de transmission (3:27) devient8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

�u"i + k2i u
"
i = fi dans 
i;

1

"2

hP`=7
`=0 �

`A`U
"
e

i
= J3�yFe dans 


"
e ;

@su
"
i =

1

�
@yU

"
e + g sur �;

u"i = U "e sur � ;

U "e = 0 sur �"e Dirichlet,

@"yU
"
e = 0 sur �

"
e Neumann.

(3.28)

L�identi�cation formelle, après injection des expressions (3:8) et (3:9) dans (3:28),

nous permet de déterminer de manière récurrente les di¤érents termes du déve-

loppement asymptotique, couplés par leurs conditions sur � :8>><>>:
X

`+p=n
p2[0;7]\N

ApU
`
e = F n�2e (x�)y

n�2 ` � 0; n � 0 pour 0 < y < 1;

@yU
n
e = @nu

n�1
i � �n1g pour y = 0;

Une = 0 ou @yU
n
e = 0 pour y = 1

(3.29)

(
�uni + k2i u

n
i = �n0 fi dans 
i;

uni = Une sur �:
(3.30)

3.4.2 Calcul des premiers termes : cas Dirichlet

Termes de rang 0 pour n = 08><>:
@2yU

0
e = 0 pour 0 < y < 1;

@yU
0
e = 0 pour y = 0;

U0e = 0 pour y = 1:

Il est facile de véri�er que u0i résout le problème suivant :(
�u0i + k2i u

0
i = fi dans 
i

u0i = 0 sur �

Termes de rang 1 pour n = 18><>:
@2yU

1
e = 0 pour 0 < y < 1;

@yU
1
e = @nu

0
i � g pour y = 0;

U1e = 0 pour y = 1:
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On obtient

U1e (x�; y) =
�
@nu

0
i � g

�
(y � 1) :

Donc u1i résout le problème suivant(
�u1i + k2i u

1
i = 0 dans 
i;

u1i = �@nu0i + g sur�:

Termes de rang 2 pour n = 28><>:
@2yU

2
e +

�
6Hy@2y + 2H@y + k2e

�
(@nu

0
i � g) (y � 1)� F 0e (x�) = 0 pour 0 < y < 1;

@yU
2
e = @nu

1
i pour y = 0;

U2e = 0 pour y = 1:

Nous supposons que fe = g = 0 , alors

U2e (x�; y)� (y � 1) @nu1i +H@nu
0
i

�
y2 � 1

�
+
1

6
k2e@nu

0
i

�
y3 � 6y + 5

�
= 0:

Donc u2i résout le problème suivant8<: �u2i + k2i u
2
i = 0 dans 
i;

u2i + @nu
1
i =

1

6
(6H � 5k2e) @nu0i sur �:

3.4.3 Calcul des premiers termes : cas Neumann

Termes de rang 0 pour n = 08><>:
@2yU

0
e = 0 pour 0 < y < 1;

@yU
0
e = 0 pour y = 0;

@yU
0
e = 0 sur y = 1:

U0e (x�; y) résout un problème unidimensionnel homogène de Neumann. U
0
e (x�; y)

est une fonction indépendante de y, notée �0 (x�) : A l�aide des termes de rang

1 on obtient

@nu
0
i � g = K2

e�0:

D�où u0i est solution du problème suivant :(
�u0i +K2

i u
0
i = fi dans 
i;

�k2eu0i + @nu
0
i = g sur �:
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Termes de rang 1 Pour n = 1; on a8><>:
@2yU

1
e + k2eu

0
i = 0 pour 0 < y < 1;

@yU
1
e = @nu

0
i � g pour y = 0;

@yU
1
e = 0 pour y = 1:

Par conséquent

U1e (x�; y) = �
1

2
k2eu

0
i

�
y2 � 2y

�
+ U1e (x�; 0) :

Pour que la fonction �1 (x�) = U1e (x�; 0) soit bien determinée, on aura besoin

du terme de rang2

@2yU
2
e �6Hyk2e�0�2Hk2eu0i (y � 1)�

1

2
k4eu

0
i

�
y2 � 2y

�
+k2e �1+6Hyk

2
eu
0
i+4�u

0
i = F 0e (x�):

En intégrant sur [0 ; 1] on obtient

�@nu1i � 3Hk2eu0i +Hk2eu
0
i +

k4e
3
u0i + k2e �1 + 3Hk

2
eu
0
i +4�u

0
i = F 0e (x�):

Ce qui montre que u1i est solution du problème suivant :8<: �u1i +K2
i u

1
i = 0 dans 
i;

�k2eu1i + @nu
1
i =

1

3
(3Hk2e + k4e)u

0
i +4�u

0
i � F 0e (x�) sur �:

Termes de rang 2 On supose que fe = g = 08>><>>:
@2yU

2
e � 2Hk2e�0 (y � 1)�

1

2
k4e�0 (y

2 � 2y) + k2e�1 + 6Hyk
2
e�0 +4��0 = 0 pour 0 < y < 1;

@yU
2
e = @nu

1
i pour y = 0;

@yU
2
e = 0 pour y = 1:

Par conséquent

U2e (x�; y) = �
1

3
Hk2e�0 (�y3 + 3y2 � 3y)�

1

24
k4e�0 (�y4 + 4y3 � 8y)

+
1

2
(2y � y2) k2e�1 +

1

2
(2y � y2)4��0 � (3y � y3)Hk2e�0 + �2:

Pour déterminer la fonction �2 (x�) = U2e (x�; 0) , il faut calculer le terme de

rang 3

@2yU
3
e + 6Hy@

2
yU

2
e + 2H@yU

2
e + k2eU

2
e + 3 (G+ 4H

2) @2yU
1
e + 6Hyk

2
eU

1
e + 2 (G+ 4H

2) y@yU
1
e

+4�U
1
e + 3 (G+ 4H

2) y2k2e�0 � 2y [r�Hr�] �0 + 2y [div� (�r�) +H4�] �0 = 0:
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Une intégration sur [0; 1] de cette équation donne

�@nu2i +4��1 � 2H4��0 +
1

3
4��0k

2
e +

2

15
�0k

4
e +

1

3
�1k

4
e � 20H2�0k

2
e �

5

3
G�0k

2
e

+H�1k
2
e +

23

12
H�0k

4
e �r�Hr�0 + div� (�r�) �0 = 0:

D�où u2i est solution du problème suivant :8>><>>:
�u2i +K2

i u
2
i = 0 dans 
i;

�k2eu2i + @nu
2
i =

1

3
(k4e + 3Hk

2
e)u

1
i �

1

15
(2k6e + 140H

2k2e + 25Gk
2
e + 10Hk

4
e)u

0
i

+4�u
1
i � [r�Hr�]u

0
i + div� (�r�)u

0
i �H4�u

0
i sur �:

3.4.4 Conditions équivalentes : cas Dirichlet

Condition d�ordre 0(
�v�[0] +K2

i v
�
[0] = fi dans 
i;

v�[0] = 0 sur �:

Condition d�ordre 1 (
�v"[1]: + k2i v

"
[1]: = fi dans 
i;

v"[1]: + "@nv
"
[1]: = �g sur �:

Condition d�ordre 28<: �v"[2]: + k2i v
"
[2]: = fi dans 
i;

v"[2]: + "@nv
"
[2]: �

1

6
(6H � 5k2e) "2@nv"[2]: = 0 sur �:

3.4.5 Conditions équivalentes : cas Neumann

Condition d�ordre 0(
�v"[0] +Kv"[0] = fi dans 
i;

�k2ev"[0] + @nv
"
[0] = g sur �:

Condition d�ordre 1(
�v"[1]: +K2

i v
"
[1]: = fi dans 
i;

�k2ev"[1]: + @nv
"
[1]: =

"

3
(3Hk2e + k4e) v

"
[1]: + "4�v

"
[1]: � "F 0e (x�) + g sur �:
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Condition d�ordre 28>>><>>>:
�v"[2]: +K2

i v
"
[2]: = fi dans 
i;

�k2ev"[2]: + @nv
"
[2]: =

"

3
(3Hk2e + k4e) v

"
[2]: + "4�v

"
[2]: + "2 div� (�r�) v

"
[2]:

� 1
15
(2k6e + 140H

2k2e + 25Gk
2
e + 10Hk

4
e) "

2v"[2]: � "2H4�v
"
[2]: � "2 [r�Hr�] v

"
[2]: sur �:

Remarque : Les estimations du théorème 3.2 s�appliquent encore dans cette
situation. Une analyse similaire à celle e¤ectuée précédemment permet d�obtenir

les estimations optimales suivantes dans les deux cas Dirichlet et Neumann


u"i � v"[0]





1;
i

� C";


u"i � v"[1]:





1;
i

� C "2;


u"i � v"[2]:





1;
i

� C "3:
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Chapitre 4

Couche mince de perméabilité
variable

Introduction

Dans ce chapitre, Nous étudions la di¤raction d�une onde électromagnétique

par un obstacle revêtu d�une �ne couche de perméabilité variable. Ainsi nous

étudions une famille d�équations de la forme suivante :

�u+ k2pu = F;

où p est une fonction positive variable dans la couche mince.

Le chapitre est organisé de la façon suivante : dans la section 4.1, on introduit

le problème de transmission et on donne un résultat d�existence et d�unicité de la

solution. Puis, on dé�nit l�opérateur de Steklov-Poincaré qui permet de ramener

le problème à un problème posé sur un domaine borné. On e¤ectue ensuite

un changement d�échelle qui permet d�écrire la formulation variationnelle du

problème dans un domaine �xe.

Les di¢ cultés rencontrées dans notre analyse sont d�une part la stabilité de

la solution par rapport à l�épaisseur de la couche, due au fait que le problème

est un problème de perturbation singulière, et d�autre part les variations rapides

de la perméabilité magnétique de la couche mince dans la direction tangentielle.

A�n de surmonter les di¢ cultées, on donne dans la section 4.3 un résultat de

stabilité de la solution dans des espaces convenables. Dans la section 4.4, on

expose une méthode qui consiste à faire un développement asymptotique à par-

tir de la formulation variationnelle, puis on détermine les premiers termes du

72
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développement asymptotique. En�n, on montre comment l�étude des premiers

termes du développement asymptotique permet d�obtenir des condition aux li-

mites approchées pour le problème. De plus, on donne des estimation d�erreur,

ce qui nous permet de justi�er l�écriture formelle de ces conditions approchées.

4.1 Présentation du problème extérieur

Soit 
1 un ouvert de R3 de complémentaire compact et de frontière � de
classe C1: Pour " > 0 assez petit, on note 
i = R3=
1 et on désigne par


"e = fx 2 
i; d(x;�) < "g ; la couche mince uniforme d�épaisseur ". Voir Figure
4.1

Fig. 4.1 �La géométrie du domaine

On considère la fonction v0 qui représente l�onde incidente dé�nie sur un

voisinage V de � et qui satisfait

�v0 + k2i v0 = 0 dans D
0 (V ) :

Le problème ci-dessus s�énnonce alors de façon équivalente8>>>><>>>>:
�v"i + k2i v

"
i = 0 dans 
1;

�v"e + k2eq(�1; �2;
s

"
) v"e = (k

2
i � k2eq) v0 dans 


"
e ;

[�@nv
"] = � [�@nv0] sur �;
[v"] = 0 sur � :

(4.1)

Où @n désigne la dérivée normale selon ~n; [v"] = v"i j�� v"ej� est le saut de la trace
d�une fonction défnie sur 
1[ 
"e à travers la frontière �: ki est une constante
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strictement positive et q est une fonction bornée de la variable (�1; �2;
s

"
) à va-

leur dans R+, où (�1; �2) sont les coordonnées dans la base contravariante (ou
duale) (��)�=1:2 dé�nies par (1:2) : Nous désignons dans l�équation (4:1) par �

la fonction constante par morceaux dé�nie par :

� =

(
� = � > 0 
"e;

1 dans 
1:

Nous imposerons une condition de Neumann (E-polarisation) non homogène

@nv
"
e = �@nv0e sur �"e;

ou de Dirichlet (H-polarisation) non homogène

v"e = �v0e sur �"e:

Pour que le problème (4:1) soit bien posé, il faut fermer le système par une

condition de radiation de Sommerfeld à 1�in�ni :

lim
jxj!1

jxj
�
rv"i

x

jxj � ikiv
"
i

�
= 0 (C:R:):

Physiquement traduisant le fait que l�onde réléchie u"i �uin se propage de � vers
l�extérieur de 
"e.

On pose � 2 D (R3) tel que � � 1 dans # viosinage de � et de supp� �

";1 = 
1 [ 
"e . Avec le changement de variable v = u � �v0; le problème

précédent s�écrit comme suit :8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>:

u" 2 H1
loc

�

";1

�
�u"i + k2i u

"
i = �h dans 
1

�u"e + k2eq(�1; �2;
s

"
) u"e = 0 dans 


"
e

[�@nu
"] = 0 sur �

u"i = u"e sur �

lim
jxj!1

jxj
�
ru"i :

x

jxj � ikiu
"
i

�
= 0 (C.R.)

(4.2)

Avec la condition de Neumann homogène

@nu
"
e = 0 sur �

"
e;

ou la condition de Dirichlet homogène

u"e = 0 sur �
"
e;
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où h = �2r� rv0��� v0 est une fonction source à support compact inclu dans

1 et h 2 D (
1) : Le comportement de u" = (u"i ; u

"
e) à l�in�ni est décrit par

la condition de radiation de Sommerfeld. Aussi, on associe au problème (4:2)

l�espace de Fréchet

H1
loc

�

";1

�
=
�
u 2 D0 (
";1) ; 'u 2 H1

�

";1

�
;8' 2 D

�
R3
�	
:

Théorème 4.1 Dans les deux cas condition aux limites de Neumann ou Diri-
chlet sur �"e; le problème (4:2) admet une unique solution. De plus, si fi 2
Hs (
1) alors on a

u 2 Hs+2 (
1) \H2+s
loc

�

1
�
8s � 0:

Démonstration. La preuve est basée sur le lemme de Rellich (cf.[5]).

4.2 Le problème dans un domaine tronqué

L�opérateur de Steklov-Poincaré : Dans cette section, nous reformulons
le problème (4:2) d�une manière équivalente comme suit : nous introduisons une

frontière arti�cielle � de classe C1 renfermant l�obstacle ainsi que le support de

h: � divise 
1 en un domaine borné 
 et un domaine exterieur 
01 = 
1n
 ,
voir Figur (4.2).

Fig. 4.2 �Le domaine tronqué

Si nous désignons par ~n� la normale sur � dirigée vers l�extérieur de 
01;

alors à l�aide d�un opérateur dit de Steklov-Poincaré (Dirichlet-to-Neumann),

nous pouvons ramener le problème (4:1) à un problème posé sur un domaine
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borné 
" = 
";1n
01: C�est avec cet opérateur que nous considérons une certaine
condition aux limites qui remplace la condition de radiation à l�in�ni posée dans

H
1
2 (�) et s�écrira sous la forme suivante :

Sku
" +

@u"

@~n�
= 0 :

L�opérateur Steklov-Poincaré1 Sk est dé�ni pour tout ki 2 R+ de H
1
2 (�) dans

H� 1
2 (�) comme suit : soit  2 H

1
2 (�), w solution de :8>>>>><>>>>>:

w 2 H1
loc

�

01
�
;

�w + k2iw = fi dans D0 (
01) ;

w =  dans H
1
2 (�) ;

lim
jxj!1

jxj
�
rw: xjxj � ikiw

�
= 0:

(4.3)

Alors Sk est obtenu en posant Sk = @n�w . Le signe de < Sk ;  > où

< :; : > est le crochet de dualité entre H
1
2 (�) et H� 1

2 (�) ; doit être controlé

avant d�établir le résultat de stabilité.

Pour clore cette section, nous allons décrire un résultat qui va être employé

dans la preuve du théorème de stabilité. Nous considerons aussi l�opérateur de

Steklov-Poincaré S = @n�w pour le problème coercive suivant :8><>:
w 2 H1

�

01
�
;

��w + w = fi dans D0 (
01) ;

w =  dans H
1
2 (�) :

Des résultas de régularité classiques de la solution du problème de Dirichlet et la

théorie des operateurs pseudodi¤erential donnent les deux propriétés suivantes

pour l�operateur Steklov-Poincaré

9c > 0
�
S ;  

�
� c k k 1

2
;� 8 2 H

1
2 (�) ;

Rk = Sk � S 2 L
�
H

1
2 (�) ; H

3
2 (�)

�
:

(4.4)

1L�opérateur de Steklov-Poincaré ( Dirichlet-to-Neumann ) Sk est continu de H
1
2 (�) !

H� 1
2 (�) et en dimension 2 si 
 = D (0; �) =

�
x 2 R2 kxk2 � �

	
alors Sk admet l�expression

analyique suivant :

Sku
" = �

X
n2Z

unki
H
(1)0

n (ki�)

H
(1)
n (ki�)

ein� ; un =
1

2�

Z
[2:2�]

u (�; �) e�in�d�

Dans cette expression H(1)
n désigne la fonction de Hankel d�ordre n et de première espèce
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Rk est un opérateur compacte de H
1
2 (�) dans H� 1

2 (�) et k k 1
2
;� designe la

norme de  dans H
1
2 (�) :

4.2.1 La formulation variationnelle du problème

On peut écrire notre problème sous forme variationnelle. On montre que la

solution u" véri�eZ

1

�
ru"rwdx� k2i u

"w
�
d
1 +

Z

"e

�
�
ru"rwdx� k2equ

"w
�
d
"e =

Z

1

hwd
1;

où w est une fonction test appartenant à un à un sous-espace X" de H1 (
") ;

arbitrairement prolongée à une fonction de H1 (
";1) avec un support borné et

véri�e la condition aux limites de Neumann ou de Dirichlet sur �"e: A l�aide de

l�opérateur Steklov-Poincaré et la formule de Green on obtient le problème :

Trouver v 2 X"; w 2 X" a" (u
"; w) =

Z



hwdx; (4.5)

où

a" (u
"; w) =

Z

"e

�
�
ru"rwdx� k2eq u

"w
�
dx+

Z



�
ru"rwdx� k2i u

"w
�
dx+hSku"; wi

4.2.2 La formulation variationnelle dans un domain �xe

Changement d�échelle : La dérivation des conditions aux limites appro-
chées repose d�abord sur un changement d�échelle à l�intérieur de la couche mince

qui permet d�enlever la dépendance de la géométrie du problème vis à vis du pe-

tit paramètre ". On introduit donc une paramétrisation en coordonnées locales

et en dilate 
"e d�un facteur "
�1.(

+ = �� [0:1]! 
"e;

(x�; t)! x = x� + �tn (x�) :

Ce changement d�échelle va porter le petit paramètre sur les opérateurs et non

plus sur le domaine, ce qui permet d�obtenir des résultats de convergence dans

des domaines indépendants de ": Nous dé�nissons pour chaque fonction w dé�nie

dans 
"e une fonction associe ew dé�nie dans 
+par :
ew (x�; t) = w (x) :



4. Couche mince de perméabilité variable 78

On considère une parmétrisation locale sur � : (U: ) ; U étant un ouvert de R2(
 : U ! �

(�1; �2)! x� =  (�1; �2);

�� = @�� est la base contravariante (ou duale) du plan tangent, on suppose que

(U: ) est compatible avec l�orientation dans le sens :

n =
� 1 � � 2
j� 1 � � 2j

:

Où� est le produit cartésien dans R3. Alors, en exprimant les expressions ew dans
les coordonnées locales (�1; �2; t), on a :

@ ew
@��

=
@w

@xi
@xi

@��
= rw @x

@��
;

@ ew
@t
=
@w

@xi
@xi

@t
= rw@x

@t
:

L�expression de x en coordonnées (�1; �2; t) est donnée par la relation :

x =  (�1; �2) + �tn ( (�1; �2)) :

Et en di¤érenciant n par rapport à (�1; �2) ; on obtient

@��n = C ��;

C étant un opérateur linéaire symétrique du plan tangent Tx� qui caractérise la

courbure au point x� =  (�1; �2) sur �; on a alors :

@ ew
@��

= rw: (I + �tC) ��;

@ ew
@t
=
@w

@xi
@xi

@t
= "rw:n:

Dans la suite, I designera l�identité du plan tangent. Comme le vecteur (I + �tC) ��

est dans le plan de tangent Tx� et (I + �tC) est un opérateur symétrique de Tx� ;

nous pouvons d�une manière équivalente écrire les expressions ci dessus en utili-

sant la projection �x� de R3 sur Tx� :

@ ew
@��

= (I + �tC)�x�rw:��:

D�où

�x�rw = (I + �tC)�1r� ew: (4.6)
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De même, nous pouvons également exprimer l�élément de volume :

d
"e =
@x

@�1
� @x

@�2

@x

@t
d�1d�2dt;

d
"e = (I + �tC) � 1 � (I + �tC) � 2
@x

@t
d�1d�2dt:

Les propriétés usuelles du déterminant donnent

@x

@�1
� @x

@�2
= det (I + �tC) � 1 � � 2:

Comme l�élément de surface d� = j� 1 � � 2j d�1d�2; nous avons

d
"e = " det (I + �tC) d�dt:

En�n, les intégrales du problème (4:5) se transforment aussi comme suitZ

"e

w"ed

"
e = "

Z Z
��[0;1]

ew det (I + �tC) dtd�:

Z

"e

ru"erw d
"e = "

Z Z
��[0;1]

�
(I + �tC)�2 r� ew r�eu+ 1

"2
@t ew @teu� det (I + �tC) dtd�:

Maintenant, il nous faut considérer les images associées, par le changement

d�échelle de la solution u" de problème (4:5) et de la fonction test w: Plus préci-

sément :

u"e = euj"
"e ; w+ = ew:
A�n de préciser la formulation variationnelle du problème (4:5) dans un

domain �xe, on dé�nit les espaces variationnels suivants selon le choix de la

condition aux bord sur �"e

X = XN =
�
w =

�
w+; w�

�
2 H1

�

+
�
�H1 (
) j w+ (:; 0) = w� sur �

	
;

X = XD =
�
w 2 XN j w+ (:; 1) = 0

	
:

Dans la suite, on note par

u" = (u"e; u
"
i ) où u

"
i = u"j
et u

"
e = u"j
"e

;

la solution du problème variationnel suivant :(
u" 2 X w" 2 X
�a+ ("; u"e; w

+) + �b+ ("; u"e; w
+) + a�k (u

"
i ; w

�) = L (":w+; w�)
(4.7)
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avec

a+ ("; u"e; w
+) =

Z Z
��[0;1]

�

�
(I + �tC)�2 r�u

"
e r�w

+ +
1

"2
@tu

"
e @tw

+

�
det (I + �tC) d
+;

b+ ("; u"e; w
+) = �

Z Z
��[0;1]

�k2eq (x�; t) u
"
e w

+ det (I + �tC) d
+;

a�k (u
"
i ; w

�) =

Z



[ru"irw� � k2i u
"
iw

�] d
+ < Sku;w >;

L (":w+" ; w
�) =

Z



hw�" d
:

4.3 Stabilité par rapport à l�épaisseur

En général lors d�une analyse asymptotique, les auteurs considèrent un pro-

blème coercive tel que la norme de l�inverse de la forme bilinéaire associé au

problème considéré, est majorée par la constante de coercivité, qui est indépen-

dante de ": Dans un contexte plus général, certains auteurs invoquent également

le principe du maximum pour démontrer un résultat de stabilité en norme kkL1
lorsque cela est possible. Ici le problème (4:7) n�est pas coercive et ne suit pas

le principe du maximum donc on ne peut pas avoir la stabilité d�une manière

directe, autrement dit la formulation variationnelle n�est pas su¢ sante par elle-

même pour assurer la stabilité en ce qui concerne l�épaisseur de la couche sur la

quelle l�analyse asymptotique est basée. Remarquons que (4:7) est un problème

de perturbation singulière. En e¤et, il est possible que le coe¢ cient de "a+ ("; :; :)

et la dérivée tangentielle r�v
" de la solution v" dans la formulation (4:7), soient

non bornés quand " ! 0. Dans une telle situation, le signe du premier membre

du problème (4:7) pour v" = w" ne peut pas être contrôlé car il peut produire

une solution dépendante singulièrement du " dans 
. À l�aide de la régularité

jusqu�aux frontières du problème obtenu en négligant complètement l�e¤et de

la couche mince et la régularité du la frontière �; le second membre qui appa-

raît dans l�analyse asymptotique du problème (4:7) se comporte d�une manière

à compenser le comportement singulier du premier membre.
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4.3.1 Altrentive de Fredholm pour un domaine �xe

Selon le choix des conditions aux bords sur �"e; on dé�nit les espaces varia-

tionnels suivants :

Y = YN =
�
w" =

�
w+; w�

�
2 H1

�
0:1;L2 (�)

�
�H1 (
)

��w+ (:; 0) = v�sur �
	
;

Y = YD =
�
w" 2 YN w+ (:; 1) = 0

	
:

Y est muni de la norme canonique suivante :

kwk2Y = "


w+

2

0;
+
+
1

"



@tw+

20;
+ + 

w�

21;

Rappelons encore que pour t �xé, la fonction trace t ! w (:; t) est continue de

(0:1) à valeurs dans L2 (�). Nous allons montrer que, pour une premie membre

approprié, la solution u" du problème (4:7) sera bornée dans l�espace Y au sens

de la norme a¤aiblie kwkY :Pour la prouver nous aurons besoin de dé�nir les
deux formes bilinéaires continues dans H1 (
) suivantes :

a� (u"; w") =

Z



ru"rw"dx+hSu"; w"i ; b�k (u"; w") = �
Z



k2iru"rw"dx+hRku"; w"i :

A partir de la relation (4:4) et la continuité de la trace, on peut en déduire

directement l�estimation

9c > 0 : a� (u"; u") � cku"k21 8u" 2 H1 (
) ; (4.8)

donc d�après le lemme de Lax-Milgram, nous pouvons dé�nir un opérateur T"
de Y dans X tel que pour tout u" dans Y , T"u" = p" 2 X est une solution du

problème variationnel suivant :(
p" 2 X ; 8w" 2 X;
�a+ ("; p+" ; w

+) + a� (p�" ; w
�) = �b+ ("; u"e; w

+) + b�k (u
"
i ; w

�) :
(4.9)

Ainsi, d�après, le théorème de compacité locale de Rellich de H1 dans L2 et la

compacité de l�operateur Rk , on en déduit que T" est un opérateur compact deY

dans X pour tout " > 0 �xe et par conséquent de Y dans Y:

Proposition 4.2 Il existe une constante M > 0 telle que pour tous v" 2 Y et

pour tout " > 0; on a 8>><>>:
kr�p

+
" k0;
+ �

1p
"
Mku"kY ;

k@tp+" k0;
+ �
p
"Mku"kY ;

kp�" k1:
 �Mku"kY :

(4.10)
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Démonstration. Il existe deux constantes positives "0 et M telles que

M�1 � k [A"]�1 kL1(
+) + kA"kL1(
+) �M 8"; 0 < " � "0:

Dans ce qui suit, M indiquera plusieurs constantes positives indépendantes de

": L�estimation (4:8) implique

"kr�p
+
" k20;
+ +

1

"
k@tp+" k20;
+ + kp�" k21:
 �Mku"kY

�
"kp+" k0;
+ + kp�" k1:


�
Sachant que le problème est posé seulement dans un voisinage de " = 0; la suite

de la preuve s�obtient en utilisant l�estimation suivante :

w+


0;
+

�M
�
"k@tw+" k0;
+ + kw�k1;


�
:

La constante M est indépendente de w dans Y: La dernière estimation est une

conséquence de la formule

w+ (x�; t) = w� (x�) +

Z
[0;t]

@tw
+ (x�; s) ds; x� 2 �:

4.3.2 Passage a la limite dans l�alternative de Fredholm.

Les estimations (4:10) établies dans la proposition 4.2 entraîne l�existence

d�une constante C indépendante du choix de u" 2 Y telle que

kp"kY � C ku"kY 8" > 0 (4.11)

Cette estimation assure l�existence d�une sous-suite noteé encore (p")">0 ; qui

cvonverge faiblement dans Y vers une limite p0 =
�
p+0 ; p

�
0

�
: La proposition

suivante caractérise p�0 :

Proposition 4.3 Selon le choix des conditions aux bords imposée sur �"e; Le
problème limite lorsque "! 0 fait apparaitre les espaces suivants :

W (
) = H1 (
) ou W (
) = H1
0:� (
) =

�
u" 2 H1 (
) ju" = 0 sur �

	
:

Le p�0 est la solution unique du problème variationnel suivant(
p�0 2 W (
) 8w� 2 W (
) ;

a�
�
p�0 ; w

�� = b�k (v
0
i ; w

�) :
(4.12)

De plus p+0 est une fonction independante de t dans 

+: D�autre part

p0 =
�
p+0 ; p

�
0

�
2 X; où p+0 (:; t) = p�0 sur �; 8t 2 [0:1] :
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Démonstration. L�estimation (4:10) donne @tp+0 = 0: Grâce à la condition
de transmission contenue dans la dé�nition de l�espace Y; on obtient

p+0 (:; t) = p�0 sur � 8t 2 [0:1] :

Soit w� �xée et su¢ samment régulier dansW (
), la régularité de w� sur � per-

met de prolonger w� dans 
+: Ainsi on peut dé�nir une fonction w = (w+; w�)

2 X qui véri�e la propriété ci-dessus de p0: Pour la condition de Dirichlet, elle

se traduit simplement par w+ = 0 sur �. Quant à la condition de Neumann, on

utilise @tw+ = 0 , lim
"�!0

p
"r�w

+ = 0 et les estimations (4:10) pour déduire

lim
"�!0

�a+
�
"; p+" ; w

+
�
= 0:

En e¤ectuant un passage à la limite dans (4:9), on voit que le problème (4:12) est

satisfait pour tout fonction w�régulière. Comme toute fonction de W (
) peut

être approchée par une suite de fonctions régulières, on déduit que p�0 est une

solution du problème (4:12). La formulation forte du problème (4:12) s�écrit :8>>>><>>>>:
p�0 2 H1 (
) ;

4p�0 = k2i u
0
i dans D

0 (
) ;

p�0 = 0 dans H
1
2 (�) ou @np�0 = 0 dans H

� 1
2 (�) ;

@np
�
0 + Sp�0 = Rkv

0
i dans H

� 1
2 (�) :

Dans l�équation ci-dessus, n indique la normale à �: Notons que selon les théo-

rèmes de régularité classiques pour les équations elliptiques dans des domaines

réguliers avec la condition de Dirichlet ou de Neumann sur le bord, p�0 a la régu-

larité H3 au voisinage de �: Par conséquent p�0 étant en particulier dans H
1 (�),

donc p�0 est dans X:

Dé�nition 4.4 Pour toute suite (p")">0 qui converge vers p0 on peut dé�nir un
opérateur (

T0 Y ! X

T0w = p0

Tel que T0 soit borné de Y dans X

4.3.3 Résultat de stabilité

L�étude de la stabilité suggère une manipulation plus précise de la conver-

gence de p" vers p0. Noter qu�ici l�argument principal est la régularité de p�0 .
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Proposition 4.5 Il existe une constante C independent de " > 0 et de u" 2 Y
tel que

kp" � p0kY � C
p
" ku"kY : (4.13)

Démonstration. Nous commençons par la condition de frontière de Neu-
mann. Les dé�nitions (4:9) et (4:12) respectivement de p" et de p0, permettrent

d�écrire

�a+
�
"; p+" � p+0 ; w

+
�
+ a�

�
p�" � p�0 ; w

�� = �b+
�
"; u+" ; w

+
�
� �a+

�
"; p+0 ; w

+
�
:

En utilisant le fait que @tp+0 = 0 , on obtient��a+ �"; p+0 ; w+��� � C1kr�p
+
0 k0;
+ kr�w

+k0;
+ :

Le point clé est d�employer la dé�nition de p+0 et la régularité p
�
0 qui est une

conséquence de la régularité de �: Nous obtenons les estimations suivantes :

kr�p
+
0 k0;
+ � C2kp�0 k1:� ; kp�0 k1:� � C3kw�k0;
:

En notant �" = (p" � p0) on obtient

k�+" k
+ � C 0 �k@t�+" k0;
+ + k��" k
� ; (4.14)

Cette inégalité est une conséquence directe de la formule suivante :

�+" (x�; t) = ��" (x�) +

Z

+
@t�

+
" (x�; s) ds:

Comme

�a+
�
"; �+" ; �

+
"

�
+ a�

�
��" ; �

�
"

�
= �b+

�
"; v+" ; �

+
"

�
� �a+

�
"; p+0 ; �

+
"

�
:

De façon tout à fait identique à la preuve de la proposition 4.2, nous obtenons

aussi que

�a+
�
"; �+" ; �

+
"

�
+ a�

�
��" ; �

�
"

�
�M 0

�
"kr��

+
" k20;
+ +

1

"
k@t�+" k20;
+ + k��" k21:


�
:

Il est facile de démontrer par l�inégalité de Cauchy-Schwarz et par la continuité

des formes bilineairs a+ et b+et le fait que q soit borné que

�b+
�
"; v+" ; �

+
"

�
��a+

�
"; p+0 ; �

+
"

�
� "ku"kYM 0 � kr��

+
" k0;
+ + k@t�+" k0;
+ + k��" k


�
:
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Finalement nous obtenons

"kr��
+
" k20;
++

1

"
k@t�+" k20;
++k��" k21:
 � �Mku"kY

�
kr��

+
" k0;
+ + k@t�+" k0;
+ + k��" k


�
Ceci implique alors que

kp" � p0k2Y � �Mku"kY
�
kr��

+
" k0;
+ + k@t�+" k0;
+ + k��" k


�
�

p
�Mku"kY

�p
"kr��

+
" k0;
+ +

1p
"
k@t�+" k0;
+ + k��" k


�
�

p
�Cku"kY kp" � p0kY :

Par conséquent

kp" � p0kY � C
p
" ku"kY :

Nous allons maintenant considérer le cas de Dirichlet. La di¤erence du cas pré-

cédent est le faite que p�" n�est pas une fonction test valide pour le problème

(4:12) : En utilisant la formule de Green et la régularité de p�0 sur � on écrit

a�
�
p�0 ; w

�� = b�k
�
u�" ; w

��+ Z
�

@np
�
0 w

�d
 8w� 2 H1 (
) :

Il faut rappeler que

p+" (x�; t) = p�" (x�) +

Z
[0;t]

@tp
+
" (x�; s) ds:

Le fait que p+" (x�; 1) = 0 permet d�écrire

kp+" k0;
+ + kp�" k� � c k@tp+" k
+ :

Comme p�0 est régulier alors on a l�estimation suivante

k@np�0 k� � c ku�" k0:
:

Un raisonnement semblable au cas de la condition de Neumann, permet d�obtenir

le résultat suivant :

"kr�p
+
" k20;
+ +

1

"
k@tp+" k20;
+ + k��" k21:
 � C ku"kY k@tp+" k0;
+ ;

d�où

kp" � p0kY � C
p
" ku"kY :

Remarque : La proposition précédente permet de justi�er la propriété de
stabilité par rapport à " de la solution du problème (4:7).
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lemme 4.6 Il existe une constante 
 > 0 telle que

k (I + T")u
"kY � 
 ku"kY 8u" 2 Y;

pour pour " > 0

Démonstration. Par des techniques standard, on montre que T0 est un
opérateur compact de Y dans Y (et même de X dans X) . Dans l�intention

d�utiliser l�alternative de Fredholm, nous allons montrer que (I + T0) est injectif.

Soit w 2 Y qui satisfait

(I + T0)w = 0

Pour un tel w 2X; nous utilisons l�opérateur de Steklov-poincaré pour prolonger
w� à tout 
1: Alors, w� est une solution du problème suivant :8>>>>><>>>>>:

w� 2 H1
loc

�

1
�

�w� + k2iw
� = 0 dans D0 (
1)

w� = 0 ou @nw� = 0 sur �

lim
r!1

p
r

�
@w�

@r
� ikiw

�
�
= 0

(4.15)

En vertu de l�unicité de la solution du problème (4:15) ; w� = 0; le théorème 4.1

et par la dé�nition de T0w
+ = �w+, on obtient w = 0: Par ailleurs, il existe

une constante 
 > 0 telle que k (I + T0) v
"kY � 
 kv"kY . On montre alors qu�il

existe une constante 
 > 0 telle que

k (I + T")u
"kY � 
 ku"kY

Mettons en oeuvre la preuve du théorème principal pour la prochaine analyse

asymptotique du problème (4:7) :

Théorème 4.7 Soit fL"g une famille donnée de formes linéaires sur X satis-

faisant

jL"wj � � (")

�p
"kr�w

+k0;
+ +
1p
"
k@tw+k0;
+ + kw�k


�
Alors il existe un canstante C independant de " > 0 telle que la solution du

problème variationnel suivant(
u" 2 X 8w" 2 X
�a+ ("; u"e; w

+) + �b+ ("; u"e; w
+) + a�k (u

"
i ; w

�) = L" (w
")
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Satisfait

ku"kY � C � (") (4.16)

où � (") est une fonction du " non nécessairement bornée quand "! 0

Démonstration. On note u" = (I + T")w :Par conséquence de la dé�nition

elle-même de l�opérateur T"; u" est une solution du problème suivant :(
u" 2 X ; 8w" 2 X
�a+ ("; u"e; w

+) + a� (u"i ; w
�) = L" (w

")

Grace à l�estimation (4:8) et par dé�nition on a

a� (u"i ; u
"
i ) + �a+ ("; u"e; u

"
e) � �

�
"kr�u

"
ek20;
+ +

1

"
k@tu"ek20;
+ + ku"ik2


�
alors

"kr�u
"
ek20;
++

1

"
k@tu"ek20;
++ku"ik2
 � � (")

�p
"kr�u

"
ek0;
+ +

1p
"
k@tu"ek0;
+ + ku"ik


�
:

Ce qui donne directement l�éstimation (4:16). Le lemme 4.6 de stabilité termine

la preuve du théorème.

4.4 Développement asymptotique et identi�ca-

tion formelle

Contrairement au chapitre précédent où l�on a e¤ectué un développement

asymptotique à partir des équations et des conditions aux limites du problème,

nous allons ici exposer une méthode qui consiste à faire un développement asymp-

totique à partir de la formulation variationnelle. Ces deux méthodes sont bien

entendu équivalentes. Seulement, la dernière en question est bien plus rapide

quoique elle est moins explicite.

Notre objectif est de construire un développement asymptotique de la solution

du problème (4:1) à partir de la formulation variationnelle (4:7). Pour mettre en

oeuvre notre processus asymptotique, on développe d�abord A�2" = (I + �tC )�2 ;

par un résultat d�algèbre de Banach comme suit :

A�2" = I�2�tC+3 (�tC)2�4 (�tC)3+� � � � � �+m (��tC)m�1+(��tC)m
�
mA�1" + A�2"

�
:
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Rappelons que det (A") = 1 + 2�tH + "2t2G; où H =
1

2
trC est la courbure

moyenne de la surface � et G = detC est la Gaussiène de la surface �, les

formes bilineaires a+; b+ prennent les formes suivantes :

a+ ("; :; :) = "�2a+0;2 + "�1a+1;2 +
�
a+2;2 + a+0;1

�
+ �a+1;1 + � � � � � �

� � � � � �+ "m�1a+m�1;1 + "mr+m ("; :; :) ;

b+ ("; ; ) = b+0 + �b+1 + "2b+2 :

(4.17)

En identi�ant les termes de même puissance de "; on obtient respectivement les

expressions des b+k0 k
0 = 0:1:2 et les expressions de a+k;l :

b+0 (w; u) = �
Z

+
�k2eq w ud
+; b+1 (w; u) = �

Z

+
2�k2etHq w ud
+;

b+2 (w; u) = �
Z

+
�k2eGt

2q w ud
+;

a+0;2 (w; u) =

Z

+
�@tw@tud


+; a+1;2 =

Z

+
�2tH @tw @tud


+;�
a+2;2 + a+0;1

�
(w; u) =

Z

+
[�t2G @tw @tu+ �r�wr�u] d


+;

a+1;1 (w; u) =

Z

+
�2 [�C +HI] tr�wr�ud


+;

a+2;1 (w; u) =

Z

+
� [3C2 � 4HC +GI] t2r�wr�ud


+:

Par rerécurrence sur m on obtient

a+m�1;1 =

Z

+
�
�
(m� 2)GCm�3 � (m� 1) 2HCm�2 +mCm�1

�
(�t)m�1r�wr�ud


+;

et

r+m ("; :; :) =

Z

+
� (Bm:" + 2HBm�1:" +GBm�2:") t

md
+ tel que

Bm:" = (�C)m
�
mA�1" + A�2"

�
si m � 0 et Bm:" = A�2" sinon.

4.4.1 Une hiérarchie d�équations

L�epaisseur " de la couche mince 
"e est supposée aussi petite que l�on sou-

haite : cela nous permet de postuler l�existence d�un développement asymptotique

de la solution u" = (u"i ; u
"
e) du problème (4:2) de la forme suivante

u" = u"0 + "u"1 + "2u"2 + � � � � � � � � �+ "mu"m + "m+1um;" ;

u"i = u0i + "u1i + "2u2i + � � � � � � � � �+ "mumi + "m+1u";mi dans 
1;

u"e = u0e + "u1e + "2u2e + � � � � � � � � �+ "mume + "m+1u";me dans 
"e ,

(4.18)
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où um;"= (u
";m
i ;u";me ) est le reste d�ordre m+ 1 dans X et de plus

9 C > 0 tel que 8" > 0 kun;" kY � C:

La norme du reste est uniformément bornée dans Y:

Le problème (4:7) s�écrit :8>>>><>>>>:
u" 2 X w" 2 X;
"�1a+0;2 (u

+
" ; w

+) + a+1;2 (u
+
" ; w

+) + �a+0;2 (u
+
" ; w

+)

+
P`=m�1

`=0 "`+1a+`;1 (u
+
" ; w

+)

+" b+0 + "2b+1 + "3b+2 + a�k (u
�
" ; w

�) = L (":w+; w�) :

(4.19)

En insérant l�ansatz (4:18) dans (4:19) et en identi�ant les termes de même

puissance de " on obtient :

a+0;2
�
u0e; w

+
�
= 0; (4.20)

a�k
�
u0i ; w

��+ a+1;2
�
u0e; w

+
�
+ a+0;2

�
u1e; w

+
�
=

Z



hw�d
; (4.21)

a�k (u
1
i ; w

�) + a+1;2 (u
1
e; w

+) +
�
a+2;2 + a+0;1 + b+0

�
(u0e; w

+)

+a+0;2 (u
2
e; w

+) = 0;
(4.22)

a�k (u
2
i ; w

�) + a+1;2 (u
2
e; w

+) +
�
a+2;2 + a+0;1 + b+0

�
(u1e; w

+)

+
�
a+1;1 + b+1

�
(u0e; w

+) + a+0;2 (u
3
e; w

+) = 0;
(4.23)

a�k (u
3
i ; w

�) + a+1;2 (u
3
e; w

+) +
�
a+2;2 + a+0;1 + b+0

�
(u2e; w

+)

+
�
a+1;1 + b+1

�
(u1e; w

+) +
�
a+2;1 + b+2

�
(u0e; w

+) + a+0;2 (u
4
e; w

+) = 0;
(4.24)

a�k (u
m
i ; w

�) + a+1;2 (u
m
e ; w

+) +
�
a+2;2 + a+0;1 + b+0

�
(um�1e ; w+)

+
�
a+1;1 + b+1

�
(um�2e ; w+) +

�
a+2;1 + b+2

�
(um�3e ; w+)

+
P`=m

`=4 a
+
`�1;2 (u

m�1
e ; w+) + a+0;2 (u

m+1
e ; w+) = 0 ` � 4:

(4.25)

La régularité du secand membre du problème (4:7) et les équations au-dessus

permettent du determiner les termes à tout ordre. Ci-après, nous donnons des

calculs explicites pour seulement les quatres premières termes. Nous traitons les

deux cas de conditions aux limite séparément
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4.4.2 Détermination des premiers termes : cas de la condi-
tion de Neumann

Détermination de u0i L�équation (4:20) donneZ

+
�@tw@tu

0
e (x�; t) d�dt = 0 8w 2 XN :

Par conséquent

@tu
0
i (x�; t) = 0;

d�où

u0e (x�; t) = u0e (x�) ; x� 2 �: (4.26)

Dans (4:21) nous choisissons w dans XN ;tel que w� = 0 ; on obtientZ

+
�@tw@tu

1
ed�dt = 0;

une intégration par partie en t donne

@tu
1
e = 0: (4.27)

Par conséquent, (4:21) est réduit àZ



�
ru0irw�dx� k2i u

0
iw

�� d
+ < Sku
0
i ; w

� >=

Z



hw�d
 8w� 2 H1 (
)

À l�aide de la formule de Green et l�opérateur de Steklov-Poincaré, on déduit

que u0i véri�e le problème suivant :8>>>>><>>>>>:

u0i 2 H1
loc

�

1
�
;

�u0i + k2i u
0
i = �h dans D0 (
1) ;

@nu
0
i = 0 sur �;

lim
jxj!1

jxj
�
ru0i

x

jxj � ikiu
0
i

�
= 0:

(4.28)

Ainsi, d�aprés la régularité d�une solution d�un problème homogène de Neumann

ou de Dirichlet, en déduit que la trace de u0i sur � est dans H
s+ 3

2 (�) si h appar-

tient à Hs
�


�
pour s � 0 . Donc pour h dans L2 (
), (4:26) prouve que u0 est

un élément bien dé�ni dans X:

Maintenant, pour déterminer les termes d�ordres supérieurs dans le dévelop-

pement asymptotique, nous utilisons le lemme suivant :cas de la condition de

Neumann
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lemme 4.8 Soit ` 2 L2 (
+) et  une fonction vectorielle dans L2 (
+;C3) ; tels
que l�application partielle t!  (:t) dé�nie dans [0:1] soit à valeurs dans l�espace

des champs de vecteurs tangents à � et que div�  2 L2 (
+) : Alors, la solution
' de l�équation variationnelle

L
�
v+
�
=

Z

+
'@yv

+d�dt+

Z

+

�
 :r�v

+ + `v+
�
d
+ = 0; (4.29)

pour tout v+ 2 H1
0:� (


+) tel que H1
0:� (


+) = fv 2 H1 (
+)j v (:; 0) = 0g est
explicitement déterminée par

' (x�; t) =

Z
[t:1]

(div�  � `) (x�; �) d�; (4.30)

où div� est la divergence surfacique du champs de vecteur  (:t) tangent à �. De

plus si v+ (:; 0) 6= 0 nous avons

L (v+) = �
Z
�

' (x�; 0) v
+ (x�; 0) d�

=

Z
�

0B@ Z
(0:1)

(div�  � `) (x�; �) dt

1CA v+ (x�; 0) d�:
(4.31)

Détermination de u1i Nous choisissons de nouveau w 2 XN dans (4:22)

tel que w� = 0

a+1;2
�
u1e; w

+
�
+
�
a+2;2 + a+0;1 + b+0

� �
u0e; w

+
�
+ a+0;2

�
u2e; w

+
�
= 0 8w+ 2 H1

0:�

�

+
�
:

Comme h 2 H
1
2 (�) ; u0i 2 H2 (�) ;4�u

0
i = div� (ru0i ) 2 L2 (�) : En utilisant le

lemme 4.8 pour ' = �@tu
2
e;  = �r�u

0
i ; ` = ��k2eq u0e = ��k2equ0i ; il vient que

@tu
2
e = (1� t)4�u

0
i (x�) + u0i (x�) k

2
e

R
[t:1]
q (x�; �) d�:

En utilisant la formule (4:31) on obtient

a�k
�
u1i ; w

���R
�

h
�4�u

0
i (x�) + �u0i (x�) k

2
e

R
[0:1]

q (x�; �) d�
i
w�d� = 0 8w� 2 H1 (
) :

On note bq (x�) = R[0:1]q (x�; t) dt:
Par conséquent

a�k
�
u1i ; w

��� R
�

�
�4�u

0
i (x�) + �u0i (x�) k

2
e bq (x�)�w�d� = 0 8w� 2 H1 (
) :
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L�utilisation de la formule de Green et l�opérateur de Steklov-Poincaré entraînent

d�une manière équivalente que u1i est une solution du problème suivant :8>>>>><>>>>>:

u1i 2 H1
loc

�

1
�
;

�u1i + k2i u
1
i = 0 dans D

0 (
1) ;

@nu
1
i � � (4� + k2ebq)u0i = 0 sur �;

lim
jxj!1

jxj
�
ru1i :

x

jxj � ikiu
1
i

�
= 0:

(4.32)

Puisque @nu1i 2 L2 (�) ; la régularité de la solution du problème de Neumann

entraine u1i 2 H1 (�). En utilisant (4:27) ; nous pouvons dé�nir u" dans XN par

u1e (x�; t) = u1i (x�) dans 

+:

Détermination de u2i
La détermination de u2i se fait de façon tout à fait identique à u

1
i . La formule

(4:30) et l�utilisation de (4:23) avec w� = 0 donne

a+1;2
�
u2e; w

+
�
+
�
a+2;2 + a+0;1 + b+0

� �
u1e; w

+
�
+
�
a+1;1 + b+1

� �
u0e; w

+
�
+a+0;2

�
u3e; w

+
�
= 0:

On pose dans la suite

eq1 (x�; t) = R[t:1]q (x�; �) d�;
alors

@tu
2
e = (1� t) 4�u

0
i + u0i (x�) k

2
e eq1 (x�; t) :

En substituant u1e , u
2
e et u

3
e dans les formes bilineaires puis en intégrant par

parties en t; on obtientZ

+
[�2t (�C +HI)r�u

0
i + �r�u

1
i + 2 (1� 2t)�Hr�u

0
i ]r�w

+d�dt

+

Z

+
�@tw

+@tu
3
ed�dt+

Z

+
[�u0i�2Hk2e eq1 � �k2eq u

1
i ]w

+d�dt = 0:

Comme h 2 H
3
2 (�) ; u1i 2 H2 (�) ; nous allons maintenant considérer dans la

formule (4:29)

' = �@tu
3
e ; ` = �u0e�2Hk2e eq1 � �k2eq u

1
e

 = [�2t (�C +HI)r�u
0
e + �r�u

1
e + (1� 2t)�2Hr�u

0
i ]

On note aussi eq2 (x�; t) = R[t:1]eq1 (x�; �) d�:
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Alors, on obtient

@tu
3
e (x�; t) = (1� t2) div� (�C +HI)r�u

0
e + (1� t)4�u

1
e

+(�t+ t2) 2H 4�u
0
i � u0e2Hk

2
e eq2 � k2eu

1
eeq1: (4.33)

En utilisant la formule (4:31) ; on obtient

a�k (u
2
i ; w

�) =

Z
�

[� div� (�C +HI)r�u
0
e + �4�u

1
e]w

� (x�; 0) d�

+

Z
�

264u0e�2Hk2e Z
[0:1]

eq1 (x�; t) dt+ �k2eu
1
ebq
375w� (x�; 0) d� 8w� 2 H1 (
) :

La formule de Green et l�opérateur Steklov-Poincaré entraînent d�une manière

équivalente que u2i est une solution de problème suivant :8>>>>><>>>>>:

u2i 2 H1
loc

�

1
�
;

�u2i + k2i u
2
i = 0 dans D

0 (
1) ;

@nu
2
i = � (x�) sur �;

lim
jxj!1

jxj
�
ru2i :

x

jxj � ikiu
2
i

�
= 0:

(4.34)

Où

� (x�) =
�
� div� (�C +HI)r�u

0
e + �4�u

1
e

�
+ �2Hk2e eq2 (x�; 0)u0e + �k2eu

1
ebq:

Les données sont su¢ samment régulières, donc l�expression de u2e peut-être dé-

terminée par

u2e = u2i +
1

2

�
2t� t2

�
4�u

0
i + u0i (x�) k

2
e

R
[0:t]
eq1 (x�; �) d�:

Détermination de u3i
On choisit w 2 XN tel que w� = 0 dans (4:24)

a+1;2 (u
3
e; w

+) +
�
a+2;2 + a+0;1 + b+0

�
(u2e; w

+)

+
�
a+1;1 + b+1

�
(u1e; w

+) +
�
a+2;1 + b+2

�
(u0e; w

+) + a+0;2 (u
4
e; w

+) = 0 8w+ 2 H1
0:� (


+) :

En substituant u1e et u
2
e ,u

3
e; u

4
e dans les formes bilineaires puis en intégrant par

parties en t on obtient :

' = �@tu
4
e

 = ���u
2
i +

�

2
(2t� t2) div�r� (4�u

0
i ) + �k2e div�

h
r�u

0
i (x�)

R
[0:t]
eq1 (x�; �) d�i

+�k2e div�

h
u0i (x�)r�

hR
[0:t]
eq1 (x�; �) d�ii + �2t div� [�C +HI]r�u

1
i

+�t2 div� [3C
2 � 4HC +GI]r�u

0
e;
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` = (�1 + 3t2)�2H div� (�C +HI)r�u
0
i + (�1 + 2t)�2H4�u

1
i

+(�3t2 + 2t)�4H24�u
0
i � �k2eGt

2q u0e
+u0i 4�H

2k2e (eq2 � teq1) + �2Hk2eu
1
i (eq1 � tq) +G� (�2t+ 3t2)4�u

0
i (x�)

+�k2e Gu
0
i (x�) (�2teq1 + t2q)� �k2equ

2
i �

1

2
(2t� t2) �k2eq 4�u

0
i

�u0i (x�) k2e �k2eq
R
[0:t]
eq1 (x�; �) d�� 2�k2etHq u1i :

En utilisant la formule (4:31) on obtient

a�k
�
u3i ; w

�� = Z
�

0B@ Z
(0:1)

(div�  � `) (x�; t) dt

1CA v+ (x�; 0) d�

Or, h 2 H
5
2 (�) et u3i 2 H4 (�) ; la formule de Green et l�opérateur Steklov-

Poincaré entraînent , d�une manière équivalente, que u3i est une solution du

problème suivant : 8>>>>><>>>>>:

u3i 2 H1
loc

�

1
�
;

�u3i + k2i u
3
i = 0 dans D

0 (
1) ;

@nu
3
i = � (x�) sur �;

lim
jxj!1

jxj
�
ru3i :

x

jxj � ikiu
3
i

�
= 0:

(4.35)

Où nous avons noté :

� (x�) = 4�H
2k2e u

0
i

R
[0:1]

(�eq2 + teq1) dt � �2Hk2eu
1
i

R
[0:1]

(eq1 � tq) dt

+�k2e Gu
0
i

R
[0:1]

2teq1dt + �k2eu
2
i

R
[0:1]

qdt +
�k2e
2
4�u

0
i

R
[0:1]

(2t� t2) qdt

+�k4eu
0
i

R
[0:1]

h
q
R
[0:t]
eq1 (x�; �) d�i dt + 2�k2etHq u1i

+���u
2
i +

�

3
��: (4�u

0
i ) + � div� [�C +HI]r�u

1
i

+�k2e div�

h
r�u

0
i (x�)

R
[0:1]

R
[0:t]
eq1 (x�; �) d�dti

+�k2e div�

h
u0i (x�)r�

hR
[0:1]

R
[0:t]
eq1 (x�; �) d�dtii + �

3
div� [3C

2 � 4HC +GI]r�u
0
e:

Les données sont su¢ samment régulières, donc l�expression de u3e peut-être dé-

terminée par

u3e (x�; t) =
1

3
(3t� t3) div� (�C +HI)r�u

0
e +

1

2
(2t� t2)4�u

1
e

+
1

6
(�3t2 + 2t3) 2H 4�u

0
i � 2u0eHk2e

R
[0;t]
eq2 (x�; �) d�� k2eu

1
e

R
[0:t]
eq1 (x�; �) d�:
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4.4.3 Détermination des premiers termes : cas de la condi-
tion de Dirichlet

Détermination de u0i
Comme ci-dessus nous obtenons d�abord de (4:20) ; @tu0e = 0. Mais main-

tenant la condition u0e (:; 1) donne u
0
e = 0, ce qui implique u0i = 0 sur �: par

conséquent, u0i véri�e l�équation variationnelle suivante :

a�k
�
u0i ; w

�� = Z



hw�d
 8w� 2 H1
0;� (
) :

Alors par une intégration par parties et l�opérateur Steklov-Poincaré, on déduit

que u0i est une solution du problème suivant :8>>>>><>>>>>:

u0i 2 H1
loc

�

1
�
;

�u0i + k2i u
0
i = h dans D0 (
1) ;

u0i = 0 sur �;

lim
jxj!1

jxj
�
ru0i

x

jxj � ikiu
0
i

�
= 0:

(4.36)

lemme 4.9 Soit  une fonction vectorielle dans L2 (
+;C3) tel que l�application
partiel t !  (:t) dé�ni dans [0:1] soit à valeurs dans l�espace des champs de

vecteurs tangents à � et que div�  2 L2 (
+). Soient �; �;et r des fonctions

données respectivement dans H1 (0:1;L2 (�)) ; L2 (
+) et L2 (�) : Alors l�équation

variationnelleZ

+
@t'@tv

+d�dt+

Z

+

�
 :r�v

+ + �@tv
+ + �v+

�
d�dt+

Z
�

rv+d� = 0: (4.37)

Pour tout v+�xer dans H1
0;�1

(
+) = fv 2 H1 (
+)j v (:; 1) = 0g détermine une
unique ' 2 H1 (0:1;L2 (�)) telle que ' (:; 1) = 0 , donné explicitement par

� (x�; t) =

Z
[0:t]

(�� div�  ) (x�; �) d�� � (x�; t) ;

' (x�; 0) = �
Z
[0:1]

� (x�; t) dt� r (x�) ;

' (x�; t) = (1� t)' (x�; 0)� t

Z
[0:1]

� (x�; t) dt+

Z
[0:t]

� (x�; �) d�:
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Détermination de u1i
Etant donné que h est dans L2 (
) et que la solution du problème (4:36) est

régulière alors @nu0i 2 H
1
2 (�) : La formule de Green mène à

a�k
�
u0i ; w

�� = Z



hw�d� +

Z
�

@nu
0
iw

�d� 8w� 2 H1 (
) :

Aussi, selon (4:21) on a

a�k
�
u0i ; w

��+ a+1;2
�
u0e; w

+
�
+ a+0;2

�
u1e; w

+
�
=

Z



hw�d
:

De plus

a+1;2
�
u0e; w

+
�
=

Z

+
�2tH @tw

+@tu
0
ed


+ = 0 ; a�k
�
u0i ; w

�� = Z



hw�d
 8w� 2 H1
0;� (
) :

Alors Z
�

@nu
0
iw

+d� +

Z

+
�@tw

+@tu
1
ed�dt = 0 8w+ 2 H1

0;�

�

+
�
:

En utilisant l�équation variationnelle (4:37) avec

 = � = � = 0 et ' = �u1e r = @nu
0
i ;

on obtient

u1e (x�; t) = �
1

�
(1� t) @nu

0
i : (4.38)

Donc

u1i = �
1

�
@nu

0
i : (4.39)

On choisit comme fonction test w telle que w+ = 0 dans (4:22)

a�k
�
u1i ; w

�� = 0 8w� 2 H1
0;� (
) : (4.40)

Il su¢ t d�utiliser une intégration par parties et l�opérateur Steklov-Poincaré,

pour déduire que u1i est une solution de problème suivant :8>>>>>><>>>>>>:

u1i 2 H1
loc

�

1
�
;

�u1i + k2i u
1
i = 0 dans D

0 (
1) ;

u1i = �
1

�
@nu

0
i sur �;

lim
jxj!1

jxj
�
ru1i :

x

jxj � ikiu
1
i

�
= 0:

(4.41)

De plus par la condition (4:40) on peut déterminer u" dans XD si et seulement

si u1i 2 H1 (�). La condition minimale est de supposer que h 2 H 1
2 (
) :
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D�etermination de u2i
On a @nu1i 2 L2 (�) alors si nous écrivons (4:40) dans H1 (
) on obtient

a�k
�
u1i ; w

�� = Z
�

@nu
1
i w

�d� 8w� 2 H1 (
) :

D�aprés (4:22)Z
�

@nu
1
i w

+d�+

Z

+
�2tH @tu

1
e @tw

+d
++

Z

+
�@tw

+@tu
2
ed


+ = 0 8w+ 2 H1
0;�

�

+
�
:

On utilise l�équation variationnelle(4:37) avec

' = �u2e; r = @nu
1
i ; � = �2tH @tu

1
e;  = � = 0:

et on obtient

�u2e (x�; 0) = 2H

Z
[0:1]

t @tu
1
edt�

1

�
@nu

1
i :

On déduit de (4:38) et de (4:39) que

u2i = �H u1i �
1

�
@nu

1
i :

Par conséquent,

u2e (x�; t) = (1� t)u2i +H
�
t� t2

�
u1i (x�; t) 2 
+

Comme ci-dessus dès que h 2 H 3
2 (
) ; u"2 est bien dé�nie et de plus en prenant

w tel que w+ = 0 dans (4:23) ; on obtient

a�k
�
u2i ; w

�� = 0:
Nous obtenons ainsi que u2i est une solution du problème suivant :8>>>>>><>>>>>>:

u2i 2 H1
loc

�

1
�
;

�u2i + k2i u
2
i = 0 dans D

0 (
1) ;

u2i = �H u1i �
1

�
@nu

1
i sur �;

lim
jxj!1

jxj
�
ru2i :

x

jxj � ikiu
2
i

�
= 0:

(4.42)

De plus par la condition (4:40) on peut déterminer u" dans XD si et seulement

si u1i 2 H2 (�). La condition minimale est de supposer que h 2 H 3
2 (
) :
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D�etermination de u3i
De la même manière, en utilisant la formule de Green dans (4:23), on a

8w+ 2 H1
0;� (


+)

a+1;2
�
u2e; w

+
�
+
�
a+2;2 + a+0;1 + b+0

� �
u1e; w

+
�
+
�
a+1;1 + b+1

� �
u0e; w

+
�
+a+0;2

�
u3e; w

+
�
+

Z
�

@nu
2
i w

+d� = 0:

Maintenant il faut considérer dans la formule (4:37) que

' = �u3e ; � = �2tH@tu
2
e + �t

2G @tu
1
e ; � = ��k2eq u1e ;  = �r�u

1
e ; r = @nu

2
i :

Par conséquent

u3i = k2eu
1
i

Z
[0:1]

q (x�; t)
�
1� 2t� t2

�
dt| {z }

�(x�)

� 1
3
4�u

1
i �Hu2i �

1

3

�
H2 �G

�
u1i �

1

�
@nu

2
i :

De même si h 2 H 5
2 (
) ; u"3 est bien dé�ni et en prenant w tel quew

+ = 0 dans

(4:24) ; on obtient

a�k
�
u3i ; w

�� = 0;
alors u3i est solution du problème suivant :8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

u3i 2 H1
loc

�

1
�
;

�u3i + k2i u
3
i = 0 dans D

0 (
1) ;

u3i = � (x�) k
2
eu
1
i �

1

3
4�u

1
i �Hu2i ;

�1
3
(H2 �G)u1i �

1

�
@nu

2
i sur �;

lim
jxj!1

jxj
�
ru3i :

x

jxj � ikiu
3
i

�
= 0:

(4.43)

4.4.4 Résultats de convergence

Notre principal objectif dans cette section est d�estimer la quantité

u" �
�
u"0 + "u"1 + "2u"2 + � � �+ "mu"m

�
;

où u" = (u"i ; u
"
e) ; u

"
m = (u

m
i ; u

m
e ) : A cause du coe¢ cient des dérivés tangentielles

dans 
+; la convergence ne peut pas se produire dans la norme de X même

pour le cas coercive. Mais grâce au théorème 4.7 de stabilité nous prouvons une

propriété de convergence dans la norme a¤aiblie de l�espace Y: Cependant cette

convergence donne une information complète sur la convergence dans H1 (
1).
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Théorème 4.10 Pour tout m 2 N;il existe un constante M indépendantede "

et de h 2 Hm+ 1
2 (
) (mais peut dépendre de m), tels que

u" � �u"0 + "u"1 + "2u"2 + � � �+ "mu"m

�


Y
�M�m+

1
2 khkm+ 1

2
;
 (4.44)

Démonstration. Comme h 2 Hm+ 1
2 (
), tous les termes u"m m = 0:m+ 1

peuvent être déterminés par les équations de (4:20) à (4:25), posons

�" = �
�
u"0 + "1u"1 + "2u"2 + � � �+ "mu"m

�
;

et dé�nissons la forme linéaire suivante :

L" (w
") = �a+

�
"; �"e; w

+
�
+ �b+

�
"; �"e; w

+
�
+ a�k

�
�"i ; w

�� ; (4.45)

Les expressions (4:17) des formes a+ et b+ donnent

�a+ ("; :; :) + �b+ ("; :; :) = "�1a+0;2 + a+1;2 + "
�
a+2;2 + a+0;1 + b+0

�
+ "2

�
a+1;1 + b+1

�
+"3

�
a+2;1 + b+2

�
+ "4a+3;1 + � � � � � �+ "ma+m�1;1 + "m+1rem ("; :) :

Comme u"0; u
"
1; u

"
2; � � � ; u"m; u"m+1sont respectivement des solutions des équations

(4:20) - (4:25) alors

L" (w
") = "m+1

8>>>><>>>>:
"�1a+0;2 (u

m+1
e ; w+)�

�
a+2;2 + a+0;1 + b+0

�
(ume ; w

+)

�
�
a+1;1 + b+1

�
(um�1e + �ume ; w

+)�
�
a+2;1 + b+2

�
(um�2e + �um�1e + "2ume ; w

+)

�a+3;1 (um�3e + � � �+ "3ume ; w
+)� � � � � a+m�1;1 (u

1
e + � � �+ "m�1ume ; w

+)

�rem (";u0e + "1u1e + "2u2e + � � � � � � � � �+ "mume :w
+)

9>>>>=>>>>; :

Il faut noter que

u"e (x�; t) = u"i (x�) +

Z
[0;t]

@tu
"
e (x�; s) ds:

D�où

ku"ek0;
+ � C
h
ku"ik1;
 + k@tu"ek0;
+

i
;

ce qui permet d�obtenir

L" (w
") �M�m+1

h
kr�u

"
ek0;
+ + ku"ik1;
 + "�1 k@tu"ek0;
+

i
Finalement nous obtenons par une conséquence directe du théorème 4.7 que

L" (w
") �M�m+1

�p
" kr�u

"
ek0;
+ + ku"ik1;
 +

1p
"
k@tu"ek0;
+

�
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4.5 Conditions aux limites approchées

A�n d�obtenir les termes du développement asymptotique de la solution u"

du problème (4:7) à un ordre donné, un bon candidat est sans doute la série

tronquée suivante

u[m] = u0i + �u1i + "2u2i + "3u3i + � � � "mumi :

Par construction, u[m] véri�e le problème suivant8>>>><>>>>:
u[m] 2 H1 (
) ;

�u[m] + k2i u
[m] = �h dans D0 (
) ;

="mu[m] = "m+1�m" sur �;

@nu
[m] + Sku

[m] = 0 sur � :

(4.46)

Nous allons établir les problèmes approchés d�ordre 0, 1, 2, 3, en remplaçant

u[m] par v[m] avec �m" = 0 sur �. Par ailleurs il y a réellement une règle simple

pour construire la condition d�ordre m, cette dernière est obtenue en prenant la

condition aux limites satisfaite par umi et en remplaçant chaque terme uji par

"m�jv[m]. L�autre condition d�ordre m � 1 peut être obtenue à partir de celle
d�ordre m en annulant successivement les termes d�ordre m puis par récurrence

on obtient la condition d�ordre 0:

4.5.1 Problème de Neumann

�Condition d�ordre 0
@nv

[0] = 0 sur �:

�Condition d�ordre 1

@nv
[1] � ��

�
4� + k2ebq� v[1] = 0 sur �:

�Condition d�ordre 2

@nv
[2] = "2�

�
div� (�C +HI)r� + 2Hk

2
e eq2 (x�; 0)� v[2]+�� �4� + k2ebq� v[2] sur �:

�Condition d�ordre 3

@nv
[3] = "3= (x�) v[3] + "3

�

3
div� [3C

2 � 4HC +GI]r�v
[3]

+
�k2e
2
"3
R
[0:1]

(2t� t2) qdt 4�v
[3] +

�

3
"3�2

�v
[3] + "3�k2e div�

hR
[0:1]

R
[0:t]
eq1d�dt r�v

[3]
i

+�k2e "
3 div�

h
v[3]r�

hR
[0:1]

R
[0:t]
eq1d�dtii� �2Hk2e"

2
R
[0:1]

(eq1 � tq) dt v[3]

+"2� div� [�C +HI]r�v
[3] + "22�k2etHq v

[3] + "�k2e
R
[0:1]

qdt v[3] + "���v
[3] sur �;
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où

= (x�) = 4�H2k2e

Z
[0:1]

�
�eq2 + teq1� dt+�k2e G Z

[0:1]

2teq1dt+�k4e Z
[0:1]

h
q
R
[0:t]
eq1 (x�; �) d�i dt :

4.5.2 Problème de Dirichlet

�Condition d�ordre 0
v[0] = 0 sur �:

�Condition d�ordre 1

"�1�v[1] + @nv
[1] = 0 sur �:

� Condition d�ordre 2

���1 (1 + �H) v[2] + @nv
[2] = 0 sur �:

� Condition d�ordre 3

"�1�

�
1 + �H + "2

�
�� (x�) k2e +

1

3

�
H2 �G +4�

���
v[3]+@nv

[3] = 0 sur �:

Où

� (x�) =

Z
[0:1]

q (x�; t)
�
1� 2t� t2

�
dt:

Remarque : Le lemme de Rellich caractérise le comportement de la solution
de l�équation de Helmohtz dans un domaine extérieur et l�alternative de Fred-

holm assure facilement l�existence et l�unicité de la solution pour les problèmes

approchées, mais pour le problème approchée d�ordre 3 ( le cas Neumann), la

technique classique de Rellich et l�alternative de Fredholm ne permettent pas

d�avoir l�existence et l�unicité de la solution: Pour la preuve, on utilise la théorie

des operateurs pseudodi¤erential.

4.6 L�estimation de l�erreur :

Théorème 4.11 Il existe une constant � idependente de " et de la donnée h
2 Hm+ 1

2 (
) telle que la solution u" du problème (4:7) et la solution v[m] donnée

par la conditions aux limites approchées d�ordre m � 2 véri�ent

u"i � v[m]



1;

� "m+

1
2� khkm+ 1

2
;
 : (4.47)
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Démonstration.
Cas Neumann : A�n d�écrire l�estimation du reste, on introduit l�espace
fonctionnel suivant :

F =
�
w 2 H1 (
)

��w j�2 H1 (�)
	
;

muni de sa norme naturelle, Fest un espace de Hilbert, de plus C1
�


�

est un sous-espace danse dans F . Dé�nissons les formes sesquilinéaires sur
F par

a1� (u;w) =

Z
�

�r�u r�w d� ; b1� (u;w) = �
Z
�

�k2eq uw d�;

a2� (u;w) =

Z
�

� [HI � C ]r�u r�w d� ; b2� (u;w) = �
Z
�

�k2eq H uw d�:

Pour uni�er la dé�nition, nous posons F0 = H1 (
) et a0� = b0� � 0.

Commençons par introduire un problème variationnel de la forme8<: v[m] 2 F (j) 8w 2 F (j);

a�k
�
v[m]; w

�
+
X

0�l�m
"l
�
al�
�
v[m]; w

�
+ bl�

�
v[m]; w

��
=

Z



hwd
:

(4.48)

Tel que j = 0 pour m = 0 et j = 1 sinon. Alors pour m = 0; 1; 2 v[m], est

une solution du problème variationnel (4:48) :L�estimation

u[m] � u"i



Y
�M�m+

1
2 khkm+ 1

2
;
 ;

ramène la question à la convergence de u[m]�v[m]: Considérons maintenant
le cas m = 2: Les autre cas m = 1 et m = 0 sont similaires. �[2] = u[2]� v[2]

est une solution du problème variationnel suivant

a�k

�
�[2]; w

�
+
X
0�l�m

"l
h
al�

�
�[2]; w

�
+ bl�

�
�[2]; w

�i
= "3

Z



�2"wd
 8w 2 F :

L�argument essentiel sera un résultat de stabilité pour le problème ci-

dessus. cette stabilité peut être obtenue avec les arguments développés

dans la preuve de théorème 4.7 . Alors, on obtient


�[2]



1;

� "3C



�2"

0;� :
La donnée h 2 H 5

2 (
) et les estimations elliptiques précédemment utilisées

permettent de déduire respectivement

u0i 2 H4 (�) ; u1i 2 H3 (�) ; u2i 2 H2 (�) et


�2"

0;� � C khk 5

2
;
 ;

par l�inégalité triangulaire, nous déduisons le résultat.
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Cas Dirichlet : L�espace fonctionnel adapté pour le problème avec la condi-
tion de Dirichlet sur le bord est H1

0;� (
) pour m = 0; et H1 (
) pour

m = 1 et m = 2;et F (1) pour m = 3. Contrairement au cas précédent,

les conditions approchées sont simples jusqu�à l�ordre 3. Nous donnons une

courte description de l�analyse de la condition d�ordre 3, les conditions

inférieures au troisième ordre peuvent être traitées plus facilement d�une

manière semblable.

� Nous dé�nissons les formes bilinéaires suivantes sur F (1)

a� ("; v; w) =

Z
�

(vw � "2r�vr�w) d�;

b� ("; v; w) =

Z
�

�
H + "

�
��k2e +

1

3
(H2 �G)

��
vwd�:

Notons que v[3] est une solution de la formulation variationnelle :8>><>>:
v[3] 2 F (1);8w 2 F (1);

a�k
�
v[3]; w

�
+ �b�

�
"; v[3]; w

�
+
�

"
a�
�
"; v[3]; w

�
=

Z



hwd
:

Nous gardons les mêmes notations que dans la section précédente, nous

remarquons que u[3] est une solution du problème variationnel suivant :8>><>>:
u[3] 2 F (1);8w 2 F (1);

a�k
�
u[3]; w

�
+ �b�

�
"; u[3]; w

�
+
�

"
a�
�
"; u[3]; w

�
=

Z



hwd
 + "3
Z
�

�3"wd�:

où

�3" =
1

3
[4�u

1
i � 3k2e� (x�)u1i + (H2 �G)u1i ] +

"2

3
[4�u

3
i + 3k

2
e� (x�)u

3
i + (H

2 �G)u3i ]

+"

�
1

3
4�u

2
i +H u3i +

1

�
@nu

3
i + k2e� (x�)u

2
i +

1

3
(H2 �G)u2i

�
:

La donnée h 2 H 7
2 (
) et �3" 2 L2 (�) : Donc, la régularité du problème de

Dirichlet implique que umi 2 H5�m (�) et @nu3i 2 H1 (�) pour tout m � 3;
de plus on a la stabilité du problème variationnel ci-dessus, alors on obtient

v[3] � u[3]




1;

� "3C



�2"

0;� ;
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Les estimations elliptiques utiliseés précédemment permettent de déduire

�3"

0;� � C khk 7
2
;
;

et par l�inégalité triangulaire

u"i � v[3]



1;

� "

7
2� khk 7

2
;
 ;

donc on obtient clairement une estimation semblable à (4:47) :

4.7 Conditions aux limites approchées en di-

mension 2

Nous gardons les mêmes notations que dans le chapitre 2 à savoir : c (t) la

courbure au point d�abscisse curviligne t et ~� ; ~n les vecteurs unitaires respec-

tivement tangent et normal , (t; s) une paramétrisation locale de son bord �

supposé de classe C1; 
"e = �� [0; "] ; le cas bidimensionnel est légèrement dif-
férent du cas tridimensionnel. En utilisant la formulation variationnelle (4:7) en

dimension 2 , on obtient :

a+
�
"; u"e; w

+
�
=

Z Z
[0;1]��

�

�
[1 + �yc(t)]�1 @t ew @teu+ 1

"2
@y ew@yeu� dtdy;

b+
�
"; u"e; w

+
�
= �

Z Z
[0;1]��

�k2eq [1 + �yc(t)] ew eu dt dy ; L �":w+" ; w�� = Z



hw�" dx:

La forme bilineaire a+prend la forme suivante :

a+ ("; :; :) = "�2a+0;2 + "�1a+1;2 + a+0;1 + �a+1;1 + "2a+2;1 � � � � � �+ "m�1a+m�1;1 + "mr+m ("; :; :) ;

a+j;2 =

Z Z
[0;1]��

� (yc)j @yw@yvdt dy; j = 0:1 et a+m;1 =

Z Z
[0;1]��

� (�yc)m @tw@tvdt dy;

r+m ("; u; v) =

Z Z
[0;1]��

�
(�tc)m

1 + "tc
@tw@tv dt dy:

De plus

b+ = �
Z Z
[0;1]��

�k2eq wu [1 + �yc(t)] dt dy:
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Alors

b+0 (u;w) = �
Z Z
[0;1]��

�k2eqwud

+; b+1 (u;w) = �

Z Z
[0;1]��

�k2ecyqwud

+:

Pour construire un développement asymptotique de la solution, nous substituons

un Ansatz dans la couche mince de type (4:18) puis on identi�e les termes selon

les puissances de �: On obtient une famille de problèmes variationnels indépen-

dants de " :

a+0;2
�
u0e; w

+
�
= 0; (4.49)

a+0;2
�
u1e; w

+
�
+ a+1;2

�
u0e; w

+
�
+ a�k

�
u0i ; w

�� = Z



hw�d
; (4.50)

a+0;2
�
u2e; w

+
�
+ a+1;2

�
u1e; w

+
�
+ a+0;1

�
u0e; w

+
�
+ b+0

�
u0e; w

+
�
+ a�k

�
u1i ; w

�� = 0;
(4.51)

a+0;2 (u
3
e; w

+) + a+1;2 (u
2
e; w

+) + a+0;1 (u
1
e; w

+) + a+1;1 (u
0
e; w

+)

+b+0 (u
1
e; w

+) + b+1 (u
0
e; w

+) + a�k (u
2
i ; w

�) = 0;
(4.52)

a+0;2 (u
4
e; w

+) + a+1;2 (u
3
e; w

+) + a+0;1 (u
2
e; w

+) + a+1;1 (u
1
e; w

+)

+a+2;1 (u
0
e; w

+) + b+0 (u
2
e; w

+) + b+1 (u
1
e; w

+) + a�k (u
3
i ; w

�) = 0:
(4.53)

On e¤ectue la même étude que précédemment, pour déterminer les premiers

termes, on obtient une famille de problèmes de la forme :8>>>>>>>><>>>>>>>>:

umi 2 H1
loc

�

1
�
;

�umi + k2i u
m
i = ��m0 h dans D0 (
1) ;

@nu
m
i = �m

�
u0i ; � � � ; um�1i

�
sur � (cas de Neumann),

umi = �m
�
u0i ; � � � ; um�1i

�
sur � (cas de Dirichlet),

lim
jxj!1

jxj
�
rumi

x

jxj � ikiu
m
i

�
= 0 :

Cas de la condition de Neumann :

m = 0; �0 = 0;

m = 1; �1 = �@2t u
0
i � �u0i k

2
ebq (t) ;

m = 2; �2 = �@2t u
1
i � �k2eu

1
i bq � �

2
@t (c @tu

0
e)� 2cu0i�k2ebq1 � c

�

2
k2ebqu0i ;

où bq (t) = Z
[0:1]

q (t; �) d�; bq1 = Z
[0:1]

Z
[s:1]

q (t; s) d�ds:
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Cas de la condition de Dirichlet :

m = 0; �0 = 0;

m = 1; �1 = �
1

�
@nu

0
i ;

m = 2; �2 =
1

2�
c (t) @nu

0
i �

1

�
@nu

1
i ;

m = 3; �3 =
1

�

�
� (1) k2e �

1

3
c2�

�
@nu

0
i �

1

3�
@2t (@nu

0
i ) +

1

2
c@nu

1
i �

1

�
@nu

2
i ;

où

� (y) =

ZZ
[0:y]�[0;�]

q (t; s) (1� s) dsd�:

4.7.1 Problème de Neumann

�Condition d�ordre 0
@nv

[0] = 0 sur �:

�Condition d�ordre 1

@nv
[1] = �"@2t v

[1] � �"k2ebq (t) v[1] sur �:
�Condition d�ordre 2

@nv
[2] = �"@2t v

[2]��k2e"bqv[2]��2 "2@t �c @tv[2]��2c"2�k2ebq1v[2]�c�2 "2k2ebqv[2] sur �:
4.7.2 Problème de Dirichlet

�Condition d�ordre 0
v[0] = 0 sur �:

�Condition d�ordre 1

"�1�v[1] + @nv
[1] = 0 sur �:

�Condition d�ordre 2

"�1v[2] +
1

2�
(�c (t) "+ 2) @nv[2] = 0 sur �:

�Condition d�ordre 3

"�1v[3] =
"2

�

�
� (1) k2e �

1

3
c2�

�
@nv

[3]� "2

3�
@2t
�
@nu

0
i

�
+
"

2
c@nv

[3]� 1
�
@nv

[3] sur �;

où

� (1) =

ZZ
[0:1]�[0;�]

q (t; s) (1� s) dsd�:



Conclusion

Dans ce mémoire, nous nous sommes intéressés à l�identi�cation des condi-

tions aux limites approchées pour des problèmes posés sur des domaines avec

couches minces. Ces conditions permettent de modéliser l�e¤et de la couche mince

et de dé�nir des problèmes approchés plus simples à analyser numériquement.

Notre intérêt s�est porté sur l�équation de Helmhotz 2D et 3D. Dans la pre-

mière partie, on a considéré ce problème posé sur un domaine borné entouré d�une

couche mince. Dans la deuxième partie, on a étudié la di¤raction d�une onde

électromagnétique par un obstacle revêtu d�une couche mince de perméabilité

variable. Les techniques développées ici peuvent être appliquées à d�autres mo-

dèles (Maxwell, . . . . . . .etc.) et d�autres situations (couches minces périodiques,

. . . . . . .etc.). Il serait aussi très intéressant de mettre en évidence numérique-

ment les résultats obtenus dans ce travail : il s�agit de valider l�utilisation de ces

nouvelles conditions aux limites par FreeFem++, Matlab ,. . . etc.
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