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THÈSE DE DOCTORAT
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Mohamed Aidene Professeur U.M.M.T.O. Président

Mohamed Morsli Professeur U.M.M.T.O. Rapporteur

Chikh Bouzar Professeur Univ. Oran Examinateur

Mohand Arezki Moussaoui Professeur ENS Kouba Examinateur

Arezki Kessi Professeur U.S.T.H.B. Examinateur

Fazia Bedouhene Professeur U.M.M.T.O. Examinatrice

Soutenue le :



TABLE DES MATIÈRES
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de l’espace de Besicovitch-Musielak-Orlicz de fonctions presque

périodiques. 56

3.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

3.2 Résultats auxiliaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
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Introduction générale

Les espaces d’Orlicz de fonctions presque périodiques ont été introduits

par T.R. Hillman dans ([21]) où une étude structurelle et topologique de

ces espaces à été faite.

Cette thématique a été par la suite développée par M. Morsli et ses colla-

borateurs selon deux grands axes :

• L’étude des propriétés géométriques de ces espaces. Elle s’inspire des

concepts et méthodes de la théorie classique des espaces d’Orlicz dans la

caractérisation des propriétés métriques et autres propriétés de convexité.

• L’étude de questions relevant de l’analyse harmonique. Il s’agit notamment

des questions de dualité et d’interpolation. Elle s’inspire des développements

concernant ces questions dans le cadre restreint des espaces de Besicovitch

de fonctions presque périodiques.

Les résultats essentiels obtenus concernent la caractérisation des pro-

priétés géométriques telles que la stricte convexité, l’uniforme convexité, la

k-convexité, pour chacune des deux normes usuelles [42, 43, 44, 41, 48, 47,

53].

Dans ([45])une version de l’inégalité d’interpolation de Hausdorff-Young est

présentée et [46] traite les questions de dualité et les conditions de réflexivité

des espaces étudiés.

Notre thèse se situe dans la continuité du premier axe de recherche :
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l’étude de propriétés géométriques et topologiques de l’espace de Besicovitch-

Musielak-Orlicz de fonctions presque périodiques.

Cette nouvelle classe d’espaces est une généralisation naturelle de la première ;

elle a été introduite récemment par M.Morsli et ses collaborateurs.

Les premiers travaux ont porté sur la structure générale de l’espace et

le développement d’outils techniques et autres résultats de convergence

([47, 48, 53]).

Dans ces mêmes références, des conditions nécessaires et suffisantes pour la

stricte et l’uniforme convexité sont énoncées lorsque l’espace est muni de sa

norme usuelle de Luxemburg.

D’autres questions relevant de la géométrie locale de cet espace sont aussi

considérées dans [5]. Elles constituent une partie de notre modeste contri-

bution.

Dans cette thèse, l’espace de Besicovitch-Musielak-Orlicz de fonctions

presque périodiques sera muni d’une deuxième norme dite d’Orlicz qui

s’avère équivalente topologiquement à la norme initiale de Luxemburg.

Il est connu que la structure métrique d’un espace est liée aux propriétés

spécifiques de la norme considérée. Pour deux normes distinctes, même

équivalentes, les propriétés métriques de l’espace relativement à chacune

peuvent être totalement différentes.

Il est donc tout à fait naturel d’étudier et caractériser les propriétés métriques

de notre espace relativement à cette nouvelle norme.

Sur un autre plan, la norme d’Orlicz se prête mieux aux questions relevant

de la dualité. Dans [14], nous avons caractérisé le dual de notre espace,

donné des conditions nécessaires et suffisantes pour sa réfléxivité et énoncé

un résultat concernant la représentation des fonctionnelles définies sur cet

espace.

De même moyennant une réécriture plus commode de cette norme d’Orlicz

à l’aide de la norme d’Amemiya, nous avons énoncé une condition nécessaire

et suffisante pour la stricte convexité de l’espace [15].

Pour mieux situer notre contribution, nous introduisons brièvement nos es-

paces et les éléments fondamentaux les concernant.
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Soit donc ϕ une fonction de Musielak-Orlicz , i.e.

ϕ : R× R+ −→ R+ est telle que :

1. ∀t ∈ R, ϕ(t, .) est convexe sur R+.

2. ∀x ∈ R+, ϕ(., x) est Lebesgue mesurable sur R et ∀t ∈ R, ϕ(t, x) = 0

ssi x = 0.

On suppose de plus que ϕ vérifie les deux conditions suivantes :

3. ϕ(., .) est continue sur R× R+.

4. ∀x ∈ R+, ϕ(., x) est périodique de période T indépendante de x (on

peut supposer T = 1).

Soit maintenant M(R,C) = M l’ensemble de toutes les fonctions Lebesgue

mesurables sur R à valeurs dans C.

La fonctionnelle

ρϕ : M −→ [0,+∞]

f −→ ρϕ(f) = lim
T→+∞

1

2T

∫ +T

−T
ϕ(t, |f(t)|)dt = M [ϕ(., |f(.)|)].

est une pseudo modulaire convexe sur M (voir [6]).

L’espace modulaire associé :

Bϕ = {f ∈M : lim
α→0

ρϕ(αf) = 0},

= {f ∈M : ρϕ(λf) < +∞, pour un λ > 0},

est appelé espace de Besicovitch-Musielak-Orlicz.

Cet espace est naturellement muni de la norme de Luxemburg :

‖f‖ϕ = inf

{
k > 0, ρϕ

(
f

k

)
≤ 1

}
.

Soit A l’ensemble de tous les polynômes trigonométriques généralisés, i.e.,

A = {Pn(t) =

j=n∑
j=1

aje
iλjt, aj ∈ C, λj ∈ R, n ∈ N}.
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L’espace de Besicovitch-Musielak-Orlicz de fonctions presque périodiques

noté par Bϕp.p. est la fermeture de l’ensemble A relativement à la norme

de Luxemburg,

Bϕp.p. = {f ∈ Bϕ : ∃{pn} ∈ A t.q. lim
n→+∞

‖f − pn‖ϕ = 0}.

La fermeture de l’ensemble A relativement à la modulaire ρϕ est le sous-

espace de Bϕ noté par B̃ϕp.p. :

B̃ϕp.p. = {f ∈ Bϕ : ∃{pn} ∈ A t.q. lim
n→+∞

ρϕ(α(f−pn)) = 0 pour un certain α > 0}.

Les inclusions suivantes découlent des définitions :

A ⊂ Bϕp.p. ⊂ B̃ϕp.p. ⊂ Bϕ

On peut aussi considérer dans Bϕ la norme d’Amemiya définie comme

suit :

‖f‖Aϕ = inf

{
1

k
(ρϕ(kf) + 1), k > 0

}
.

Cette norme est en fait équivalente à la norme de Luxemburg :

‖f‖ϕ ≤ ‖f‖Aϕ ≤ 2‖f‖ϕ, pour tout f ∈ Bϕ (voir [28]).

Dans cette thèse on munit l’espace Bϕp.p. de la norme dite d’Orlicz :

‖f‖oϕ = sup{M(|fg|), g ∈ Bψa.p., ρψ(g) ≤ 1}.

Où ψ est la fonction complémentaire de ϕ, i.e.

ψ(t, x) = sup
y≥0
{xy − ϕ(t, y)}, ∀t ∈ R, ∀x ∈ R+.

On démontre que, sur le sous espace Bϕp.p., nous avons l’égalité :

‖f‖oϕ = inf

{
1

k
(1 + ρϕ(kf)), k > 0

}
,

de plus

‖f‖oϕ =
1

k0

(1 + ρϕ(k0f)), pour un certain k0 > 0.
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Cette identification s’avère très pratique dans l’étude des propriétés

métriques et topologiques de l’espace Bϕp.p.

La thèse est structurée en trois chapitres.

Le premier chapitre est introductif et concerne les éléments essentiels de

la théorie des espaces de type Orlicz et des différentes classes de fonctions

presque périodiques.

Dans le deuxième chapitre, nous introduisons l’espace de Besicovitch-Musielak-

Orlicz de fonctions presque périodiques. Nous présentons les outils et résultats

techniques, notamment des résultats de convergence, nécessaires dans l’étude

de la géométrie de l’espace. On termine le chapitre par énoncer un théorème

d’équivalence de certaines propriétés géométriques locales de Bϕp.p. muni

de la norme de Luxemburg.

Dans le dernier chapitre, l’espace Bϕp.p. est muni de la norme dite d’Orlicz.

Il contient l’essentiel de notre contribution : nous étudions des questions de

dualité et caractérisons la réflexivité de l’espace Bϕp.p. et nous terminons

le chapitre par l’étude de la stricte convexité de l’espace muni de la norme

d’Orlicz.



CHAPITRE 1

Préliminaires

1.1 Espaces modulaires

Dans ce qui suit, nous présentons les notions essentielles sur les espaces

modulaires.

Définition 1.1. Soit X un K-espace vectoriel (K = C ou R).

Une fonction ρ : X −→ R+ est dite pseudo-modulaire (resp. modulaire)

lorsque les conditions suivantes sont satisfaites :

1. ρ(0) = 0 (ρ(x) = 0 ssi x = 0),

2. ρ(λx) = ρ(x) pour tout x ∈ X et tout λ ∈ K, |λ| = 1,

3. ρ(αx+ βy) ≤ ρ(x) + ρ(y) pour tous α, β ≥ 0, α+ β = 1.

Si de plus la fonctionnelle ρ est convexe i.e.

ρ(αx+ βy) ≤ αρ(x) + βρ(y) pour tous α, β ≥ 0, α+ β = 1,

elle est dite pseudo-modulaire convexe( modulaire convexe).

L’espace

Xρ = {x ∈ X : ρ(λx) < +∞ pour un certain λ > 0} ,

est dit espace pseudo-modulaire (modulaire).

8
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1.1.1 Topologie et convergence dans les espaces mo-

dulaires

Lorsque la pseudo-modulaire (resp. modulaire ) ρ est convexe, le couple(
Xρ, ‖.‖ρ

)
est un espace pseudo-normé (resp.normé), où

‖x‖ρ = inf
{
λ > 0 : ρ

(x
λ

)
≤ 1
}
,

est la pseudo-norme (norme) dite de Luxemburg.

• Une suite (xn) d’éléments de l’espace Xρ est dite convergente au sens

de la pseudo-modulaire (resp. modulaire) ρ ou ρ-convergente vers x ∈
Xρ et on écrit xn

ρ−→ x lorsque lim
n→∞

ρ (λ (xn − x)) = 0 pour un certain

λ > 0.

• La ρ-convergence est en général une propriété moins forte que la

convergence en norme (la ‖x‖ρ-convergence), plus précisément :

lim
n→+∞

‖xn−x‖ρ = 0 si et seulement si lim
n→+∞

ρ (λ (xn − x)) = 0,∀λ > 0.

• Une suite (xn) est dite de Cauchy au sens de la modulaire ρ ou ρ-

Cauchy lorsque lim
k,l→∞

ρ (λ (xk − xl)) = 0 pour un certain λ > 0.

• Pour tout x ∈ Xρ, la fonction α −→ ‖αx‖ρ est croissante sur R+.

• Une pseudo-modulaire (resp. modulaire) ρ est dite :

− continue à droite, lorsque lim
λ→1+

ρ (λx) = ρ(x) pour tout x ∈ Xρ,

− continue à gauche, lorsque lim
λ→1−

ρ (λx) = ρ(x) pour tout x ∈ Xρ,

− continue, lorsqu’elle est continue à droite et à gauche à la fois.

• Si ρ est continue à droite, alors pour tout x ∈ Xρ les inégalités ‖x‖ρ <
1 et ρ (x) < 1 sont équivalentes.

• Si ρ est continue à gauche, alors pour tout x ∈ Xρ les inégalités

‖x‖ρ ≤ 1 et ρ (x) ≤ 1 sont équivalentes.

• La fonctionnelle ‖.‖Aρ définie pour tout x ∈ Xρ par :

‖x‖Aρ = inf
1

k
[1 + ρ (kx)] ,

est la pseudo-norme (norme) surXρ dite d’Amemiya . Elle est équivalente

à la norme de Luxemburg, précisément , pour tout x ∈ Xρ,

‖x‖ρ ≤ ‖x‖
A
ρ ≤ 2 ‖x‖ρ .
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• Un ensemble A ⊂ Xρ est dit ρ-fermé, lorsque pour toute suite {xn}
dans A telle que xn

ρ−→ x, on a x est dans A

• Le plus petit ensemble ρ-fermé contenant un sous-ensemble A ⊂ Xρ

est appelé ρ-fermeture de A dans Xρ et est noté par A
ρ
.

• un sous-ensemble A ⊂ Xρ est ρ-fermé si et seulement si A = A
ρ
. Si

A ⊂ Xρ est ρ-fermé, alors A est fermé par rapport à ‖.‖ρ.
• Les inclusions suivantes A ⊂ A

‖.‖ρ ⊂ A
ρ

ont lieu. A
‖.‖ρ désigne la

fermeture de A par rapport à la norme ‖.‖ρ.
Pour plus de détails sur la théorie des espaces modulaires, nous renvoyons

le lecteur à [4], [38], [49].

1.2 Espaces d’Orlicz

1.2.1 Introduction

Les espaces d’Orlicz ont été introduits par Orlicz en 1932. Par la suite la

théorie s’est développée dans plusieurs directions à travers de nombreuses

écoles : H.Nakano à Sapporo (Japon), M.A.Krasnolskii et Ya.B.Rutickii à

Voronezh (USSR), A.C.Zaanen et W.A.J. Luxemburg à Leyden (Holland),

W.Orlicz et J. Musielak à Poznan (Pologne), J.Lindenstrauss et L.Tzafriri

à Jerusalem et l’école chinoise à Harbin.

H. Nakano et son équipe ont développé la théorie générale des espaces

modulaires. L’essentiel de leurs travaux est présenté dans l’ouvrage ”Modu-

lared semi-ordered linear spaces ” (1950).

L’école de Voronezh a développé la théorie des espaces d’Orlicz et ses

applications aux équations intégrales. Leurs résultats sont consignés dans

l’ouvrage de Krasnoselskii-Rutiki, ”Convex functions and Orlicz spaces”

(1958).

Les résultats de recherche de l’école de Leyden sont consignés dans une série

d’articles par Luxemburg et Zaanen et dans l’ouvrage de Zaanen ”Integra-

tion” (1967).
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L’école Polonaise a développé la théorie générale des espaces modulaires

ansi que la structure et la géométrie des espaces d’Orlicz et Musielak-Orlicz.

Ces résultats ont été publiés dans le livre de Musielak ”Orlicz spaces and

modular spaces” (1983).

L’école de Jerusalem a étudié les espaces d’Orlicz du point de vue iso-

morphique. Ces questions sont présentées dans les livres de Lindenstrauss

et Tzafriri ”Classical Banach spaces ”I (1977), II (1979)

L’école Chinoise a étudié quelques propriétés spéciales des espaces d’Or-

licz, elle a aussi été le prolongement de l’école polonaise à travers l’étude

de nombreuses propriétés géométriques dans les espaces d’Orlicz. Leurs

résultats sont développés et consignés dans deux ouvrages essentiels : Wu

Cong-Xin et Wang Ting-Fu ” Orlicz spaces and their Applications” (1983)et

Shutao Chen ”Geometry of Orlicz spaces.” (1996)

1.2.2 Définitions et Propriétés

Soit (T,Σ, µ) un espace mesuré de mesure σ− finie, complète et non

atomique.

Une fonction ϕ : T × R+ −→ R+ est dite fonction de Musielak-Orlicz ou

fonction d’Orlicz à paramètre si elle vérifie les conditions suivantes :

– ϕ(., u) est mesurable pour tout u ≥ 0.

– ϕ(t, u) = 0 ssi u = 0 et ϕ(t, .) est convexe pour µ presque tout t ∈ T.
SurM(T,Σ, µ) l’ensemble des fonctions Σ mesurables sur T et à valeurs dans

R, que l’on notera pour simplifier, M on définit la fonctionnelle suivante :

ρϕ(f) =

∫
T

ϕ(t, |f(t)|)dµ.

ρϕ est une modulaire convexe, l’espace modulaire correspondant

Lϕ = {f ∈M, ρϕ(λf) <∞ pour un certain λ > 0},
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est dit espace de Musielak-Orlicz. Cet espace est naturellement muni de la

norme de Luxumburg :

‖f‖ϕ = inf{k > 0, ρϕ(
f

k
) ≤ 1}.

Pour toute fonction de Musielak-Orlicz ϕ, on associe sa fonction complémentaire

ou fonction conjuguée comme suit :

ψ(t, v) = sup
u>0
{u|v| − ϕ(t, u)}

La fonction complémentaire est aussi une fonction de Musielak-Orlicz.

On peut définir sur Lϕ une deuxième norme dite d’Orlicz en posant :

‖f‖oϕ = sup{|
∫
T

f(t)g(t)|, g ∈ Lψ(T ), ρψ(g) ≤ 1}.

La norme d’Orlicz est en fait égale à la norme dite d’Amemiya [16],

‖f‖aϕ = inf{1

k
(ρϕ(kf) + 1), k > 0}.

On dit que la fonction ϕ satisfait la condition ∆2, s’il existe une constante

K > 0 et une fonction positive f telle que ρϕ(f) <∞, pour lesquelles

ϕ(t, 2u) ≤ Kϕ(t, u),

pour µ presque tout t ∈ T et pour tout u ≥ f(t)

On écrit ϕ est ∇2 pour exprimer que ψ est ∆2.

Les structures topologiques et géométriques des espaces de Musielak-

Orlicz sont bien étudiées. Parmi les propriétés essentielles caractérisées nous

pouvons citer :

• Lϕ est réflexif ssi ϕ est ∆2 ∩∇2 [27].

• (Lϕ, ‖.‖ϕ) est strictement convexe ssi ϕ est strictement convexe et satisfait

la condition ∆2 [23].

• (Lϕ, ‖.‖ϕ) et uniformément convexe ssi ϕ est uniformément convexe et

satisfait la condition ∆2 [24].
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Des propriétés géométriques équivalentes à la réflexivité, sont mises en

évidence. Il s’agit entre autres de la P-convexié et de la B-convexité [33].

Dans le cas où Lϕ est muni de la norme dite d’Orlicz nous pouvons

citer essentiellement les deux travaux suivants [16] où la norme d’Orlicz est

décrite à l’aide de la norme d’Amemyia et [31] où la stricte convexité est

caractérisée.

Dans les dérnières années l’étude des propriétés géométriques et toplo-

giques des espaces de Musielak-Orlicz se fait dans le cadre plus général des

espaces de Calderon-Lozanovskii voir ([11, 17, 18, 19]).

Nous terminons cette section par les définitions d’une fonction de Musielak-

Orlicz strictement convexe et uniformément convexe.

Définition 1.2. On dit qu’une fonction de Musielak-Orlicz ϕ(t, x) est stric-

tement convexe lorsque :

ϕ

(
t,
u+ v

2

)
<

1

2
{ϕ(t, u) + ϕ(t, v)} ,

pour tout u 6= v dans R+ et pour µ presque tout t ∈ T .

Définition 1.3. Une fonction ϕ (t, u) est dite uniformément convexe si pour

tout a ∈ ]0, 1[, il existe δ(a) ∈ ]0, 1[ tel que l’inégalité suivante :

ϕ(t,
1 + b

2
u) ≤ (1− δ(a))

ϕ(t, u) + ϕ(t, bu)

2
,

soit vraie pour tout u ∈ R+ 0 ≤ b ≤ a et pour µ presque tout t ∈ T .

Cette définition a été introduite par Musielak dans [49], où il démontre

que c’est une condition suffisante pour l’uniforme convexité de l’espace de

Musielak Orlicz muni de la norme de Luxemburg. Par la suite Hudzik dans

[24] donne la définition suivante qui est moins forte et qui s’avère aussi

nécessaire dans la caractérisation de l’uniforme convexité de l’espace de

Musielak Orlicz muni de la norme de Luxemburg.
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Définition 1.4. Une fonction de Musielak-Orlicz ϕ (t, u) est dite uniformément

convexe lorsque :

∀ε ∈ ]0, 1[ ,∃fε ∈ L0 avec ρϕ (fε) = ε et ∃p (ε) ∈ ]0, 1[ tel ques :∀x, y ∈ [0,+∞[[
ϕ (t, |fε (t)|) ≤ max (ϕ (t, x) , ϕ (t, y)) ≤ ε−1ϕ

(
t,
x− y

2

)]
⇒ ϕ

(
t,
x+ y

2

)
≤ 1− p (ε)

2
(ϕ (t, x) + ϕ (t, y)) , pour µ presque tout t ∈ T.

1.3 Fonctions presque périodiques et leurs

généralisations

1.3.1 Introduction

Notons par A l’ensemble des polynômes trigonométriques généralisés :

A =

{
Pn(t) =

n∑
j=1

aje
iλjt, aj ∈ C, λj ∈ R, n ∈ N

}
. (1.1)

La classe C0p.p. des fonctions presque périodiques au sens de Bohr est la

fermeture de l’ensemble A par rapport à la norme uniforme, dans l’espace

Cb (R) des fonctions continues et bornées sur R.

Cette caractérisation topologique a été à la base des différentes exten-

sions. En considérant la fermeture de A par rapport à d’autres normes

spécifiques, nous pouvons obtenir d’autres classes de fonctions presque périodiques.

La première généralisation est due à A. S. Besicovitch (cf. [7]) dans le

contexte des espaces de Lebesgue Lp, qui définit les espaces Sqp.p., W
q
p.p. et

Bq
p.p. (resp.l’espace de Stepanoff, Weyl et Besicovitch de fonctions presque

périodiques).

Dans [21], T. R. Hilmann a utilisé une approche similaire dans le cadre

des espaces d’Orlicz, pour introduire les espaces Sϕp.p., W
ϕ
p.p. etB

ϕ
p.p. (resp.l’espace

de Stepanoff-Orlicz, Weyl-Orlicz et Besicovitch-Orlicz de fonctions presque
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périodiques). Son travail a été essentiellement consacré à l’étude des pro-

priétés structurelles et topologiques de ces nouvelles classes.

1.3.2 Différentes classes de fonctions presque périodiques

Depuis leurs introduction par H.Bohr dans les années vingt, les fonc-

tions presque périodiques (p.p.) ont joué un rôle important dans différentes

branches des Mathématiques. Plusieurs variantes et extensions du concept

de Bohr ont été développées par la suite, notamment par A.S. Besicovitch,

V.V. Stepanoff et H. Weyl auquels on associe un nombre important de

monographies et articles couvrant un large spectre de notions de presque

périodicité et leurs applications.

Une des extensions du concept originel (scalaire) de Bohr est la généralisation

aux fonctions presque périodiques à valeurs vectorielles, grâce notamment

aux travaux de S. Bochner dans les années trente. Sur ce sujet il y a de

nombreuses références, dont les monographies de L. Amerio et G. Prouse

[3], de B.M. Levitan et V.V. Zhikov [35]. Ce cas à valeurs vectorielles (dans

un espace de Banach) est particulièrement important pour les applications

aux équations différentielles et aux systèmes dynamiques ( comportement

asymptotique des solutions).

Dans la théorie des fonctions p.p. plusieurs définitions sont utilisées dont

la majorité liées aux noms de H. Bohr, S. Bochner, V.V. Stepanoff, H. Weyl

et A.S. Besicovitch.

Il est connu par exemple, que les définitions des fonctions uniformément

presque périodiques ( u.p.p. ou p.p. de type Bohr) exprimées en terme :

– de relative densité de l’ensemble des presque périodes (critère de Bohr),

– de compacité de l’ensemble des translatées (critère de Bochner ou

critère de normalité),

– de fermeture de l’ensemble des polynômes trigonométriques relative-

ment à la norme sup (critère d’approximation),

sont équivalentes.
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Ces équivalences restent vraies pour la classe de Stepanoff de fonctions

p.p.(cf. [7], [8]), ce n’est pas le cas pour la classe de Besicovitch de fonctions

p.p.. Pour la classe de Weyl, la situation est plus compliquée du fait que

dans la définition standard (critère de Bohr), la métrique qui a été utilisée

est celle de Stepanoff et non pas celle de Weyl.

Une généralisation au cadre des espaces d’Orlicz a été initiée par J.Albrycht

et T.R. Hilmann.

1.3.3 Fonctions presque périodiques de Bohr

Définitions et propriétés fondamentales

Définition 1.5. Un ensemble X ⊂ R est dit relativement dense (r.d.) dans

R s’il existe un nombre réel l > 0 pour lequel, tout intervalle [a, a+ l]

contient au moins un point de l’ensemble X.

Définition 1.6. Une fonction f ∈ C0(R,C)(l’espace des fonctions conti-

nues sur R à valeurs dans C) est dite uniformément presque périodique

(u.p.p.) si, pour tout ε > 0, l’ensembe

T (f, ε) =

{
τ ∈ R : sup

x∈R
|f (x+ τ)− f (x) | < ε

}
,

est relativement dense dans R.

• Les éléments de l’ensemble T (f, ε) sont appelés ε-presque périodes de

f ou ε-nombres de translation de f .

• Toute fonction périodique continue est u.p.p.

• L’ensemble des fonctions u.p.p. a la structure d’une algèbre.

• Toute fonction u.p.p. est uniformément continue.

• Toute fonction u.p.p. est bornée.

• Si une fonction f est la limite uniforme dans R d’une suite de fonctions

u.p.p., alors f est u.p.p.. Autrement dit, l’ensemble des fonctions u.p.p.

est fermé par rapport à la convergence uniforme. C’est donc un espace

de Banach.

Définition 1.7. Une fonction f ∈ C0(R,C) est dite uniformément normale

si, de toute suite de nombres réels {hi}, on peut extraire une sous suite {hni}
telle que la suite de fonctions {f (x+ hni)} soit uniformément convergente.
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• Les fonctions fhi (x) = f (x+ hi) sont appelées fonctions translatées

de f .

• En d’autres termes, f est uniformément normale si l’ensemble de ses

translatées est précompact dans Cb(R,C).

• Toute fonction obtenue comme limite d’une suite de polynômes trigo-

nométriques généralisés est u.p.p.. En conséquence la définition sui-

vante vient naturellement.

Définition 1.8. On note par C0
p.p.(R,C) l’espace de Banach obtenu comme

fermeture de l’ensemble A des polynômes trigonométriques généralisés dans

l’espace Cb(R,C).

On sait alors que

f ∈ C0
p.p.(R,C) ⇔ f ∈ {u.p.p.} ⇔ f est uniformément normale

Valeur moyenne d’une fonction u.p.p.

Pour toute fonction u.p.p. f , la valeur moyenne M [f ] définie par :

M [f ] = lim
T→+∞

1

2T

∫ +T

−T
f(x)dx,

existe et est finie.

De plus,

1.

M [f ] = lim
T→+∞

1

T

∫ +T

0

f(x)dx = lim
T→+∞

1

T

∫ 0

−T
f(x)dx.

2.

M [f ] = lim
T→+∞

1

2T

∫ α+T

α−T
f(x)dx,

uniformément par rapport à α ∈ R.

Remarque 1.1. 1. Toute fonction paire vérifie la propriété 1. pécédente,

par contre une condition nécessaire pour qu’une fonction impaire soit

u.p.p. est que sa valeur moyenne soit nulle.

2. La valeur moyenne d’une fonction u.p.p. positive non identiquement

nulle est strictement positive.
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Série de Fourier associée à une fonction u.p.p.

Pour toute fonction u.p.p. et tout nombre réel λ, la fonction f(x) exp(−iλx)
reste u.p.p., le nombre

a (λ, f) = M [f(x) exp(−iλx)],

est donc bien défini.

En fait l’ensemble des réels λ vérifiant a (λ, f) 6= 0, est au plus dénombrable.

De tels nombres sont appelés les exposants de Fourier-Bohr de f et les

a (λ, f) associés sont les coefficients de Fourier-Bohr de la fonction f .

L’ensemble

Λ (f) = {λn ∈ R : a (λn, f) 6= 0} ,

est appelé spectre de f .

– la série formelle

S (f) (x) =
∑
n≥1

a (λn, f) exp (iλnx) ,

est la série de Fourier-Bohr de f .

– Les coefficients de Fourier-Bohr d’une fonction u.p.p. f vérifient l’égalité

de Parseval : ∑
n≥1

a (λn, f)2 = M [f | (x) |2].

– Deux fonctions u.p.p. distinctes possèdent différentes séries de Fourier-

Bohr.

– Si la série de Fourier-Bohr d’une fonction u.p.p f est uniformément

convergente, alors sa somme est égale à f .

Polynôme d’approximation de Bochner-Fejér d’une fonction u.p.p.

L’égalité de Parseval, qui est un résultat fondamental dû à H. Bohr donne

lieu à un résultat important d’approximation d’une fonction u.p.p. par des

polynômes trigonométriques particuliers ( dits polyômes de Bochner-Fejér)

qui généralise la propriété classique d’approximation de Fejèr pour les fonc-

tions périodiques. Plus pécisément :
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Soit {α1, α2, ......., αn, ........} un ensemble dénombrable de nombre réels ra-

tionnellement linéairement indépendants, c’est à dire que pour tout entier

p ≥ 1 les seuls rationnels r1, r2, ......., rp vérifiant l’équation :

r1αn1 + r2αn2 + .......rpαnp = 0,

sont r1 = r2 = ....... = rp = 0.

Alors le polynôme de Bochner-Fejér σB est donné par l’expression suivante :

σB (x) = M [f (x+ .)KB (.)] ,

où KB est le noyau de Bochner-Fejèr défini par :

KB (t) = Kn1 (α1t)Kn2 (α2t) .........Knp (αpt) ,

et pour tout i, i = 1, ....np

Kni (t) =
1

ni

(
sin ni

2
t

sin t
2

)
,

est le noyau de Fejèr classique.

– σB (x) = σp (x) =
∑k=n(p)

k=1 rk,pa(λk, f) exp(iλkx), où les rk,p sont des

rationnels qui ne dependent que de λk et de p et non de a(λk, f).

– La suite de polynômes de Bochner-Fejèr ainsi définie converge uni-

formément vers f lorsque p tend vers l’infini.

1.3.4 Fonctions presque périodiques de type Orlicz

Soient A l’ensemble des polynômes trigonométriques généralisés définis

sur R à valeurs dans C et M(R,C), l’ensemble des fonctions Lebesgue me-

surables sur R à valeurs dans C.

Considérons les trois pseudomodulaires suivantes :

ρSϕl (f) = sup
s∈R

1
l

∫ s+l

s

ϕ(|f(t)|)dt,

ρWϕ(f) = lim
l→+∞

sup
s∈R

1
l

∫ s+l

s

ϕ(|f(t)|)dt,

ρBϕ(f) = lim
T→+∞

1
2T

∫ +T

−T
ϕ(|f(t)|)dt.
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Et notons par Gϕ (R) l’un des trois espaces modulaires : Sϕl (R), Wϕ (R) ou

Bϕ (R) correspondant aux pseudomodulaires ρSϕl , ρWϕ , ρBϕ respectivement.

Et par ‖.‖Gϕ la norme de Luxemburg correspondante.

Il est clair que A est un sous espace linéaire de Gϕ (R). La fermeture de

A relativement à la (pseudo)norme ‖.‖Gϕ permet de définir l’espace cor-

respondant du type Orlicz de fonctions presque périodiques, noté Gϕ.p.p,

appelé respectivement : Stepanoff-Orlicz, Weyl -Orlicz et Besicovitch-Orlicz

de fonctions presque périodiques. On écrit, donc :

Gϕ.p.p = A
‖.‖Gϕ

ou d’une manière plus explicite :

Gϕ.p.p =

{
f ∈ Gϕ (R) , ∃ {fn}n≥1 ⊂ A, lim

n→+∞
‖fn − f‖Gϕ = 0

}
.

La fermeture de A relativement à la (pseudo)modulaire ρGϕ permet de

définir une classe plus large de fonctions presque périodiques, notée G̃ϕ.p.p.

Plus précisement :

G̃ϕ.p.p =

{
f ∈ Gϕ (R) , ∃ {fn}n≥1 ⊂ A, ∃k > 0, lim

n→+∞
ρGϕ (k (fn − f)) = 0

}
.

Il est clair que les deux espaces Gϕ.p.p et G̃ϕ.p.p sont linéaires, de plus, on

a l’inclusion suivante :

Gϕ.p.p ⊂ G̃ϕ.p.p,

l’égalité des deux espaces a lieu si et seulement si ϕ vérifie la condition-∆2.

Les fonctions de G̃ϕ.p.p peuvent aussi être caracterisées en termes de pro-

priétés de translation ou de presque périodicité. La caractérisation des fonc-

tions de Bϕ.p.p n’est cependant pas commode. De manière précise :

1. Une fonction f ∈ Sϕ1 (R) sera dite satisfaire la propriété de translation

au sens de Stepanoff-Orlicz lorsque, pour tout ε > 0, l’ensemble

Sϕl T (f ; ε) =
{
τ ∈ R, ‖fτ − f‖Sϕl ≤ ε

}
est relativement dense dans R.
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2. Une fonction f ∈ Wϕ (R) sera dite satisfaire la propriété de translation

au sens de Weyl-Orlicz lorsque, pour tout ε > 0, il existe un nombre

réel `0 (ε) = `0 > 0 tel que l’ensemble Sϕ`0T (f ; ε) est relativement

dense dans R.

3. Une fonction f ∈ Bϕ (R) satisfait la propriété de translation au sens

de Besicovitch-Orlicz, si, à tout ε > 0, on peut associer une suite

{τi}i∈Z de nombres réels équirépartie dans R, telle que :

(a) ρBϕ

(
fτi − f

α

)
< ε, ∀i ∈ Z.

(b) MxM i{
1

c

x+c∫
x

ϕ(|f(t + τi) − f(t)|)dµ} ≤ ε, ∀c > 0, où α est une

constante qui ne dépend que de f.

L’ensemble des fonctions de Gϕ (R) vérifiant la propriété de translation

correspondantes est noté Gϕ.p.t. Cet espace contient Gϕ.p.p et lui est égal

si et seulement si ϕ vérifie la condition-∆2( cf.[21]).

Les propriétés topologiques essentielles des espaces Gϕ.p.p (R) et Gϕ.p.t (R)

sont étudiées dans [2],[21]. Tous ces espaces sont non séparables. Les espaces

Sϕl .p.p, S
ϕ
l .p.t, B

ϕ.p.p et Bϕ.p.t sont complets alors que Wϕ.p.p et Wϕ.p.t

ne le sont pas.

Remarque 1.2. Des résultats classiques d’analyse fonctionnelle affirment

que les espaces C0 ([0, 1]) , des fonctions continues f telles que f (0) =

f (1), et Lp ([0, 1]) , p ≥ 1 s’identifient à la fermeture de l’ensemble A0 =

〈{exp (2inπx) , n ≥ 0}〉 pour les normes correspondantes.

La fermeture pour des (pseudo)normes du même type de l’ensemble A des

polynômes trigonométriques généralisés nous a permis de définir les différentes

classes de fonctions presque périodiques. En fait on peut préciser cette dua-

lité cf. [3]

1. L’algèbre {u.p.p} est isométriquement isomorphe à un espace abstrait

C (K) où K est le compactifié de Bohr de R muni de la mesure de

Haar.

2. L’identification de 1) se prolonge lorsque ϕ est ∆2, en une identifica-

tion entre les espaces Bϕ.p.p et Lϕ (K) .( cf.[21])
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Comparaison des espaces Sϕl .p.p, W
ϕp.p et Bϕ.p.p

Les espaces Sϕl .p.p, W
ϕ.p.p et Bϕ.p.p sont par définition les fermetures

respectives de l’ensemble A relativement aux (pseudo)normes de Luxemburg

‖.‖Sϕ1 , ‖.‖Wϕ et ‖.‖Bϕ . Ces (pseudo)normes vérifient les inégalités

‖.‖∞ ≥ ‖.‖Sϕl ≥ ‖.‖Wϕ ≥ ‖.‖Bϕ ≥ ‖.‖B1

Ces inégalités impliquent les relations d’inclusion :

A ⊂ {u.p.p} ⊂ Sϕ1 .p.p ⊂ Wϕ.p.p ⊂ Bϕ.p.p ⊂ B1.p.p

Propriétés d’approximation dans les espaces Sϕ1 .p.p,W
ϕ.p.p et Bϕ.p.p

Toute fonction u.p.p. admet un développement en série de Fourier et

peut être approchée, au sens de la norme uniforme, par une suite de po-

lynômes de Bochner-Fejèr. Ce résultat se généralise aussi au cas de fonctions

presque périodiques définies dans les espaces du type Orlicz. De manière

précise, les fonctions de B1p.p. (R), en particulier donc celles de Gϕp.p. (R)

possèdent un développement en série de Fourier. A toute fonction f de

B1p.p. (R) et tout λ ∈ R, on associe le coefficient de Fourier-Bohr a (λ) =

lim
T→+∞

1
2T

+T∫
−T

f (t) exp (−iλt) dt . Ces coefficients sont nuls sauf pour un en-

semble dénombrable de valeurs de λ noté Λ = {λ1, λ2,...,λn, ...}. On considère

alors la série formelle S (f) (x) =
∑
n≥1

a (λn) exp (iλnx) .

Les questions concernant la convergence de cette série sont en général dif-

ficiles. On montre toutefois l’existence de polynômes d’approximation de

Bochner-Fejèr. Cette approche généralise l’approximation classique de Fejèr

dans le cas des fonctions périodiques :

Soient f ∈ Gϕ.p.p, où Gϕ.p.p désigne toujours l’un des trois espaces

Sϕ` .p.p, W
ϕ.p.p ou Bϕ.p.p, Sn (f) (x) =

n∑
k=1

a (λk, f) e i λk x les sommes par-

tielles de sa série de Fourier. Il existe une suite de polynômes trigonométriques

σm (f) , m ≥ 1 (qui sont les polynômes d’approximation de Bochner-Fejèr)

de la forme :
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σm (f) (x) =
rm∑
k=1

µmk a (λk, f) e i λk x .

Les facteurs {µmk} dépendent seulement de la suite des exposants {λ k}de

f et on a : 0 < µmk ≤ 1.

Pour tout f ∈ Bϕp.p, la suite {σm (f)} possède les propriétés d’approxi-

mation suivantes :

1. ‖σm (f)‖Gϕ ≤ ‖ f ‖Gϕ , m = 1, 2... (ρGϕ (σm (f)) ≤ ρGϕ ( f)).

2. ‖σm (f)− f‖Gϕ → 0 quand m→∞.

1.4 Quelques propriétés géométriques dans

les espaces de Banach

Les notions de stricte et d’uniforme convexité ont été introduites par J.

A. Clarkson [13]. Les espaces uniformément convexes sont le cadre adéquat

pour la théorie de l’approximation.

La relation entre les différents types de convexité des espaces de Banach et

leur réflexivité a fait l’objet de nombreuses études. D. Milman en 1938 (cf.

[40]) démontra que tout espace uniformément convexe est réflexif.

De nombreuses autres propriétés intermédiaires entre la stricte et l’uniforme

convexité ont été introduites. Il s’agit entre autres de l’uniforme convexité

locale, l’uniforme convexité dans toute direction, la H-propriété( noté aussi

K.K.P).

• Un espace normé (X, ‖ . ‖) est dit strictement convexe lorsque tout

point x de sa sphère unité S(X) est un point extrême de sa boule unité

B(X) c’est à dire si

x ∈ S(X) et x =
y + z

2
, y, z ∈ B(X)

alors y = z = x.

On a aussi la caractérisation équivalente suivante :

‖ x+ y

2
‖< 1
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pour tous x, y ∈ X tels que

‖ x ‖=‖ y ‖= 1 et ‖ x− y ‖> 0

Pour introduire la notion d’uniforme convexité de (X, ‖ . ‖), nous com-

mençons par rappeler la définition de son module de convexité :

le module de convexité d’un espace (X, ‖ . ‖) est la fonction δX(.) :]0, 2] −→
[0, 1] définie par la formule :

δX(ε) = inf
{
1− ‖ x+y

2
‖: x, y ∈ S(X); ‖ x− y ‖= ε

}
= inf

{
1− ‖ x+y

2
‖: x, y ∈ S(X); ‖ x− y ‖≥ ε

}
= inf

{
1− ‖ x+y

2
‖: x, y ∈ B(X); ‖ x− y ‖≥ ε

}
La fonction δX(.) est continue et croissante sur l’intervalle ouvert ]0, 2[.

Il est facile de voir que l’espace (X, ‖ . ‖) est strictement convexe si et

seulement si δX(2) = 1.

• (X, ‖ . ‖) est dit uniformément convexe lorsque δX(ε) > 0 pour tout

ε ∈]0, 2].

L’uniforme convexité de (X, ‖ . ‖) est équivalente à chacune des quatre

conditions suivantes :

(i) Pour tout ε ∈]0, 2[, il existe δ(ε) ∈]0, 1[ tel que pour tous x, y ∈ S(X)

vérifiant

‖ x− y ‖≥ ε, on a

‖ x+ y

2
‖≤ 1− δ(ε).

(ii) Pour tout ε ∈]0, 2[, il existe σ(ε) ∈]0, 1[ tel que pour tous x, y ∈ B(X)

vérifiant ‖ x− y ‖≥ ε, on a

‖ x+ y

2
‖≤ 1− σ(ε).

(iii) Pour toutes suites {xn} et {yn} dans S(X), la condition

lim
n→+∞

‖ xn + yn ‖= 2

implique que

lim
n→+∞

‖ xn − yn ‖= 0
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(iv) Pour toutes suites {xn} et {yn} dans X telles que la condition

lim
n→+∞

‖ xn ‖= lim
n→+∞

‖ yn ‖= lim
n→+∞

‖ xn + yn
2

‖,

est vérifiée, on a

lim
n→+∞

‖ xn − yn ‖= 0.

• Un espace de Banach (X, ‖.‖) est dit localement uniformément convexe

(LUC) si, pour tout ε > 0 et y ∈ S(X) il existe un δX(ε, y) > 0 tel que si

x ∈ S(X) et ‖x− y‖ ≥ ε alors ‖1

2
(x+ y)‖ ≤ 1− δX(ε, y).

Il existe une caractérisation séquentielle de LUC :

L’espace (X, ‖.‖) est LUC ssi pour chaque x ∈ S(X) et tout suite (yn) dans

S(X) (ou dans B(X)) pour laquelle ‖1
2
(x + yn)‖ −→ 1, nous avons aussi

‖yn − x‖ −→ 0.

• Soit x ∈ S(X), on dira que x est un H−point de B(X) lorsque l’im-

plication suivante a lieu : (xn ⇀ x) et ‖xn‖ −→ ‖x‖ = 1 alors xn −→ x en

norme.

Si tout point de S(X) est un H−point de B(X) alors on dit que X possède

la H−propriété ou satisfait la propriété de Kadec-Klee (K.K.P.).

• L’espace X est dit midpoint localement uniformément convexe (MLUC)

quand tout point x ∈ S(X) est un point fortement extrême. i.e. : Pour

tout x ∈ S(X) et toutes suites (xn), (yn) ∈ B(X) on a xn+yn
2

−→ x ⇒
xn − yn −→ 0.

• L’espace de Banach X est dit uniformément convexe dans toutes les

directions (UCED) si la propriété suivante est vérifiée : ∀z 6= 0 ∈ X, ∀ε > 0,

∃δ > 0, ∀x, y ∈ S(X) x− y = az on a |a| ≥ ε⇒ ‖1
2
(x+ y)‖ ≤ 1− δ.

On a la caractérisation suivante :

Pour tout z ∈ X, et toute suite (xn) dans X, les conditions

‖xn‖ −→ 1, ‖xn + z‖ −→ 1 et ‖2xn + z‖ −→ 2 impliquent z = 0.



26

Notons que les implications suivantes ont lieu dans un espace de Banach[39] :

• LUC =⇒MLUC =⇒ SC.

• LUC =⇒ H− propriété.

• UCED =⇒ SC.



CHAPITRE 2

Espaces de

Besicovitch-Musielak-Orlicz de

fonctions presque périodiques

2.1 Introduction

Les espaces de Besicovitch-Musielak-Orlicz de fonctions presque périodiques

ont été récemment introduits dans [47], [48] et [53], où certaines de leurs pro-

priétés géométriques ont été caractérisées. Ils constituent une généralisation

naturelle des espaces de Besicovitch-Orlicz de fonctions presque périodiques.

L’objectif de ce chapitre est de présenter ces espaces ainsi que les méthodes

et autres résultats techniques qui sont développés dans le but d’étudier leurs

propriétés topologiques et géométriques.

2.2 Définitions et notations

Soit ϕ une fonction de Musielak-Orlicz , i.e. ϕ : R×R+ −→ R+ et telle

que :

1. ∀t ∈ R, ϕ(t, .) est convexe sur R+.

27
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2. ∀x ∈ R+, ϕ(., x) est Lebesgue mesurable sur R et ∀t ∈ R, ϕ(t, x) = 0

ssi x = 0.

Dans la suite nous supposons que ϕ vérifie aussi les deux conditions suivantes :

3. ϕ(., .) est continue sur R× R+.

4. ∀x ∈ R+, ϕ(., x) est périodique de période T indépendante de x (on

peut supposer que T = 1).

Remarque 2.1.

•L’hypothèse ϕ(t, x) = 0 ssi x = 0, ∀t ∈ R, nous assure que pour tout α > 0,

inf{ϕ(t, α), t ∈ R} = φ(α) > 0.

Cette dernière propriété est importante dans l’étude des propriétés structu-

relles de nos espaces comme en le verra dans la Remarque 2.3

• Notons aussi que la fonction φ est convexe.

Soit maintenant M(R,C) = M l’ensemble de toutes les fonctions Lebesgue

mesurables sur R a valeurs dans C.

La fonctionnelle

ρϕ : M −→ [0,+∞]

f −→ ρϕ(f) = lim
T→+∞

1

2T

∫ +T

−T
ϕ(t, |f(t)|)dt = M [ϕ(., |f(.)|)].

est une pseudo modulaire convexe sur M (voir [6]).

L’espace modulaire associé :

Bϕ = {f ∈M : lim
α→0

ρϕ(αf) = 0},

= {f ∈M : ρϕ(λf) < +∞, pour un λ > 0},

est appelé espace de Besicovitch-Musielak-Orlicz.

Cet espace est naturellement muni de la norme de Luxemburg :

‖f‖ϕ = inf

{
k > 0, ρϕ

(
f

k

)
≤ 1

}
.

Soit A l’ensemble de tous les polynômes trigonométriques généralisés, i.e.,
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A = {Pn(t) =

j=n∑
j=1

aje
iλjt, aj ∈ C, λj ∈ R, n ∈ N}.

L’espace de Besicovitch-Musielak-Orlicz de fonctions presque périodiques

noté par Bϕa.p. est la fermeture de l’ensemble A relativement à la norme

de Luxemburg,

Bϕa.p. = {f ∈ Bϕ : ∃{pn} ∈ A t.q. lim
n→+∞

‖f − pn‖ϕ = 0}.

Quand ϕ(t, x) = |x| l’espace Bϕa.p. est noté par B1p.p.

La fermeture de l’ensemble A relativement à la modulaire ρϕ est le sous-

espace de Bϕ noté par B̃ϕp.p. :

B̃ϕa.p. = {f ∈ Bϕ : ∃{pn} ∈ A t.q. lim
n→+∞

ρϕ(α(f−pn)) = 0 pour un certain α > 0}.

On a clairement les inclusions suivantes :

Bϕa.p. ⊆ B̃ϕa.p. ⊆ Bϕ.

Une condition de croissance importante dans les espaces modulaires imposée

sur la fonction génératrice ϕ, est la condition ∆2 :

Définition 2.1. On dit que ϕ satisfait la condition ∆B1

2 s’il existe une

constante k > 0 et une fonction positive h avec ρ1(h) < +∞ telles que,

ϕ(t, 2x) ≤ kϕ(t, x) + h(t), pour presque tout t ∈ R, et tout x ∈ R+.

On dit que ϕ est ∇B1

2 si ψ est ∆B
1

2 .

On peut écrire de manière équivalente (voir [27]) :

ϕ vérifie la condition ∆B1

2 , s’il existe k > 0 et h ∈ Bϕ (R) tels que

ϕ (t, 2u) ≤ kϕ (t, u) ,

pour presque tout t ∈ R et tout u ≥ h (t).

Cette dernière est notée uniquement ∆2 quand il n’y a pas de risque de

confusion.
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2.3 Lemmes techniques et résultats de conver-

gence

Dans ce qui suit, nous présenterons quelques lemmes techniques et des

résultats de convergence développés pour étudier la structure géométrique

des espaces de Besicovitch-Musielak-Orlicz de fonctions presque périodiques.

Soit Σ = Σ(R) la σ− algèbre de Lebesgue sur R et µ la fonction d’en-

semble définie sur Σ par :

µ(A) = lim
T→+∞

1

2T

∫ +T

−T
χA(t)dt = lim

1

2T
µ(A ∩ [−T,+T ]).

Où µ désigne la mesure de Lebesgue sur R.

On notera que µ n’est pas une mesure, en effet elle n’est pas σ−additive.

Il suffit de remarquer que :

µ(R) = 1 alors que R = ∪
n∈Z

]− n,+n[, et µ(]− n,+n[) = 0,∀n ∈ Z.

Définition 2.2. Une suite {fn} ⊆ Bϕ(R) est dite µ−convergente vers f ∈
Bϕ(R) et on écrit fn

µ−→ f lorsque, pour tout α > 0 on a :

lim
n→+∞

µ{t ∈ R, |fn(t)− f(t)| > α} = 0.

Ce concept de convergence satisfait la propriété suivante :

Si {fn} et {gn} sont deux suites de fonctions µ convergentes vers f et g

respectivement, alors {αfn + βgn} converge en µ vers αf + βg.

Lemme 2.1. Soit f ∈ Bϕ(R). Alors lim
n→+∞

µ{t ∈ R, |f(t)| ≥ n} = 0.

Démonstration. f étant dansBϕ (R), il existe α > 0 pour lequel ρϕ (αf) <

∞.

Pour un entier N, soit fN la troncature de f i.e.

fN (t) =

{
f (t) si |f (t)| ≤ N

N si |f (t)| ≥ N.
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Posons EN = {t ∈ R, |f (t)| ≥ N} , alors du fait de la convexité de φ, on a

pour chaque N ∈ N,

ρϕ(αf) ≥ ρϕ(αfN)

≥ ρϕ(αfNχEN )

= ρϕ(αNχEN )

≥ φ(αN)µ(EN).

Il découle directement que lim
N→∞

µ (EN) = 0.

Lemme 2.2. Soit ν(A) = lim
T→+∞

1
2T

∫ +T

−T ϕ(t, χA(t))dt.

Alors, la fonction d’ensemble µ est absolument continue par rapport à ν,

i.e. :

∀ε > 0,∃δ > 0 tel que : A ∈ Σ, ν(A) ≤ δ =⇒ µ(A) ≤ ε.

La preuve découle du fait que ν(A) ≥ φ(1)µ(A).

Remarque 2.2. On a aussi

ν(A) ≤ sup
t∈[0,1]

ϕ(t, 1)µ(A.)

Ce qui veut dire aussi que ν est absolument continue par rapport à µ.

Lemme 2.3. Soit {fn} ⊆ Bϕ(R) une suite convergente au sens de la mo-

dulaire vers f ∈ Bϕ(R). Alors {fn} est µ convergente vers f .

Autrement dit : Si pour un α > 0 nous avons ρϕ(α(fn − f)) −→ 0 alors ,

∀ε > 0, lim
n→+∞

µ{t ∈ R, |fn(t)− f(t)| > ε} = 0.

Pour la preuve voir [41] et [53].

Remarque 2.3.

• La preuve du lemme précédent est donnée dans le cas sans paramètre dans
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[41] avec α = 1, mais on remarque facilement qu’elle reste valable pour tout

α > 0.

• La condition φ(α) > 0 pour tout α > 0 est une condition nécessaire pour

la vérification du lemme précédent.

En effet l’exemple suivant fournit une suite de fonctions convergente en

modulaire sans qu’elle ne le soit en µ, dans le cas où cette condition n’est

pas vérifiée.

Nous définissons ϕ : R× [0,+∞[ → [0,+∞[ par ϕ (t, u) = f(t).u2 où f :

R → [0,+∞[ est une fonction continue et périodique (avec une période

T = 1) définie par :

f(t) =


0 si t ∈

[
0, 3

8

]
8t− 3 si t ∈

[
3
8
, 1

2

]
−8t+ 5 si t ∈

[
1
2
, 5

8

]
0 si t ∈

[
5
8
, 1
]

Considérons aussi la fonction continue et périodique (avec une période

T = 1) définie comme suit :

h(t) =



1 si t ∈
[
0, 1

4

[
−8t+ 3 si t ∈

[
1
4
, 3

8

[
0 si t ∈

[
3
8
, 5

8

[
8t− 5 si t ∈

[
5
8
, 3

4

[
1 si t ∈

[
3
4
, 1
]

Il est facile de voir que

ϕ(t, |h(t)|) = f(t)h2(t) = 0∀t ∈ R, et donc ρϕ (h) = 0.

Mais,

µ̄

{
t ∈ R, |h (t)| ≥ 1

2

}
≥ 1

2
.

Lemme 2.4. Soit h ∈ Bϕ(R), alors pour tout θ ∈]0, 1[, ∃β > 0 t.q.

µ{t ∈ R : |h(t)| ≤ β} ≥ θ.
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Démonstration. Supposons que l’assertion du lemme n’est pas vérifiée.

Alors ∃θ ∈]0, 1[ tel que

∀β > 0 µ{t ∈ R : |h(t)| ≤ β} < θ.

c.à.d. aussi ;

∃θ ∈]0, 1[ tel que

∀β > 0 µ{t ∈ R : |h(t)| > β} ≥ (1− θ)

.

D’où, en posant A = {t ∈ R : |h(t)| > β},

ρϕ(h) ≥ ρϕ(hχA) ≥ φ(β)µ(A) ≥ φ(β)(1− θ), ∀β > 0,

ce qui contredit le fait que ρϕ(h) < +∞.

Lemme 2.5. Soit {fn} une suite dans Bϕ(R) µ convergente vers f dans

Bϕ(R). Alors ϕ(., |fn(.)|) est µ convergente vers ϕ(., |f(.)|)

Démonstration. Soit θ̄ ∈ ]0, 1[. Par le Lemme 2.4, il existe une constante

strictement positive β pour laquelle µ̄
(
Ḡ
)
≥ θ̄ où

Ḡ = {t ∈ R : |f (t)| ≤ β} .

Pour α > 0, posons Aαn = {t ∈ R : |fn (t)− f (t)| > α} .
On a clairement |fn (t)| ≤ β + α, ∀t ∈ Ḡ ∩ (Aαn)

′ .

Comme la fonction ϕ est continue sur R× [0,+∞[, elle est uniformément

continue sur [0, 1]× [0, α+ β]. Du fait de sa périodicité par rapport à t ∈ R,
elle sera ϕ uniformément continue sur R× [0, α+ β] .

Alors, pour tout réel η > 0, il existe αη > 0 tel que pour tout t ∈
Ḡ ∩ (Aαn)

′
:

|ϕ (t, |fn (t)|)− ϕ (t, |f (t)|)| ≥ η =⇒ |fn (t)− f (t)| > αη.

Mais fn
µ̄→ f , d’où nous aurons aussi

lim
n→+∞

µ̄
{
t ∈ Ḡ ∩ (Aαn)

′
: |ϕ (t, |fn (t)|)− ϕ (t, |f (t)|)| ≥ η

}
= 0.
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Par conséquent,

µ̄ {t ∈ R : |ϕ (t, |fn (t)|)− ϕ (t, |f (t)|)| ≥ η}
≤ µ̄

{
t ∈ Ḡ ∩ (Aαn)

′
: |ϕ (t, |fn (t)|)− ϕ (t, |f (t)|)| ≥ η

}
+µ̄
{
t ∈
(
Ḡ
)′

: |ϕ (t, |fn (t)|)− ϕ (t, |f (t)|)| ≥ η
}

+µ̄ {t ∈ Aαn : |ϕ (t, |fn (t)|)− ϕ (t, |f (t)|)| ≥ η}
≤ µ̄

{
t ∈ Ḡ ∩ (Aαn)

′
: |ϕ (t, |fn (t)|)− ϕ (t, |f (t)|)| ≥ η

}
+µ̄
((
Ḡ
)′)

+ µ̄ (Aαn)

≤ µ̄
{
t ∈ Ḡ ∩ (Aαn)

′
: |ϕ (t, |fn (t)|)− ϕ (t, |f (t)|)| ≥ η

}
+
(
1− θ̄

)
+ µ̄ (Aαn) .

En faisant tendre n vers l’infini, nous obtiendrons :

lim
n→+∞

µ̄ {t ∈ R : |ϕ (t, |fn (t)|)− ϕ (t, |f (t)|)| ≥ η} ≤
(
1− θ̄

)
.

Finalement, comme θ̄ ∈ ]0, 1[ est arbitraire, on déduit que

∀η > 0, lim
n→+∞

µ̄ {t ∈ R : |ϕ (t, |fn (t)|)− ϕ (t, |f (t)|)| ≥ η} = 0. (2.1)

Lemme 2.6. Soit g ∈ Bϕp.p.(R). Alors pour tout ε > 0 il existe δ > 0 tel

que :

µ(Q) ≤ δ =⇒ ρϕ(gχQ) ≤ ε.

g est alors dite absolument intégrable.

Démonstration. Pour tout ε > 0 il existe pε ∈ {u.p.p.} tel que

ρϕ(2(g − pε)) ≤ ε.

(Par définition des fonctions de Bϕp.p.(R)).

D’autre part : ρϕ(g) ≤ 1
2
ρϕ(2(g − pε)) + 1

2
ρϕ(2pε).

ρϕ(g.χQ) ≤ 1

2
ρϕ(2(g − pε)χQ) +

1

2
ρϕ(2pεχQ)

≤ 1

2
ε+

1

2
δ.2 sup |pε(t)|.
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Il suffit alors de prendre δ <
ε

2. sup |pε(t)|

Lemme 2.7. Soit f ∈ Bϕp.p.. Alors, on a l’équivalence suivante :

ρϕ(f) = 0 ssi f = 0 µ p.p.

Démonstration. L’assertion ρϕ(f) = 0 implique f = 0 µ p.p. est une

consequence directe du Lemme 2.3.

Montrons maintenant l’implication inverse.

Supposons que f = 0 µ p.p. Alors, on aura pour tout n ≥ 1

µ{Gn} ≤
1

n
, avec Gn = {t ∈ R, |f(t)| ≥ 1

n
}.

De là, en utilisant le Lemme 2.6, on obtient

lim
n→+∞

ρϕ(fχGn) = 0.

D’autre part :

ρϕ(fχGcn) ≤ sup
t∈R

ϕ(t,
1

n
)µ(Gc

n) = ϕ(a,
1

n
)µ(Gc

n) ≤ sup
t∈[0,1]

ϕ(t,
1

n
).

Maintenant du fait que {ϕn(.)}n = {ϕ(., 1
n
)}n est uniformément continue sur

[0, 1] × [0, 1], elle est équicontinue dans (C[0, 1],R) sa convergence simple

coincide avec sa convergence uniforme.

Ce qui implique

ρϕ
n→+∞

(fχGcn) = 0.

Finalement, en utilisant la formule

ρϕ(f) ≤ ρϕ(fχGn) + ρϕ(fχGcn),

on obtient ρϕ(f) = 0.

Définition 2.3. Une suite {fn} ⊂ Bϕ(R) est dite équi-absolument intégrable

quand :

∀ε > 0, ∃δ > 0 ∃n0 ∈ N ∀Q ∈ Σ, µ(Q) ≤ δ et n ≥ n0 =⇒ ρϕ(fnχQ) ≤ ε.
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Lemme 2.8. Soit {fn} ⊂ B1(R) une suite µ convergente vers f ∈ B1(R)

absolument intégrable. Alors, si {fn} est équi-absolument intégrable nous

avons ρ1(fn) −→
n→+∞

ρ1(f).

Démonstration. Fixons θ > 0 et considérons l’ensemble :

Aθn = {t ∈ R : |fn(t)− f(t)| > θ}.

La suite {fn} étant µ convergente vers f , nous avons

lim
n→+∞

µ(Aθn) = 0. (2.2)

Maintenant

ρ1(|fn − f |) ≤ ρ1(|fn − f |χAθn) + ρ1(|fn − f |χCAθn)
≤ ρ1(|fn|χAθn) + ρ1(|f |χAθn) + ρ1(|fn − f |χCAθn)
≤ ρ1(fnχAθn) + ρ1(fχAθn) + θ.

Pour un ε > 0 donné, l’équi-absolue intégrabilité de {fn} assure l’existence

de n1 ∈ N et δ1 > 0 t.q.

∀Q ∈ Σ, µ(Q) ≤ δ1 et n ≥ n1 =⇒ ρ1(fnχQ) ≤ ε

2
. (2.3)

D’autre part l’absolue intégrabilité de f assure l’existence d’un δ2 t.q.

µ(Q) ≤ δ2 =⇒ ρ1(fχQ) ≤ ε

2
. (2.4)

Posons δ = min(δ1, δ2). Alors par (2.2) il existe n2 ∈ N t.q. ∀n ≥ n2 nous

avons µ(Aθn) ≤ δ, de là pour n0 = max(n1, n2) on a ∀n ≥ n0,

max(ρ1(fχAθn), ρ1(fnχAθn)) ≤
ε

2
,

et donc :

∀ε > 0, ∃n0 ∈ N, ∀n ≥ n0, ρ1(|fn − f |) ≤ ε+ θ.

Faisant tendre n vers l’infini on obtient :

lim
n→+∞

ρ1(fn − f) ≤ θ.

Finalement, puisque θ > 0 est arbitraire on déduit que lim
n→+∞

ρ1(fn−f) = 0.

D’où ρ1(fn) −→ ρ1(f), qd n −→ +∞.
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Remarque 2.4. Sous les mêmes hypothèses, le résultat du Lemme 2.8 reste

vrai quand {fn} ⊂ Bϕ et f ∈ Bϕa.p., i.e. ρϕ(fn) −→
n→+∞

ρϕ(f).

Corollaire 2.1. Soit {fn} ⊂ Bϕ telle que lim
n→+∞

‖fn − f‖ϕ = 0, avec f ∈
Bϕa.p.. Alors on affirme que ρϕ(fn) −→

n→+∞
ρϕ(f).

Démonstration. Puisque la suite {fn} est µ convergente vers f , il suf-

fit de montrer qu’elle est équi-absolument intégrable. En fait : ρϕ(fn) ≤
1
2
ρϕ(2(fn − f)) + 1

2
ρϕ(2f).

Étant donné un ε > 0, puisque 2f ∈ Bϕa.p. il existe δ > 0 t.q. ∀Q ∈ Σ nous

avons µ(Q) ≤ δ =⇒ ρϕ(2fχQ) ≤ ε.

D’autre part, il existe n0 ∈ N t.q. ρϕ(2(fn−f)) ≤ ε, ∀n ≥ n0. Finalement,

nous avons :

ρϕ(fnχQ) ≤ 1

2
ρϕ(2(fn − f)χQ) +

1

2
ρϕ(2fχQ) ≤ ε, ∀n ≥ n0, ∀Q ∈ Σ.

Corollaire 2.2. Soit {fn}n ⊂ B1 (R) une suite µ̄-convergente vers f ∈
B1 (R) . Supposons qu’il existe une fonction g ∈ B1 (R) absolument intégrable

telle que max (|fn| , |f |) ≤ g. Alors

ρ1 (fn) → ρ1 (f) .

Démonstration.

De l’hypothèse max (|fn| , |f |) ≤ g, avec g absolument intégrable on déduit

que la suite {fn} est équi-absolument intégrable et f est absolument intégrable.

Le résultat est alors une conséquence du Lemme 2.8.

Proposition 2.1. Soit f ∈ Bϕp.p. (R) . Alors, ϕ (t, |f (t)|) ∈ B1p.p. (R) et

en conséquence la limite lim
T→+∞

1
2T

+T∫
−T

ϕ (t, |f (t)|) dt existe et est finie.

Démonstration. Soit {fn} la suite de polynômes trigonométriques ap-

proximant f .

Par le Lemme 2.3 nous avons aussi fn
µ−→ f. En utilisant le Lemme 2.5

on montre que ϕ(., |fn(.)|) converge en µ vers ϕ(., |f(.)|). Par la suite en

remarquant que (ϕ(., |fn(.)|) est équi-absolument intégrable et en utilisant

le lemme 2.8, on montre que ρ1(ϕ(., |fn(.)|)− ϕ(., |f(.)|)) −→ 0 .

La conclusion découle du fait que ϕ(., |fn(.)||) ∈ {u.p.p.} voir [12].
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Lemme 2.9. Soit f ∈ Bϕp.p. (R). Alors, la fonctionnelle λ 7→ ρϕ

(
f

λ

)
est

continue sur ]0,+∞[ .

Démonstration. Notons que f ∈ Bϕp.p. (R) entrâıne que ρϕ

(
f

λ

)
< +∞

pour tout réel λ > 0.

Soit alors λ0 ∈ ]0,+∞[ et {λn} une suite de nombres réels convergente vers

λ0.

Nous avons, pour tout entier n ≥ n0

ρϕ

(
f

λn
− f

λ0

)
≤
∣∣∣∣ 1

λn
− 1

λ0

∣∣∣∣ ρϕ (f) ,

d’où,

lim
n→+∞

ρϕ

(
f

λn
− f

λ0

)
= 0.

Du Lemme 2.3, on sait que

f

λn

µ̄−→ f

λ0

,

par le lemme 2.5,

ϕ

(
t,
|f (t)|
λn

)
µ̄−→ ϕ

(
t,
|f (t)|
λ0

)
.

De plus,

max

(
ϕ

(
t,
|f (t)|
λn

)
, ϕ

(
t,
|f (t)|
λ0

))
≤ ϕ

(
t,

2

λ0

|f (t)|
)
,

Avec :

ϕ

(
t,

2

λ0

|f (t)|
)

absolument intégrable .

Par conséquent, et en utilisant le corollaire 2.2, nous avons

ρϕ

(
f

λn

)
→ ρϕ

(
f

λ0

)
.

Ce qui signifie que λ 7→ ρϕ

(
f

λ

)
est continue en λ0, donc sur]0,+∞[ .
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Corollaire 2.3. Soit f ∈ Bϕ
p.p. (R) . Alors,

1. ‖f‖ϕ ≤ 1 si et seulement si ρϕ (f) ≤ 1.

2. ‖f‖ϕ = 1 si et seulement si ρϕ (f) = 1.

Démonstration. Ces équivalences sont une conséquence directe du Lemme

2.9 et des arguments usuels de la théorie des espaces d’Orlicz (cf. [10], [52])

Remarque 2.5. Rappelons que le résultat similaire dans les espaces de

Musielak-Orlicz, a lieu sous la condition supplémentaire ∆2, qui assure jus-

tement la continuité de la fonction λ 7→ ρϕ

(
f

λ

)
. Cette condition n’est pas

nécessaire dans notre cas car nous nous sommes restreints à f ∈ Bϕp.p. (R) .

Lemme 2.10. Soit ϕ ∈ ∆2. Alors, la condition suivante, notée par ∆′
2, est

satisfaite :

Pour tout θ ∈ ]0, 1[ et ε > 0 il existe hε ∈ Bϕ (R), k′ > 1 et un ensemble

G ∈ Σ tels que :

ϕ (t, 2u) ≤ k′ϕ (t, u) ∀u ≥ hε (t) ,∀t ∈ G (2.5)

avec µ̄ (G′) < θ et ρϕ (hε) < ε.

Démonstration. Soit ϕ ∈ ∆2. Alors, il existe k > 1 et h ∈ Bϕ (R) tels

que

ϕ (t, 2u) ≤ kϕ (t, u) ,

pour tout t ∈ R et tout u ≥ h (t).

Remarquons qu’on peut supposer dans cette définition que h (t) ≥ δ,

∀t ∈ R pour un certain δ > 0. .

Du Lemme 2.4, pour tout θ ∈ ]0, 1[ il existe β > 0 pour lequel µ̄ (G′) ≤ θ

où

G = {t ∈ R : |h (t)| ≤ β} .

Posons maintenant

h1 (t) =

{
h (t) si t ∈ G
β si t ∈ G′
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Soit ε > 0 nous avons ρϕ

(
h1

η0

)
< ε pour un certain η0 ≥ 1.

Posons hε =
h1

η0

et k′ = max (k, k1) où

k1 = max

(
ϕ (t, 2u)

ϕ (t, u)
, u ∈

[
δ

η0

, β

]
, t ∈ R

)
,

nous obtiendrons (2.5) .

Lemme 2.11. Si ϕ ∈ ∆2, alors pour tout ε ∈ ]0, 1[ il existe δ (ε) ∈ ]0, 1[ tel

que

ρϕ (f) ≤ 1− ε⇒ ‖f‖ϕ ≤ 1− δ (ε)

Pour tout f ∈ B̃ϕp.p. (R)

Démonstration.

Supposons que cette implication n’est pas vraie ; i.e. :

∃ε > 0, ∀n ∈ N∗ ∃fn ∈ B̃ϕp.p. (R) telle que

ρϕ(fn) ≤ 1− ε et ‖fn‖ > 1− 1

n
.

Il existe donc une suite {fn} ⊂ B̃ϕp.p. (R) avec {‖fn‖} croissante vers 1

et ‖fn‖ ≥ 1
2
, ∀n ≥ 2 telle que

ρϕ(fn) ≤ 1− ε.

Maintenant posons : an = 1
‖fn‖ − 1, et L = sup{ρϕ(2fn)}

Nous avons grace au Corollaire 2.3 :

1 = ρϕ(
fn
‖fn‖

) = ρϕ((1 + an)fn)

= ρϕ(2anfn + (1− an)fn)

≤ anρϕ(2fn) + (1− an)ρϕ(fn)

≤ anL+ (1− an)(1− ε).

Puis en faisant n→ +∞, on aura une contradiction.
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Lemme 2.12. Soit f ∈ Bϕp.p. (R) avec ‖f‖ϕ = 1. Alors,

pour tout δ ∈]0, 1[, il existe θ ∈]0, 1[ tel que

µ{t ∈ R : ϕ(t, |f(t)|) ≤ 1− δ} < θ.

Démonstration.

Soit δ ∈ ]0, 1[ et {Pn} une suite de polynômes trigonométriques appro-

chant f , c’est à dire telles que ‖f − Pn‖ϕ → 0. Prenons Pδ tel que

ρϕ (2 |f (t)− Pδ (t)|) < δ

4
,

et posons

M = sup
t∈R

ϕ (t, 2Pδ (t)) .

Soit alors ε > 0 tel que (
δ

4
+Mε

)
< δ,

et supposons que l’assertion du Lemme 2.12 n’est pas vérifiée. Alors pour

θ = 1− ε, on a µ(G) = µ{t ∈ R : ϕ(t, |f(t)|) ≤ 1− δ} ≥ θ.

D’où

ρϕ(f) ≤ ρϕ(fχG) + ρϕ(fχG′ )

≤ (1− δ) + ρϕ(fχG′ ).

De plus, on a

ρϕ(fχG′ ) ≤ 1

2
ρϕ(2(f − Pδ)χG′ ) +

1

2
ρϕ(2PδχG′ )

≤ 1

2
(
δ

4
+Mε)

≤ δ

2
.

par conséquent, nous avons

ρϕ (f) ≤ 1− δ

2
.

Finalement, utilisant le lemme 2.11, nous obtiendrons

‖f‖ϕ ≤ 1− p(δ)

pour un certain p (δ) ∈ ]0, 1[ . Ce qui contredit le fait que ‖f‖ϕ = 1.
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Lemme 2.13. Soit f ∈ Bϕp.p. (R) avec ‖f‖ϕ = 1. Alors,

il existe des nombres réels 0 < α < β et θ ∈ (0, 1) tels que, si

G1 = {t ∈ R : α ≤ |f (t)| ≤ β} ,

on a µ̄ (G1) ≥ θ.

Démonstration. Soit δ ∈]0, 1[, alors des propriétés de ϕ on déduit qu’il

existe α > 0 tel que

|sup
t∈R

ϕ(t, α)| ≤ 1− δ

Soit θ̃ ∈]0, 1[ donné par le Lemme 2.12 :

µ{t ∈ R : ϕ(t, |f(t)|) ≤ 1− δ} = µ(G̃) < θ̃,

et soit θ ∈]0, 1[> θ̃ alors par le Lemme 2.4 il existe γ > 0 tel que :

µ(G) = µ{t ∈ R : |f(t)| ≤ γ} ≥ θ.

Soit β > max(α, γ), considérons

G1 = {t ∈ R : α ≤ |f(t)| ≤ β},

alors

G
′

1 = {t ∈ R : |f(t)| < α} ∪ {t ∈ R : |f(t)| > β} ⊆ G̃ ∪G′
,

et

µ(G
′

1) ≤ µ(G̃) + µ(G
′
) ≤ θ̃ + (1− θ) = 1− (θ − θ̃).

D’où µ(G1) ≥ θ − θ̃.

Dans ce qui suit nous allons montrer que l’espace de Musielak- Orlicz

Lϕ ([0, 1]) de fonctions définies sur [0, 1] s’injecte isométriquement dans l’es-

pace de Besicovitch-Musielak-Orlicz de fonctions presque périodiques B̃ϕa.p.

Nous allons d’abord prouver le Lemme important suivant :

Lemme 2.14. Soit (an)n≥1 , an > 0 une suite de nombres réels. Pour tout

n ∈ N, on associe un ensemble mesurable An t.q.
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i. Ai ∩ Aj = φ, pour i 6= j et
⋃
n≥1

An ⊂ [0, 1] .

ii.
∑
n≥0

1∫
0

ϕ (t, anχAn) dt < +∞.

Considérons la fonction f =
∑
n≥1

anχAn définie sur [0, 1] et soit f̃ l’ex-

tension périodique de f à tout R ( de période τ = 1). Alors f̃ ∈ B̃ϕp.p.

Démonstration. Pour un ε > 0 arbitraire, soit n0 ∈ N tel que∑
n≥n0

∫ 1

0

ϕ(t, anχAn) ≤
ε

3
,

et considérons M = max
n≤n0

sup
t
ϕ(t, 2an), et δ > 0 avec δ ≤ ε

3M
.

Soit f1 =
∑n=n0

n=1 anχAn , et notons par f r1 la restriction de f1 à l’intervalle

[0, 1− δ].

Par le théorème de Luzin il existe grε une fonction continue sur [0, 1−δ] telle

que :

µ{t ∈ [0, 1− δ] : ϕ(t, |f r1 − grε |) > 0} ≤ ε

3M
.

De plus, puisque f r1 est bornée, grε est aussi bornée (de même borne).

Soit maintenant gε l’extension linéaire de grε à [0, 1], précisément gε = grε sur

[0, 1− δ], est linéaire sur [1− δ, 1] et satisfait gε(1) = gε(0). Alors∫ 1

0

ϕ

(
t,
|f(t)− gε(t)|

2

)
dt ≤

∫ 1

0

ϕ

(
t,
|f(t)− f1|+ |f1(t)− gε(t)|

2

)
dt

≤ 1

2

∫ 1

0

ϕ(t, |f − f1|)dt+
1

2

∫ 1

0

ϕ(t, |f1 − gε|)dt

≤ 1

2

∫ 1

0

ϕ

(
t,
∑
n≥n0

anχAn

)
dt+

1

2

∫ 1−δ

0

ϕ(t, |f r1 − grε |)dt

+
1

2

∫ 1

1−δ
ϕ(t, |f1 − gε|)dt

≤ 1

2

∑
n≥n0

∫ 1

0

ϕ(t, anχAn)dt+
1

2
M

ε

3M
+

1

2
M

ε

3M

≤ ε

2
.
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Soit f̃ et g̃ε les extensions périodiques respectives de f et g à R. Puisque

g̃ε ∈ {u.a.p.} ⊂ Bϕp.p., alors il existe pε ∈ A t.q. ρϕ

(
g̃ε − pε

2

)
≤ ε

2
.

Utilisant la périodicité de ϕ nous aurons :

ρϕ

(
f̃ − g̃ε

2

)
= lim

T→+∞

1

2T

∫ +T

−T
ϕ

(
t,
|f̃ − g̃ε|

2

)
dt

=

∫ 1

0

ϕ

(
t,
|f − gε|

2

)
dt

≤ ε

2

Finalement

ρϕ

(
f̃ − pε

4

)
≤ 1

2
ρϕ

(
f̃ − g̃ε

2

)
+

1

2
ρϕ

(
g̃ε − pε

2

)
,

≤ ε.

Proposition 2.2. Soit f ∈ Lϕ ([0, 1]). Alors,

1. Si f̃ est l’extension périodiques de f ( avec la période τ = 1), nous

avons f̃ ∈ B̃ϕp.p..

2. L’injection i : Lϕ ([0, 1]) ↪→ B̃ϕa.p., i (f) = f̃ est une isométrie relati-

vement aux modulaires et pour les normes de Luxemburg respectives.

Démonstration. Nous montrons d’abord que i (Lϕ) ⊂ B̃ϕp.p. (R) .

Soit f ∈ Lϕ ([0, 1]) . Alors, il existe une constante λ > 0 telle que

ϕ (t, λ |f (t)|) ∈ L1 ([0, 1]) .

Des arguments usuels de la théorie de Lebesgue, nous avons lim
N→+∞

µ (VN) =

0 où

VN = {t ∈ [0, 1] : ϕ (t, λ |f (t)|) ≥ N} .

Soit

EN = {t ∈ [0, 1] : |f (t)| ≥ N}

Alors, pour t ∈ EN nous avons

ϕ (t, λ |f (t)|) ≥ ϕ (t, λN)

≥ λNϕ (t, 1)

≥ λNφ (1)
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où φ (1) = inf
t∈R

ϕ (t, 1) , φ (1) > 0 (on peut supposer que φ (1) = 1)

Il vient que EN ⊂ VλN et donc lim
N→+∞

µ (EN) = 0.

Considérons la fonction

fN(t) =

{
f(t) si f(t) ≤ N.

N si f(t) ≥ N.

Il est clair que {fN} est croissante et fN ≤ f.

De plus, comme lim
N→+∞

µ (EN) = 0, nous avons lim
N→+∞

∫
EN

ϕ (t, λ |f (t)|) dt =

0.

Alors, pour un ε > 0 donné, il existe Nε ∈ N tel que

1∫
0

ϕ (t, λ |f (t)− fNε (t)|) dt ≤
∫
ENε

ϕ (t, λ |f (t)|) dt ≤ ε.

Maintenant, comme fNε est bornée, il existe une suite de fonctions

simples (SNε)n uniformément convergente vers fNε . En particulier, une fonc-

tion simple SNε telle que

sup
t∈[0,1]

|λ (fNε (t)− SNε (t))| ≤ inf
t∈[0,1]

ϕ−1(t, ε).

Alors,

1∫
0

ϕ

(
t,
λ

2
|f (t)− SNε (t)|

)
dt

≤ 1

2

 1∫
0

ϕ (t, λ |f (t)− fNε (t)|) dt+

1∫
0

ϕ (t, λ |fNε (t)− SNε (t)|) dt


≤ ε.

Notons par f̃ , f̃Nε et S̃Nε les extensions périodiques réspectives (avec une

période T = 1) des fonctions f, fNε et SNε . Des propriétés de périodicité de

ϕ, f̃ , f̃Nε et S̃Nε , nous avons :
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ρϕ

(
λ

2

(
f̃ − S̃Nε

))
= lim

T→+∞

1

2T

+T∫
−T

ϕ

(
t,
λ

2

∣∣∣f̃ (t)− S̃Nε (t)
∣∣∣) dt

=

1∫
0

ϕ

(
t,
λ

2
|f (t)− SNε (t)|

)
dt

≤ ε.

De plus, par le Lemme 2.14, nous avons S̃Nε ∈ B̃ϕp.p. (R). Alors, il existe

Pε ∈ A pour lequel

ρϕ

(
1

4

(
S̃Nε − Pε

))
≤ ε

.

Finalement, en posant α = min
(
λ, 1

4

)
nous aurons :

ρϕ

(α
2

(
f̃ − Pε

))
≤ 1

2

{
ρϕ

(
λ

2

(
f̃ − S̃Nε

))
+ ρϕ

(
1

4

(
S̃Nε − Pε

))}
≤ ε.

C’est à dire que f̃ ∈ B̃ϕp.p. (R).

Dans la section suivante nous allons présenter les résultats concernant

la caractérisation de la stricte convexité ainsi que l’uniforme convexité de

l’espace B̃ϕp.p.(R) muni de la norme de Luxemburg.

2.4 Stricte et uniforme convexité de l’espace

de Besicovitch-Musielak-Orlicz de fonc-

tions presque périodiques.

Lemme 2.15. Supposons que la fonction ϕ (t, u) est strictement convexe

et fn, gn ∈ Bϕp.p. (R) deux suites telles que, pour un certain r > 0, nous

avons :

ρϕ (fn) ≤ r, ρϕ (gn) ≤ r et lim
n→∞

ρϕ

(
fn + gn

2

)
= r.

Alors (fn − gn)
µ̄→ 0.
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Démonstration.

Supposons le contraire . Alors, il existerait ε > 0, σ > 0 et nk ↗∞ tels

que, si Ek = {t ∈ R : |fnk(t)− gnk(t)| ≥ σ} nous aurons µ̄ (Ek) > ε. Prenons

un nombre kε > 1 tel que l’inégalité suivante soit vraie

µ̄ (E) ≥ ε

4
⇒ ρϕ (χE) >

r

kε
,

où r > 0 est la constante du Lemme 2.2

Posons alors,

Ak = {t ∈ R : |fnk(t)| > kε}
Bk = {t ∈ R : |gnk(t)| > kε}

Nous obtiendrons :

r ≥ ρϕ (fnk)

= lim
T→+∞

1

2T

+T∫
−T

ϕ (t, |fnk (t)|) dt

≥ lim
T→+∞

1

2T

∫
Ak∩[−T,T ]

ϕ (t, kε) dt

≥ kε lim
T→+∞

1

2T

∫
Ak∩[−T,T ]

ϕ (t, 1) dt

= kερϕ (χAk) .

Par suite,

ρϕ (χAk) ≤
r

kε
,

d’où

µ̄ (Ak) ≤
ε

4
.

De la même manière, nous montrons que

µ̄ (Bk) ≤
ε

4
.

Maintenant, soit l’ensemble :

Q = {(u, v) ∈ R2/ |u| ≤ kε, |v| ≤ kε, |u− v| ≥ σ},
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et considérons la fonction :

F (t, u, v) =
2ϕ
(
t, u+v

2

)
ϕ (t, u) + ϕ (t, v)

.

Comme ϕ est strictement convexe, F (t, u, v) < 1,∀ (t, u, v) ∈ R×Q. et, en

utilisant la continuité de ϕ sur R×Q (où Q est un ensemble compact sur

R2) et sa périodicité par rapport à t, il vient que pour un certain δ > 0,

sup
R×Q

F (t, u, v) = 1− δ.

Plus précisément, pour tout (t, u, v) ∈ R×Q, nous avons :

ϕ

(
t,
u+ v

2

)
≤ (1− δ)

ϕ (t, u) + ϕ (t, v)

2
.

Soit maintenant t ∈ Ek\ (Ak ∪Bk), Alors fnk(t), gnk(t) ∈ Q et en conséquent,

ϕ

(
t,
|fnk(t) + gnk(t)|

2

)
≤ (1− δ)

ϕ (t, |fnk(t)|) + ϕ (t, |gnk(t)|)
2

.

Donc,

r − ρϕ

(
fnk + gnk

2

)
≥ ρϕ (fnk) + ρϕ (gnk)

2
− ρϕ

(
fnk + gnk

2

)
≥ lim

T→+∞

1

2T

∫
[Ek\(Ak∪Bk)]∩[−T,+T ]

[
ϕ (t, |fnk(t)|) + ϕ (t, |gnk(t)|)

2
− ϕ

(
t,
|fnk(t) + gnk(t)|

2

)]
dt

≥ δ

2
lim

T→+∞

1

2T

∫
[Ek\(Ak∪Bk)]∩[−T,+T ]

[ϕ (t, |fnk(t)|) + ϕ (t, |gnk(t)|)] dt

≥ δ lim
T→+∞

1

2T

∫
[Ek\(Ak∪Bk)]∩[−T,+T ]

ϕ

(
t,
|fnk(t)− gnk(t)|

2

)
dt

≥ δφ
(σ

2

)(
ε− ε

4
− ε

4

)
= δ

ε

2
φ
(σ

2

)
.

Finalement,
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r − ρϕ

(
fn + gn

2

)
≥ δ

ε

2
φ
(σ

2

)
> 0,

ce qui contredit l’hypothèse ρϕ

(
fn + gn

2

)
→ r.

Théorème 2.1. B̃ϕp.p. (R) est strictement convexe si et seulement si ϕ est

strictement convexe et ϕ ∈ ∆2.

Démonstration. Suffisance :

Supposons que ϕ est strictement convexe, ϕ ∈ ∆2 et soient f et g ∈
B̃ϕp.p. (R) telles que :

‖f‖ϕ = ‖g‖ϕ =

∥∥∥∥f + g

2

∥∥∥∥
ϕ

= 1.

Du corrolaire 2.3, nous obtiendrons

ρϕ (f) = ρϕ (g) = ρϕ

(
f + g

2

)
= 1.

Alors par le Lemme 2.15, il vient que pour tout α > 0,

µ̄ {t ∈ R : |f − g| > α} = 0.

Finalement, en utilisant le Lemme 2.13, on obtient que

ρϕ (f − g) = 0.

Nécessité : Comme i : Lϕ ([0, 1]) ↪→ B̃ϕp.p. (R) est une isométrie, la

stricte convexité de B̃ϕp.p. (R) implique celle de Lϕ ([0, 1]) .

Par conséquent ϕ (t, u) , t ∈ [0, 1] , u ∈ R+ est strictement convexe et sa-

tisfait la condition ∆2 pour l’espace de Musielak-Orlicz (voir [23]). La fonc-

tion prolongée périodiquement ϕ (t, u) , t ∈ R, u ∈ R+ est alors clairement

strictement convexe et vérifie la condition ∆2 pour l’espace de Besicovitch-

Musielak-Orlicz.
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Théorème 2.2. B̃ϕp.p.(R) est uniformément convexe si et seulement si ϕ

est uniformément convexe et satisfait la condition ∆2.

Démonstration. Suffisance :

Soit ε ∈ ]0, 1[ et f ,g dans B̃ϕp.p. telles que

‖f‖ϕ = ‖g‖ϕ = 1, et

∥∥∥∥f − g

2

∥∥∥∥
ϕ

≥ ε.

Du corollaire 2.3, on a aussi

ρϕ (f) = ρϕ (g) = 1 et ρϕ

(
f − g

2

)
≥ δ,

pour un certain δ = δ (ε) ∈ ]0, 1[ .

Soit hδ une fonction mesurable telle que ρϕ (hδ) = δ
4
, alors, de l’uniforme

convexité de ϕ, il existe p (δ) ∈ ]0, 1[ pour lequel l’implication suivante soit

vérifiée [
|hδ (t)| ≤ max (|f (t)| , |g (t)|) ≤ 4

δ
|f (t)− g (t)|

]
=⇒

[
ϕ

(
t,
|f (t) + g (t)|

2

)
≤ 1− p (δ)

2
[ϕ (t, |f (t)|) + ϕ (t, |g (t)|)]

]
.

Posons

B =

{
t ∈ R, |hδ (t)| ≤ max (|f (t)| , |g (t)|) ≤ 4

δ
|f (t)− g (t)|

}
,

alors

1

2T

+T∫
−T

ϕ

(
t,
|f (t) + g (t)|

2

)
χBdt

≤ 1− p (δ)

2

 1

2T

+T∫
−T

ϕ (t, |f (t)|)χBdt+
1

2T

+T∫
−T

ϕ (t, |g (t)|)χBdt

 ,
il viendra que

ρϕ

(
f + g

2
χB

)
≤ 1− p (δ)

2
[ρϕ (fχB) + ρϕ (gχB)] .
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Alors,

1− ρϕ

(
f + g

2
χB

)
=

1

2
(ρϕ (f) + ρϕ (g))− ρϕ

(
f + g

2
χB

)
≥ 1

2
(ρϕ (fχB) + ρϕ (gχB))− ρϕ

(
f + g

2
χB

)
≥ p (δ)

2
(ρϕ (fχB) + ρϕ (gχB)) . (2.6)

Soient maintenant les ensembles :

C = {t ∈ B′ t.q. max (|f (t)| , |g (t)|) < |hδ (t)|}

D =

{
t ∈ B′ t.q. |f (t)− g (t)| < δ

4
max (|f (t)| , |g (t)|)

}
.

Alors B′ = CUD et

ρϕ

(
f − g

2
χC

)
≤ 1

2
[ρϕ (fχC) + ρϕ (gχC)]

≤ δ

4

ρϕ

(
f − g

2
χD

)
≤ δ

8
[ρϕ (fχD) + ρϕ (gχD)]

≤ δ

4
.

Il vient donc,

ρϕ

(
f − g

2
χB′

)
≤ δ

2
,

or, compte tenu des hypothèses,

ρϕ

(
f − g

2
χB

)
≥ δ

2
.

On aura

δ

2
≤ ρϕ

(
f − g

2
χB

)
≤ 1

2
(ρϕ (fχB) + ρϕ (gχB)) ,
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d’où

(ρϕ (fχB) + ρϕ (gχB)) ≥ δ,

puis en utilisant l’inégalité (2.6), on déduit :

ρϕ

(
f + g

2

)
≤ 1− δp (δ)

2
.

Finalement, comme ϕ ∈ ∆2 et rappelant que δ = δ (ε) dépend de ε, par

le Lemme 2.11, il existe q (ε) ∈ ]0, 1[ tel que
∥∥f+g

2

∥∥ ≤ 1− q (ε) .

Nécessité :

La nécessité de l’uniforme convexité de la fonction ϕ vient du fait que

cette condition est nécessaire pour l’uniforme convexité de l’espace Lϕ (voir[24])

qui s’injecte dans B̃ϕp.p.

La nécessité de la condition∆2 découle de sa nécessité pour la stricte

convexité de l’espace Lϕ(voir [23]).

Nous terminons ce chapitre par l’études de certaines propriétés géométriques

locales équivalentes de B̃ϕp.p.(R) muni de la norme de Luxemburg.

2.5 Sur quelque propriétés géométriques équivalentes

de l’espace de Besicovitch-Musielak-Orlicz

de fonctions presque périodiques.

Ici nous allons montrer l’équivalence de certaines propriétés géométriques

de l’espace de Besicovitch-Musiealak-Orlicz de fonctions presque périodiques.

Précisément on montrera que la stricte convexité, l’uniforme convexité lo-

cale, la H-propriété, la midpoint locale uniforme convexité et l’uniforme

convexité en toutes directions sont équivalentes. Nous aurons besoin des

deux lemmes techniques suivants :

Lemme 2.16. Soit {fn}n une suite dans Bϕ
p.p., µ− convergente vers f ∈

Bϕ
p.p., alors nous avons :

lim
n→+∞

ρϕ(fn) ≥ ρϕ(f).
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Démonstration.

Considérons la suite

gn(t) =

{
f(t) si |fn(t)| > |f(t)|
fn(t) si |fn(t)| ≤ |f(t)|

alors

|gn(t)− f(t)| =

{
0 si |fn(t)| > |f(t)|
|fn(t)− f(t)| si |fn(t)| ≤ |f(t)|

Il en découle que |gn(t)−f(t)| ≤ |fn(t)−f(t)| et par conséquent la suite

{gn}n est aussi µ-convergente vers f .

Maintenant, puisque |gn(t)| ≤ |f(t)| et f ∈ Bϕp.p., on déduit que lim ρϕ(gn) =

ρϕ(f).

En définitive, en notant que l’on a aussi |gn| ≤ |fn|, on déduit

ρϕ(f) = lim
n→+∞

ρϕ(gn) ≤ lim
n→+∞

ρϕ(fn).

Lemme 2.17. Soit ({fn})n≥1 une suite dans Bϕp.p.. Supposons que {fn}
est µ− convergente vers f ∈ Bϕp.p. et lim

n→+∞
ρϕ(fn) = ρϕ(f). Alors,

lim
n−→+∞

ρϕ(
fn − f

2
) = 0.

Démonstration.

On peut montrer que

{
ϕ

(
.,
|fn − f |

2

)}
n

est µ−convergente vers 0 et par

consequent la suite gn =
ϕ (., |fn|) + ϕ (., |f |)

2
− ϕ

(
.,
|fn − f |

2

)
est aussi

µ−convergente vers g = ϕ (., |f |) .
En vertu du lemme précédent, nous avons

lim
n→+∞

ρ1(gn) ≥ ρ1(g) = ρϕ(f).

D’où en utilisant l’existence de la limite dans l’expression de ρ1(g), on

obtient
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ρϕ (f) = ρ1 (g)

≤ lim
n→+∞

ρ1

(
ϕ (|fn|) + ϕ (|f |)

2
− ϕ

(
|fn − f |

2

))
≤ lim

n→+∞

{
1

2
ρϕ (fn) +

1

2
ρϕ (f)− ρϕ

(
fn − f

2

)}
≤ ρϕ (f)− lim

n→+∞
ρϕ

(
fn − f

2

)
.

Finalement on obtient lim
n→+∞

ρϕ

(
fn − f

2

)
= 0.

Nous allons maintenant énoncer le résultat principal de cette section :

Théorème 2.3. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. B̃ϕa.p. est LUC

2. B̃ϕa.p. est MLUC

3. B̃ϕa.p. possède la H−propriété

4. B̃ϕa.p. est UCED

5. B̃ϕa.p. est SC

6. ϕ est strictement convexe et ϕ satisfait la condition ∆2

Démonstration.

Les implications suivantes sont vérifiées dans les espaces de Banach généraux :

LUC =⇒MLUC =⇒ SC, LUC =⇒ H-propriété et UCED =⇒ SC.

Du Théorème 2.1 on a l’équivalence suivante :

B̃ϕp.p. est SC ⇐⇒ ϕ est SC et satisfait la condition∆2

On peut montrer grace à la Proposition 2.2 que

B̃ϕp.p. possède la H-propriété alors ϕ est SC et satisfait ∆2.

Il reste donc à montrer les implications suivantes :

Si ϕ est SC et satisfait ∆2 alors B̃ϕp.p. est LUC et UCED.

Soit fn, f ∈ B̃ϕp.p. avec ‖fn‖ϕ = ‖f‖ϕ = 1 et

∥∥∥∥f + fn
2

∥∥∥∥
ϕ

→ 1 quand
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n → +∞. Nous avons aussi ρBϕ (fn) = ρBϕ (f) = 1 et ρBϕ

(
f + fn

2

)
→ 1

quand n→ +∞ car ϕ est ∆2.

En effet ; on montre que si {fn} une suite dans la boule unité de B̃ϕp.p. est

telle que ‖fn‖ϕ −→ 1 alors ρϕ(fn) −→ 1. Pour cela, supposons le contraire

i.e., il existerait donc un ε > 0 et une sous suite de {fn} qu’on notera aussi

{fn} telle ∀n ∈ N ρϕ(fn) ≤ 1 − ε ( remarquons que l’on a l’équivalence

‖fn‖ϕ ≤ 1 ⇔ ρϕ(fn) ≤ 1 puisque ϕ est ∆2).

Maintenant ϕ étant ∆2 alors ρϕ(
fn
‖fn‖) = 1 et supn ρϕ(2fn) < +∞, et par

conséquent

1 = ρϕ(
fn
‖fn‖

)

= ρϕ

((
1

‖fn‖
− 1

)
2fn +

(
2− 1

‖fn‖

)
fn

)
≤

(
1

‖fn‖
− 1

)
sup
n
ρϕ(2fn) +

(
2− 1

‖fn‖

)
ρϕ(fn)

≤ (1− ε).

Contradiction.

Alors du Lemme 2.15 la suite (fn)n est µ−convergente vers f et en

utilisant le Lemme 2.17 ainsi que la condition ∆2, on déduit ‖fn − f‖Bϕ → 0

quand n→ +∞.

Maintenant soient {fn} et {fn+g} dans B̃ϕp.p. telles que : ‖fn‖ϕ −→ 1,

‖fn+g‖ϕ −→ 1 et ‖2fn+g‖ϕ −→ 2. Comme ϕ est ∆2, on montre également

que l’on a ρϕ(fn) −→ 1, ρϕ(fn + g) −→ 1 et ρϕ(
2fn+g

2
) −→ 1. Par le Lemme

2.15, on obtient g = 0 µ p.p. (Ce qui veux dire que ‖g‖ϕ = 0 par le Lemme

2.7.)



CHAPITRE 3

Etude de certaines propriétés

topologiques et géométriques de

l’espace de

Besicovitch-Musielak-Orlicz de

fonctions presque périodiques.

3.1 Introduction

Dans ce chapitre nous allons définir sur l’espace de Besicovitch-Musielak-

Orlicz de fonctions presque périodiques la norme d’Orlicz. Nous montrerons

que cette dernière est égale à la norme d’Amemiya, une forme beaucoup

plus facile à manipuler. Un théorème de dualité sera énnoncé en utilisant en

partie la réfléxivité de l’espace qui sera aussi caractérisée. Nous caractérisons

aussi la stricte convexité de l’espace.

56
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Tout au long de ce chapitre nous allons supposer que la fonction ϕ vérifie

la condition supplémentaire suivante :

∀t ∈ R, lim
x→+∞

ϕ(t,x)
x

= +∞ et lim
x→0

ϕ(t,x)
x

= 0.

On dénote par ψ la fonction complémentaire de ϕ, i.e.

ψ(t, x) = sup
y≥0
{xy − ϕ(t, y)}, ∀t ∈ R, ∀x ∈ R+.

Rappelons que ψ est aussi une fonction de Musielak-Orlicz (voir [49]).

la paire (ϕ, ψ) satisfait l’inégalité de Young :

xy ≤ ϕ(t, x) + ψ(t, y) pour tout t ∈ R, et x, y ∈ R+.

On peut aussi considérer la norme d’Amemiya définie comme suit :

‖f‖Aϕ = inf

{
1

k
(ρϕ(kf) + 1), k > 0

}
.

Cette norme est en fait équivalente à la norme de Luxemburg :

‖f‖ϕ ≤ ‖f‖Aϕ ≤ 2‖f‖ϕ, pour tout f ∈ Bϕ (voir [28]). (3.1)

Nous allons maintenant définir la norme dite d’Orlicz dans Bϕp.p.,

‖f‖oϕ = sup{M(|fg|), g ∈ Bψa.p., ρψ(g) ≤ 1}.

Par l’inégalité de Young il est facile de voir que :

‖f‖oϕ ≤ ‖f‖Aϕ , pour tout f ∈ Bϕa.p. (3.2)

3.2 Résultats auxiliaires

Lemme 3.1. 1. Si f ∈ Bϕa.p. avec ‖f‖ϕ 6= 0, alors ρϕ

(
f

‖f‖ϕ

)
= 1.

2. Si f ∈ Bϕa.p., g ∈ Bψa.p., alors f.g ∈ B1a.p.. De plus nous avons

l’inégalité dite de Hölder

M(|f.g|) ≤ 2‖f‖ϕ.‖g‖ψ.

3. Si f ∈ Bϕa.p., alors ‖f‖oϕ ≤ 2‖f‖ϕ.
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Démonstration.

(1) découle immédiatement de la propriété : ‖f‖ϕ = 1 ssi ρϕ(f) = 1 pour

f ∈ Bϕa.p. (voir [48]).

(2) Soit f ∈ Bϕa.p., g ∈ Bψa.p., ‖f‖ϕ 6= 0, ‖g‖ψ 6= 0. De l’inégalité de

Young nous avons :

|f(t)|
‖f‖ϕ

.
|g(t)|
‖g‖ψ

≤ ϕ

(
t,
|f(t)|
‖f‖ϕ

)
+ ψ

(
t,
|g(t)|
‖g‖ψ

)
.

D’où

M

(
|f.g|

‖f‖ϕ‖g‖ψ

)
≤ ρϕ

(
f

‖f‖ϕ

)
+ ρψ

(
g

‖g‖ψ

)
≤ 2.

C.a.d.

M(|f.g|) ≤ 2‖f‖ϕ.‖g‖ψ.

D’autre part f.g ∈ B1a.p.. En effet, soient {pn}, {qn} deux suites dans A
telles que lim

n→+∞
‖pn − f‖ = 0 et lim

n→+∞
‖qn − g‖ = 0, alors

M(|f.g − pn.qn|) = M(|f.g − fqn + fqn − pn.qn|)
≤ M(|f |.|g − qn|) +M(|qn|.|f − pn|)
≤ 2 (‖f‖ϕ.‖g − qn‖ψ + ‖qn‖ψ.‖f − pn‖ϕ)
≤ 2(‖f‖ϕ.‖g − qn‖ψ + (sup

n
‖qn‖ψ).‖f − pn‖ϕ).

En faisant tendre n vers l’infini, nous obtenons : lim
n→+∞

M(|f.g− pn.qn|) = 0.

Par consequent nous avons : f.g ∈ B1a.p. etM(f.g) = M(f.g) ≤ 2‖f‖ϕ.‖g‖ψ.

(3) Soit f ∈ Bϕa.p., ‖f‖oϕ = sup{M(|fg|), g ∈ Bψa.p., ρψ(g) ≤ 1}.
En vue de l’inégalité de Hölder nous avons :

M(|f.g|) ≤ 2‖f‖ϕ.‖g‖ψ, ∀f ∈ Bϕp.p., ∀g ∈ Bψp.p..

De là

‖f‖oϕ ≤ 2‖f‖ϕ. (3.3)
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3.3 Égalité entre la norme Orlicz et la norme

d’Amemiya

La norme d’Orlicz n’est pas facile à manipuler, dans la section suivante

nous allons énoncer et démontrer qu’elle peut s’écrire sous la forme beaucoup

plus simple qu’est la forme d’Amemiya.

Théorème 3.1. Soit f ∈ Bϕa.p., alors

‖f‖oϕ = inf

{
1

k
(1 + ρϕ(kf)), k > 0

}
,

de plus

‖f‖oϕ =
1

k0

(1 + ρϕ(k0f)), pour un certain k0 > 0.

Démonstration.

I)On suppose premièrement que ϕ est strictement convexe relativement à

x pour tout t ∈ R et possède une dérivé continue ϕ
′
(t, x) = δϕ

δx
(t, x) sur

R× R+.

Dans ce cas sa fonction conjuguée ψ vérifie les mêmes propriétés que ϕ.

On démontre le théorème en deux étapes :

Étape1 Cas où f = p est un polynôme trigonométrique généralisé.

En vue de l’inégalité (3.2) il suffit de montrer l’inégalité inverse :

‖f‖oϕ ≥
1

k0

(1 + ρϕ(k0f)), pour un certain k0 > 0.

Pour cela, considérons la fonction F (k) ; k ≥ 0 définie comme suit,

F (k) = ρψ(ϕ
′
(., k|p(.)|)) = lim

T→+∞

1

2T

∫ +T

−T
ψ(t, ϕ

′
(t, k|p(t)|))dt.

On affirme que lim
k→+∞

F (k) = +∞. En effet :

par le Lemme 2.13 il existe α > 0, θ ∈]0, 1[ et un ensemble G = {t ∈ R :

|p(t)| ≥ α} tels que µ(G) ≥ θ. Alors
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F (k) ≥ lim
T→+∞

1

2T

∫
[−T,+T ]∩G

ψ(t, ϕ
′
(t, kα))dt

≥ lim
T→+∞

1

2T

∫
[−T,+T ]∩G

inf
t∈R

ψ(t, ϕ
′
(t, kα))dt

≥ µ(G)ψ(t0, ϕ
′
(t0, kα))

≥ θψ(t0, ϕ
′
(t0, kα))

≥ θψ

(
t0,

ϕ(t0, kα)

kα

)
.

Puisque lim
x→+∞

ϕ(t,x)
x

= +∞, ∀t ∈ R, on obtient lim
k→+∞

F (k) = +∞.

Montrons maintenant que F est continue sur [0,+∞[.

Soit k∗ ∈ [0,+∞[ et {kn} une suite dans [0,+∞[ convergente vers k∗. Il est

clair que

kn|p(.)| est µ convergente vers k∗|p(.)|.

De plus, en utilisant le Lemme 2.5, on obtient :

ϕ
′
(., kn|p(.)|)

µ−→ ϕ
′
(., k∗|p(.)|).

Puisque {kn} est bornée nous avons max(ϕ
′
(., kn|p(.)|), ϕ

′
(., k∗|p(.)|)) ≤

ϕ
′
(.,M |p(.)|) avec ϕ

′
(.,M |p(.)|) ∈ {u.a.p.} ⊂ Bψa.p..

Utilisant le Corollaire 2.2, on déduit que

lim
n→+∞

ρψ(ϕ
′
(., kn|p(.)|)) = ρψ(ϕ

′
(., k∗|p(.)|)).

Cela prouve la continuité de F .

Par conséquent, puisque F (0) = 0 et lim
k→+∞

F (k) = +∞, il existe un k0 ∈
]0,+∞[ tel que

ρψ(ϕ
′
(., k0|p(.)|)) = 1.

Maintenant, considérons le cas de l’égalité dans l’inégalité de Young on

obtient
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‖p‖oϕ ≥ 1

k0

M
(
k0|p|ϕ

′
(., k0|p(.)|)

)
≥ 1

k0

(
ρϕ(k0|p|) + ρψ(ϕ

′
(., k0|p(.)|))

)
(3.4)

≥ 1

k0

(ρϕ(k0|p|) + 1) .

Combinant les inégalités (3.4) et (3.2) on obtient

‖p‖oϕ = inf{1

k
(1 + ρϕ(k|p|))} =

1

k0

(ρϕ(k0|p|) + 1) .

Notons aussi que nous avons

‖p‖oϕ = M(|p(.)|ϕ′
(., k0|p(.)|)). (3.5)

Étape2 Maintenant nous allons prouver que le résultat reste vrai pour

f ∈ Bϕa.p.

Soit {pn} ⊂ A telle que lim
n→+∞

‖pn − f‖ϕ = 0.

De l’étape1, pour tout n ∈ N, il existe kn ∈]0,+∞[ tel que

‖pn‖oϕ =
1

kn
(ρϕ(knp) + 1) . (3.6)

Utilisant l’inégalité (3.3), on obtient

1

kn
≤ ‖pn‖oϕ ≤ 2‖pn‖ϕ ≤ 2 sup

n
‖pn‖ϕ,

de là

kn ≥
1

2 supn ‖pn‖ϕ
= C1 > 0, ∀n ∈ N.

D’autre part {kn} est bornée supérieurement. En effet, dans le cas contraire,

il existerait une sous suite que l’on va noter aussi par {kn} telle que lim
n→+∞

kn =

+∞.

Alors, encore par le Lemme 2.13, il existerait α > 0, θ ∈]0, 1[ et Gn = {t ∈
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R : |pn(t)| ≥ α}, tels que µ(Gn) ≥ θ. Donc,

1 = ρψ

(
ϕ
′
(., kn|pn(.)|)

)
≥ lim

T→+∞

1

2T

∫
[−T,+T ]∩Gn

ψ(t, ϕ
′
(t, knα))dt

≥ lim
T→+∞

1

2T

∫
[−T,+T ]∩Gn

inf
t∈R

ψ(t, ϕ
′
(t, knα))dt

≥ µ(G)ψ(t0, ϕ
′
(t0, kα))

≥ θψ(t0, ϕ
′
(t0, knα))

≥ θψ

(
t0,

ϕ(t0, knα)

knα

)
,

et alors lim
n→+∞

ρψ(ϕ
′
(., kn|pn(.)|)) = +∞, contradiction.

Maintenant {kn} étant bornée, il existe une sous suite notée encore par {kn}
qui converge vers un certain k0 > 0.

Nous avons lim
n→+∞

‖knpn − k0f‖ϕ = 0 et par le corollaire 2.1 on déduit que

lim
n→+∞

ρϕ(knpn) = ρϕ(k0f).

Finalement, utilisant l’inégalité (3.3) et faisant tendre n vers l’infini dans

(3.6) on obtient :

‖f‖oϕ = lim
n→+∞

‖pn‖oϕ = lim
n→+∞

(
1

kn
(ρϕ(knpn + 1))

)
=

1

k0

(ρϕ(k0f) + 1) .

II) Pour compléter la preuve du théorème, on va montrer que le résultat

reste vrai pour une fonction de Musielak-Orlicz générale ϕ.

En effet, pour tout ε > 0, on peut trouver une fonction de Musielak-

Orlicz ϕε de dérivé continue ϕ
′
ε = δϕε

δx
(t, x) sur R× R+ vérifiant l’inégalité

ϕ(t, x) ≤ ϕε(t, x) ≤ ϕ(t, (1 + ε)x), ∀t ∈ R, ∀x ∈ R+.

Un exemple d’une telle fonction est le suivant (voir [16], [28]),

ϕε(t, x)
1 =

1

ln(1 + ε)

∫ (1+ε)x

x

ϕ(t, s)

s
ds, ∀t ∈ R, ∀x ∈ R+.

1ϕε(t, x) vérifie ϕε(t, x) = 0 ssi x = 0 pour tout t ∈ R.
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De plus, définissons la nouvelle fonction

ϕε(t, x)2 = ϕ(t, (1 + ε)x− ε ln(x+ 1)).

On peut facilement vérifier que ϕε est strictement convexe relativement

à x ∈ R+ pour tout t ∈ R et satisfait l’inégalité

ϕ(t, x) ≤ ϕε(t, x) ≤ ϕ(t, (1 + ε)x), ∀t ∈ R, ∀x ∈ R+.

En résumé, on affirme que pour tout ε > 0, il existe une fonction

de Musielak-Orlicz strictement convexe ϕε de dérivée continue ϕ
′
ε(t, x) =

δϕε
δx

(t, x) sur R× R+ satisfaisant :

ϕ(t, x) ≤ ϕε(t, x) ≤ ϕ(t, (1 + ε)x). (3.7)

De là, il suit immédiatement (voir [16], [28]) que :

Bϕp.p. = Bϕεp.p.

et

‖f‖Aϕ ≤ ‖f‖Aϕε ≤ (1 + ε)‖f‖Aϕ ; ‖f‖oϕ ≤ ‖f‖oϕε ≤ (1 + ε)‖f‖oϕ. (3.8)

Rappelons qu’il a été démontré dans étape I que,

‖f‖oϕε = ‖f‖Aϕε . (3.9)

Cette égalité reste vraie pour ϕ. En effet, on sait que ‖f‖oϕ ≤ ‖f‖Aϕ .

Alors utilisant (3.9) et (3.2) on peut écrire

‖f‖oϕ ≤ ‖f‖Aϕ ≤ ‖f‖Aϕε = ‖f‖oϕε ≤ (1 + ε)‖f‖oϕ.

Finalement, puisque ε est arbitrairement petit, on déduit que

‖f‖oϕ = ‖f‖Aϕ .
2Puisque (1 + ε) − ε ln(x + 1) est s.c. et ϕ(t, x) = 0 ssi x = 0 alors ϕε(t, x) est s. c.

(voir [22]).



64

Pour finir cette preuve, montrons que

‖f‖oϕ =
1

k0

(ρϕ(k0f) + 1) pour un certain k0 > 0.

Pour tout ε > 0 nous avons

‖f‖0
ϕε =

1

kε
(ρϕε(kεf) + 1) ,

pour un certain kε > 0 tel que

ρψε(ϕ
′

ε(., kεf)) = 1.

Utilisant le même raisonnement que celui fait dans la partie précédente , on

peut déduire que la suite {kε} est bornée. Alors on peut extraire une sous

suite notée aussi par {kε} convergente vers un certain k0 > 0.

Maintenant, nous avons de (3.8) que

‖f‖oϕ = lim
ε→0

1

kε
(ρϕε(kεf) + 1) .

D’autre part

1

kε
(ρϕ(kεf) + 1) ≤ 1

kε
(ρϕε(kεf) + 1) ≤ 1

kε
(ρϕ(kε(1 + ε)f) + 1) .

En faisant tendre ε vers zero et avec la continuité de la fonction α −→
ρϕ(αf) on déduit que :

lim
ε→0

1

kε
(ρϕε(kεf) + 1) =

1

k0

(ρϕ(k0f) + 1) = ‖f‖oϕ.

Ce qui complète la preuve du théorème 1.

Lemme 3.2. La norme d’Orlicz est équivalente à la norme de Luxemburg

dans Bϕp.p.

‖f‖ϕ ≤ ‖f‖oϕ ≤ 2‖f‖ϕ, f ∈ Bϕp.p.

Démonstration.

C’est une consequence immédiate de (3.1) et du Théorème 3.1.

On donne ici une autre preuve de ce résultat.
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Il reste à montrer uniquement l’inégalité de gauche, ou d’une façon équivalente

que

ρϕ

(
f

‖f‖oϕ

)
≤ 1.

Soit d’abord p ∈ A, p 6= 0 et soit g ∈ Bψa.p., alors nous avons à

considérer deux cas :

– ρψ(g) ≤ 1, dans ce cas nous avons M(|p.g|) ≤ ‖p‖oϕ.
– ρψ(g) > 1, dans ce cas nous avons ρψ

(
g

ρψ(g)

)
≤ 1

ρψ(g)
.ρψ(g) ≤ 1, de là

M(|p. g
ρψ(g)

|) ≤ ‖p‖oϕ.

Il en découle que dans les deux cas nous avons

M(|p.g|) ≤ max(1, ρψ(g))‖p‖oϕ.

Utilisant le cas de l’égalité dans l’inégalité de Young on obtient pour une

fonction g convenable,

ρϕ

(
p

‖p‖oϕ

)
+ ρψ(g) = M

(∣∣∣∣ p

‖p‖oϕ
.g

∣∣∣∣) ≤ max(1, ρψ(g)),

et alors

ρϕ

(
p

‖p‖oϕ

)
≤ 1.

Soit maintenant f ∈ Bϕa.p. satisfaisant ‖f‖ 6= 0 et prenons {pn} dans A
tel que

lim
n→+∞

‖pn − f‖ϕ = 0.

Soit kn =
1

‖pn‖oϕ
. De l’inégalité (3.3) nous avons lim

n→+∞
kn = k0 =

1

‖f‖oϕ
, et

donc

lim
n→+∞

‖knpn − k0f‖ϕ = 0.

Et utilisant le Corollaire 2.1 on déduit que

ρϕ

(
pn

‖pn‖oϕ

)
−→
n→+∞

ρϕ

(
f

‖f‖oϕ

)
.

Maintenant puisque ρϕ

(
pn

‖pn‖oϕ

)
≤ 1, pour tout n ∈ N, il s’ensuit que

ρϕ

(
f

‖f‖oϕ

)
≤ 1.
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Finalement, nous avons

‖f‖ϕ ≤ ‖f‖oϕ ≤ 2‖f‖ϕ.

3.4 Dualité dans Bϕp.p.

3.4.1 Réflexivité de l’espace B̃ϕp.p.

Définition 3.1. La fonction ϕ est uniformément convexe sur R+ ([49])

lorsque, ∀a ∈]0, 1[,∃δ(a) ∈]0, 1[, ∀b ∈ [0, a] :

ϕ(t,
x+ bx

2
) ≤ (1− δ(a))

ϕ(t, x) + ϕ(t, bx)

2
,

pour presque tout t ∈ R et tout x ∈ R+.

Théorème 3.2. L’espace B̃ϕp.p. est réflexif ssi ϕ ∈ 4B1

2 ∩∇B1

2 .

Démonstration. Nécessité : supposons que B̃ϕa.p. est réflexif.

De [48] on sait que B̃ϕp.p. contient une copie isométrique de l’espace de

Musielak-Orlicz Lϕ[0, 1].

De [27] une condition nécessaire et suffisante pour la réflexivité de Lϕ[0, 1]

est que ϕ satisfait la condition 4L1

2 ∩∇L1

2
3.

Dans ce cas ϕ satisfait aussi la condition 4B1

2 ∩ ∇B1

2 (voir la preuve du

théorème 1 dans [48], page 457).

Suffisance : Supposons que ϕ ∈ ∆B1

2 ∩ ∇B1

2 . on peut voir directement

que ϕ ∈ ∆L1

2 ∩∇L1

2 .

Alors de [27] il existe une fonction de Musielak-Orlicz ϕ1 défine sur [0, 1]×R+

uniformément convexe équivalente à la restriction de ϕ sur [0, 1]× R+.

Maintenant la 1- extension périodique de ϕ1 notée par ϕ̃1
4, define sur R×R+

est aussi uniformément convexe et équivalente à ϕ.

On déduit que (Bϕ̃1p.p., ‖.‖ϕ̃1) est uniformément convexe (voir [47]) et donc

réflexif. De là Bϕp.p. est réflexif.

3On dit que ϕ est ∆L1

2 s’il existe une constante k > 0 et une fonction positive h avec∫ 1

0
h(t)dt < +∞ t.q. ϕ(t, 2x) ≤ kϕ(t, x)+h(t), pour presque tout t ∈ [0, 1] et tout x ≥ 0.
4De la construction de ϕ1 faite dans [27] page 61, on remarque que ϕ̃1 hérite la

continuité de ϕ sur R× R+.
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3.4.2 Théorème de représentation de Riesz dans Bϕp.p.

En vue de (3.7), on peut supposer dans la suite que ϕ possède une

dérivé continue ϕ
′

et est strictement convexe (où d’une façon équivalente

que ϕ
′
(t, x) est strictement croissante relativement à x ∈ R+ et tout t ∈ R).

Lemme 3.3. Si f ∈ Bψp.p. alors

‖f‖oψ = sup{|M(f.g)|, g ∈ Bϕa.p., ρϕ(g) ≤ 1}
= sup{|M(f.g)|, g ∈ {u.a.p.}, ρϕ(g) ≤ 1}.

Démonstration.

Considérons le cas f = p ∈ A, de la définition de la norme d’Orlicz nous

avons :

|M(p.q)| ≤M(|p.q|) ≤ ‖p‖oψ, ∀q ∈ {u.a.p.}, ρϕ(q) ≤ 1.

De la preuve du Théorème 3.1, on sait qu’il existe k0 > 0 tel que

ρϕ(ψ
′
(., k0|p(.)|) = 1,

et

‖p‖oψ = M
(
|p(.)ψ′

(., k0|p(.)|)|
)

= M(p(.)signp(.)ψ
′
(., k0|p(.)|)).

Notons que signp(.)ψ
′
(., k0|p(.)|) ∈ {u.a.p.}. En effet, soit

F (t, u) =


u

|u|
.ψ

′
(t, k0|u|) si u 6= 0,

0 sinon.

Alors F est continue sur R× R+ et périodique en t uniformément relative-

ment à u. Puisque

signp(t)ψ
′
(t, k0|p(t)|) = F (t, p(t))

la conclusion découle du Théorème 2.8 dans ([12]).

Donc, nous avons

‖p‖oψ = M(p.q),
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où

q(.) = signp(.)ψ
′
(., k0|p(.)|)

.

Alors on peut affirmer que :

‖p‖oψ = sup{|M(p.q)|, q ∈ {u.a.p.}, ρϕ(q) ≤ 1}. (3.10)

Maintenant montrons que (3.10) reste vraie pour f ∈ Bψp.p.

Soit {pn} ⊂ A une suite telle que : lim
n→+∞

‖pn − f‖ψ = 0 et considérons la

quantité

I(f) = sup{|M(f.q)|, q ∈ {u.a.p.}, ρϕ(q) ≤ 1}.

Il est clair que nous avons

I(f) ≤ ‖f‖oψ.

De plus, pour un ε > 0 fixé, nous avons ‖f‖oψ ≤ ‖pn‖oψ + ε, ∀n ≥ n0, pour

un certain n0 > 0. De là

‖f‖oψ − ε ≤ ‖pn‖oψ = sup{|M(pn.q)|, q ∈ {u.a.p.}, ρϕ(q) ≤ 1}.

En utilisant l’inégalité de Hölder on affirme que :

‖pn‖oψ ≤ sup{2‖pn − f‖ψ.‖q‖ϕ, q ∈ {u.a.p.}, ρϕ(q) ≤ 1}
+ sup{|M(fq)|, q ∈ {u.a.p.}, ρϕ(q) ≤ 1}
≤ 2ε+ I(f), ∀n ≥ n0.

Alors

‖f‖oψ ≤ I(f) + 3ε.

Finalement, puisque ε est arbitraire, on conclut que

‖f‖oψ ≤ I(f).

Par conséquent,

‖f‖oψ = I(f).

Ce qui complète la preuve.
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Théorème 3.3. Si ϕ ∈ ∆B1
2 ∩ ∇B1

2 , alors (B̃ϕp.p., ‖.‖ϕ)∗ est isomorphi-

quement isométrique à (B̃ψp.p., ‖.‖oψ).

Plus précisément : si G est une fonctionnelle linéaire et continue sur B̃ϕp.p.

alors il existe une unique g ∈ B̃ψp.p. telle que :

– G(f) = M(fg), ∀f ∈ B̃ϕp.p. et

– ‖G‖ = ‖g‖oψ.
Inversement la condition ϕ ∈ ∆B1

2 ∩ ∇B1
2 est nécessaire pour cette identifi-

cation.

Démonstration.

Considérons l’application lineaire

A : (Bψa.p., ‖.‖oψ) −→ (Bϕa.p., ‖.‖ϕ)∗

g −→ A(g), A(g)(f) = M(f.g).

A est bien définie. De plus, en utilisant le Lemme 3.3 nous avons :

‖A(g)‖ = sup
‖f‖ϕ≤1

|A(g)(f)| = sup
ρϕ(f)≤1

|A(g)(f)| = ‖g‖oψ.

A est donc une isométrie.

Il reste à montrer que A est surjective.

Soit E = A(Bψa.p.). alors E est un sous espace complet de (Bϕa.p.)∗.

D’un résultat classique de Banach, il est suffisant de montrer que pour

chaque F ∈ (Bϕa.p.)∗∗ telle que F (A(g)) = 0, ∀g ∈ Bψa.p., nous avons

F (h) = 0, ∀h ∈ (Bϕa.p.)∗.

Soit alors F ∈ (Bϕa.p.)∗∗ telle que F (A(g)) = 0, ∀g ∈ Bψa.p..

Puisque Bϕp.p. est réflexif, il existe f ∈ Bϕp.p. telle que π(f) = F , i.e.

π(f)(A(g)) = A(g)(f) = M(f.g) = 0, ∀g ∈ Bψa.p..

Utilisant le Lemme 3.3 on déduit que ‖f‖oϕ = 0 et donc ‖F‖ = 0.

Inversement, si l’identification (B̃ϕp.p.)∗ = B̃ψp.p. a lieu, nous aurons

aussi

(B̃ϕp.p.)∗∗ = (B̃ψp.p.)∗ = B̃ϕp.p..

Donc B̃ϕp.p. est réflexif et, par conséquent, ϕ ∈ ∆B1
2 ∩∇B1

2 .
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3.5 Caractérisation de la stricte convexité de

l’espace de Besicovitch-Musielak-Orlicz

de fonctions presque périodiques.

Dans ce paragraphe on caractérise la stricte convexité de l’espace Bϕa.p.

muni la norme d’Orlicz via sa fonction génératrice de Musielak-Orlicz.

Nous avons établit dans le chapitre précédent l’injection isométrique

de l’espace Lϕ[0, 1] dans l’espace B̃ϕp.p.(R), le Lemme suivant montre que

nous avons aussi le même résultat concernant les espaces Eϕ[0, 1] = {f ∈
Lϕ[0, 1] : ρϕ(λf) < +∞,∀λ ∈ R} et Bϕp.p.

Lemme 3.4. Soit f ∈ Eϕ ([0, 1]). Alors,

1. Si f̃ est le prolongement périodique de f à tout R ( de période τ = 1),

nous avons f̃ ∈ Bϕa.p..

2. L’injection i : Eϕ ([0, 1]) ↪→ Bϕp.p., i (f) = f̃ est une isométrie rela-

tivement aux modulaires et pour les normes respectives

Démonstration.

(1) Supposons d’abord que f =
∑i=n0

i=0 aiχAi avec ∪i=n0
i=1 Ai ⊂ [0, 1], et

Ai ∩ Aj = ∅ si i 6= j. Par le Lemme 2.14 nous avons f̃ ∈ B̃ϕa.p.. De plus

puisque nf̃ ∈ B̃ϕa.p. pour chaque n ∈ N nous avons ce qui suit :

∀n > 0, ∃pn ∈ A t.q. ρϕ

(
n(f̃ − pn)

4

)
≤ 1

n
.

De là on déduit que lim
n→+∞

‖f̃ − pn‖ϕ = 0 et alors f̃ ∈ Bϕa.p..

Soit maintenant f ∈ Eϕ ([0, 1]), alors il existe une suite {fn} de fonctions

simple sur [0, 1] telle que lim
n→+∞

‖fn − f‖Eϕ = 0.

Notons par f̃ et f̃n les extensions périodiques de f et fn respectivement, alors

utilisant la périodicité de ϕ on déduit que lim
n→+∞

‖f̃n − f̃‖ϕ = lim
n→+∞

‖fn −

f‖Eϕ = 0. Ce qui veux dire que f̃ ∈ Bϕa.p..

(2) L’injection i : Eϕ ([0, 1]) ↪→ Bϕa.p., i (f) = f̃ est clairement une

isométrie relativement aux modulaires et donc aux normes respectives.
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Définition 3.2. La fonction ϕ(., .) est dite strictement convexe quand,

pour presque tout t ∈ R la fonction ϕ(t, .) est strictement convexe. Plus

précisément :

Il existe E ⊂ R avec µ(Ec) = 0 tel que ∀t ∈ E, ∀x, y ∈ R+ on a :

ϕ(t, αx+ (1− α)y) < αϕ(t, x) + (1− α)ϕ(t, y), ∀α ∈]0, 1[. (3.11)

Théorème 3.4.
(
Bϕa.p., ‖.‖oϕ

)
est strictement convexe si et seulement si

ϕ est strictement convexe.

Démonstration. Suffisance :

Soit K(f) = {k > 0, t.q. ‖f‖oϕ = 1
k
(ρϕ(kf)+1)}, alors en vue du Théorème

(3.1), K(f) 6= ∅.

Soit f1 et f2 ∈ Bϕa.p. t.q. ‖f1‖oϕ = ‖f2‖oϕ = 1 et ‖f1 − f2‖oϕ > 0. Alors,

pour s ∈ K(f1) et m ∈ K(f2) il est clair que ‖sf1 −mf2‖oϕ > 0.

En effet dans le cas contraire nous aurons ‖sf1‖oϕ = ‖mf2‖oϕ et par consequent

s = m ce qui implique que ‖f1 − f2‖oϕ = 0, contradiction.

Maintenant par le Lemme 2.13 il existe σ > 0, θ ∈]0, 1[ t.q. : µ(G) > θ

où G = {t ∈ R : |sf1(t)−mf2(t)| ≥ σ}.

Pour un k > 0 donné, considérons les ensembles suivants :

A1 = {t ∈ R : |f1(t)| ≥ k}, A2 = {t ∈ R : |f2(t)| ≥ k}.

Nous avons clairement :

1 = ‖fi‖oϕ ≥ ‖fi‖ϕ ≥ ‖fχAi‖ϕ ≥ k‖χAi‖ϕ, i = 1, 2,

i.e.

‖χAi‖ϕ ≤
1

k
, i = 1, 2.

On peut choisir k > 1 tel que :

∀A ∈ Σ, µ(A) ≥ θ

4
=⇒ ‖χA‖ϕ >

1

k
,
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en effet du Lemme 1 dans ([48]) on sait que ∀α > 0, ∃δ > 0, tel que

ρϕ(χA) ≤ δ ⇒ µ(A) < α, ∀A ∈ Σ.

Le résultat découle facilement puisque ρϕ(χA) ≤ ‖χA‖ϕ quand ‖χA‖ϕ < 1.

Par consequent nous avons

µ(Ai) <
θ

4
, i = 1, 2.

Maintenant, pour k, σ comme précédemment et b = max(s,m), définissons

l’ensemble :

Q = {(x, y) ∈ R+ t.q. : |x| ≤ bk, |y| ≤ bk, |x− y| ≥ σ}.

Pour tout α ∈]0, 1[, considérons sur R×Q la fonction suivante :

F (t, x, y) =
ϕ(t, αx+ (1− α)y)

αϕ(t, x) + (1− α)ϕ(t, y)

Nous avons F (t, x, y) < 1, ∀(t, x, y) ∈ E ×Q.

De (3.11)et la périodicité de ϕ(., x), il existe E1 ⊂ [0, 1] avec µ(Ec
1) = 0

tel que pour tout t ∈ E1, ϕ(t, .) est strictement convexe.

Soit Kθ = ∪
ni∈Z

{Kθ
1 + ni} où Kθ

1 ⊂ E1 est un sous ensemble compacte tel

que µ(E1/K
θ
1) <

θ
4
. Nous avons aussi µ(E/Kθ) < θ

4
.

En utilisant la périodicité et la continuité de F sur E×Q, On peut trouver

δ > 0 t.q.

sup
Kθ×Q

F (t, x, y) = 1− δ.

Posons H = (G ∩ Kθ)/(A1 ∪ A2). Notons que µ(H) ≥ θ
4
. Maintenant

pour tout t ∈ H, nous avons :

ϕ(t,
m

s+m
(s|f1(t)|) +

s

s+m
(m|f2(t)|)) = ϕ(t,

sm

s+m
(|f1(t)|+ |f2(t)|))

≤ (1− δ)(
m

s+m
ϕ(t, s|f1(t)|) +

s

s+m
ϕ(t,m|f2(t)|)).
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Alors,

2− ‖f1 + f2‖oϕ ≥ 1

s
(1 + ρϕ(sf1)) +

1

m
(1 + ρϕ(mf2))−

s+m

sm
(1 + ρϕ(

sm

s+m
(f1 + f2))

≥ 1

s
ρϕ(sf1) +

1

m
ρϕ(mf2)−

s+m

sm
ρϕ(

sm

s+m
(f1 + f2))

≥ lim
T→+∞

1

2T

∫ +T

−T

(
1

s
ϕ(t, s|f1|) +

1

m
ϕ(t,m|f2|)−

s+m

sm
ϕ(t,

sm

s+m
(|f1 + f2|))

)
dt

≥ lim
T→+∞

1

2T

∫ +T

−T

(
1

s
ϕ(t, s|f1|) +

1

m
ϕ(t,m|f2|)−

s+m

sm
ϕ(t,

sm

s+m
(|f1|+ |f2|))

)
χHdt

≥ lim
T→+∞

1

2T

∫ +T

−T

(
1

s
ϕ(t, s|f1|) +

1

m
ϕ(t,m|f2|)−

s+m

sm
(1− δ)(

m

s+m
ϕ(t, s|f1|)

+
s

s+m
ϕ(t,m|f2|)

)
χHdt

≥ 2δ

b
lim

T→+∞

1

2T

∫ +T

−T
ϕ(t,

|sf1|+ |mf2|
2

)χHdt

≥ 2δ

b
lim

T→+∞

1

2T

∫ +T

−T
ϕ(t,

|sf1 −mf2|
2

)χHdt

≥ 2δ

b

σ

2
µ(H)

≥ 2δ

b

σ

2

θ

4
> 0.

D’où la stricte convexité de Bϕp.p., ‖.‖oϕ
Nécessité : Supposons que ϕ(t, .) n’est pas strictement convexe.

Alors5, on peut trouver un ensemble E ⊂ R avec µ(E) > 0 et un intervalle

[a, b] ⊂ R+ tels que ∀t ∈ E, ϕ(t, .) est affine sur [a, b]. Maintenant puisque

ϕ(., x) est périodique avec comme période τ = 1 il existe un ensemble A ⊂
[0, 1] avec µ(A) > 0 et un intervalle [a, b] ⊂ R+ tels que ∀t ∈ A, ϕ(t, .) est

affine sur [a, b] i.e. :

ϕ(t, x) = α(t)x+ β(t),∀x ∈ [a, b], ∀t ∈ A.

Soit maintenant x∗ ∈]a, b[ et ε > 0 tel que x∗ + ε ∈ [a, b] et x∗ − ε ∈ [a, b].

On définie sur [0, 1] la fonction f par :

f = x∗χA + y∗χB,

5Voir [10] page 182.
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où B ⊂ [0, 1]/A et y∗ ∈ R+ sont tels que :∫ 1

0

ψ(t, ϕ
′
(t, f(t)))dt = 1,

ce qui implique que ‖f‖oEϕ = 1 + ρEϕ(f), voir [10].

Maintenant, soit {C1, C2} une partition de A telle que∫
C1

α(t)dt =

∫
C2

α(t)dt.

Définissons g1 et g2 comme suit :

g1(t) =


1

‖f‖oEϕ
(x∗ + ε) si t ∈ C1,

1
‖f‖oEϕ

(x∗ − ε) si t ∈ C2,

f
‖f‖oϕ

sinon.

g2(t) =


1

‖f‖oϕ
(x∗ − ε) si t ∈ C1,

1
‖f‖oEϕ

(x∗ + ε) si t ∈ C2,

f
‖f‖oEϕ

sinon.

Alors, clairement g1 6= g2 et g1 + g2 = 2 f
‖f‖oEϕ

, de plus

‖g1‖oEϕ ≤ 1

‖f‖oEϕ
{1 + ρϕ(‖f‖oEϕg1)}

≤ 1

‖f‖oEϕ
{1 + ρϕ(‖f‖oEϕ

f

‖f‖oEϕ
χ[0,1]/A) +

∫
C1

(α(t)(‖f‖oEϕ
x∗

‖f‖oEϕ
+ ε) + β(t))dt

+

∫
C2

(α(t)(‖f‖oEϕ
x∗

‖f‖oEϕ
− ε) + β(t))dt}

≤ 1

‖f‖oEϕ
{1 + ρϕ(‖f‖oEϕ

f

‖f‖oEϕ
χ[0,1]/A) +

∫
C1

(α(t)(‖f‖oEϕ
x∗

‖f‖oEϕ
) + β(t))dt

+

∫
C2

(α(t)(‖f‖oEϕ
x∗

‖f‖oEϕ
) + β(t))dt}

≤ 1

‖f‖oEϕ
{1 + ρϕ(‖f‖oEϕ

f

‖f‖oEϕ
)}

= 1.
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De la même façon on obtient ‖g2‖oEϕ ≤ 1.

Maintenant considérons les 1-extension périodiques g̃1, g̃2 et f̃ de g1, g2

et f respectivement alors nous avons ce qui suit : ‖g̃1‖oϕ = ‖g1‖oEϕ ≤ 1,

‖g̃2‖oϕ = ‖g2‖oEϕ ≤ 1 et ‖ f̃

‖f̃‖oϕ
‖oϕ = ‖ f

‖f‖oEϕ
‖oEϕ = 1 avec f̃

‖f̃‖oϕ
= 1

2
(g̃1 + g̃2). Ce

qui signifierait que Bϕp.p. n’est pas strictement convexe.
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