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Introduction générale

La recherche opérationnelle (RO) est la discipline des mathématiques appliquées qui
traite des questions d’utilisation optimale des ressources dans I'industrie et dans le secteur
public. Depuis environs une décénie, les domaines d’application de la RO s’est élargi a divers
champs comme I’économie, la finance, le marketing et la planification d’entreprise. Plus ré-
cemment, la RO a été utilisée pour la gestion des systémes de santé et d’éducation, pour la
résolution de problémes environnementaux et dans d’autres domaines d’intérét public. La
recherche opérationnelle est née pendant la Seconde Guerre mondiale des efforts conjugués
d’éminents mathématiciens (dont von Neumann, Dantzig, Blackett) a qui il avait été de-
mandé de fournir des techniques d’optimisation des ressources militaires. Le premier succes
de cette approche a été obtenue en 1940 par le Prix Nobel de physique Patrick Blackett qui
résolut un probléme d’implantation optimale de radars de surveillance. A partir des années
50, la recherche opérationnelle fait son entrée dans les entreprises. La discipline commence
a étre enseignée dans les universités et les grandes écoles. Puis, au milieu des années 70,
sans doute & cause d'un excés d’enthousiasme au départ et a 'inadéquation des moyens
informatiques & I'application des méthodes de la RO, la discipline s’essou—e. A partir du
milieu des années 90, on assiste & un retour en force la RO, les outils informatiques étant
maintenant & la hauteur des méthodes proposées par la recherche opérationnelle. On assiste
depuis a une explosion du nombre de logiciels commerciaux et I’apparition de nombreuses
boites de conseil. Si I'on cherche a trouver des précurseurs a la Recherche Opérationnelle,
on peut penser a Alcuin ou a Euler qui se sont tous deux intéressés a des problémes du
type RO, bien qu’aucune application n’ait motivé leur travail. L’optimisation mathéma-

tique, également nommeée «programmation mathématique» regroupe un ensemble de sujets



dans I’étude de problémes d’optimisation. Une fonction objectif, parfois nommée critére,
est donnée, et le probléme consiste a trouver —caractériser— calculer un point minimisant
(ou maximisant) cette fonction. Parfois, tous les points de 'espace sont candidats, parfois,
des contraintes limitent le domaine de recherche.

La programmation linéaire peut se définir comme une technique mathématique per-
mettant de résoudre des problémes de gestion et particuliérement ceux oui le gestionnaire
doit déterminer, face a différentes possibilités, 'utilisation optimale des ressources de 1’en-
treprise pour atteindre un objectif spécifique comme la maximisation des bénéfices ou la
minimisation des cotits. Dans la plupart des cas, les problémes de ’entreprise pouvant étre
traités par la programmation linéaire comportent un certain nombre de ressources. On
peut mentionner, par exemple,la main-d’ceuvre, les matiéres premiéres, les capitaux, ... qui
sont disponibles en quantité limitée et qu’on veut répartir d’'une facon optimale entre un
certain nombre de processus de fabrication

Des algorithmes numériques performants ont été obtenus dans les années 1980 tel que
I’algorithme de Karmarkar et la fonction Solveur du tableur Excel pour la solution des

programmes linéaires.

tout au long de ce mémoire notre objectif est d’appliquer les principes de la méthode
adaptée (congus par R.Gabassov et F.M.Kirillova durant les années 80), & un probléme
de la forme Min Max de fonctionnelle non différentiable [7]. Comme on a introduit une
nouvelle structure dite "support coordinateur "[2,7]. La particularité de cette méthode
est le fait qu’elle permet le démarrage de l'itération & partir d’'un point intérieur et
permet 'obtention d’une solution e-optimale avec une précision € > 0 choisie a I'avance
[1,3,4,5,11|. L’avantage réside aussi dans le fait qu’elle manipule les contraintes telles
qu’elles se présentent sans chercher & les modifier, par conséquent on a un gain en temps
de calcul et en espace mémoire, ce qui fait la comparaison avec la méthode de simplexe,
la méthode duale, le principe de décomposition de Dantzig-Wolfe, les méthodes de point

intérieur, etc [6,8].



Ce travail est constitué d’une introduction, d’une partie essentielle qui est le devel-
lopement et d’'une conclusion. La partie develloppemet est consacrée a la résolution de
problémes Min Max de fonctionnelle non différentiable en programmation linéaire qui est
repartie aussi en trois chapitres (la résolution d’un probléme Min Max avec contraintes
simples, avec contraintes généralisées et la partie comparaison des deux methodes de
resolution). En se basant sur le concept de la matrice support et le support coordinateur
de la méthode adaptée. Nous avons obtenu la formule d’accroissement de la fonctionnelle,
ainsi que les deux critéres d’optimalité et de suboptimalité, puis nous avons construit
les itérations de l'algorithme de résolution. Cette méthode est illustrée par des exemples

numeériques.

Enfin, ce mémoire est cloturé par une conclusion générale et bibliographie.



Chapitre 1

Résolution d’un probléme Min Max
avec contraintes simples

Introduction

de nos jours, la théorie des problemes Min Max est 1'une des classes les plus déve-
loppées en optimisation non différentiable, qui est un secteur trés vif et objet de maintes
recherches. Les problémes Min Max sont connus entant qu’un des principes d’estimation
de parameétre et d’approximation des problémes de norme L.
L’approche traditionnelle et plus simple pour résoudre des problémes Min Max est de les
transformer en problémes de programmation linéaire l'inconvenient avec cette méthode
est qu’on obtient des problémes a grand nombre de contraintes dune part et d’autre part
on perd la spécificité du Min Max. Pour ces raisons, on garde le probléme sous sa forme
originale et pour sa résolution on exploite les techniques de la méthode adaptée avec une

nouvelle construction dite du "support coordinateur".



1.1 Position du probléme et définitions essentielles
Considérons le probléme Min Max en programmation linéaire suivant :

f(x) = max |cfx + dj| = min
leL T (11)

d, <z <d*

ouz=ux(J),d. =d(J),d" =d*(J) e R"; ¢, =¢(J) € R",d, € R,

leL=1{1,2.. 01, J={12. . n)

Définition 1

Tout vecteur x qui vérifie la contrainte d, < x < d* est dit plan du probléme (1.1).
Définition 2

Un plan z° est optimal §'il réalise le minimum de la fonction f du probléme (1.1) c’est a
dire f («°) < f(x).

Définition 3

Un plan z° est dit e-optimal ou bien suboptimal si f (z°) — f (2°) < € du probléme (1.1)
ou Y est une solution optimal du probléme (1.1) et € est un nombre supérieur ou égal a
zéro donnée.

Pour facilité les taches le probléme (1.1) peut étre écrit sous la forme équivalente :

To — min ,
—zog<cr+d <m, l€L={1,2...,0"}; (1.2)
d, <z <d*.

En utilisant cette forme, on construit le support du probléme (1.1) :



1.2 Support plan

De l'ensemble J, on choisit le sous-ensemble Jg,, et posons Ju, = {Jup } U {0}
Jn = J\Jsup et de 'ensemble L le sous-ensemble Lg,, tel que |Lgyy | = |Joup | + 1.
On fait une subdivisions Lg,, en deux sous-ensembles L3, C Loy et Ly, = Lsup \L;Lp )
Notons e(L) = (e(l) =1;1 € L) , L, = L\Lgyp -

Considérons la matrice A, = A (Lsup , jsup ) définie par :

[ oe(Law) ()
Asp = —e (szp) | € Laup

Calculons les vecteurs des potentiels u(L) = (u(Lsyp) , u(Ly))

ut(Lsup) = cg(jsup)A’l s co=(coo=—1,¢c;=0,7€ s ), u(Ly) =0, (1.3)

sup

et des éstimations FE(J)

E; = u'(Lsup)c(Lsup, j) , 7 € Jn - (1.4)
Par construction , on a
Ej=0,j€Jup: > |ul=1. (1.5)
1€ Lsup

Définition 4
La paire  kgyp = {Lsup  Jsup } est dite support du probléme (1.1) si det (Asyp ) # 0 et les

inégalités suivantes sont vérifiées :

Définition 5
La paire {x, Ky} formée du plan x du probléme (1.1) et du support K., est dite
support plan du probléme (1.1).



Définition 6

Un support plan

Définition 7

Un support

Remarque 1

est un support du probléme (1.1) , avec u(Lsy,) = {

{z, Ksp} est dit non dégéneéré si :

d>(<j<IL‘j<d;f ,jEjsup
|l + dj| < f(z) ,l€ Ly.

K,y est dit support coordinateur associé au plan =«

LI, CLT(z)={leL:dx+d = f(x)};

sup

L., CL (x)={lelL:de+d =—f(x)}

sup =

Ksup - {Lsupyjsup} ) Jsup =d, Lsup - l* €L ,
1 siLf

sup

-1 si L

sup

10
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1.3 Formule d’accroissement de la fonctionnelle

Soient {z, Ks,, }  un support plan du probleme (1.1) et Z = = + Az un autre plan du
probléme (1.1).
Le plan x vérifie les équations suivantes :

sup
drtag=w —d , leL. (17)

sup

{ de—xg=w—d , leL}

de méme que le plan = :

sup
C?f‘l—fozwl—dl , le L (18)

sup

{ Az —To=w,—d; , l€Lf

ot W(Lgyp) = (wy, 1 € Lyyp) , W(Lsyp) = (W, | € Leyp) sont des vecteurs d’écarts tel
que :

W(Lsup) = w(Lsup)+ A w(Lsup) -

En vertu des formules (1.8) et (1.7) , on obtient

qAr—Axo=bLw , €L, ,
qor+ATy=Aw , le€Lly,,
De la on a
Ao+l Jap) & 2(Jswp) = —cll, Jn] Ax(Jp)+ dw 5 LE€Ly,,
— A xg+ e[l Jap] D (Jeup) = —cll, Jn] Ax(Jn)+ dw; L€ LY,
En développant les dérniéres équations , on obtient :
B0 Y — AT (L J) A ()= A w(Law)] (1.9)
A x(Jsup) sup supy Yn n sup) |y

pour tous A x(J,) et A w(Lgyp)

11



De la formule (1.9) , résulte la formule de décroissance de la fonctionnelle du probléme

(1.1) suivante :

Ax():ZEj ATy — Z u A wy .

jEJn lELsup

Le maximum d’accroissement de la fonctionnelle :
sous les contraintes :

— 0 f(x) = =[fle+ 2 2) = fo)] = = A m
dy—z; <A x; <dj—z; , jEJ ,
A w < —wy , lGL:up,
A wp > —w ) ZGL;upu
est atteint pour :
d*j_xj , Ej>0,
Az = d;—ZL’j , Ej<0,
0 , E;=0,75¢€J,,
Awp = W ’ ZGL:UP ’
—wy , leLs_up ,

et est égal a :

Blo, Kap) = Y Bjlej—dy)+ Y EBjle,—dj)+
E;>0,5€Jn E;j<0,j€Jn

Z w (f(x) —qr —d) + Z w (—f(z) — gz —dy)
l€Lup 1€ Lsup

appelée valeur de suboptimalité du support plan {z, K} .

De 14, on a toujours 'inégalité

f(@) = [(T) < B, Kap) , VT

De cette inégalité, on déduit le critére suivant .

12
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1.4 Critére d’optimalité
Théoréme 1 [7]

Soit = un plan du probléeme (1.1), K, un support coordinateur associé & x .
Les relations :
xj:d*j ,Si Ej>0;
d*]Sl’]de ,Si Ej:O,jEJn,

sont suffisantes et dans le cas de la non dégénéréscence elles sont nécessaires pour

I'optimalité du support plan {z, Ky} -

Preuve

i) Condition suffisante

Soient z un plan du probléme (1.1) , K, un support coordinateur associ¢ a x
et T =uax+ A x un nouveau plan du probléme (1.1)
Si les relations (1.15) sont verifiées alors de (13) ona [(z, Kg,p) =0
Comme — A f(z) < B(z, Kgyp), alors : —(f(Z) — f(x)) <0, pour tout T .
Dou f(Z) > f(x) ,pour tout T , ce quiimplique que {z, Ky} est un support plan
optimal .

ii) Condition nécéssaire

On va procéder par absurde :
Soit {z,K,} un support plan optimal non dégénéré et supposons que les relations
(1.15) ne soient pas vérifiées , c’est & dire : Jjp € J, tel que
T, #d;, et Ej <0 ;

ou
Zj, 7& d*jo et Ejo >0

13



Construisons le nouveau plan T =z+ Az

Pour cela posons :

A xj, = —signkj,
Az; =0 ;7€ Ju\Jo (1.16)
Aw =0 ;leLsup-

Les composantes A z; , j € Js, et le nombre A zy sont définis par le systéme

d’équation (1.9) .

Comme {x, Ks,} est un support plan non dégénéré , alors : 3 6 > 0  tel

que T=2x+60 Az soit aussi un plan pour le probléme (1.1).

Et par suite : f(Z) = f(z)+60 Az .

On remplace A x par sa valeur trouvée dans (1.16) , on obtient
[t nw) = fz) = 0]Ej| -

Donc : f(Z) < f(x) , ceci contredit I'optimalité du support plan {z, Ky}

C.QF.D.
1.5 Décomposition de la valeur de suboptimalité
Construisons le probléme dual du probléme (1.1)
d(N\) = d'y + dLv — d*w — max
dy—v+w=0, (1.17)
v>0, w>0, Z\%IIL
leL

t
. ~(aq)),
ou C_(ZGL)'

14



Le vecteur A = (y,v,w) construit avec le support Ky, du probléme (1.1) et
vérifiant les relations
(L) =u(l) ;

Uj:Ej N wj:O s SlE]ZO y (118)
Uj:O , 'LUj:—Ej , SiEj<O,j€J ,

est un plan dual .

Les relations (1.6) et (1.18) nous donnent

B, Kap) = D> Ejlwj—dg)+ D Ei(e—d)+

E;j>0,5€Jn E;<0,j€Jn
Z w (f(x) — o —dp) + Z w (—f(x) — clx — dy)
ZELjup lEL;up

— 'z —v'd, + w'd* + f(z) — E'z — u'd
= f(z) — utd — v'd, + w'd*

= f(z) = o(N)

= f(z) = f(z°) + 6(X°) — ¢(N)

= B(x) + B(Kaup),

ot \°: est le plan dual optimal et z° le plan primal optimal du probléme (1.1) .
B(z) = f(x) — f(a°) : est la mesure de non optimalité du plan = .

B(Kgup) = (A°) — #(A)  :est la mesure de non optimalité du support K.

1.6 Critére de suboptimalité

Théoréme 2 [7]

Soit € >0 donné. Le plan x du probleme (1.1) est e-optimal si et seulement

s'il éxiste un support K, pour lequel : [(z, Kgp) <€

15



preuve

Condition suffisante :

Soient {x, K} unsupport plan du probléme (1.1) pour lequel f(z, Kqp) < € et
T =2z+ Az un autre plan du probléme (1.1).
Ona : f(T)— f(x)> —PB(x,Ksyp) > —c , pour tout =
Par consequant , pour T =2 ,onaura : f(z°) — f(x)>—¢ ,
dotr flz)— f(a%) <e
Donc x est e-optimal .

Condition nécéssaire :

Soit x un plan e-optimal du probléme (1.1), c’est a dire : f(z) — f(z°) < e .
Si on prend un support I?Sup corréspondant au plan dual optimal A0 , on aura :
et par consequant de la décomposition de 8, on obtient : B(z, K% ) = f(z)— f(2°) < e

sup

Montrons qu’on peut construire un tel support :

Soit \? = (7%, 0%, w°) un plan dual optimal .

Notons Ly={l€ L:~ =0} : Lgyp = L\Ly;

L, ={leL:~ >0} : L, = Lsup\ LY,

sup sup ~ sup;
Jo={j€J:EY)=c(Ljn° =0} ;Ju=JI\
.1¢" cas :

Supposons que

e(Lg,)  clJ)

—e(Lf,) 1€ Ly

sup

rang = | Lsyp|- (1.19)

16



Considérons 'ensemble d’indices Jgup (Jsup € Jo) qui contient un nombre maximum

d’indices et corréspondant au vécteurs linéairement indépendants :
(e(Ls_up)7 _6(L:—up))t 7 C(Lsup7j) ? ] e Jsup .
.St | Jsup| + 1 =|Lsyy| alors

la paire KO

sup = {Lsup, Jsup} est un support corréspondant au plan dual optimal A0 = )0,

oSt | Jsup| + 1 < |Lsyp| alors

D’aprés la dépendance linéaire dans les colonnes (e(L,,),e(Li. )" ¢(Lsup,J) s J € Jo :

sup sup
3 A Y(Lsyp) #0 tel que

{ A Y (Lsup)c(Lsup, Jo) =0 ;
e'(Liyp) & y(Lsup™) — €' (Lg,,) & y(Lg,) =0

sup sup sup

D’autre part, d’aprés  (1.19) on a
A Y (Lsup)e(lsups Jn) # 0 -
Posons A y(Lg) =0 , don

§(Jo) =0 ~(L)e(L, Jo) =0

(1.20)
0(Jn) =0 A (L)e(L, Jp) # 0.
Calculons o0y = min{oy,,0,,} avec:
=/ oy siay<0,lelf,,;
Ulo:lénLinUl L0 = =/ am o siay>0,1€ely,;
P 00 dans les autres cas , [ € Ly, .
(1.21)
: —E?/4; si E%; <0 ;
e . e g7 e )
Tio = S0 0 { 00 si non . € J,

17



o § est calculé d’aprés  (1.20)
Calculons M =1"+000 7

EO = EO + 0'05
Notons A le nouveau plan dual optimal du probléme dual (1.17) .

-Si o9 =0y, : Posons L, = Lsyy\lo et définissons 'ensemble Jyy,

avec la méme méthode que précédemment .

-Si 0Op =04, Posons Lsup = Lsup ) 70 = JO Ujg N 7sup = Jsup Ujo .

Comme d;, # 0 alors les vecteurs (e(L,,,), —€(Lg,))" ; c(Lsup:J) ,J € Jsup sont
linéairement indépendants .

.2¢M¢ cas

La relation (1.19) n’est pas vérifiée , c’est a dire

e(Lay)  ald),
rang {—e(L* ) L€ Ly < | Lsup| -

sup

Alors: 3 A y(Lguyp) #0 tel que

{8 ) =0
et(Ljup) A V(L:up> - et(L;up) A V(L;up) =0.

Posons A 7(Lp) =0 , on aura :
6(J) =2~ (L)e(L,J)=0

Avec les relations (1.21) , on calcule oy, et on construit les nouveaux ensembles

Lo =LyUl, |, Loy = Lgyp\lo et le nouveau plan dual optimal XO du probléme

(1.17) correspondant , avec 7° =7+ 0y, Ay et E = B0

18



Montrons que le processus de construction du support [?gup est fini :

Comme le cardinal de I’ensemble L, n’augmente pas, alors deux cas sont possibles :

1. Pour cértain itérations : |Lg,| = 1 correspondant a construire le support vide
Kz?up = {Lsup; Jsup} ) Jsup =J.

2. La structure de I'ensemble Lg,, est fixée aprés un nombre fini d’itération . Dans
ce cas , on conduit le procéssus d’'une fagon & augmenter ’ensemble J,,, jusqu’'a

ce que le support }N(gup = {Lsup, Jsup} avec |Lgyp| = |Joup| +1 est construit .

Finalement , on pent construire le support I?Sup correspondant au plan dual optimal .

C.Q.F.D.

Corollaire 1
Le plan x du probléme (1.1) est optimal si et seulement s’il éxiste un support

Ky pour lequel :

B(x, Ksp) = 0. (1.22)

Remarque 2 :
L’équation (1.22) est vraie si et seulement si les relations (1.15) ont lieu et Ky,

est un support coordinateur associé au plan optimal =z

Si le critére d’optimalité et de suboptimalité ne sont pas vérifiés alors on passe a I'ité-
ration de l'algorithme qui est constituée de deux procédures

— Changement de plan

— Changement de support .

19



1.7 La résolution par la méthode adaptée
1.7.1 Changement de plan ( z ~~ T )

Construisons tout d’abord le pseudo-plan x associé au support K, par les

relations suivantes :

L d*j St EjZO,
Ty @ si E;<0 , jeJ, :

(/@(Jsup)) = — AL (c(Lup, Jn)k(Jn) + d(Lsup))

a/ Si les relations :

gk +di| < ko, €L, ; (1.23)
Ko = 0 51 Ln =

sont vérifiées alors k est optimal et f(k) = ko .

b/ Siles relations (1.23) ne sont pas vérifiées alors :

Construisons la direction ¢ € R™ ( pour améliorer le plan x ) comme suit :

g=K—=x (1.24)

La fonction objectif du probléme (1.1) diminue le long de la direction ¢ car :

0f(x)/0q = —B(z, Kgp) < —€.

Par consequent , d’aprés le principe de diminution de la non optimalité du plan x , on va

construire le noveau plan 7 par la relation :
T=x+06q,

ot 6 =min{l,0;,,0;} estunlong pas ( pasimportant ) , tel que:
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.1 est le pas , en tenant compte des contraintes de non-support .
. 0, estle pas, en tenant compte des contraintes de support .

.0¢ estle pas, en tenant compte des contraintes obtenues a partir de la fonction objectif.

Les différents pas sont obtenus par les formules suivantes :

(dj —zj)/q; st ¢ <0,
Ojp =minb; , j € Jyp ; 0;= (d; - xj)/Qj st g >0,
00 si g =0, 7€ Jsp.

0y =min{by , 0,,} ; 6o = f(2)/8(z,Kswp) , 0, =min{6" , 6,} , 1 €L, ; (1.25)

o+ — (—ciz — di +x0)/(clg + Bz, Ksup)) st g+ B(@, ksup) > 0 ;
! 00 si non , lelL, .

0; — { (—CfZL’ - dl - "L‘O)/(Clleq - 5(1‘, Ksup)) sl qu - B(ZE, Ksup) <0 5

00 si non , lelL, .

En utilisant le nouveau plan 7 = x + g du probléme (1.1) , on calcule la valeur de

suboptimalité du support plan {7, K}

BEKap) = > E@—dg)+ > @—d)— Y ww

jEJn,E]'>0 jEJn,Ej<0 leLsup

= Bz, Kep) +0 Z E;q;

J€JIn

En remplagant les ¢; par leurs valeurs données par les formules (1.24) , on obtient

B(Evaup) = (1_‘9)ﬁ(xvauz>)'

Si le support plan {z, K,,} est non dégénéré , alors 6 >0 et par consequent :

B(fv Ksup) < ﬂ(l‘; Ksup)'
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Du calcul de @ , on a les différents cas suivants

A" cas ¢ 0=460y ,alors T=x+0g estoptimalet f(T)=
ou bien T =x+ f0q est epsilon-optimal et f(Z) <e€.

.2¢m¢ cas  : H#=1 ,alorsT =k estoptimal.

.3°m¢ cas  :  (1—-6)B(z, Kgp) > €, alors On passe au changement du support.

1.7.2 Changement de support (  Kgp ~ Kap )

Le changement de support Ky, ~ Ksup entraine le changement de plan dual A ~» X,

c’est & dire :
{ u(z_) = u(L) + oot(L) ;
E(J) = E(J) +oot(J) ,

ou le vecteur ¢(J, L) est la direction d’augmentation de la fonction objectif duale et oy

est le pas dual maximal suivant cette direction .

Ce changement du support se fait en fonction de la valeur de 6 , Pour cela on
distingue les deux cas suivants
a/ 0=10; ., Jo€ Joup
Introduisons la valeur suivante
O - (129
jo jo jo jo
et calculons la direction ¢

Posons

Y

et de 'admissibilité de u on obtient

t
sup 0 (0, £(Jsup)) Asup ; (1.27.2)

= Signfls ;
sup\]O —O ; (1271)
E
{ (Lsup)c(Lisups Jn) -
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Calculons les pas o; , j€J, ; 0r , k€ Lgy
—Ej/tj si Ejtj < 0,
0 = 0 SiEj:O,tj>0,lij7éd*j,OquZO,tj<O,Iij7éd;; (1281)
00 dans les autres cas , j € j,.
—Uk/tk si tk<0,]€€L:up;
O = —uk/tk sity >0, ke Ls_up; (1282)
00 dans les autres cas , k € Ly, .
Mettons o; , j€J, ; or , k€ Lg, danslordre croissant
0, <0, < ... <0, , Jk € {Jn U Lgyp} -

Pour chaque j, , nous calculons le saut de la fonction objectif duale
Aﬂk - _|tjk’(d;k - d*]k) .

La fonction objectif duale se comporte selon la direction ¢ comme une fonction concave,

continue, linéaire par morceaux et leurs pentes sur les intervalles [oy, 0k 1] sont égales a :

{ o= i1 = (05, = do) k=1, (1.20)

o = ||

ou p<p tel que

ou bien
Z_? < P Si jﬁ+1 € Lsup

Remarque 3 :

fo est le taux ( la vitesse initiale ) de changement initial de la fonction objectif duale.
Il intérvient dans lexpréssion de  [(7, Ksp) quand on passe du vecteurs  E(J) , u(L)
au nouveaux vecteurs E(J) = E(J)+oWt(J) , w(L) = u(L) +oWt(L) comme suit

BEKap) = Y. Ei@m—dy)+ Y. EF-d)- Y um

jejn,E]'>0 jGJn,Ej<0 l€Lsup

= B@ Kap)+0D Y @ —dg)+ Y. ;@ —d)— Y 4w

J€JIn,E;>0 J€Jn,E;<0 l€Lsup

= B@ Kup) — V|l = (1 - 0)8(x, Ksup) — 0 Vpg
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On continue le mouvement suivant la direction ¢ jusqu’a ce que la fonction objectif du

dual atteint son maximum .

1I-Si pyz >0 ,alors p < p.Delaposons o9 = 05, , S = Jps1
s=p+1

2-Si puy < 0 , alors on va trouver un indice v , 0 < v < p tel que
Hy—12>0 et pu, <0 .Posons og=0, , So=7, , S=VU .

L’itération se termine par la construction des nouveaux vecteurs :

u(L) = u(L) + oot(L)
et le nouveau support Fsup = {7sup,fsup} : _Sup {oyuJ sup s
ZSUp = ‘]Sup\j() ) ZS ( sup\]O) U so )
Loup = Lgup\So , st S0 € Lsyp Loup = Lsyp si sg € J, .
b/ 0= (9[0 , lo € L,
Calculons
—ko+ ki +dy, st 0, =0 ;
£ = . ‘0 1.31
: { KO"‘Cfo’i—i_dlo? 51 910:‘910 ) ( ’ )
et posons
= signj. ;
n\lo = 0 (1.32.1)
sup ;
de 'admissibilité de 7 et E , on obtient
"(Lsup) = (1, =ty fy (Jsup)) Asly
s 1.32.2
{ () = (L) Lugs ) + ocly () (1:52.2)
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On applique la méme méthode utilisée en (a) pour trouver U'indice sy et le pas oy

L’itérration se termine avec la construction des vecteurs E(J) , u(L) définis par la

formule (1.30) et le nouveau support Fsup = {iu,,,fsup} : jgup = 7sup u{o} ,
7sup - Jsup Uso,

Zsup = Jsup 3 <.
Lsup = (Lsup\SO) Uly , Sl 89 € Lsup 5 Lsup = Lsup Ul , siosg€J, ,

tel que
ly € Zz_up sl Qlo = el—g )
ly € f;up si 910 = Ql; ,

Par construction le nouveau support est un support coordinateur associé au plan = et la

valeur de la suboptimalité au support plan {7, Fsup} est donnée par la formule

s—1
ﬁ(fv KSUP) = (1 - Q)ﬁ(l’, KSUP) - Z:U’k(o-jkﬂ - ij) y o Oho = 0.
k=0

Définition 8

Un support Ky, est dit non dégénéré si

E; #0, JE€ I ;
ul;«éO, ZELsup

Remarque 4
Il est clair que dans le cas de la non dégénérescence du support Ky, , la mesure de

non optimalité du support Ky, diminue avec le changement K, ~ Fsup
Théoréme 3 [7]
Si a chaque itération , le support est non dégénéré alors la méthode est finie .

Preuve

Comme le support est non dégénéré c’est a dire :

ul%(), leLsup
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Alors les formules (1.28.1),(1.28.2) nous donnent le pas oy # 0 et ceci entraine

E(J) = E(J)+oot(J) # E(J);
u(L) = u(L)+ oot(L) #u(L) .

Dou A #N, fsup # K, et ceci pour chaque itération . Donc le nombre d’itérations

pour construire le plan dual A’ ainsi le support KJ,, est fini . Par conséquent le

nombre de support est fini . De plus le plan dual optimal A° est basique , non dégénéré

et unique . D’aprés la théorie de la dualité , Kgup défini une solution basique  &°
optimale et il ne reste qu’une seule itération d'un pas 6 =1 pour 'algorithme . Comme
¢a , on a montré d’aprés le théoréme qu’on a besoin d'un nombre fini d’itérations pour

résoudre le probléme (1.1).
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1.8 La résolution par la méthode duale

Dans la théorie constructive des problémes linéaires , la méthode duale joue un
role important . Elle permet d’une part de résoudre des problemes qui n’ayant pas
d’information sur les solutions réalisables et d’autre part, elle nous donne I’éstimation des
solutions des problémes avec des paramétres pérturbés .

Le but de la méthode est de construire une solution optimale par construction d’un
support K, a chaque itération (le changement K,y ~~ Fsup est dit une itération
de la méthode duale ) .

On prend comme support initial le support vide (1.6) .

On construit la pseudo-solution x et kg = f(k) accompagnées .

— Si les relations (1.23) sont vérifiées , alors la méthode se termine et la pseudo-
solution k est optimale pour le probléme (1.1) .

— Lecas: kg <0, L,= ,ouleplan s duprobléme (1.1) est consideré dégénéreé.
I1 indique que la valeur optimale de la fonction objectif en (1) est probable d’étre
égale & zéro et n’est pas considerée dans notre travail .

— Si non, on calcule le nombre p = max;{|y,l, ||} tel que @ || =

max{ ||, [y [},

d*j — Kj si K; < d*j ;
i = d; — Kj si Kj > d; ;
0 dans les autres cas , j € Jgyp

M+_{ —ko+dr+d st dr+d > ko
F =

0 dans les autres cas , [ € L,
_ | kot+dr+4d si dr+d < —ko ;
M=% o0 dans les autres cas , [ € L,

Deux situations sont possibles
1. M:’Hjoy ) jOGJsup ;

2. p=lml  lo€Ln
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Dans le 1°" cas , on suit les régles de la situation : 6 = 0;, , jo € Jap , dans la

deuxiéme procédure de la méthode adaptée ( changement de support ).

Dans le 2°"¢  cas , on suit les régles de la situation : 6 = 6, , [ € L,,

toujours dans la deuxiéme procédure de la méthode adaptée
Théoréme 4 [7]
Si & chaque itération , le support est non dégénéré alors la méthode décrite est finie

Preuve

Elle est analogue avec la preuve du Théoréme 3 précident

1.9 Exemple numérique

max( |2zy — 2wy + 23|, |vy + 42y — 23— 3|, |v1 — 22— 23+ 2] ) — min,

(1.1)

1.9.1 La résolution par la méthode adaptée

La premiére ittération :
On pose x=(0,0,0) , un plan de départ du probléme (1.1) et Ky = {Jsup, Lsup} est le
support coordinateur associé a x tel que :

7sup = Jsup U {0} > Jsup =9 , Jn = {1>273} ) Lsup = {1a3} .
sachant que |Lgyp|= |Joup|+1, derterminons Lg,, :

mamie{17273}fi(x) = fz(l’) = |—3|: 3 y C-E\l—d Lsup = 2 = L_ et L+ =g 3

sup sup ~
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L,=L={1,3} ,J,=1{1,2,3}
Calcul des vecteurs des potentiels :
On a u(L,) = (u(1),u(3)) = (0,0) et u(Lgy) =u(2)=-1x1=-1.
donc u(L) = (0,—1,0) .
Calcul des vecteurs des estimations :
By = u(Lowp)e(Loup, §) + § € Ju=1{1,2,3},
Ei=—-1x1=—-1 EFhb=—-1x4=—-4 E3=—-1x-1=1.
donc E(J,) = (-1,—-4,1) ,avec J, €{1,2,3} .

Calcul de la valeur de suboptimalité :
B(z, Ksyp) = Es(xs —dys) + Ei(z1 —di) + Ex(xa—ds) = 8> € (e donné) , donc
le support plan f(x, K} n’est pas optimal .

Changement de plan : (z ~» T = x + 0q)

Construisons un pseudo-plan &

K(Jn) = (K1,K2,k3) , Jo = {1,2,3} ;ona EF <0, Ey, < 0 ,E3 > 0 donc
kKi=3,keo=1 et r3=-—1.

donc k(J,) = (K1, ke, k3) = (3,1, —1).

Calculons kg :

3
—1
ona: |ck+di|= [3|< =5 (fausse) et |csk + ds|= |5|< —5; (fausse) donc ko ne

verifie pas les contraintes c-a-d k n’est pas optimal.

On construit la direction "q" pour améliorer x comme suit :
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g=r—xz= (3,1,-1)—(0,0,0) = (3,1,—1) =¢

On a 6 =min{l,0;0,0s} et Jo, =9 ;donc: 0 =min{by, 6} avec l€ L,,
Ona: 60y = min{6,07} , 1€ L,={1,3} Avec6f = 3/11,6; = 3/5,
0f = 1/11,0; = 1. et 6 = 3/8

Donc 0y = min{3/11,3/5,1/11,1} = 1/11, et 6 = 6y = 6F = 1/11.
Donc 7 = (0,0,0)+1/11(3,1,—1) = 7 = (3/11,1/11,-1/11).

et B(T, Ksup) = (1 — 0)5(x, Ksup) = 80/11 > € (edonné).

Donc B(T, Ksyp) n'est pas optimal.

Changement de support : K, ~ Fsup

On a :
to=1t3 = 1
e = —ko + cihtds = 105 et ¢ty \p, =t =0 ,donc (t1,t3) = (0,1); {1,3} € Ly.
Jsup =&

t'(Lswp) =1(2) =1,2€ L, ,
t'(Jn) = (t1,t2,t3) = (2,3,-2) , {1,2,3} € J, .
Calcul des 0; ,J € J,, et oy, k € Lgyp.
On a:
EFitj=-2<0 = o1=-F/t;=1)2
Eoty =—12<0 = o09=—FEy/ty=4/3
Esty = —-2<0 = o03=—FE3/ts=1/2,1,2,3 € J,.
Ona: Lgp=2;2€ Ly ,to=1>0 = o09=1.
Ordre croissant des o :
Ona 1/2<1/2<1<4/3 , posonsdonc1/2=o0,,,1/2=0;,,1/2=0;,1/2=0,, .
Calcul du saut de la fonction objectif duale Ay, :
App = =t [(d}, —dsj,) , k=1,...pPetp=2.
Apy = —8.
A ps = —4 . Done Apy, = (—8,—4).
et pu = (2,—-2) = (1, p2) avec pg = |p.|= 10.
On pose sp=3,3€ Jyetos, =0=1/2, v=2¢et 590 =7J, =Ja.
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Donc on termine par le nouveau suppport Ky = {Jsup, Lsup} avec

SUP {0} U ‘]Supa {Jsup} Jsup U S0 = o U J2

donc Jaup = {3}, Loup = Loup Ulo = {2,3}, 3 € L, .
La deuxiéme ttération : Changement de plan 7 ~ 7
Calcul des vecteurs d’estimations :
E(J,) = (B, Ey) ,E(Jap) =FE3=0
E, =0, By =-5 / 2
E(J,) =(0,-5/2), J,={1,2}, E(3)=0 ,3€ Ju.
Calcul des vecteurs des potentiels :
A(L) = (0,—1/2,1/2). ainsi : B(T, Kap) = BT Kap) — Sop_o 10y, , — 04,) » avec
0j, =0 ,5 =2,
B(T, K qup) = 25/11 > €, ¢ donné
Donc {7, 75up} n’est pas un support plan optimal , on passe donc au changement de plan.
constuisons tout d’abord &(J,,) :
On a :
E;=02>0 donc ky =—1
FEy=—-5/2 <0 donc kg =1
donc : k(J,) = (K1, k2) = (—1,1)

Calculons ’io
sup)
1/2-1/2
1
OnaAsup ( 1/2_1/2
Donc : = — (Y
' K(Jsup) o l'i3 - 0
Onapourl=1¢€ L, : |-4]= |azx+di|=4 < kg = 0 est faux donc k n’est pas
optimal.

Construisons la direction q :
Ona:q=#r—7=(—14/11,10/11,1/11).
Calcul du pas 6 :
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0 = min{l,60,,,0r}, tel que 8y = min{by,6,,} =0, =14/36 ="7/18 ;
ainsi 0 = min{1,12/11,7/18} =7/18 =60, , avecl € L,

Calcul de la valeur de suboptimalité B(T, K .p) :
BT, Kyup) = (1—7/18) 25/11 = 25/18 > ¢

Donc B(T, K ,,) n'est pas optimal, avec T = T + fq.

T =(—22/99,44/99, —1/18) .
Changement de supportKj,, ~~ Fsup :
Construisons la direction t et le pas o :
On est dans le cas b) 0 =0, =0, =7/18 ,1 € L,
=t =—1

t(jsup) =1t3=0 / Jsuz) {3}

t'(Loup) = (ta,t3) = (0, 1)
t'(Jn = (t1,t2) = (—3,3)

et trouvons les indices sg, s, eto :

Calculons p, = —4 et posons :

et on obtient :{

o(Jn) = (0,5/6) = (01,02) , 0(Lsup) = (02,03) = (+00,1/2).
Mettons les dans I'ordre croissant :0 < 1/2 <5/6 < 400,
0j :0«~>01,1€7n

0j, = 1/2~ 03,3 € Loy

0js =5/6~ 09,2 € J,

O’jZZOO'V")O-Q,zEzSup
Npp=-12=~Apy , k=1,...,p=1,carp+1=2.

posons :

i = =8, avec pg = [p.|=4

py = —8 <0 ,alorsv=1,0 =o0jcorrespond al e J, ,so =71 et s=1=w.

Alors :5(7, Ksup) =100/72 = 25/18 > €, (e donné)

avee Koy = {Jups Loup} + Toup = Tsup U {0} Top = {3y U {1} = {1,3},
Low=1{1,2,3},1€ Ly, ,(7n — {2},

La troisiéme ittération : Changement de plan 7 ~ 7 = 7 + g
Ona E(J,) = E(J,) +0(J,)=—5/2=FE5 ,2€ J, et o =0.
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Donc k(J,) = ko =1,2€ J,
0 1/2 —1/2
Ona:A_,,=11/3 0 1/3
1/3 —1/2 —1/6

Ko 0 )
donc < = ) =|1/3| =[x
K (S sup) 4/3 K3
Ko ne verifie pas les relations (1.23), donc k n’est pas optimal.

Calcul de la direction q :
q=r—1=(55/99,55/99,25/18).
Calcul du pas 6 :
On a :0 = min{l,6,,,60;}
tel que : 0, = min{6;,05} = min{319/55,19/25}
0, =19/25 =03, 3€ Jyup , et Oy = 1.
Dans le cas présent on a : L, = & , donc on ne calcul pas 0y,
Donc 0 = min{1,0s,00} = 05 = 19/25 ,3 € J .
Calcul de la valeur de suboptimalité :
56,?5@) =1/3 > ¢ ,(e donné).
Donc la solution n’est pas optimale, on passe au changement de support ;
Changement de support :
Ona:0=0,=05  etrs=4/3>1 3€ Ju,

Donc : p, =1—4/3 =-1/3.

tg - —1

tl :O
Done t"(Lswp) = (—1/2,1/2,1/6) = (t1,t2,t3)
t(J,) =ty =5/2

Calculons les pas 0; , j € I

Posons

Ona: FEyxty <0 = 05 =03=1,

Calculons oy, , k € fsup , avec fsup ={1,2,3};

= e
Onat1<0:>01:ooleL t2>O:>O'2:16t0'3:OO,3€L5up

sup
Calculons le saut de la fonction :

Apy = =5
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ainsi : gy =

Le nouveau support est donc : K sup = {J sups Ksup} avec Jgyp =

et fsup

Calcul de la valeur de suboptimalité :

:O,

(_K

Donc {7,

Avec :

T =

Loup = {1,2,3}.

) =1/3—1/3(1—-0)

&III

(—1/33,7/11,14/33).

—14/3 <0 doncv=1et So—]v—]1

34

K sup} est un support plan optimal du probleme (1)

= Toup

u {0},

T=T+0q=(—22/99,44/99, —1/18) + 19/28(55/99, 55/99, 25/28)
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={1,3}



1.9.2 La résolution par la méthode duale :

La premiére itération :
On prend comme support initial le support vide, :
Koy = {Tsups Lsup} » tel que Joup = Joup U{0} , Joup = @ et Ly, = {2} = Ly
Calcul des vecteurs des potentiels u(Ls,,) et u(Ly,) :
Agup = 1.
u(Lgup) = u(Ly,,) =uy =1 ,2€ L
u(Ly) = (ug,u3) = (0,0); 1,3 € L,
Calcul des vecteurs d’estimations E(.J) :
E(J,) = (Ey, Ey, E3) = (—1,—4,1),
E(Jsp) = E(@) cardg, =9
Construction du pseudo plan « :
On a:

Fi=-1<0 = k1 =3

Fy=—4<0 = ky=1

Fi=1>0 = k3=-1
Donc x(J,) = (3,1, —1) = (K1, k2, K3).
On a:

Jsup = @ donc k(Jgyp) = K(D)

et kg = —5.

lcrx 4 dyi|= |0]< —5 est fausse
Ona: qet
lesx + d3|= |2|< —5 est fausse

Calcul des pas p :
Dans ce cas on a : Jg,,, = &, donc on ne calcul pas (1, ,7 € Jgup
Ona:p =8 u; =—2,uf =10,u3 =0,1et3 €L,
Donc maz; {|u; ], | |} =10 = ud , 3 € L, et qui correspond au pas 65 trouvée lors de la

résolution par la méthode adaptée du meme probléme.
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On a y, = pu3 = 10, posons donc zj z (1) , let3 € L,.
On obtient : t(Lgyy) =ta =1 et t(J,) = (t1,t2,t3) = (2,3, —2)
Remarque :
On trouve la meme direction t et le meme pas o que la méthode adaptée.
Calculons o :
On a:

Etj=-1<0 = o01=1/2

Eyty=—-16 <0 = 09 =4/3

Esty =—-2<0 = o03=1/2; 1,2,3€ J,
Ona:oy=1/2carty =1>0 avec 2 € Ly, ;
En tenant compte de l'ordre croissant des o Calculons Ay :
Apy = (=8,—4),k=1,...,Dp, avecp=2carp+ 1 =3 € Ly,
fu, = (b, p2) = (2, -2).
Posons sg = j3 corréspond a 3 € J, et 05y =03 =0=1/2, s =v =3
Donc le support est : K, = {iup,fsup} tel que jgup = Jap U {0},
Jop=1{3}, Lap=1{2,3}/3€L],

La deuxiéme ittération :

On construit le pseudo plan (.J,,) :
On a:
E(J,) = (Ey, Ez) = (0,5/2)
E;=02>0 donc k; =—1
FEy=-5/2<0 donc kg =1
Donc et k(J,,) = (—1,1) = (K1, k2) ,Jn = {1,2}

on a .

(L) = (0,1/2,1/2) et A7} = <_11//22 j@ ,

pone: (.5 1) = (22) = (o)

On a ko = 0 ne vérifie pas la relation(1.23) car |[—4|=4 < 0 n’est pas vérifiée.
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Cancul des p; :
Sur Je,:Onary=0 = pz=0,avec Jg, = {3}
Sur L, :onacik+d = —4 < —kg Donc pi, =y = —4 ;1€ L, , (Correspond a 6, dans

la méthode adaptée).

t=—1
On pose : tl 0 , et on trouve la meme direction t et le meme pas o que la méthode
3 pu—

adaptée.

t'(Lsup) = (to,t3) = (0, —1) et t(Jn) = (t1,t2) = (=3,3).

Calculons o; et o0y, j € Jn sk € Layp.

o(Jn) = (0,5/6) et 0(Lap) = (+00,1/2).

En prenant en consideration I'ordre croissant des ojet o, on aura :
Apy=—12 avec (p=1)et py =p=—-8<0 = v=1,00=0;, =0et

so=J1;8s=1=wv, avec J; correspond aledJ,.

Donc le nouveau support est Ksup {Jsup, Sup} /7sup = Joup U{0} et Jsup {3,1};
Loy = {1,2,3}.

La troisiéme ittération :

‘] = {2} LSUP {1 2 3} Jsup {3 1}

E(J)) =—-5/240x3=—5/2 = E,.

u(Lgup) = (0,—1/2,—1/2) = (uy, uy, u3).

Construisons le pseudo-plan  :

Sur J, On a :
Ko =1 car Fy <0
Ko ) 0
( 7 ) = K1 = 1/3
i sup) K3 4/3
Ko ne vérifie pas les relation (1.23), Calculons donc y; ,j € 7sup.
On a:

k1 =1/3 <3 donc gy =0, 1675up
k3 =4/3 > 1donc uz3 = —1/3, 3 € 7sup
= mazx{|ml, s} = [us]=1/3 3 € Toup,
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Donc pu, = pg = 1/3, correspond a 6 = 63, 3 € jgup dans la méthode adaptée.

ta =1
Posons{ °
tl = O

On aura donc :

t(loup) = (—1/2,1/2,1/6) = (t1, b, t3)

t(Jsup) = ta =5/2
On remarque qu’on a la meme direction t lors de la résolution par la méthode adaptée
ainsi que le méme pasoc =0y =1 ,2 € 771;

Donc le nouveau support est :

?sup = {7sup7 fsup} avec Jsup = 7sup U {0} )

I
il
IS

up =1{1,2}, ={1,2,3}.

La quatriéme itération :

E(J,) =-1=F;

u(Lgp) = (—=1/2,0,2/3) = (uy, uz, us).
Construisons le pseudo-plank :
Sur ?n on a:

F3=—-1<0 = k3=1

Suriupona:
1/3 0 -2/3
Asulp— /5 1/5 2/5
—2/15 1/5 1/15

Ko 1/3 Ko
Donc = =\ 1/5 | =|rm
k(J

13/15 )

On a :kg = 1/3 > 0, donc les relations (1.23) sont vérifiées, c-a-d que notre pseudo-
plan  est optimal et f(k) = ko = 1/3.

Finalement le support final est :

K {Jsup, sup} avec Jsup = JsupU {0}, Jaup = {1, 2}
Lo = {1 2,3} = L yupU Lt yup , avec L gy = {1,2} et Lo, = {3}.

Ainsi notre pseudo-plan x correspond a T trouvé lors de la résolution par la méthode

adaptée et kg = o tel que zo = f(T) = 1/3.
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Chapitre 2

Résolution d’un probléme Min Max
avec contraintes généralisées.

Introduction :

Dans le présent chapitre, on fait une généralisation au probléme du premier chapitre
et qui aura pour particularité ’ajout d’une contrainte supplémentaire. Aprés avoir donné
quelques définitions, on a construit le support de la méthode adaptée, on a calculé la
formule d’accroissement de la fonctionnelle. Par la suite, on a construit les deux critéres
d’optimalité et de suboptimalité, ainsi que l'algorithme de résolution, que l'on a illustré

sur un exemple numérique.
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2.1 Position du probléme et définitions essentielles
Considérons le probléme Min Max suivant :

flz) = max |ctz + dj| — min |

t

t .
on  A=A(lJ)= (z Zi[) = (ail? é ? J) est une m X n-matrice

b=0b(I)=(b;, i €I)unm—vecteur, J={1,2,...n}, I ={1,2,....,m} .

Définition 1
Un vecteur z est dit plan du probléme (2.1) s'il vérifie les contraintes générales

Az = b et les contraintes de borne d, < x < d* du probléme (2.1).
Le probléme (2.1) peut étre écrit sous la forme équivalente :

To — min ,

—rg<dx+d <z, lEL; (2.2)

En utilisant cette forme, on construit le support du probléme (2.1) :
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2.2 Support plan

De I'ensemble J , on choisit le sous-ensemble J,, et posons Jgu, = {Japt U{0},
Jn = J\Jsup , et de ensemble L le sous-ensemble L, tel que |Lgyy|+|I|= [Jsup|+1 .

. o . + — _ +
Subdivisions L, en deux sous-ensembles L}  C Ly, et Lj, = Lep\LY,

Notons e(L)=(e=1,1€ L) ; L,=L\Lsy, .

Considérons la matrice By, = B(Lup, Jsup) définie par

e(L;up) C;(JSUP) )
—e(Ljup) l € Lgyy
0 as(JsuzJ) )

1el

Bsup =

Calculons les vecteurs :
des potentiels u(L) = (u(Lsyp),u(Ly)) , w(I) ; par:
(u(LsuzJ) , (1)) = Cl(t)(jsup)B_l u(L,) =0, cy=(cp=-1, coj =0, J € Joup )

sup
et des éstimation E(J)
Ej = u!(Lsup)c(Lsup, §) + 7 AL, T) , j € T,
par construction , on a
Ei=0, j¢&Jup ;

Définition 2
La paire Ky = {Leup, Jsup} est dite support du probléme (2.1) si  det(Bgy,) # 0

et les inégalités suivantes sont vérifiées :

Définition 3
La paire {z, Ky} formée d’un plan = du probléme (2.1) et d’un support K,
est dite support plan du probléeme (2.1) .
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Définition 4

Un support plan {xz, Ky,,} est dit non dégénéré si :

dij < xj < dj  J € Jsups

lde+d| < f(z) ,l€L,.

Définition 5

Un support Ky, est dit support coordinateur associé¢ au plan x si:

Lt CLtY(x)={leL:dx+d = f(x)};

sup =

L,,CL (x)={leL:de+d =—f(x)}

2.3 Formule d’accroissement de la fonctionnelle

Soient {x, Ky} un support plan du probléme (2.1) et 7T = z+ A x un autre
plan du probléme (2.1) .

Le plan =z vérifie les équations suivantes

qr—xzo=w —d ,l€Lf,

qrHxzo=w —d ,l€Lg, (2.3)
CI,ELU =w;+b; 1€l ,

de méme que le plan =
T —To=w; —dy , 1 € LE,
C;f—i— To = w; — d , le Ls_up (24)
aﬁf =w;+b; ,1€l ,

ot w = (w(Lsy),w(l)) ,

W = (W(Lsyp), w(I)) sont des vecteurs d’écarts tel que
(@(Lsup), W(1)) = (w(Lsup) w(I)) + (& w(Lsup), & w(l)) ;. w(l) = w(l) =6 w(l) =0r .

En faisant la différence entre les formules (2.3) et (2.4) , on obtient

dAax—ANzg=Aw ,l €L

sup

dAx+ Azg=Aw €L

sup

at A w =Aw; ,iel
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dela on a

A xo + [l Jop) A 2(Jsup) = —c[l, Jp] & w(Jp)+ 0w, 1€ Ly,
— Az [l Jsup] D (Tsup) = —c[l, Jn) A x(Jp)+ A w1 € Lgyy
Aliy Joup) & ©(Jsup) = —All, Jn] A x(Jp)+ Aw; yiel

en développant les dérniéres équations , on obtient
A xg _ _B—l C{Lsupa Jn] A ZL‘(J ) _ A w(Lsup)
A (Jsup) sup All, J,] " A w(I) ’
c’est a dire :

(A f(ﬂ)) =B Kﬁf}‘f’ f;f) A x(J,) — (A w(OLsumﬂ (2.5)

pour tout A x(J,) et A w(Lsyy)
De la formule (2.5) , résulte la formule de décroissance de la fonctionnelle du probléme
(2.1) :

Ax():ZEijj—ZulAwl. (2.6)

= 1€ Lup

Le maximum d’accroissement de la fonctionnelle :

— A f(x) = —[f(z+ A z)— f(x)] = — A xp sous les contraintes :
d*j—l'jSAZEde;—fL’J ,jGJn7
A wp < —wy e L,; (2.7)
Au}lZ_u}l ZELs_up7
est atteint pour :
d*j — Ej >0
g g _ I+ -
Az; = d}f—Ij,Ej<0, ’AU)[I{ _;wul’giLsuP’ (28)
0 VE;=0,5¢€J, o sup

et est égal a :

B, Kap) = > Ejlw;—dy)+ > Eilx

E;>0,5€dn E;<0,5€dn
¢ t
S w(f@)—cr—d)+ Y w(—f(x)—dr—d) (2.9)
leLt,, 1€ Lsup
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appelée valeur de suboptimalité du support plan {z, Ky}

De 14, on a toujours 'inégalité

De cette inégalité, on déduit le critére d’optimalité qui réste vrai .

2.4 Critére d’optimalité
Théoréme 1

Soit = un plan du probleme (2.1), K,,, un support coordinateur associé & x .

Les relations :
l’j:d*j ,SiEj>0;

sont suffisantes et dans le cas de la non dégénéréscence elles sont nécessaires pour

I'optimalité du support plan {z, Ky} .

Preuve :

Elle est analogue a celle du théoréme 1 de 1¢" chapitre .

2.5 Critére de suboptimalité
Théoréme 2
Soit >0 donné. Leplan = duprobléme (2.1) est e-optimal si et seulement s’il
éxiste un support K, pourlequel : B(x,Ky,,) <€
Preuve :

Elle est analogue a celle du théoréme 2 de 1¢" chapitre, pour cela on fait une décom-
position de la valeur de suboptimalité en utilisant le probléme dual du probléme (2.1)

sulvant :
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d(N\) = d'y = by + dlv — d*w — max
dy+ Ay —v4+w=0,
Yy=y1—%, % =0,y2>0, (2.12)

v>0, w>0, > |yl=1,
leL

s oo (al),
ol C_(ZGL)'

Le vecteur A = (y =w(l) , y==n(I), y1 , y2 , v, w) construit avec le sup-

port Ky, du probléme (2.1) et vérifiant les relations :

V(L) =u(L) ;

’Uj:Ej, ijO s SlE]ZO R

vi=0 , wy=-E , siE<0 ,jeJ ; (2.13)
Yii="Yi , Yy2=20 , sioy; >0,

yi=0 , yu=—-y , si 1B <0 , i€l .

est un plan dual de probléme (2.12) .
Alors B(x, Ksyp) = () + B(Ksup) -

Conséquence 1

Le plan z du probléeme (2.1) est optimal si et seulement s’il éxiste un support Ky,

pour lequel :
Remarque 1

L’équation (2.14) est vraie si et seulement si les relations (2.11) ont lieu et Ky,
est le support coordinateur associe au plan optimal =
Si le critére d’optimalité et de suboptimalité ne sont pas vérifiés alors on passe a I'ité-

ration de l'algorithme .
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2.6 Itération

L’itération de l'algorithme est constituée de deux procédures qui sont le changement

du plan et du support .

2.6.1 Changement de plan ( x ~ 7T )

Construisons tout d’abord le pseudo-plan £ associé au support K, par les

relations suivantes :

oo — d*j St EJ'ZO,
7 d; st E; <0, jed, ;

(i) == [ () o+ (5] 219

a/ Siles relations :

gk +di| < ko, €L, ; (2.16)
ko > 0 si L, = ,

sont vérifiées alors k est optimal et  f(k) = Ko .
b/ Siles relations (2.16) ne sont pas vérifiées alors, on construit la direction ¢ € R"

( pour améliorer le plan x ) comme suit
g=K—1x, (2.17)

et le nouveau plan T sera définipar: T=x+60q ,
ou ¢ =min{l,6,,60¢} le pas maximal selon la direction ¢ , tel que :

Les différents pas 6;, , 60 sont obtenus par les formules suivantes :

(dej —j)/q; st q; <0,
0, =minb; , j € Jop ; 6;= (d5 —x5)/q si ¢ >0,
o0 si g =0, 7€ Jop -

0y =min{by , O,,} ; 6o = f(2)/8(x,Ksup) , O, =min{6," , 6,7} , 1 €L,; (2.18)
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o = { (—clz —di+x0)/(cjq + Bz, Kaup)) si cjq+ B, kswp) >0

00 si non , lelL, .

0 — (—cjz —dy — x0)/(cjq — B(x, Ksup)) si cq — Bz, Kap) <0,
L) oo si non , lel, .

En utilisant le nouveau plan 7 = x 4+ 6¢ du probléme (2.1) et en remplagant les g,

par leurs valeurs données par les formules (2.17) , on obtient

ﬁ(vasup) = (1_9)ﬁ(IaKsup)

Si le support plan {z, K,,} est non dégéneré , alors 6 >0 et par consequent :

BT, Kaup) < B2, Koup)-

Du calcul de 0 , on a les différents cas suivants :

A" cas ¢ 0 = 60y , alors T = x4 0g est optimal et f(T) = 0
ou bien T =x+0q estec-optimalet f(T)<e.

.2¢m¢ cas  : H#=1 ,alorsT =k estoptimal.

.3€m€

cas : (1 — 6)B(x,Kgp) > € , alors on Dpasse au

changement du support.

2.6.2 Changement de support ( Ky, ~ Kgp )

Le changement de support K, ~ Esup . entraine le changement de plan dual A ~» X,

c’est a dire :
{ u(z_) =u(L) + oot(L) ;
E(J) = E(J) 4 oot(J]) ,

ou le vecteur ¢(J,L) est la direction d’augmentation de la fonction objectif duale et oy

est le pas dual maximal suivant cette direction .

Ce changement du support se fait en fonction de la valeur de 6 , Pour cela on
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distingue les deux cas suivants

a/ 0= 0]‘0 ) jO € Jsup

Introduisons la valeur suivante

[y = { djo — Ko S? Kjo < gy 3 (2.19)
d3, — Kjo si Ky, >dj,
et calculons la direction ¢
Posons
Ly = Signily
t(Jsup\Jo) =0 ; (2.20.1)
t(L,) =0 |,
et de Padmissibilité de @ , E on obtient
(t(Loup), (1)) = (0,t(Jsup)) By ;
St 2.20.2
T s E8 act, 2. (2202)
Calculons les pas o; , j€J, ; or , k& Ly
—Ej/tj si Ejtj < 0,
0 = 0 SiEj:O,t]‘>0,lij7éd*j,Oqu:O,tj<O,lij7éd;; (2211)
00 dans les autres cas , j € j,.
—uk/tk sity <0, ke Lsup;
o = —uk/tk sit,>0,ke Lsup, (2212)
o0 dans les autres cas , k € Lgyyp .
Mettons o; , j€J, ; or , k& L, danslordre croissant
O'jls()'jQS...SO'jp, jke{JnULsup}.

Pour chaque j; , nous calculons le saut de la fonction objectif duale
Auk = _|tjk|(d;k - d*]k) .

La fonction objectif duale se comporte selon la direction t comme une fonction concave,
continue , linéaire par morceaux et leur pentes sur I’ intervalle [0y, 0x41] sont égales a

{ e = pe—1 — [t [(df, —duji) » k=1,...D ;

2.29
to = || (222)
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ou p<p tel que

ﬁ:p sl ]kEJn s Vi = D3
ou bien
]_9 < P Si jp_t,_l - Lsup

Remarque 2 : yy est la vitesse initiale de changement de la fonction objectif duale.

On cherche le pas o0y et les indices s , s pour les lesquels la fonction objectif

du dual atteint son maximum .

I-Si pp >0 ,alors p < p.Delaposons o9 = 05, , So = Jpt1

s=p+1

2-Si puy <0 , alors on va trouver un indice v , 0 <v <p telque p,_1 >0 et

ty <0 .Posons og=o0j, , So=J, , S=UV.

L’itération se termine par la construction des nouveaux vecteurs :

u(L) =u(L) + ogt(L) '
et le nouveau support ?sup = {iup,fsup} : iup ={0} U 7sup ,
ZSUp - Jsup\jO ; ZSup - (Jsup\jo) U 50,
Lsup = Lsup\SO ) s So € Lsup ) ’ Lsup - Lsup ) sl So € Jn .
b/ 0= (9[0 , lo € L,
Calculons
—ko+ Ck+dyy, st O, =0 ;
£ = . 0 2.24
H { /10+cfom+dlo, si O, =10, , ( )
et posons
i, = signp ;
t(L\lo) = 0 ; (2.25.1)
t(Jsup) =0,
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de 'admissibilité de @ et E , on obtient

L, =ty (Jsup)) Baup
( sup»y Jn) + tlocf()(,]n) + t%[)A(I, Jn) ] (2252)

On applique la méme méthode utilisée en (a) pour trouver 'indice sy et le pas oy

L’itération se termine avec la construction des vecteurs FE(J) , w(L) définis par

la formule (2.23) et le nouveau support K, = {7sup,fsup} b Jsup = Jeap U{0}

7sup = Jsup ) 7su;la = Jsup Uso ,
Lsup = (Lsup\30> U lO ) si Sp € Lsup ) Lsup = Lsup U lO ’ si So € Jn ;
tel que L
lo € Lty si 0, = (9;3 ;
lo € Lfsup si (910 = (9[; ,

Par construction le nouveau support est un support coordinateur associé au plan = et la
valeur de la suboptimalité au support plan {7, K,,,} est donnée par la formule

s—1

B(z, KSUP) = (1 -0)B(z, KS“P) - Z:uk(o-jkﬂ - Ujk) , 05, =0.
k=0

2.7 Exemple numérique
max( |2zy — 2xy + 23|, |v1 + 42y — 23— 3|, |v1 — 22— 23+ 2] ) — min,

(_21 _41 1?2) % :G) (2.1)

1< <3, ~1<z, <1, -1<z3<1.
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2.7.1 La résolution par la méthode adaptée
1-La premiére itération

on cherche une solution de base realisable.

Ar=b = x=A"1b

2 -1 1

On prend une matrice carrée A= 1 o4 ) 5 )

wer= (2 (=)= ()

done z = A7l —> z = (_21 _41)_1 G) - @;)

donc (il) = (g;;) et x3 =0, qui vérifient bien les contraintes de bornes.
ona 1 22 1 > —1, 1 > x5 > —1 , donc les contraintes directes sont verifiées cad que
x = (6/7,5/7,0) est un plan du probléme (2.1).

notons donc : Jy, = {1,2},J, = J\Jsp = {1,2,3}\{1,2} = {3} et I = {1,2} ,
remarquons que |Lgy,| + |I|= |Jsup| + 1.
determinons donc |Lg,,| : on a max(f(z))
fi(z) = |22 — 229 + 23| = |2/7]

fo(x) = |z1 + 4x9 — 23 — 3| = |5/7|

fs(z) = |1 — 29 — 23+ 2| = [15/7|

donc maz(f) i, ,, = fs(x) =[15/7]
cad Ly, = {3} =L, L,,=9, L,= {1,2}, Kop = {Esup, Lo}t avec

sup

_ t
lepiog = MAT 1,0 |Cla + dif.

jsup = {0} U Jop = {0,1,2}, et Kop = {Jeup; [, Laup} est le support coordinateur
associé a x .

donc {x, Ky,,} est un primal support non dégénéré.

Procédons au calcul des vecteurs des potentiels u(L) et des estimations E(.J)

Calcul de u(L) :
w(L) = {(u(Lsup) s u(Ln), 7(1)},
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(W(Lsup), 7(1)) = C§ (Jsup) Bauy,
-1 -1 -1
Bap=|0 2 —1|, detBy, =-7
0 —1 4
—1 3/7 —1/7
Bol=10 4/7 17
0 1/7 2/7
-1 3/7 —-1/7
donc  (u(Lgwp),7(I))=(=1 0 0) | 0 4/7 1/7
0 1/7 2/7

(W(Lsup), (1)) = (1 =3/7 1/7) = (ug m m) .

Calcul des E(j), j € J:

on a B(J) = ' (Loup)(Lawy) + 7(D)A(L, J)

Ej = t!(Lyup)c(Lsup . 5) + (I ), jE T, et E; =0, j€ Jup={1,2}.
E3 = u'(Lgyp)c(Lsup ,3) + (1 ) =wu3 ¢(3,3) + (m1,m)A(I, 3).

— FE3=-31/14

Calcul de la valeur de suboptimalité 3(x, Kyyp) :

on a:
B(I, Ksup) = Z Ej((L’j - d*]) + Z Ej((L’j - d;) +
Ej>0,j€Jn Ej<0,j€Jn
Z w(f(z) — gz —dp) + Z w(—f(x) = qo —dy)
leLup l€Lzup
Alors :

Bz, Keyp) = Es(x3 — dis) = 31/14 > € (e donné)
d’ou le support plan {z, K,,} n’est pas optimal

1-1 Changement de plan : x~ T =2+ fq

avec ¢ : la direction , et 6 : le pas.
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On construit un pseudo-plan « avec k3 =1, 3 € J, :

(i) == [ (i) o= (52
= (1) )
Ko ~1/14
donc |k | = —13/14
Ky 17

k1 et ko verifient les contraintes directes , mais |cjk + dj| < ko , | € L, = {1,2} nous
36/14 < —1/14

donne : /1< -1/
61/14 < /1/14

donc k ne verifie pas les contraintes de la fonctionnelle sur L,, = x n’est pas optimal.

faux

Construisons la direction q :

ona ¢q=k—x=(-25/14,—-4/7,1) .

Calculons le pas 6 , avec 8 = min{l,6,,,60;} tel que 6;, = miné, , j € Jy,
Joup = {1,2} et 6, =min{6,0;7} et 0 =min{by, 6,} ; avec

90 = f(x)/ﬁ(ﬂ?, Ksup)

0, =0 =26/25 c-a-d jo=1,1€ Jop .
0 = 30/31 .
0, =0, =20/51,2¢€L, .
donc 6 =min{1,26/25,20/51} =20/51
donc 0 =46, =20/51,2¢€L,.
etona BT, Kep) = (1 —0)B(x, Kgyp) = 961/714 < B(z, Ksup) ,
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ona T =x+0q¢ = (56/357,175/357,20/51) et B(T, Ksyp) > € (e donné) ; donc =T

n’est pas optimal.

1-2 Changement de support : K, ~ fsup

le changement de support Ky, ~ ?sup entraine le changement du plan dual A\ ~~ A

c-a-d

Le changement de support se fait en fonction de 6 ;

Ona =460, ;2¢eL, donc:

e = Ko + Cyk + do = —31/7.

et la direction t est donnée par :

~1 3/7 —1)7
(t(Lsup), (1)) = (L, —tio €1y (Joup)) By = (L, =(=1)(1,4)) [ 0 4/7 1/7 |;
0 1/7 2/7

tel que 1ty =t —2=—1:;t1 =0,1€ L,\lp;t(Jsup) = (t — 1,t2) = (0,0);

(tg,t17t2):(—1,11/7,8/7), 3€L+ {1,2}6]

sup

t(Jn) = t(Lsup)(Lisup, Jn) Ly (J)+' (DA, o) = ts = =1(=1)+(=1)(=1)+(11/7,8/7) ({;}) %

ty =102/14, 3 € J,.
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Calculons lespas 0,7 € J,, et o,k € Lgy :
on a:
Est3 = —31/14 x 51/7 = —=3162/196 < 0 ; = 03 = —E3/t3 = 31/102, 3 € J,.
et o3 =—p3fts=1 car t3=—-1<0 ,3 € Lgyp+ ;
Ordonons ces pas oj3 ,3 € J, 0y, , l3 € Ls,, par ordre croissant :
ona oj, =31/102 <0, =1 ; posons 31/102 =0;, et 1 =0y, ;
On aura donc :

Uj1§0j2,j1:3EJn;j2:3€L+

sup*

Pour chaque jp calculons le saut de la fonction objectif duale :

Ona A =—[t;|(d;, —ds,) , k=1,..0,avec p=1car jpi1 = j2 € Layp
c-a-d pour ji @ Apy = —t;,[(d}, — dvj,) = Ay = —102/7.

et t = po+ D= =717 [ po = |p|=31/7 .

Trouvons oy ainsi que les indices s, sg :

Ona:pz;=pu =—-71/7<0

soit : O<v<1=p avec py1>0 et pu, <0 cadv=1=s.

et o09g=o0yj;, corréspond a 03,3 € J,s0=71, s=1.

On termine donc par la construction de nouveau vecteurs :

{ B =EW) tol)) 2 = oo

u(L) = u(L) + oot(L)

avec  Jgup = Joup U {0} ;
On a Jey = JapUs) = Jap = {1,2}U{3} = {1,2,3}.

done Jyp = {0} U{1,2,3}, Jo =0, Lyup = Leup U {2} = {3 U {2} = {2,3},
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L,={1}, I={1,2}.

Finalement :
E(Jaup) = (0,0,0) et u(L) = (uy,us, uz) = (0,—31/102,71/102) avec 1 € L,
et 2,3 € Lgyyp
B(T, kgup) = B(T, kgup) — po(0j, — 05,) = 961/714 — 31/7(31/102 — 0) = 0.

Donc{Z, ks } est un support optimal et T = (56/357, 175/357,20/51) est une solution

optimale.
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2.7.2 La résolution par la méthode duale

1-La premiére itération
On prend le méme premier support que la méthode adaptée,
sup {Jsup; sup} ) 7sup Jsup U {O} ) Jsup = {172} ) I = {17 2} )
Loy = {3} = L}, est le support du probléme (2.1)

1 1 -1 —1 3/7 —1)7
avec Boyp = 0 2 —1| et By, =10 4/7 1/7
0 -1 4 0 17 2/7
Soit k(J,) un pseudo-plan associé au support Kj,,, avec x(J,) = k(3) = 1, car

Ey=-31/14<0 .

K —1/14 )
On a (/{(JO )> = |[-13/14| = |k | :
up 1/7 Ko
ko = —1/14 ne vérifie pas les relations (1,2,3) donc ko n’est pas optimal ;

On passe au calcul de = max;;( |1, |f]) s Jsup = {1,2}
avec |pu|=maxer, (||, [uy]) tel que Ly = {1,2}, Joy, = {1,2}

Pour j € Jgp = {1,2}on a : pu = 0 et s = 0 ( d’apres les relations
(1.28)).

Pourl € L, ={1,2}ona:uf =0, pugy=0pu =—16/14 et u; = —31/7.
Alors pu=|puy| = |-31/7|=31/7,2 € L, , corréspond a 8 =05 ,2 € L,, dans la méthode
adaptée

Calculons la direction t :
Remarque :
On trouve la méme direction t et le méme pas o que la méthode adaptée suivant la

situation 0 =05 , 2 € L,, c-a-d :p = uy = —31/7.

o7



li, = to = signp, = —1
et & t(L,\2)=t1=0, {1} € L, ;
t(Jsup) - tl - tg == O 5 {1,2} € Jsup

(t(Loup), (1)) = (—1,11/7,8/7) = (ta, tr,ta) , 3 € L, et {1,2} € 1.

tH(J,) = t; = 102/14 ,3 € J, .

Et le pas : 09 = 03 =31/102, 3 € J,

On conclut donc qu’on a le meme nouveau support tel que : Esup = {75up, Zsup}

Avec 75up = {0} U{Jawp} , Joup = {1,2,3} et Loy, = {2,3} tel que : 2 € L, et
3elf, . Jo=2, L, ={1}.

2-La deuxiéme itération :

Selon le support précédent Fsup = {7sup,fsup} , on a la matrice de support suivante :

1 1 4 -1 31/102 —71/102 —5/102 —25/51

-1 1 -1 -1 . |25/102 25/102 19/102 —7/51
Baw=10 o —1 3| 7 Bw=| 45 45 150 1051
0 -1 4 1/2 —7/51  —7/51 11/51  8/51

Calculons le pseudo-plan & :

Ko 130/102
— K 16/102
K’(Jn) = /{(@) ? K/; = 25//51 I
K3 20/51

K(Jsup) = (K1, Ko, 3) = (16/102,25/51,20/51) , correspond & T dans la méthode adaptée.
Les relations : d,; < k; < d;'f ] € 7sup sont vérifiées,

et |tk + di|=22/102 < kg = 130/102 ,1 € L,, est vérifiée;

alors kK = (16/102,25/51,20/51) est optimal et f(k) = Ko = 130/102 correspond au
support précédent K ,,, = {7sup, Loy} avec iup = Jaup U{0} , Joup = {1,2,3},
Lap=1{2,3},2€ L, et3€ Lty, (J,=2, L,={1} et I ={1,2} inchangeable.)
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Remarques 3

1-On peut commencer ’algorithme par le support vide, jusqu’a trouver p = 0.

2-Le but de la méthode duale est d’arriver a la solution optimale sans connaitre
la solution initiale (le premier plan du probléme (2.1) , en commencant par le

pseudo-plan K .

Conclusion

Dans ce chapitre, on a essayé de rassembler le support de la fonctionnelle, le support

des contraintes dans la méthode adaptée et de parler d’un seul support coordinateur.
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Chapitre 3

Résolution d’un probléme Min Max
avec la methode du simplexe et
comparaison.

Introduction

La méthode du simplexe a été inventée en 1947 par le mathématicien Geotzig, elle
est classée parmis les méthodes les plus éfficaces pour la résolution d’un probléme linéaire.
Cette méthode est ittérative et son principe de résolution nécéssite de suivre certaines
étapes qu’on éxprimera dans les démarches qui suiveront
Dans ce chapitre on procédera a la résolution d'un probleme Min Max par la méthode
du simplexe, ce méme probléme ayant été présenté dans nos deux précédents chapitres
a été résolu par deux autres méthodes differentes . A la fin de ce chapitre on fera une
comparaison entre nos deux méthodes principales : La méthode du simplexe ainsi que celle

de la méthode adaptée [9,10].
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3.1 Les étapes de ’algorithme du simplexe :

Définitionl :
Un probléme linéaire (PL) mis sous la forme particuliére ot toutes les contraintes sont des

équations et toutes les variables sont non négatives est dit sous forme standard.

Définition2 :
Une variable d’écart est une variable qu’on rajoute ou qu’on retranche a une contrainte
afin de mettre le probléme linéaire sous sa forme standard.

a/ contrainte de type < : on ajoute pour chaque contrainte i une variable d’écart e; tel
que e; > 0.

b/ Contrainte de type > : On retranche pour chaque contrainte i une variable

d’éxcédent e; tel que e; > 0.

Variables de base et variables hors base :
Considérons un systéme a n variables et m équations ou n > m, on obtiendra alors une
solution de base de la maniére suivante :

a/ On pose n — m variables égales & 0, ces variables sont hors base.

b/ On résoud le systéme pour les m variables réstantes, elles seront alors des variables
de base.

¢/ Le vecteur de variables obtenu est la solution de base; cette dérniére est dite ad-

missible si toutes les variables sont > 0, graphiquement ont dira que c¢’est un point extreme.
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3.2 Résolution du programme linéaire :
3.2.1 Choix de la variable entrante :

Max des C; — Z; pour les problémes de Maximisation,

Min des C; — Z; pour les problémes de Minimisation.

3.2.2 Choix de la variable sortante :

Dans un probléme de maximisation ou de minimisation la variable sortante sera le Min

b;
des @/ai]’ > 0.

3.2.3 Pivotage :

Le pivotage s’éfféctue de la maniére suivante :
a- On commence pas diviser la ligne du pivot par le chiffre du pivot.
b- Nous poursuivons avec la matrice identité pour les variables de base, nous inscrivons un
1 a l'intersection de chaque variable et 0 ailleurs.

c- Le calcul des nouvelles valeurs pour les cases réstantes est de la maniére suivante :

element de la ligne du pivot x element de la colonne du pivot
Pivot

Ancienne valeur —

3.2.4 Critére d’arret :

On arretera lorsque le critére d’optimalité est obtenu,
C; — Z; < 0 Pour les problémes de maximisation.

C; — Z; > 0 Pour les problémes de minimisation.
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3.3 Exemple numérique :

max( |2zy — 22y + 23, |vy + 42y — 25— 3|, |v1 — 22 —23+2]) — min,
200 — 19+ 23 =1
—x1 + 4wy + 1/225 =2
1< <3, - 1<2,<1, -1<z3<1.
Forme standard du probléme :
xo+ Mxg+ Mxy; + Mxis + Mxig — min
20 — 1 —2x9+ a3 — 20+ 24 =0
—2x1 4+ 29 — 23— 29+ 25 =0
T1+4x9 — X3 — To+ Tg = 3
1 +4x9 — 23+ 39 — X7+ T16 = 3
—T1+To+ 23+ 29 — x5+ 217 =2
—X1+ T+ 23— 29+ Tg =2
201 — 0+ 33+ 118 =1
—x1+4x2+%x3+x19:2
T+ T10=3
—r1+x =1
Ty + T2 =1
Tg+ w3 =1
r3+x14 =1

ZL’3—|—JI15:1
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3.3.1 Comparaison entre la méthode adaptée et la méthode du
Simplexe

-Les deux méthodes ont des algorithmes de résolution fini.

-On remarque d’aprés notre exemple que la résolution du probléme par la méthode
du Simplexe nécissite 'ajout de variables suplémentaires( variables d’écart et variables
artificielles) ainsi que l'ajout d’équations, ce qui engendre plus de calculs et d’ittérations.
-En résolvant le probléme par la méthode adaptée, la solution converge plus rapidement
vers 'optimum en camprarant avec la résolution par la méthode du Simplexe.

-Graphiquement la solution optimale trouvée avec la méthode du simplexe se réalise par
des sauts sur les sommets decrits par le polyédre des contraintes, par contre la méthode

adaptée prend les points a I'intérieur du polyédre ce qui explique sa rapidité et son éfficacité.
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3.4 Conclusion générale

Notre travail a été axé sur la résolution de deux types de problémes Min Max de
fonctionnelle non différentiable en programmation linéaire .
Pour cela, nous avons donné I'application de la méthode adaptée (développée par Gabasov
et Kirillova) qui est basée sur un support spécial appelé " support coordinateur ". Dans un
premier temps, cette méthode est appliquée sur un probléme de programmation linéaire,
sous forme d’un probléme Min Max de fonctionnelle non différentiable avec contraintes
simples. Par la suite, le méme probléme a été traité en rajoutant une contrainte sup-
plémentaire qui nous conduit & une nouvelle strucure de support. L’avantage de cette
méthode réside dans le fait qu’elle traite les problémes tels qu’ils se présentent, ce qui
engendre un gain en espace mémoire et en temps de calcul sur machine.
Un algorithme de résolution a été donné en se basant sur deux procédures : le changement
de support et utilisant encore un critére d’arrét e-optimal.Cet algorithme est illustré par

un exemple numérique.

En guise de perspectives, nous proposons les directions de recherche suivantes :

— Généralisation de cette méthode aux problémes quadratiques a variables mixtes
(multicritéres).

— Implémentation numérique de la méthode adaptée sur différents problémes de la
programmation linéaire.

— Applications aux systémes non linéaires.
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