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Résumé

Ce travail est une contribution a la modélisation et a la simulation numérique du

comportement non linéaire des ossatures planes en béton armé.

Un programme informatique poutre mince2 (discrétisation a 2 nceuds) rédigé en
langage fortran 90 permettant la simulation numérique est déja existant. Ce dernier est basé
sur un modele d’élément fini poutre a deux neeuds (6 d d 1°) formulé sur la base de la théorie

de Navier Bernoulli pour les sections droites.

L’objectif principal de notre travail consiste a élaborer et a formuler deux modéeles
d’éléments finis poutre a trois nceuds et a quatre nceuds. Puis 1’enrichissement du programme

existant en créant d’autres versions basées sur les deux modeles d’éléments finis élaborés.

Enfin une étude comparative permettant d’évaluer la performance des modeles de

poutre élaborés est réalisée.

Mots clés :

Modélisation, élément fini, poutres, ossatures, béton armé.



ABSTRACT

This work is a contribution to the modelling and the digital simulation of the nonlinear

behaviour of the plane reinforced concrete frameworks.

A computer program thin _beam?2 ( discretization with 2 nodes) written in language
FORTRAN 90 allowing the digital simulation is already existing. This last is based on a
model of finite element beam with two nodes (6 d .o.f) formulated on the basis of theory of

Navier Bernoulli for the cross-sections.
The main aim of our work consists in working out and formulating two models of

finite elements beam with three nodes and four nodes. Then the enrichment of the existing

program by creating other versions based on the two models of elaborate finite elements.

Finally a comparative study making it possible to evaluate the performance of the

elaborate models of beam is carried out

Key words:

Modelling, finite element, beams, frameworks, reinforced concrete.
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Indices et notations

Déplacement axial au niveau de 1’axe de référence de la poutre
Rotation de la normale de la section transversale d’abscisse x.
Rotation diie au cisaillement transversal.

Déplacement axial selon x

Déplacement transversal selon z

Module de Young.

Coefficient de poisson.

Déformation longitudinale au niveau de 1’axe de référence.

Courbure.

Chargement reparti transversal.

Chargement longitudinal.

Hauteur de la section transversale

Longueur de la section transversale variant avec la hauteur.
Effort normal de la section transversale d’abscisse x.
Moment fléchissant dans la section transversale d’abscisse x.
Rigidité a ’effort normal (de membrane).

Rigidité du au couplage effort normal + flexion.
Rigidité a la flexion.

Matrice de rigidité élémentaire.

Ordonnée du milieu de la couche j / a I’axe de référence.
Largeur du milieu de la couche j .

Largeur inférieure du trapeze.

Largeur inférieure du trapeze.

Position inférieure par rapport a 1’axe de référence.
Position supérieure par rapport a I’axe de référence.
Epaisseur de la couche j.

Largeur au niveau du milieu de la couche.

Hauteur du trapeéze en cours (itrap).

Matrice des fonctions d’interpolation (de forme)

Vecteur des forces nodales résultant des efforts intérieurs.
Vecteur des forces nodales résultant des efforts repartis.

Incrémentation du chargement appliqué

Matrice de rigidité de la structure dépendant de vecteur {u}.

Vecteur des forces nodales appliquées a la structure.

Vecteur des forces résiduelles, a une étape de chargement donné.



{U} Vecteur des déplacements nodaux.

f(x) Les valeurs de la fonction f(x) au point de Gauss d’abscisse x de I’élément
a, Coefficient de pondération correspondant au point de Gauss d’abscisse X;.
£, Résistance a la compression du béton.
E,, Module élastique du béton a la compression.
& Déformation correspondant au pic des contraintes.
£, Déformation de rupture de béton.
o, Contrainte de rupture.
f,, Contrainte a la traction de béton
Ep Déformation de la fibre la plus tendue
Epu Déformation correspondant a la plastification de ’acier le plus tendu.
E, Module longitudinal de I’acier
€ Déformation limite élastique de 1’acier
€y Déformation ultime de 1’acier.
" Limite élastique des aciers.
f,, Résistance résiduelle de traction
i Résistance a la traction de composite
g, Déformation ultime
€ht Déformation a la rupture du béton en traction
fi Résistance du béton a la compression,
Euwo Module initial du béton,

€ Déformation du pic des contraintes du béton.
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CHAPITRE 1 INTRODUCTION GENERALE

CHAPITRE 1 : INTRODUCTION GENERALE
1-1 problématique :

La méthode des éléments finis est un outil puisgantpermet de modéliser et d’analyser
divers types de structures; ceci grace au dépelopnt de l'outil informatique et des

modeles de comportement non linéaire des matériaux.

Dans le domaine des constructions civiles et imdlies on s’intéresse en particulier a

I'étude et I'analyse des éléments d’ossatures planebéton armée.

Le traitement par la méthode des éléments finissttestures, conduit d’une fagcon générale a
une formulation discrétisée, cette méthode estehaamt utilisée dans la modélisation des
structures en béton armé , béton précontraint &tnbde fibres ; elle est introduite dans
'analyse en tenant compte des difféerents effetsnde- linéarités dans le comportement
matériels et structural des éléments .la résoluti®rtes systemes s’effectue la plus part du

temps en utilisant des procédures itératives

En littérature, on rencontre deux types d’approgh&s la modélisation du comportement

non linéaire des structures en béton armé.

- L’approche locale : Elle consiste & modéliser la structure étudiéedparéléments
finis plans ou tridimensionnels et d’évaluer finernkes champs de contraintes, de
déplacements et de déformations par I'utilisatierails de comportement locales
multidimensionnelles des matériaux constitutifstt€approche permet une analyse
fine des phénomenes non linéaires tels que l'intemaacier — béton et la fissuration

mais elle est tres codlteuse.

- L’approche globale: Elle consiste a utiliser des éléments finis pesitElles est bien
adaptée a l'analyse et a la simulation des ossatmebéton armé, constituées de
poutres et poteaux .Cette derniére approche pdamabdélisation des phénoménes
non linéaires en utilisant des lois de comporteneiexiales .Elle constitue le cadre

de la présente étude.
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Un programme informatique existant, permet de samld comportement monotone jusqu’a
la rupture, d’'une ossature plane quelconque soumides charges verticales fixes et des

charges horizontales croissantes.

Ce programme, basé sur le modéle de Navier-Beinatiise des éléments finis poutres

a 2 nceuds (6 d°lgl, et est fonctionnelle.

Néanmoins, pour obtenir une précision suffisantesdkies résultats des calculs, il est

nécessaire d’affiner le maillage surtout danszteses de fortes non linéarités.

On se propose alors d’enrichir ce programme adaitléments finis plus performants

(éléments finis poutres a 3 ou a 4 nceuds).

1-2 Obijectifs du travail :

e Contribution au calcul et a la simulation du contearent non linéaire des
ossatures planes, en béton armé, constituées @gtsme type poutre.

» Formulation et présentation de trois modeles d’ékdrfinis de type poutre.

- Elément a 2 nouds (a 6 ddI)
- Elément a 3 nouds (a 9 ddI)
- Elément a 4 nouds (a 12 ddl)

* Etude comparative de la performance des 3 modedepodtre a l'aide de

simulations numériques.
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1-3 Plan de I'étude:

La présente étude est développée comme suit :

)
°

)
L X4

Le chapitre 2 cette partie est consacrée a la revue biblphggaie sur les études
relatives a la modélisation du comportement nogdlire des ossatures planes en béton

arme.

Dans le Chapitre3 : on s’intéresse a la formulation de modéles d'él@mdinis
type poutre, qui permettent la modélisation du corgment en flexion composé
jusqu'a rupture des structures planes. pour acekedase sur I'hypothése de Navier-

Bernoulli.

le chapitre4 est consacré a I'élaboration et la présentatioa tieis modéles
d’éléments finis type poutre.

dans le chapitre5 nous avons présenté les difféerentes lois de odeipents des

matériaux utilisés.

Le chapitre6 est intitulé programmation informatique :
Ce chapitre est consacré a la présentation de gmoge informatique existant
poutre_mince ainsi que le fichier de données,dé®rentes subroutines, et les

également les modifications apportées au prograpoutre_mince.

Chapitre 7 : validation des trois versions du programme en asatt sur des
exemples existant dans la littérature puis étudeparative par simulation numeérique

de la performance des 3 modeéles étudiés.

«» Conclusion générale .



CHAPITRE 2



CHAPITREZ2 REVUE BIBLIOGRAPHIQUE

CHAPITRE 2 : REVUE BIBLIOGRAPHIQUE
2-1 Introduction :

Le béton armé est un matériau largement utilis@sdle domaine de génie civil. La

compatibilité de travail mécanique entre le bétorles aciers a permet d’introduire des

armatures dans les zones tendues du béton aferdpenser son mauvais comportement.
En effet la totalité des efforts de traction traispar le béton est reprise par les armatures.
Plusieurs études ont été réalisées afin de commrdadcomportement de béton et de l'acier
ainsi que les structures réalisées avec ces deatériaux. Nous allons s’intéresser dans ce
chapitre a citer quelques travaux de recherchessacrés aux structures planes en béton

armé ainsi que le comportement de béton et deet'aous différentes sollicitations.

2-2 Comportement non linéaire des structures en bétonrmé : [6]

Par hypothese le comportement des stesten béton armé peut étre considérer
comme linéaire Sous faibles chargements, cetéafité peut étre traduite par la linéarité
entre les contraintes et les déformations (linéamitatérielle) et aussi la linéarité entre les

déformations et les déplacements (linéarité geoguet).

Mais dans le cas le plus général, ce comportemerglus linéaire, mais il s’agit de

comportement non linéaire, les non linéarités sont

» Géometriques

» Matérielles
2-2.1 les non-linéarités matérielles :

Elles peuvent provenir de la loi de comportemeritingéque du matériau (loi de
comportement élastique parfaitement plastiqueegample), de la fissuration du matériau,

du comportement de béton tendue entre les fisstwenode d’assemblage
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2-2.2 les non-linéarités géométriques :

Il N’y a plus de proportionnalité entres|déformations et les déplacements (les

déformations ne sont plus des fonctions linéaiessdplacements).
Les non -linéarités peuvent se traduisent soit fmuase :

» De grandes déformations : cas de grandes de défonmaet des rotations grandes ou

petites.

* Grandes rotations : le cas de grandes rotatiodssepetites déformations.

Les non-linéarités géometriques se yismht lorsque les déplacements devient
suffisamment importants pour influencer I'analysefait des chargements ; ces non linéarités
peuvent avoir plusieurs conséquences, comme pangeele changement de la position de
'analyse de I'équilibre du systéeme tel que celéeniere devient celle déformée ; donc la
prise en compte des effets de la non linéarité géwmue ( les effets du second ordre )est

indispensable pour I'analyse des structures élanwiéea-vis du flambement.

2-3 Apercu sur les travaux consacrés a l'analyse ndinéaire des ossatures planes en

béton armé :

L’analyse des structures en béton arré@dun des grands axes de recherche dans le
siécle passé, mais ces études ont vues un graetbdpement deés la fin des années 60 et le
début des années 70 et cela revient essentiellauatéveloppement de I'outil informatique.

Plusieurs méthodes ont été développéess lma méthode la plus utiliser et la plus

efficace est celle des éléments finis.

Ces méthodes se différent entre elles ehgae la prise en compte du béton tendu ou

non, la prise compte des effets des non linéarités.
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En 1970FRANKLIN (Californie) (d’aprés [16]), a développé une @ope reposant
sur un élément de poutre a 3 degrés de liberténgeard (2 translations, une rotation) dans
laguelle il a introduit les effets des non-linéasitmatérielles, son étude a été limitée a la

théorie du premier ordre des déplacements.

Le premier travail prenant en compte les ho@arités géomeétriques est attribuable a
GUNNIN (Austin, 1970) (d’aprés [16]). L’analyse porte sur élément de poutre a 6 degrés
de liberté. La considération des effets de seavdrk n’est qu’approximative. Pour les non
linéarités matérielles I'auteur considére que Igalités extensionnelle (EA) et flexionnelle
(El) constantes le long de I'élément. Dans ce ¢aleubéton tendu n’'est pas pris en

considération.

Au tout début des années TRZARRO (d'aprés [6]) a développé un modele
semblable a celui d@UINNIN. LAZARRO semble introduire une correction pour prendre

en compte la fissuration du béton.

En 1972Blaauwendraad (d'aprés [6]) est le premier a faire des élémeiiss
<<classiques>>, issus de la méthode des déplacenikimtroduit les fonctions de forme
pour interpoler le champ des déplacements, et dni@eles quantitésokk; et k, résultants

d’'une intégration numérique des déformations issweshamp des déplacements.

Un article dJENNINGS (d’apres [6]) datant en 1968, va étre le pointddpart d’'une
série de travaux, la non-linéarité géomeétrique2Bn peut étre prise en compte de facon

exacte, grace a I'additivité et la commutativies dotations planes.

MENEGOTTO et PINTO (Rome 1972, 1974) (d’aprés [16]) ont développé une
méthode qui tient compte des effets des non-litésamatérielles dans un repéere mobile, lié &
la position déformée de I'élément. La prise en canges ces effets repose sur l'intégration
des déformations des sections le long de I'élénteeite approche aboutit a la formulation de
la matrice de flexibilité élémentaire qui, inversi@airnit la matrice de rigidité, la section
transversal est discrétisé en fibres horizontategoar ce qui concerne le béton tendue sa

résistance est négligée.
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GRELAT.A (CEBTP, PARIS 1978) [6] s’'inspire du programmeMienegotto et Pintq
il a introduit pour le béton comprimé la loi de SBR|, ainsi que une forme originale et
efficace de tension-stiffening, et valide son pamgme par de nombreux cas test.

FERRARO-MAIA (CEBTP, 1979) (d’'aprés [16]) poursuit le travad GRELAT au
CEBTP, en développant la prise en compte des afff&sés et de la précontrainte. Le tracé
des cables est supposé parabolique. L'influendédndiinaison des céables dans la formation

de la matrice de rigidité n’est pas considérée.

Ce type d'approche utilisée pour la formation darlatrice de rigidité élémentaire, on le
retrouve aussi dans le travail GAROL et MURCIA (Barcelone, 1984) (d'apres [16])

L’approche par élément fini de type <pldéement >> se poursuit
Aladstedt (Trondheim, 1975) [6], reprend les fonctions dierfe deBlaauwendraaden les

intégrant dans le cadre de la description lageamg.

Dans les années 80 est exactement enESBEON (Bruxelles), (d’apres [16]), a fait une
approche plus réaliste et plus complete tantlayprise en compte des non linéarités
matérielles que sur la théorie de second ordreddplcements. L'auteur utilise un élément

de poutre a 9 degré de liberté.

Son approche bien que mathématiquement d¢angs reste encombrante
numériquement. En effet, I'analyse théorique abhauta formation de la matrice de rigidité

élémentaire (9x9). Elle est doc lourde a étudienéniquement.

ESPION prend en compte la fissuration du béton en intszd un modéle basé sur la
proposition de QUAST. L'auteur considere aussi éffets différés. Son modele a été
confronté avec de nombreux résultats publiés. Hs @és ossatures en béton armé des études

numériques ont été effectuées sur les structuréaligées.

En 1984 Mazars [12] a mené une étude reposant sur I'applicatemtadnécanique
d’endommagement et de rupture des structures en hémné. Ce travail tient compte de la

fissuration du béton et du béton tendu.

En 1989 Abou —Ezzi[12] a utilisé un modele basé sur la mécaniqueetielbmmagement

afin de rendre compte dans un calcul de structureodhportement non -linéaire du béton.
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Tandis qu'en 199Kwak [12] a introduit la non -linéarité matérielle dases travaux sur des

structures en appliquant la méthode des élémaniss fi

En 1997 Filippou etal [12] ont réalisé plusieurs travaux sur 'analyse Anéaire des
éléments en béton armé sous des charges monotmmiasnpéthode des éléments finis.

En 2000 Spaconeet Al [12] ont mené une analyse non -linéaire d’un élérpeutre en
tenant compte de phénomeéne d’adhérence acier -béton

Enfin en 2005[12]Ramirez etRagueneauwont étudié I'effet d’adhérence dans la distribution

des fissures dans des éléments en béton armé.

2-4 Caractéristiques et comportement des matériaux
2-4.1 le béton :

Le béton est un matériau composite camstid’'un mélange de matériaux appelés
agrégats, ces dernier sont : les granulats (sabe gravier sous ces différentes formes), le
ciment ou bien le liant hydraulique et I'eau ;béton est un matériau anisotrope ayant une

bonne résistance a la compression, ce que ni jdané\a la traction.

Selon le type de béton qu'on a besoin etésstance désirée on peut le formulé en
jouant sur les quantités de ces constituants telmar exemple on peut avoir des bétons
ordinaires de résistance de l'ordre de 20 a 40Mete résistance est assuré principalement
par les gravier tandis que le ciment assure ladrades déférents grains entre eux et I'eau sert

a mouillé le mélange.

2-4-1-1 Comportement en compression :

Le béton présente une relative bonne rémistad la compression. Les résistances
obtenues avec des essais de compression simpldeeéres dépendent de la composition
du béton en question. En général, les essais salisés sur des éprouvettes normalisées,
appelées 16x32, de forme cylindrique de hauteucr32t de diamétre 16 cm (Aire de 200

cm?2).
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f I 3 fissures verticales

L

=2 103 ~3,5103 £,

Figure2-1comportement de béton en compression uni akille

On distingue les phases suivantgkl]

La déformation croit de facon linéaire jusqu'a emvi30% de la contrainte ultime.

Entre 30 et 100% la contrainte ultime de la coushecurve et le comportement
devient non linéaire. Ceci correspond a I'appatipais le développement des fissures

verticales dans I'éprouvette.

L’atteinte du pic définit la contrainte ultime qecaractérise la résistance du béton a la

compression. Elle correspond a une déformatioroderé 2%o.

La rupture se produit au dela du pic avec fissomaterticale et écrasement de

I'éprouvette. Elle correspond a une déformatiotiatelre de 3.5%o.
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2-4-1-2 Comportement en traction :

Bien que le béton soit principalement concu pour résister a la compression, la
connaissance de ses propriétés en traction est importante.
Le béton est un matériau fragile, sastéace en traction est de l'ordre de 10% de celle

en compression.

Cette résistance on peut I'obtenir, sait pn essai de traction directe, ou bien a l'aide

des essais indirecte tel que I'essai de tractiorigralage ou par flexion.

Terrien en 1980, a realisé un essai aigitn directe sur une éprouvette cylindrique.

Nous pouvons distinguer les deux phases suivantes :

» L’avant pic © < ft) ou la courbe est presque linéaire (ft étarimite en traction).
 L’aprés pic ou la contrainte chute brutalement &avea se stabiliser, les

déformations pouvant continuer a croitre, Appanmitiale ['irréversibilité

(déformation permanente).

L’allure de la courbe contrainte- déformation egirésentée a fegure 2-2.

A O
£y
tangent —
Lynate
d’élashca
-
L ‘L!
Eg ir -]
i = il - .

Figure 2-2 : comportement du béton en traction simple [14]
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2-4.2 l'acier [11]:

Contrairement au béton, le comportement dediaest quasi identique en traction et en

Compression. La courbe deflgure 2-3 montre I'allure du comportement de I'acier sougnis

un essai de traction. Nous y constatons claireheut comportements :

- Tant que nous restons au-dessous du point de Ite I&tastique, le comportement

reste élastique, c'est a dire que la courbe deadgelest confondue avec la courbe de

charge (quand le chargement redevient nul, I'é@tde@vetrouve sa forme initiale).

- Quand le chargement dépasse la limite élastiqus,eztsuite nous enlevons la charge

des déformations permanentes apparaissent. Centent au béton, le module de

décharge est pratiquement le méme avec le modueualeg initial.

Point de limive elastdgue

¢ o
o Point de Tupture

\]_J. ne de decharge
]:IC!S'L—-B].HSIIE}LJ.IE:

.-J: "\L.lgn:: de charge/decharge
‘o pre-clastgque

&~

MNouwvel ecat inicial

Figure 2-3 : Comportement de I'acier en traction siml&]

L’acier est introduit sous forme de barre d’armatawvant bétonnage de I'élément d’ou

'appellation du matériau résultant béton arme.

Généralement deux types d’acier sont utilisés porenforcement du béton : acier écroui

et acier naturel.

11
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a) acier naturel :
La courbe contrainte-déformation pour les aciatsirels est représenté sufigure 2-4,

Cette courbe présente un palier de ductilité apagesinte de la limite élastiquig.

Figure 2-4: courbe contrainte- déformation pour acier nat{&kl

b) acier écroué [12] :

La figure 2-5 présente la loi de comportement pour un acieputGra noter que l'action
d’écrouissage permet d’augmenter la limite d'étisti en faisant disparaitre le palier de
ductilité et diminuer I'allongement a rupture. liaite élastique correspond a une
Déformation de 'ordre de 2%o.

|
|
|
[
|
|
|
|
' >

22 Yoo P
Figure 2-5: courbe contrainte-déformation pour I'acier é&i@l
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2-4-3 : béton armé :

Comme nous venons de le voir, le comportementadéet est trés bien connu et celui du
béton est bien connu. Le béton armé étant unetstau composite Béton et acier. Il est
nécessaire de bien connaitre aussi le comportetdeckinterfaceentre les deux martiaux, la

fissuration des éléments en béton armé ... etc.

2-4-3.1 la fissuration d’'une poutre en béton armélR] :

En faisant accroitre les charges p, et en obsetgasdmportement expérimental de la poutre,

on constate que :

Sous faible chargement, le béton n’est pas fissuré

- un deuxieme temps, des fissures verticales deoflexpparaissent, en fibre inferieures
dans la zone du moment maximal et des fissuresnged d’effort tranchant se
forment au niveau des appuis.

- Avec l'accroissement du chargement, les fissures fldgion deviennent plus
nombreuses et plus importantes et les fissuredodefranchant deviennent plus
inclinées et progressent vers la face supérieure.

- A la rupture, la fissuration devient tres importaet la poutre se transforme en un

systeme de blocs de béton fissurés, dont I'éqeilést assuré par leurs réactions

mutuelles et par celles des armatures qui lestelie

En fonction de I'élancement de la poutre, la résisé du béton, du pourcentage et de

la nature du ferraillage, la rupture peut survenir

» Soit par ouverture excessive des fissures de thefpoutre faiblement ferraillée

en flexion).

 Soit par écrasement transversale du béton (arnsaturansversales
insuffisantes).

» Soit par destruction de la liaison acier-béton émdhce insuffisante).

13
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Fissures de
cisaillement p p

N }
gY/\\xV;\\\ \\\A

Fissures de flexion

Figure 2-6: schématisation d’une poutre fissurée soumiseua de
charges concentrées [12]

2-4-3-2I'adhérence acier —béton :

a) Définition : Dans les constructions en béton armé les effons$ appliqués au
béton et non pas aux aciers ceux-ci seront séigtace a laissons avec le béton.
La transmission des efforts a lieu le long de idiase latérale des barres grace au
Phénomene d’adhérence. L’adhérence désigne I'adisnforces de liaisons qui
s’opposent au glissement des barres suivant |'axe rapport au béton qui
I'entoure. Ces forces de liaisons sont mesuréedapaontrainte d’adhérence qui
est définie comme étant le rapport entre la vamagpar unité de longueur de

I'effort axial équilibré par la barre et le périm&te cette barre.

dF . : "
= La variation de l'effort axial par unité

de longueur.

U : le périmetre de la barre

14
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b) le dispositif expérimental :
Le dispositif expérimental qui permet la caractdre de la capacité d’adhérence d’'une

barre d’acier au béton est I'essai d’arrachemend| 6ut test).

L’essai <pull out test > est un essai normalisé, dans le quel une baroged’ast moulée dans
un cube en béton, la barre est ensuite tenduengamachine de traction a I'une de ses

extrémités.

:{-_.#*___}

|
:\\-5\;. \{E" ! i\ ~<<

Figure 2-7 : Principe du dispositif expérimental

Pour réaliser un essai d’arrachem¢3it.

Bielles comprimgées

T
T

Figure2-8 : fissuaraion du béton sous I'effet de la
tenssion de la barfg]

15
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Cet essai montre que I'adhérence n’estdp@suniquement a un phénomene de collage
entre les deux matériaux car elle subsiste ménesaléiplacements (glissement) notables. |l
s’agit en fait d’'un phénomene de frottement.

c) Facteurs qui influent sur 'adhérence acier —béton[2] :

» L’adhérence physico chimique : la rouille des aureg augmente I'adhérence

Acier - béton.

* I'enrobage du béton autour de la barre :
L'amélioration de la qualité du béton d’enrobagdrane I'augmentation de
'adhérence entre le béton et I'acier.
* retrait du béton :
Les contraintes de compression normales a la berées par le retrait du béton,
influent sur 'adhérence acier-béton.
» L’état de surface et la forme de la barre d’acier :
L’adhérence est améliorée lorsque la barre posdédenervures en saillies ou
lorsque sa surface est rugueuse.

* |e confinement du béton autour des armatures

16
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2-4-3-3 Le concept du « tension stiffening » :
Ce concept définit la contribution du béton tendoge les fissures, a la rigidité d’'un

élément en béton armé soumis a la traction.
Pour illustrer la contribution du béton tendue aidggdité d’'un élément en béton armé

fissuré, considérant I'exemple simple d’un tirantBton armé soumis a la traction

uni axiale(figure 2-9).

Fissure principale

Barre d'acier ___ Fissure secondaire

3 £

Figure 2-10: Comportement d’'un tirant avec et sans participatioféton
tendu fissurq8]

17
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La courbe (1) de la figure (2-10) représente lmportement expérimental de I'acier nu.

La courbe (2) représente le comportementraxpétal moyen du tirant. La différence
Entre la déformation moyenne du tirant et celld’ager nu montre la participation du béton
tendu entre les fissures a la rigidité du tiraffefedu « tension stiffening »).

La courbe (2) de la méme figure peut étre décdtarne suit:

- la droite OA représente le comportement du tiergint fissuration, qui reste sensiblement
élastique linéaire.

- en A, le béton atteint sa résistance a la tract@est le début de fissuration.

- entre A et B, la fissuration se développe. Laditg du tirant diminue notablement et tend a

celle de I'acier nu lorsqu’on atteint la plastifiicen de ce dernier.

Remarque :
Pour prendre en compte l'effet du béton tendu elsiréssure dans le comportement des
éléments, en béton armé, on peut citer quelquesiiocomportements fictifs telles que :

- laloi de Grelat.

- laloi de Quast

- laloi Vecchio

18
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CHAPITRE 3: FORMULATION DE MODELES ELEMENTS POUTR E

PLANE SELON LA THEORIE OE NAVIER -BERNOULLI

3.1 Hypotheses de bases :

On s’intéresse a des éléments poutlases orientés selon I'axe longitudinale x et

dont les dimensions dans le plz normal ax sont relativement petites par rapport a la

dimension longitudinal& (figure 3-1).

On se base sur les hypothéses suivantes :

a)
b)
c)
d)

e)

f)

g)

L’axe longitudinal de la poutre est droit.

La section droite est symétrique par rapport an pla.

Les chargements agissants sur la poutre sont agglidans le plax-z.

La poutre se déforme dans le plan symétrigue (en membrane, flexion et
cisaillement.

La poutre plane transmet des efforts normawxNsuivant x, des effort tranchants

T,(X) suivant la direction z et des moments flechissé&n{x) autour de I'axe local y

orthogonal au plan x-z .

Les sections planes et droites avant déformatiostemé planes, droites et
perpendiculaires par rapport a I'axe neutre apefsrdhation ; les déformations de
I'effort tranchant sont négligées (hypothése dei&tasernoulli).

Les déformations et les déplacements du seconeé saiit négligés (relation linéaire

entre déformations et déplacements).
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f, R
/ Plan de symétrie

v
x

AT

‘ Y
S — =
—>—>—<\fx

Figure 3-1: représentation du chargement agissant danatexgd et de la section
transversale de la poutre

v

Apres déformatiol

Avant déformation w,

U, 2 U,

Figure 3- 2: schématisation de I'élément avant et apres défiwma

3-2 Cinématique :

Considérons un troncon de poutre diglae 3-3 avant et apres déformation. Soit le
point M(x, z) sur la configuration non déforméeegpdéformation le point M(x, t) subit un

déplacement axial u(x, t) selon x et un déplacermansversal w(x, z) selon z, tels que :

u(x2) =uy(x) +zx0(x) )
WX W e, (3-1)

20
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Ou: g (X) est le déplacement axial au niveau de I'aeeréférence de la poutre.

0 (x) est la rotation de la normale de la sectimangversale d’abscisse x.

H(X):_(ii_\;vw ......................................................................... @

Y est la rotation dde au cisaillement transversal.

Dans le cadre de I'hypothése de Navier Berndelli déformations dlies a I'effort tranchant
(ou cisaillement) sont négligéésypothese f).

=y=0
(%) :_%" ............................................................................ (3R

La relation 3-1 devient :

U62) ZUg () = 200 e (3-3)
dx

La relation (3-3) exprime I'hypothése de Navier4Bmulli valable dans le cas des poutres
minces.

Wi(x)

|
Mx2) @ )

v
x

Figure 3-3 : poutre mince de Bernoulli
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3-3 Relation contraintes-déformations

On considére un état plan de contraintes au pbift, z). Dans I'hypothése d'un
comportement élastique linéaire et isotrapea :

g, £ 1 v 0 ||&

o, = |V 1 0 E, | e s (3-4)
1-v 1-v

sz 00 T yxz

Ou E : module de Young.
v : coefficient de poisson.

Dans le cas des poutres, on considére un étatndeactes uni axial, alors

3-4 Relation déformation — déplacement

Selon I'hypotheség), la relation entre déformations et déplacemestttireéaire.

En tenant compte de 3-3 on obtient :

. = du, (x) , d*w(x)
dx dx?

22



CHAPITRES3 FORMULATION DE MODELES ELEMENTS POUTRE
PLANE _SELON LA THEORIE DE NAVIER -BERNOULLI

Ou encore

£ =, +2¢ e (3-10)

Avec :
_ duy (%)
0x dX

_d?w(x)

P = dx?

Ou:

gox= déformation longitudinale au niveau de I'axe éiérence.

¢ = courbure.

3- 5: principe des travaux virtuels (le P.T.V) :

On considére une poutre mince droite de longeyant une section transversale de hauteur
h et de largeur b(z) variant avec la hauteur. Qupsse que cette poutre est soumise a un
chargement repartie transversalemeiff et longitudinalemert,.

sz b(z)

v
x
<

—>—>—>4>/\
fx

Figure 3-4eprésentation graphique du chargement [12]

D’aprés le principe des travaux virtuels (P.T.Vpup toute variation des déplacements
déformations virtueldit ,6w et &8g , le travail des efforts intérieurs est égal ravdil des

efforts extérieurs.
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Ce qui donne 'expression :

0 £ _o £ 0 o O O
[(efoldv=[owt,dx+ [ouf,dx  Dse 5 wetsu
v 0 0

¢ O L g ¢ g
_[0' J'ngaxdsdx—_[é'wfzdx—J.Jufxdx: 0
s 0 0

Or d'apres (3-10) on a :

| O |
ng =6£0x+ 26¢

[ ] (5530+ zagmajaxdsdx—fa@fzdx—jaﬂfxdx: 0
s 5 )

0
S

J-( J‘(Jsio o, + 5(Dpaxzjdsdx—j5vmvfzdx—jdafxdx: 0
0 0

/ 0 0 ¢ o £
L [ngojaxds+ 5¢J o, zds ] dx—JJszdx—Ia‘ufxdx: o S (3-12)
S S 0 0
Ou encore :

/ 0 0 Lo £ o
jo {Jaon +J oM ] dx~ [ Swf,dx~ [ Suf,dx=0
Avec : 0 0

N:_[axds Et M =Jaxzds
S S
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3-6 Relations entre efforts et déformations :

L’effort normal dans la section transversale d'aseE x est :

N:N(x):jaxds

= 'ngds
5
= . E(£0X + Z(D)js

S

= EaOde+_[Ez¢ds

S S

= £0X_[ Eds+ qo_[ Ezds
S S
On pose :

EA:'[ Eds =rigidité a |'effort normal( de membrang

- S
ES= J Ezds = rigidité du au couplageeffort normal+ flexion
S

B N =S =LY R —_ (3-13).

Le moment fléchissant dans la section transverdabscisse x par rapport a lI'axe de

référence :

M=M(x)=[o, s
5

= ’Eax zds
s
= [E(e,, +z¢p) ds
S
= [Ee,, zds+ I EzZ*.¢ds

S S

= £0X_[ Ezds+ go_[ EZ’ds
S S
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On pose

ES= J Ezds = rigidité due au couplageeffort normal+ flexion
S
et El = j EZds = rigidité ala flexion

S _
5 M S ESEy 4 Elfeeeieseeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee et eee e (3-14)

Ainsi dans la section transversale d’abscisseurelbation entre les efforts et les déformation
est données par :

{m{% E:ﬂ{;} ................................................................... 3-15)

En tenant compte de (3-13) et (3- 14), on peutri@&g(3-12) comme suit :

/ O u| £ o .
J'O{O'EX(,N +J oM ]dx—_[dwfzdx—_[dufxdxzo
L O 0 (N £ DO £ DO
j<550x , 5@{ }dx—jawfzdx—jaufxdx: 0

0

4 l
EA ES|[€olay_ [ 50 v [ 505 v = . _
3j<5gx,5¢>[ES EIH(D }dx J(;wazdx J;JUfXdX 0 Od¢&,,etd @.....3-16)

3.7 Discrétisation de la section transversale :

Pour la discrétisation de la section transversaieadopte I'approche multi couches qui
signifie la subdivision de la section en un nombres des couches horizontales, pour
permettre d’évaluer I'état de contrainte — défororaet de déterminer la matrice de rigidité et

des efforts dans la section droite et dans I'élémeuntre dans sa totalité.

Les quantitéesEA ES etEl sont évaluées en divisant la section transversalenrecertain

nombre de trapéze. Chaque trapeze est subdivis@nemertain nombre de couches
horizontales de modules, EI'épaisseur jret de largeur jb et qui seront comptées de bas en
haut (oir figure 3.5)
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Soit n. le nombre total de couches horizontales. Les ezjmes des difféerentes rigidités

s’écrivent comme suit :

€A=jEds=jZ1Ej b, Ch,

n

ES=[E@As= Y By B M [ oo (3.17)
< 1

j=

El = [ECZds= ) E, b th (&
sE =1

z;: ordonnée du milieu de la couche j / a 'axe dérahce.

bj : largeur du milieu de la couche j .

A
A z
b sup .
Couche j
. \ —
|/ - \ e
“moizzr Trapezes 4 \
- >y < > | Zmid
/’ Z
4 "] b
| @ y
Axe de référence
a. Section transversale b. couche Trapézoidale itrap

Figure 3.t : discrétisation de la section transversale en cauthpézoidales [12]

Sachant que chaque trapéze est caractérisé par :
binf = largeur inférieure du trapéze.
bsup = largeur inférieure du trapeze.
zinf = position inférieure par rapport a I'ade référence.
Zsup = position supérieure par rapport a l'dgeéférence.
Pour chaque couche, on considere la déformationikeu de la couche.
La position de la couche en cours par rappdeda Ide réféerence est définie par zmidl.

zZmidl = ZINF + hlayr (] — 0.5) i (3.18)
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Ou : hlayr est I'épaisseur de la couche j.
£, = &, t2z¢ D’apres (3.10).

La largeur au niveau du milieu de la couche est :

blayr = Binf + (DSUD-DINT YT (1 = 0.5) oo
htrap

Ou htrap est la hauteur du trapéze en cours (itrap)
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CHAPITRE4 ELABORATIONET PRESENTATION DE 3 MODELES
D’ELEMENTS FINIS DE WYPE POUTRE

CHAPITRE4 : ELABORATION ETPRESENTATION DE 3 MODELE D’ELEMENTS
FINIS DE TYPE POUTRE.

4-1 : Introduction :

Dans ce chapitre on s'intéresse a la formulatianrdedeles d’éléments finis permettant la modébsati
du comportement non linéaire des ossatures plRoes.ce faire on se base sur la méthode des élgment
finis. Dans ce qui suit, nous allons présenterfoesulations détaillées des éléments finis de type

poutres
4-2.poutre mince a deux noceuds :
4-2-1 hypotheses :

Pour la discreétisation des déplacements On utleseéléments finis poutres a 2 nceuds etdl 3par
neceud

- o> X [0 élement réél
- 0 + 1
14
IA LI
I~ !
Z
1 T 2 , s
- o> ¢ [0 élement de référence
1 0 +1

Figure 4-1: élément fini & 2 nceuds a 6 dll

Le déplacement longitudinak (x) au niveau de I'axe de référence est approxiaédes fonctions
d’interpolation de type Lagrange de degré 1, dartsbke polynomiale.

Ug(X) = NU; + NyUs i i e (4-1)

Ou: u, ety sont les valeurs de déplacement longitudinal aexas 1 et 2 respectivement.

et:
(1ox
Nu0 = (5= %) e
2 S
N0 = (5%
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_(1_¢
ouencore: | Na(¢)= (5_ EJ

............................................. (4-3)
(¢ .1
N4(f)—(E+EJ
Avec:
X 2X
=2 =22
% /

Pour le déplacement transversal w(x), on utilisefdections d'interpolation de type Hermite de @egr
dans la base polynomiale.

W(X) = N,w, + NG+ NoW, + NG, (4-5)

Ou les fonctions d'interpolation sont données par :

1 3 7 e (4-6)
— X _ X
NS(X)_EHYJ 4&) +1}
— x\>  1(x 2_1 X _E
Ne(X)—f{(?) +E(?) 4@} 8}
Ou bien
_1[1,,p_3 7
NZ(f)_ZTZ(f) 2(5)+1T
NA(&) = 2[(€) - () - & +1]
f_3 1 , ettt et aen rrreraees rrareaaaen e (4-7)
N5(‘z):§1§(f)‘§(f) +1_
No(&) = L€ + (e - -1
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Avec :
w1, W, : les valeurs de déplacement transversal aux ndeeii® respectivement.

01, 02: les valeurs de la rotation aux nceuds 1 et 2 ctispenent.

La déformation longitudinale, au niveau de I'axeréiérence de I'élément est donnée par :

g, = QU0 _ ONL(X) "N4(X)>{U1} ............................ (4-8)
dx oX 0X u,
= (N",, N'4>{51} .................................... (4-8)
2
La rotation :
Wl
g(x):_dw(x):_<aN2(x)’ aNS(X)’aNS(x)’()NG(X)> el 4-09)
dx 0X o0x 0X 0X W,
6,
Wl
— 1 ' 1 1 51 '
=(-N',, =N%5,-N'5,—N') W [ 4-99
2
0,
et la courbure
2 Wl
_d*w(x) . . 7}
PO === TN N N N g e (4-10)
0,

U,
W,
Eox | | NY 0 0 N', 0 0 6,
{¢}_{ 0 -N", -N", 0 =-N", _N"G} T (4-11)
W,
o,
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Ou plus simplement :

Eox | —
{ g}— B U (4)12
Avec :
[N 0 0 N 0 0 _
[B]-[ 0 CNT, - N 0 N _N,,J .............. (4-13)

et

Uy =<u, w, 6 u, w, 6,

4-2-2 : calcul de la matrice de rigidité élémentag:

A partir de I'expression du P.T.V, on obtient :

[ (3un[B] [D]Blu, Jdx- j Swi,dx— f SUFAXZ Ourrrrrrrrorn 4-14)

matrice de rigidité élémentaire

K], = J// ) IR 4-15)
Rappel :
[ £ (9dx= % ; al j FAEYAE oo ¢-16)
Avec: B
_1-¢ 1+¢ o £—= 2 [ XtX
Ep T e xz—xiX( 2 ﬂ
pour:
_Tl e 2 )= X
x1—2,x2 2:>£ g(x )==2 OK
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0 +/

X - 5

£ -

nid
2
¢
-1 0 +1

[K].=] // [B(x)]T[D(x)][B(xﬂ.dx:g]l[B(a]T[D(a][B(a]df ............ @-17)

L'évaluation de [K]e est effectuée par intégration numérique :
BT p@lB®ls = Y [T [pe&)[Be la

n= nombrede point deGauss

oWy & =abscissalu pointde Gaussi

a, = poidsd'integrationau point de Gaussi

Dans notre cas, on utilise trois points de Gauss n=

-1 0 +1
*~—e ® *—0
51 52 53

Figure4-2 : représentation graphique des abscisses des pig@irbauss

Les Abscisses des points de Gauss Les poids grattén aux points de Gauss
§ == % a, = %
$, = a, = A
3=+ % a, = A

Tableau 4-1: abscisses et poids d'intégration de Gauss utifieés I'intégration numérique de
I'élément a deux nceuds
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4-2-3 calcul des expressions des;Mt des N';:

Ona:

I (4-18)
0X 0& 0X
Dans notre cas :
—2_ E:_
IR Eadr vl
ON, _ 0N, 2
:> _—
0Xx 0& /
92N, _ 9°N, (2)2
et = —
ax? 0% \ ¢
Donc les expressions des; ont données comme suit
_(1_¢ - (1
Nl(g)_(z 2): “ (Ej (@-19)
1 | 1 ...........................................
N4(6):(§+§):» m(&){zj
Et pour les expressions des N”
Ona:
—E E 3—§ " :E
=336 -2+ |= v (0=
Ny(@) = (€ - (e £ +1]= N7 (0)= —%{%—%f)
173 1w ] ) A (4-20)
Ns(&) =5 5(€) -5 +1= Nle)=-5¢
—£ 3 2_g_ " :i ﬁ %
Ne(@=glle) +(f -¢-1f = N(¢) 62[4+4£j
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4-2-4 Evaluation du vecteur des forces résiduelle{;R}e:

D’aprés la relation (3-12) du P.T.V,on a:

f{foxfaxds+ 54}! Ox st}dx_j'y\"’fzdx— Jj FOFAXZ 0 e (4-21)
0 S A )

Qui peut s’écrire encore sous la forme :

o.ds

X

(% {f} _ ]
. 2dls dx j_%@,am {4 POXZ O (4-22).

% )
[}, (o0 I

%o,

Ory . :[B]{Gn} d'apres (4-12).O[B] est donné par la relation (4-13).
op
{a.} : Vecteur des déplacements nodaux

Et:{ffv}m]{aﬂ}

Avec [N] : matrice des fonctions d'interpolation (de forme)
En posant :

J.axds: N(x) Effort normal a I'abscisse x de I'élément
S

J'ax [0zds = M (x) Moment fléchissant a I'abscisse x de I'élément
S

L’expression devient :

j;jd]n>[B]t{|'\\|A((>%}dx— [ {2 (djn>[|\|]{ E}dx: 0
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Ce qui donne :

7 /

J/<d1n>[8]t{,\'\/'l((>%}dx= j_{Z<aan>[N]{ E}dx S (I (®)2
Ou:

g N(x) %

j/ [B]t{M (X)}dx I [N]{ }dx 0 ot (4-24)
Ou plus simplement

ET s 3 ST (4-25)
Avec

{p}e : Vecteur des forces nodales résultant des efifuédsieurs.
{f}e : Vecteur des forces nodales résultant des effeparties appliques a I'élément en Cours.

Remarque: Dans le cas non linéaire, les efforts intériediégpendent de la solutiofu }°.a chaque

étape de résolution, il reste des forces résiduigliél faut équilibrer a I'étape suivante :

Le processus de calcul non linéaire consiste cerebkr la solutior{un} qui rend les forces résiduelles

aussi proches que possible de zéro.

4-2-4-1 Evaluation de{ p} pour chaque élément :

7
— t N(X) -
= !/2 [B] {M (X)}dx ............................................................................................. (4-26)

Le calcul des composantes §@}° se fait & l'aide d'une intégration numérique séiément de
reférence.

Ona:

i f/ ot A @20

36
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[ [B({)]t{,\'\'ﬂ(é))}dgzz [B(a)]‘{I\'\'/I(é;i))}ai ......................................................... (4-28)
Avec .
| N' 0 0 N 0 0
[B]"[ 0 -N", -N", 0 ~-N" —N”J

4-3. poutre mince a trois nceuds :

4-3-1 hypothéses :

Pour la discrétisation des déplacements, on utilese éléments finis poutres a 3 nceuds et a 3 ddl pa

nceud.
Z
1 2 3
_‘/ — X O élement réél
/
2 0 +/2
L 14
|‘ »
Z
*
2
1 3
- . o« ¢ [0 élement de référence
1 0 +1

Figure 4-3: élément fini a 3 nceuds
Le déplacement longitudinab (x) au niveau de I'axe de référence est approxiaedes fonctions

d'interpolation de type Lagrange de degré 2, darmabke polynomiale.

Ug(X) = NyU; + NjUy + NoUy s

Ou:

U, W et k3 sont les valeurs de déplacement longitudinal,auet 3 respectivement.
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Avec :

N(E) = -28-8)=-S+ S
Ouencore (5)_(1+5)(1 E)=1= &% e, (4-30)
N = e g) =S E
Avec :
X 2X
f:_:_
% /
= Ug(X) = (—§+£—2]u1+(1—52)uz +(§+‘(_2)u3 .......................... (4-31)

Pour le déplacement transversal w(x), on utilisefdactions d’interpolation de type Hermite de @efr

dans la base polynomiale.

w(X) = N,w, + NG, + Now, + N8, + Ngw, + NgbG,.oovvannnann. (4-32)
Ou les fonctions d'interpolation sont données par :

N (x)—4( )2—1o(£]3—8[€):+24(%25
o= 32 () -o2) 42|
Ns(x) =1- 8(%) +16( )
{4
vz w2 2] )
G GRGRECRC
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Ou bien :
N, (€)= 287 - 2t =280+ g
Ns(g() :2[55_54_53_'_52]

Ne(€) 2 &9 = 28241 e
No(€) = fet - 26+ ¢]
No(§) = =20 28 + 287+ &

N (&) = g[fs s gt oo g

Avec :

W, W, et ws: les valeurs de déplacement transversal aux néeust 3 respectivement.

01,0, etbs : les valeurs de la rotation aux nceuds 1,2 etspeaivement.

La déformation longitudinale, au niveau de I'axeréiérence de I'élément est donnée par :

ul
£o, = Qo ¥) _ (ONLOO - ONL(x) 0N, (x)y ) ML (4-34)
dx 0X 0X 0X u
3
ul
= (N, N N LU, e e e, (4-34")
u3
La rotation :
Wl
6,
H(X)=—d\g(x) =_<6N2(X), 6N3(X)'0N5(X)'0N6(x)’6N8(x),6N9(x)> w,| 4-35
X 0X 0X 0X 0X 0X 0X o,
W3
0,
Wl
6,
6(x) =(-N',, =N'5,-N'5,-N';,=N'; ,=N'y) ‘é"z ...............................................
2
W
6
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et la courbure :

d?w(x)
dx?

@(x) = - =(-N", ,-N"3,-N"; ,-N"¢,-N"3,=N"5 ) Wol o (4 -36)

Ou plus simplement :

{EOX} [BHULE vttt (4-37)

Avec

et

u)=(u, w, 6, u, w, €, u;, w, 6,

4-3-2 calcul de la matrice de rigidité élémentaire:

A partir de I'expression du P.T.V, on obtient :

j<5un>[B] [D][B{u, }ax- jdwf dx - jdufdx o -39

La matrice de rigidité élémentaire

K], = r/z 2 ) =] (4)39
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Rappel:
j f(x)dx =22 ; B[ (U oo (4-40)
Avec .
1-¢ 1+¢ _ 2 [ X X
" TR C’f[ ( 2 ﬂ
pour xlz_ : x2—+—; :é(x—o):% ..... OK
X - _% 0 +%
L ® *—>
§ - 1 0 +1
KL, = [ [B0ol [DealBalax= [ (BT D@IBE@NE ... a1

La matrice [K]e est évaluée par intégration numerique :

]l[s(a]T [D@&)][B&d¢ = g[s(a ' [pE)]BE)]a

n= nombrede point de Gauss

oy & =abscissau pointde Gaussi

a, = poidsd'integrationau point de Gauss

Dans notre cas, on utilise cing points de Gauss n=5

-1 0 +1

e * ® ® *—e
Cz 1 52 53 54 55

Figure 4-4 : représentation graphique des abscisses des plarGauss
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Les Abscisses des points de Gauss Les poids grattén aux points de Gauss |
1 , —161_ 13
Elz_g S+4 %4 ! 450 180\/%4
1 S g =161, 13
52:—5 5-4 /& %OJ&V%Q
¢3=0 a, =125 e
$4 =4, a,=4a,
55 = _51 s =0,

Tableau 4-2: abscisses et poids d'intégration de Gauss utifieés I'intégration numérique de I'élément a
trois nceuds

4-3-3. calcul des expressions des;ét des N’; :

Ona:

aNi:aNiaf
0X 0& 0X

Dans notre cas

Donc les expressions des; Mont données comme suit :
= — i i ' = - i E
NO=-5r S o o =(-2ee]
N,(6)=1-¢&2 = ng):(—zg)% -------------------------------- (4-42)

£ &2 (1 2
S o= omo=[ee)?

N7($):3+ >
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et pour les expressions des;N”

Ona:

Nz(c‘)=%<‘5—%f“-§<‘3+52:>N"z(c‘)=(15£3 657 - 155+2J(jj

N (5)——[55 -8+ 8= N (&) = ( j(2053—1252—65+2{%j

() =€ -2 11 Ny (&) = (12 4] 2

....... (4-43)
(@ = ke 260 el (0 = Sfeoe -12e] 2 j
___5__4_3 2 " —| — 3_21_5 22
R R NOE BE e T &
Ny(@) =€+ €= 8= 8] = Ny (0 =(§J(2053 r12? —65—2@
4-3-4 Evaluation du vecteur des forces résiduelle{;R}e:
D’apres la relation (3-12) du P.T.V,on a:
jd{é‘ox [o,ds+09[ 0, &ds:ldx—j'd"\/\/fzdx— [ auf,dx=0
Apreés le développement on aura :
t | N(X) A i
j/ [B]{M(X)}dx I [N]{ }dx N (4-44)
Ou plus simplement
LT £ ST (4-45)
Remarque: { p}e et { f }e sont calculés a I'aide d’intégration numérique
Vz +1
= el /NG gy = ¢ SN N(&) _
J IR0 2] @l joc= /5T ol jer-— 40

Avec :
[B]: N 0 0 N', 0 0 N, 0
O _Nll mn i L i
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4-4. poutre mince a quatre nceuds :
4-4-1 hypotheses :

Pour la discrétisation des déplacements On utleseéléments finis poutres a 4 nceuds et a Bpar
nceud.

1 2 T 3 4
[ ° P e , X O élement réél
le 14 |

z
1 2 I 3 4
L 9 ®. *—> '3
-1 -1/3 0 +1/3 +1

[0 élement de référence

Figure 4-5: élément fini a 4 nceuds.

Le déplacement longitudinal @x) au niveau de I'axe de référence est approximeédes fonctions
d'interpolation de type Lagrange de degré 3, darmabke polynomiale.

Ug(X) = Njuy + Nu, + NoUg + NjgUy e, (4-47)

Ou u, W, et i3 sont les valeurs de déplacement longitudinal,au3let 4 respectivement.

(e =-0) +0) +0)-6
o= B)(z) -6 -6
v =-@)(5) -0(5) +
o) = (3)

............................................ (4-48)

~ =
v
w

+
N
=1
N——
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Ou encore

(&)

N (§) = - %

(@)e+ (e + ()¢
)¢
52

o e+ 2
<N4(5)=(1 -G (4-48)
m© =-(5) 8- (5 e+ () ()
Mo = (3) € + ()€ - ()€ - ()

Pour le déplacement transversal w(x), on utilisefdactions d’interpolation de type Hermite de degr
dans la base polynomiale.

W(X) = N,w, + NoG + N.w, + NG, + Ngw, + Ng&, + N w, + N8, ... (4-49)

Ou les fonctions d'interpolation sont données pdofmule (3-50) suivante:

N 13 243 281 ’ 1215 o x\ 1oy (x\ 8o [x)

() = (512 256 (128 + (T) v _(_) i +(T) i

X X x3 x499 9558196681967

512 256 v 128 Z +6_ (E) v _(§> v +<T) v
(1

Ny (x) = f

' 243 1215 243 2\ 4617 ’ 5589 % 729 \° 218 (x)
5= (5)~ (3¢ +mz + z 7 +?Z+<T)Z
. , 27 X 297 X 891 X ’ 513 X 1539 X 243 X 729\ [ x\
=1 |(5)~ () | ) - (z8) z (%) n 7 z 7 () 7
T N2

X X X X

.-

<§‘i§>+<%)(;)+<i‘§2>( - (;)3 “”( )
B O R e R BN
o=t ) Gaf) -G () ) -] -€0)
RANCTE RN B RN

Remarque :la représentation graphique des différentes fonstde forme sont donné ddiasnexe A:

/—\
v
+

\1

Do

\D
/—\

No(x) = £

+

N =/
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Ou bien :

0 = )7 - ) - ()¢ () + () - () - )+ )
0 = ¢ [[5)¢ - () - () + o)t + () - () - () + ()
0 = (537)¢7+ () - (5) - ()7 + () + () - () + )
= ¢ [le)t - (- () + e+ () - () - )+ (]l
Ng(f)—-(2511827>57 (;ig)f +<5551829)§5 (1521125>5 (4561127)§3+(§ﬁ)§ +(1521125>§+<§L1};>
06 = ¢ 5 + () - () - () + )+ () - )~ ez
00 =~ ()¢ () + (57) ¢+ (5)e' - () - () + )+ s

Mo §) = 4(512)57 (512)SZG (512) (512) (512) 3J’(512>Szz (12) (%)]

.(4=50))

Avec :

W W, wzetw,: les valeurs de déplacement transversal aux née@S8et 4 respectivement.

01,0, 03 etl, : les valeurs de la rotation aux nceuds 1,2, 3 etspectivement.

la déformation longitudinale, au niveau de I'axeréliérence de I'élément est donnée par :

ul
£ = du, (X) — <aN1(X) ON,(x) ON;(x) aNlo(X)> U, [ o (4-51)
o dx ox x| ox | ox Uy
u,
ul
:<N1 N4 N7 N10> 32 ..... (451)
3
u,
la rotation :
W
6
W,
aN ,(®)  ONg(X) ONg(X) ONg(X) ONg(X) ONg(X) ON,,(X) ON,,(X), |4
6(x) = v : : : : : : M [ o (4-52)
X ox 0X 0X 0X ox 0X 0X \gs
W,
6,
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(x)=(=N%, =N'3,=N'5,=N%,= N5, =N'g,=N% =N ))

et la courbure

@) =~

2
dd\AXIEX):<_ana_an’_N“51_N“67_N“87_N“9a_N“117_N"12 ) Tl (4-53)

{SOX}:[N'l 0 0 N, O o N, O 0 N‘7_O” _0”}2’22 ... (4-54)

Ou plus simplement :

S ) 1 (454)
(2x1)
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et
(up)=qu, w, 6, u, w, 6, u; wy 6, u, w, 6,)

4-4-2: calcul de la matrice de rigidité élémentaire

A partir de I'expression du P.T.V, on obtient :

[ (sun|B] [D]Blu, }dx- [ Swf dx— [ Suf dx=0

La matrice de rigidité élémentaire

R ) (e5)
Rappel :

[ fax= -5 ] (e

Avec :
x-1_£x1+1+£x2c»6— 2 |, x1+x2j
2 2 X, = X, 2
pour xlz%g, xzz%:fzg(x—o):g ..... OK

. o YT T
~—s.

¢ - 1 13 9 4173 +1

.= [ [ecoT Iocsflaeolax= [lael o ales
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La matrice [K]e est évaluée par intégration numérique :

T[B(f)]T [p(Bé)lde = X [BE)] D) e

-1 i=1

n= nombrede point de Gauss

oW ¢ = abscissalu pointde Gaussi

a, = poidsd'integrationau point de Gaussi

Dans notre cas, on utilise sept point&edass n=7

-1 0 +1
*—o—o—o ® *r—o—0—8

51 52 53 54 55 56 57

Figure 4-6 : représentation des abscisses des points de Gauss

Les Abscisses des points de Gauss Les poids grattén aux points de Gaussi|i
&, =-0.94910791232759 a, =0.129484966 168870
¢, =-74153118599394 a, =0.27970539189277
& =-0.40584515137397 a, =0.38183005095119
=0417 1 4
£, =0 a, =0.417959183&3469
55 = _53 as = 0a;
§s = ¢, e =02
§7 =74 a; =a,

Tableau 4-3: abscisse et poids d'intégration de Gauss utifiés |'intégration numérique de I'élément a quatre
nceuds.
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4-4-3 calcul des expressions des;Nt des N'i:

Ona:

ON, _ N, &

X 0& X

Dans notre cas :

F=2X_0¢_2
1 ox /
ON, _ oN, 2
j—_—_
ox & ¢
92N, aZNi(2j2
et £
ox? a2 ¢

o= Qe (2
o= [(e -GG
wo-L G- GGl
o= e Q- ).

.. (4 - 56)
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et pour les expressions des N”

@ --(2) (e - e Gle s o) -2
N"s<a=(§)( (e (e (e - B - (e ()
(e (e - - Coe» (e G2)

N"g(§) = (%)( (12329) £5 4 (3265465) £t (7162985) g (1152389) o (2265763)5 . (%D ,

l
et e e o (4= 56)

o= () () (e~ e G+ ()e-G2)

=[5 (e s o~ G - (e () (39

Vo) = (} (e (B - Cae -G+ ) G9)

N2(8) = = %) ((1275061)55 (1225165)54 (122)53 (iz;) £+ (25576)“(21596)) ¢
4-3-4Evaluation du vecteur des forces résiduellefR} ., :
D’aprés la relation (3-12) du P.T.V,on a:
f{éw [o,ds+ 9o, st}dx—id‘v\ﬁzdx— jo’ duf dx=0

0 s s 0
Apreés le développement on aura :
N Y

[ 8] {M( )}dx I [N]{ }dx 0 ottt (4-57)
Ou plus simplement
LT L T J (4-58)

Remarque: { p}e et { f }e sont calculés a I'aide d’intégration numérique
% +1
G M= 5] [e@l{y&tae= 43 @l {3y e @59
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Avec :

g]=[N: O O N, O O N, 0 ON, 0 0
0 -N", =N", 0 -N". -N";, 0 -N"g N5 0 -N", -N",
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CHAPITRE 5 : MODELISATION DU COMPORTEMENT NON LINEA IRE DES
ELEMENTS EN BETON ARME.

5-1. introduction

Dans ce chapitre nous avons représenté les diffénendeles numériques permettant la simulation
de comportement des ossatures planes en béton lagnbé&ton est principalement modélisé par la
loi de Sargin en compression et par la loi delabren traction. Le calcul utilisé est un calcul

élastique non linéaires cela a induit l'utilisatides méthodes itératifs, dans ce qui suit on va

présenter quelqu’une d’eux.

5-2 Modélisation des matériaux :

5 2-1 Modélisation du comportement du béton :
a) comportement en compression :

* Modéle de SARGIN [12]:

Pour représenter le comportement du bétortampression, on admet un comportement

elastique non linéaire, représenté par la IGGARGIN [12] :

— —2
gt KET(K TDE e (5-1)

be — —9
1+ (k, —2)e +k,&

Ou

Avec :
foc : résistance a la compression du béton.

Epo: module élastique du béton a l'origine.
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eno . déformation correspondant au pic des contraintes.

o : contrainte de rupture.

ko et k : sont des parameétres adimensionnels ajusténateche descendante et
Ascendante, respectivement, de la loi de SARGIN.

L’allure de la courbe contrainte-défation est donnée par le diagramme représenté dans

la figure5-1
o
ibc
L
Eho €y 'g
Figure 5-1: courbecontrainte- déformation selon SARGIN [12]
Remarque
k, =k, -1 sif,. <30Mpa.
55-f .
k, =(k, -1)( 25b°) si30<f,. <55Mpa.
k, =0 si f,.=55Mpa.

Si k=2etk=0 on obtient la loi parabolique
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« loi de SARGIN avec branche linéaired > e ) [12] :

poure < gy, I'équation de la loi est la méme que I'équatiorialdoi de Sargin.

Poure > &y , la loi se présente sous la forme d'un tronconitdgai est donné par

I'équation :
(1— ‘;b“ J(Z‘—l)
g= fbc 1_£bc— ................................................................. (5-2)
(Z-2)
Eho

Le diagramme contrainte- déformation est représamntéa figure 5-2 :

$%

fhe
{!\ f——— e ———

———— ————

e e e e

b

-
g w mmes e - - --——

4

Figure 5-2: diagramme contrainte- déformation de la loi d&REAN avec
un trongon droit.

* loi parabolique : [12]

Lorsque les parametres k2 et k =0 dans la loi de SARGIN on retrouve la loi parapod qui

s’écrit comme suit :
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La courbe de la loi est représentée comme suit :

fbc

> £

€nhn
Figure 5-3 : diagramme contrainte- déformation (loi parabolique

* |oi parabole rectangle : [13]

Ce modele est celui représenté dans te@AEL, ce dernier est une solution lorsque le
calcul précis ni pas nécessaire ; la courbe estito@ de deux parties distinctes :
- une partie parabolique jusqu'a une déformat®maleur ¢=29,

- une partie droite allant de 29, <¢<35Y%,

L’équation de cette courbe est obteneidodde SARGIN dans laquelle; k=2 et k =0 et
cela jusqu’ une déformation qui égale 2 %., maidala de cette déformation jusqu'a 3.5 %o la
courbe présente un palier linéaire d’intensité f

POUr 0SS 2%0meeeiemrsreennnn o= be[ZE—EZ}
............................................... (5-4)
pour 2%,< &< 35%0ccciiimnnne o=f,

Cette loi permet d’effectuer des calculs et deffieations réglementaires.
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—

0 2%o0 3,5%0 3

Figure 5-4 : diagramme contrainte- déformation (loi paraboletaggle).

b) comportement du béton en traction :
» loi élastique fragile (itbt=1) : [12]
Dans cette loi, le comportement est représenpé@r une courbe linéaire jusqu’a une

fbt

£ Au-dela deg,, la contrainte est ramené a 0.
b0

déformatione = £, ; telle ques,, =

O0<es<éy, o=k, [

E2 &y c=0

Avec :

E,,: Module élastique du béton a la compression.
f,. : Contrainte a la traction du béton.

&, - Déformation correspondante a la contrainte &eletibn du béton.
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gbft

Figure 5-5 : diagramme contrainte-déformation (élastiqueifeag

* loi élastique adoucissante avec branche décroissatinéaire (itbt=2) :

C’est une loi qui est représentée par une brarioBaite a partir du pic des contraintes (la limite

élastique)
O<se<gy, o=E,&
(gbtu - ) .................................................. (5-6)
EnSESE, O0=f, -
‘gbtu ‘gbft
c
A
it
> &£
Ebft Ent

Figure 5-6 : diagramme contrainte-déformation (branche lireéau-dela du
pic des contraintes)
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« loide GRELAT (itbt=3) [15]:

La formulation de Grelat consiste a attribwme distribution triangulaire fictive des
contraintes dans la zone tendue fissurée de lsdcansversale. Au dela du pic la contrainte
du béton au niveau de I'armature la plus tenduegoitéparaboliguement jusqu’a s’annuler
complétement lorsque I'armature est plastifiée.iGappose que la contribution du béton tendu

entre les fissures disparait apres la plastificaties aciers. Ce modéle s’exprime comme suit :

Avant fissuration : 0 < & < g5, oc=Ey.¢
B (5-7)
Apres fissuration &5 < € < g4y 0= fpt M]
(gbtu_sbft)

Avec :

E}o : Module d'élasticité longitudinale du béton.

o . Contrainte dans le béton au niveau de I'anneda plus tendue.

Epty - Déformation correspondant & la plastification deigrs.

p e

Epft : €ty €

Figure 5-7 : diagramme contrainte-déformation (branche déseuite
parabolique, au-dela du pic des contraintes) [15]
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5-2-2 modélisation du comportement des aciers :

» Aciers naturels :ils sont caractérisés par une loi élasto-plastipadaite [4] :

o=E,.¢ pour € < g

0 = O, pour Ee < € S &y ..
c=0 pour € > g,

Avec :

E, : Module longitudinal de I'acier.
&, . Déformation limite élastique de I'acier.

o, . Contrainte limite élastique de l'acier.
&, - Déformation ultime de I'acier.

-y - &e

88 81‘1

- Ge

Figure 5-8 : comportement des aciers natuidls

Remarque :

- les déformations extrémes sont fixées par le negiet BAEL a 10/,.

- le comportement est symétrique en traction et cesgion.
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e Aciers écrouis : [4]

On adopte la loi préconisée par les regl8EIB83, qui supposent un comportement linéaire
élastique jusqu'a 70 % de la limite élastida® ) ; au-dela, une courbe = f (o) du cinquiéme

degré.

La loi de comportement se traduit par les relatismvantes :

o=E,.¢ pour o0 <0.70,
£ = Ei + 0.823((% —0.7)° pour 070, <0 <110, .ccovvevnr.n, (5-9)
oc=11a, pour 1% <e<g,

Yau

4%

Figure 5-9: comportement des aciers écrojdip
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5-3 procédures de calcul non linéaire : [12]

Dans un calcul linéaire le principe des travauxtuels conduit a la formule 5-10, ou les

composantes de la matrice de rigidité sont indépetes de la solution de probléme.

{FY = IKKUT o (5.10)

Dans I'analyse du comportement non linéaire d’ungcture, on aboutit & un systéeme d’équations

algébriques de la forme :

{F}-[KWU)RUY = {0 U Z 0, (5.11)

Avec :

[K(U)]: Matrice de rigidité de la structure dépendanveeteufU}.
{F} : Vecteur de forces nodales appliquées a latsireic
{¢/(U)}: Vecteur des forces résiduelles, ou résidus, mxart le déséquilibre entre les efforts

appligués a la structure et les efforts internameétape du chargement donné.

{u} : Vecteur des déplacements nodaux.

Dans un calcul non linéaire, il est facile de d&teer les efforts si on connait les déformations

mais l'inverse nos oblige a utiliser les méthodésatives (K(U ) dépend de la solution U) qui

consiste & rechercher la solutifih } qui rend le résid{e{U, }} aussi proche que possible de zéro.
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5-3-1. présentation des procédures itératives [7]:

Parmi les méthodes de résolution existant on tivés méthodes :
- méthode de la rigidité initiale
- méthode de la rigidité tangente

- méthode de la rigidité sécante

Pour toutes les méthodes de résolution, la rigihitéin point de Gauss est nulle si une ou plusieur
fissures enregistrés en ce point. La convergessteplus rapide par la méthode de rigidité targent
et lente par la méthode de rigidité initiale. Lathode de la rigidité initiale calcule une seutas f

la matrice rigidité en chaque itération.

Dans les structures en béton armé, la solution rdEmggnéralement de I'état de contrainte de
I'élément car la fissuration affecte considérabletra solution finale. Donc la méthode utilisé est
est la méthode de la rigidité sécante ou la matdeerigidité est recherchée pour chaque

incrémentation.

4
méthode de la nigadaté meéthode de la ngdite meéthode de la ngadité
initiale secante tangente

Ty
L
B J
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L’algorithme de résolution non linéaire :

L’analyse non linéaire est effectuée selon unedatore itérative comme suit :

1-

pour 'étapg-1, correspondant au chargement extéfiHr?, on suppose connu I'état de la
structure étudiée (déplacem@n}/—t, forces résiduelle§P} 1), I'étape initiale j=1
correspond au chargement ({W}° = {0} et{¥}°={0}).
incrémentation du chargement extérieur.
2.1-{FY={FY'+{AF}.
2.2 - début de la procédure itérative i=1
2.3 — incrémentation des forces résiduelles a ibgeiil
{PY={aFY +{wy !
évaluation des matrices des rigidités élémentdikds puis assemblage de la matrice de
rigidité globale[K]* en fonction de la solution de I'étape précédgrite
résolution de systéme d’équatidid{AU} = {¥}'.
cumul du vecteur des déplacements no@édix= {U}~1 + {AU}.
évaluation des forces résiduelles élémentaif8#§.t! et assemblage dans le vecteur global
des forces résiduelles.
test de convergence :
* si convergence, I'étape actuelle est convergenteassage a I'étape 2 pour I'incrément
de chargement suivant j+1.
* sinon, passage a l'itération suivante M retour a I'étape 3 (si le nombre maximale

d’itération est dépassé, le processus est divedyamtét de calcul)
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5-3-3 : Organigramme de calcul :

Début
¥

Incrémentation du

chargement

v

Début des itérations
i=1et {u}i=fu}i?

v

Vecteur résidu initial :
{PY=ary +{#} !

e

n
)
Calcul et assemblage de la matrice dg = -
e P io1 20 s
rigidité  [K]' = [K(u®™?)] = =
el &
o0 7
) ¥ g9 7
T Résolution du systeme : °E’-,
o [K]'{aw) = (@} 3
'E (&)
) . .
E U, SES g
%) Cumul des déplacements nodaux e
s = ) + ). z
g & | %
o ¥ < p g
= =2 0 =
.G calcul des assemblages du vecteur des efforts g ‘GEJ .
@ internes (résistants)  {F;}' ER= )
7 o9 7
T v (sa [T ©
o o
Calcul du vecteur des forces résiduelles
#y ={Fy —{FY
Non Test de convergence

¥} ={0}

!
T D

figure5-11- : L'organigramme de calcul

Oui
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CHAPITRE 6 : PROGRAMMATION INFORMATIQUE.

6.1. Présentation du programme existant

Le programme informatique existant, poutre_minag,rédigé en langage fortran90 [12].Ce
programme permet la simulation numérique du conepuent statique non linéaire, jusqu'a
rupture d’'une structure plane quelconque en bétoré au en béton de fibres, constituée
d’éléements de type poutre.

Ce programme est caractérisé par une conceptiomep@nt sa modification et son
enrichissement ; il est constitué d’'un programmeggpal, bloc de calcul et de plusieurs
subroutines , I'organigramme détaillé est présentdefigure 6-1

Opfile Dim - tak
Input Sut- kid
Dim -_tab
Centre- gravité

i Matrice_passage ;

Loads i m i i m
Equivalent - node
Produit-_mat-_vect
Increnr —
| Layer matériau
3 Algor Elem stiff
©
& — | | e
o Matrice_passage ! : ;
2 Assemb_load —Passag —| Matrice_B
- Produit-matrices
Stifbl
Solve-gauss Assemb-stifbl

! Residu-reforbl i Produit-mat-vect

Layer 2

Figure 6.1 : organisation du programme poutre_mince
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6.2 Description des différentes subroutines

Dans ce qui suit, on décrit brievement les diffégsrsubroutines constituant le

programme poutre _ mince :

1- Subroutines opfile: ouverture du fichier de donnéagp et création du fichier des

résultatfout.

2- Subroutines input: lecture des principales données du probleme.

3- Subroutines dim _ tab (itab) :dimensionnement et initialisation des tableauxeeteurs.

4- Subroutines sub _kld: calcul du vecteukld de localisation des débuts de colonnes

dans la matrice de rigidité globale (stockagéigne de ciel)

5- Subroutine centre _ gravite: calcul de la position du centre de gravite dgeletion par

rapport a I'axe de référence.

6- Subroutine loadps: lecture du chargement puis évaluation des fanoésles, pour

chaque élément dans le vectedodd".

7- Subroutine équivalent—node calcul du vecteur des forces nodales équivalahies aux
charges réparties sur | élément en cours.
8- Subroutine matrice—passage calcul de la matrice de passage.
9- Subroutine produit_ matrice : calcul du produit de deux matrices
A (I x m) * B (mxn)
10- Subroutine produit_ mat_vect: calcul du produit d’'une matrice par un vecteur
A (Ixm)*v(m)

11-Subroutine increm: lecture et incrémentation du chargement gppli

12- Subroutine algor: calcul du parametiaesl de I'algorithme de résolution en fonction
de la valeur du paramétnalgo.
13- Subroutine assemb_load asserblage du chargement dans le vecteur global

«gload ».
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14- Subroutine stifbl : calcul et assemblage de la matrice de rigiditénéléaire
15-Subroutine elem_stiff: calcul de la matrice de rigidité élémentagstif (6x6) pour un
€lément poutre mince plane a 2 nceuds, de (9x9)poetément poutre mince plane a 03

nceuds et de (12x12) pour un élément poutre mirssee@ 04 nceuds

16-subroutine matrice_B : c’est la subroutine qui permet I'introduction de faatrice des

déformations, nécessaire pour le calcul de la oette rigidite.

17-Subroutine assem_stifbl assemblage des matrices élémentaire dans lacenglnbale.

« gstif » (en ligne de ciel)

18-Subroutine layer : calcul des valeurs EA, ES, et El par intégrationla hauteur de la

section transversale de I'élément en cours.

19- Subroutine solve_gauss résolution du systéme d’équations par la méthode
d’élimination de gauss (la matrice de rigidité étatockée en ligne de ciel), cumul des
déplacements et réactions

19- Subroutine residu_reforbl : calcul des forces nodales équivalentes

20- Subroutine layer 2: calcul des valeurs des efforts N et M au p@atissde la section

transversale de I'’élément en cours.

21- Subroutine matériau: loi de comportement relation contrainte — défdiora

22- Subroutine conver: test de convergence pour le calcul itératif.

23- Subroutine output : sortie des résultats : - Déplacements nodaux

- Efforts internes N, T, M

- Réactions aappuis.
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6-3 Elaboration des versions modifient de programmexistant :

La premiere version du programme poutre_mince & fétmulée sur la base dune
discrétisation par éléments finis a 2 nceuds, a&adi par nceud, cette version de programme
est appelée poutre_mince2 (2 nceuds par éléments).

Les composantes de la matrice de rigidité sdntges a lI'aide d’'une intégration numérique
avec 3 points de Gauss.

Pour élaborer les deux autres versions du progemhasieurs modifications sont apportées,

sur différentes subroutiines ; la principale maxdifion concerne laMatrice_B.

a) poutre_mince3 (3noeuds par élément):
Cette version du programme a été élaborée en wdiieict des modifications sur les

subroutines suivantes :

* subroutine matrice_passage :cette subroutine a été modifiée en augmentant la

dimension de la matrice de passage [T] qui pasgéx@ dans poutre_mince2 a(9x9).

» subroutine elem_stiff : danscette derniere on a effectuée des modificatiomslau
partie des déclarations (taille des vecteurs et rasrices), ainsi que le nombre

d’abscisses et de poids de gauss qui devientatiiigu de trois.

» subroutinesmatrice_B : c’est la subroutine qui permet I'introduction deraatrice [ B]
des déformations, nécessaire pour le calcul de d&ice de rigidité. Notre travail
consiste a augmenter sa taille et de modifier cegposantes. Pour un élément poutre
mince plane a 3 nceuds, sa taille est de (2x@nltile de cette matrice [B] est présenté

en détail au chapitre 4.
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b) poutre_mince4 (4noeuds par élément) :

Cette version du programme a été élaborée en effieict des modifications sur les

subroutines considérées dans le paragraphe précéden

* subroutine matrice_passage :cette subroutine a été modifiee en augmentant la

dimension de la matrice de passage [T] de (9X2p&12).

« subroutine elem_stiff : danscette derniére on a effectuée des modificationslau
partie des déclarations (taille des vecteurs et mesrices), ainsi que le nombre

d’abscisses et de poids de gauss qui devienasdpEu de cing.
» subroutines matrice_B :, notre travail consiste a augmenté sa taille 208)(a (2x12)

et de modifier ces composantes. ceci en se basama $ormulation élaborée dans le

chapitre 4.

70



CHAPITREG : PROGRAMMTION INFORMATIQUE

6-4 Présentation du fichier de données :
* poutre_mince2
début _titre
$
$ Titre et/ou description du probleme
$

fin_titre

donnees_globales

Npoin Nelem Nsect MaxTrap MaxAcier Nvfillmats Nprop Nincs Nalgo Ntype charge
elements

NumElem TypElem NumSect NumNoeudl Numdi?

............................................................................. nelem lignes

coordonnees

NumNoeud  CoordX  CoordY

......................................... npoin lignes

section

Numsect Hsection Ntrapeze Nacier

b inf  b_sup z_inf  z_sup NunmtMa 2
. o

.............................................. Ntrapezdignes =

z_acier  aire_acier NumMat_acier 3

.......................... Nacier lignes 2

conditions_limites
NumNoeud_fix Code CL  Depl fix X Depk_ Y Rot_fix

e i e e Nvfix lignes
materiaux

Numat itype_materiau prop (1) prop (2).. prop (Nprop)
................................. Nits lignes
charges

Indice_charge_Nodale Indice_charge_Repartie

charges_nodales

Nbre_charge_ N

NumNoeud _Charge Force X  Force Y Maime

et v v aveaeee Nbre_Charge_N lignes
charges_reparties
Nbre_charge R
Numel_Charge Ncas Numcas charge

et v v aveaeee Nbre_Charge_R lignes
increment
Fact_ Chargel Tolerancel Max_iterationdhdice_ sortiel
Fact_Charge2 Tolerance2 Max_iterationslick_sortie2
.............................................................. Nincs lignes
increment

Fact_Chargel Tolerancel Max_iterationdhdice_sortiel
Fact_Charge2 Tolerance2 Max_iterationslick sortie2
.............................................................. Nincs lignes
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* poutre_mince3 et poutre_mince4 :

La structure des fichiers des données pour leg deuvelles versions du programme est la
méme que celle de poutre _mince2 ; la seule madilic concerne la connectivité des
éléments ; donc il faut faire des groupements desBds par élément pour poutre _mince3 et
de 4 nceuds par élément pour poutre_mince4.

v Pour poutre_mince3

Elements
NumElem TypElem NumSect NumNoeudl NumdNt? NumNoeud3

.............................. ceeeeeemnn.NElEM lignes

v/ pour poutre_mince4

Elements
NumElem TypElem NumSect NumNoeudl Numd® NumNoeud3 NumNoeud4

.............................. PP SSPSRRRRRRPR o = (=1 0 I [[o [ T2
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6-5 Description des variables du fichier de données

- Commandelébut _titre : (bloc des commentaires)
Apres cette commande, on peut introduire le tirglescription ou des commentaires
concernant le probleme a traiter .Cette parti¢egstinée par la commandia _ titre .

- Commandedonnées _ globaleddcture des principales données).
(On introduitl ligne contenantll variables)

Npoint : nombre total des points nodaux (nceuds).

Nelem: nombre total d’éléments.

Nsect: nombre de types de section.

Maxtrap : nombre maximum de trapezes par section.

Maxacier : nombre maximum de lits d’acier par section.

Nvfix : nombre des noeuds ayant des conditions aux limites.

Numat : nombre de groupes de matériaux.

Nprop : nombre maximum des propriétés des matériaux.

Nincs: nombre d’'incréments de chargement.

Nalgo : indicateur pour identifier le type d’algorithrde résolution.
Sinalgo = 1 ==>la méthode de rigidité initiale
Sinalgo = 2==> |la matrice de rigidité est recalculée pourqgheitération pour
chaqgue incrément de charge

Sinalgo = 3==> la matrice de rigidité est recalculée pourfaitération pour chaque
incrément de charge.

Ntype_charge: =1 s’il ya seulement un chargement variable

2 s’il ya un chargement fixe- un chargement variable

-Commandetléments(connectivités nodales et types de sections)
(On introduit une ligne contenarftvariables. Cette ligne est répétégem fois)
NumElem =numéro d’élément
TypElem = type de I'élément & si élémenpoutre
2 si élémenbarre
NumsSect = numeéro de la section transversale constitualénient
NumNceud E numéro du Inoeud de I'élément en cours

NumNceud 2 =numéro du 2"°noeud de I'élément en cours
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- Commandesoordonnée(lecture des coordonnées nodales)

(On introduit une ligne contenaBtvariables. Cette ligne est répétdpoint fois)
Num Noeud= numéro du noeud considéré

CoordX = abscisse du noeud considéré / repére global steuleture

CoordY = ordonnée du noeud considéré / repere global siedature

- CommandeSection(caractéristiques des différents types de sections)
(Ce bloc de données est répdigect fois)

Num Sect= numéro de la section considérée

Hsection =hauteur de la section considérée

Ntrapeze =nombre de trapezes dans la section considérée
Nacier =nombre de lits d’acier dans la section considérée

b_inf = largeur de la base inférieure du trapeze considérée
b_sup =largeur de la base supérieure du trapéze considérée
Z_inf = ordonnée de la base inférieure / a I'axe de rébé&ren
Z_sup =ordonnée de la base supérieure / a I'axe de ré&féren
Num Mat = numéro du matériau constituant le trapeze considéré
Z_acier =ordonnée du lit d’acier considéré / a I'axe denefiée
Aire- acier = aire du lit d’acier considéré / a I'axe de réfémenc

Num Mat- acier = numéro ddit d’acier considéré

- commandeondition _ limites (lecture des conditiorsux limites)
(On introduit une ligne contenabtvariables. Cette ligne est répétdefix fois)
NumNceud_fix =numeéro du nceud ayant des C.L
Code_CL =code de la condition aux limites.
= 106> déplacement longitudinal U imposé
= 010 =déplacement transversal V imposé
= 00%> rotationd imposée
=110=> déplacements U et V imposés (si U =V= 0 => @pdouble)
=111=> déplacements U, V étimposée (Si U =V#H = 0 => encastrement)
Depl_fix_X =valeur du déplacement longitudinal imposé ( 0,s&igit d’'un appui )
Depl_fix_Y = valeur du déplacement transversal imposé&’{IG’agit d’'un appui)

Rot_fix =valeur de rotation imposée (0 si la rotation egp@&rhée)
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- Commandenatériau (propriété des groupes de matériaux)
(On introduit une ligne contenaBtNprop variables. Cette ligne est répétdeat fois)
Numat = numéro du matériau considéré

Itype _ matériau (numat) : type du matériau

Siitype_ matériau =1 = matériau élastique
Prop (1) = module d’élasticité longitudinale E
Prop (2) = ccefficient de poisson
Prop (3)=0.

Prop (nprop) = 0.

Siitype_ matériau =2 = matériau béton
Prop (1)= module d’élasticité longitudinale du béton gigme.Eyo
Prop (2)= ccefficient de poisson,
Prop (3) = Résistance a la compression du béton
Prop (4) =le pic des contrainte du béton
Prop (5) =déformation correspondant au pic des contraintes.
Prop (6) =déformation de rupture.

Prop (7) =contrainte du béton a la tractiam,

Prop (8)= déformation correspondante a 'atteinte deolatminte limite du béton en
traction.
Prop (9) =ccefficientitbc caractérisant la loi du béton comprime.

Prop(10) =xcefficientitbt caractérisant la loi du béton tendu.

Siitype_ matériau =3 = matériau acier
Prop (1)= module d’élasticité longitudinale,E
Prop (2)= ccefficient de poisson,
Prop (3)= limite d’élasticité f¢
Prop (4) =contrainte ultime,
Prop (5) =déformation ultimes,,
Prop (6)= 0.

Prop (nprop) = 0.
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-Commandecharges(lecture des parameétres de chargement)

(On introduit une ligne contenaritvariables.)

Indice-charge_Nodale :parametre du chargement nodal
SiIndice-charge_Nodale 0= pas de chargement nodal a introduire

Indice — charge _repartie: parametre du chargement reparti sur les éléments

SiIndice-charge_repartie =0= pas de chargement reparti

-Commandecharges_ nodaleglecture des charges nodales
, siindice _charge_ nodale~ 0)

Num Nceud_chargesnuméro de nceud charge

Force-x = valeur de la charge nodalgdelon I'axe x appliquée au noeud
Force-y =valeur de la charge nodalg $elon I'axe x appliquée au noeud
Moment = valeur du moment M appliqué au nceud

-Commandeharge _repartie(lecture des charges reparties dans le repéredecal
L’élément considéré éndice _charge_repartie# 0)

Numel = numéro de I'élément chargé

Ncas= nombre de cas de chargements repartis (1 a 4)

Numcas= numéro du cas de chargement

SiNumcas = 1= charge longitudinale uniformément répartie

= 2= charge transversale uniformément répartie
= 3= charge triangulaire croissant de gauche a droite
= 4= charge triangulaire croissant de droite a gauche

Charge = valeur de la charge répartie (force par unitéodgueur)

- commandeéncrément (lecture des incréments de chargement)

Fact-charge ¥ facteur de chargement pour féihcrément

Tolérance 1 =tolérance de convergence pour feidcrément
Max-iteration 1 = nombre maximal d’itération pour &' incrément
Indice sortie 1 =paramétre de sortie des résultants pouf'lmdrément

Sindice — sortie 1 = 0= sortie des résultats apres convergence
du I incrément de chargement

Sindice — sortie 1 = 1= sortie des résultats apres la premiére itération
du I*incrément

Sindice — sortie 1 = 2= sortie des résultats aprés chaque itération
du I incrément
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CHAPITREY : VALIDATION ET ETUDE COMPARATIVE

7-1 Introduction :

Dans les chapitres précédents, nous avons prégenttormulations détaillées des modeéles
d’éléments finis poutre a 2, 3 et 4 nceuds. Ces fasdant été introduits dans le programme
poutre_mince. Nous avons obtenue ainsi 3 versidos programme (poutre_mince2,

poutre_mince3 et poutre_mince4).
Le présent chapitre est scindé en 2 parties :

- la premiere, constitue une vérification et compéinde validation de programme

poutre_mince.
- la deuxieéme est une étude comparative entre lesrrodeles.

La finesse de discrétisation constitue le parameteentiel de cette étude. Dans ce cadre, nous

avons traité I'exemple de Low-Moehle [9] et un pauie théorique.

7-2. validation:
7-2.1 Etude de I'essai de Low — Moehle [9] :

a) Présentation :

Il s’agit d’'un poteau de hauteur 514.4 mm, enéaatsa base, les caractéristiques géométriques et |

ferraillage sont présentés sur la figure T-ds caractéristiques mécaniques des matériauxdemmees

au tableau 7-1.

1 445 kN
P, A

T 3 1%0it:  Ag=206. mm — Acierl

& §I§I . o7 2™t Ap=64.3 mM — Acier2
e e

Mt : A =206.1 mm — Acier3

177.8 mm

i

Figure 7.1: Caractéristiques geometriques et ferraillage demsole [9]
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Le poteau est soumis a une charge verticale auest?dN=44.5 KN fixe et une charge horizontale

variable croissante jusqu’a la rupture.

Caractéristiques du béton Caractéristiques des aciers| Acier 1 Acier 2
Coefficient de poisson 0.2 Limite d’élasticité (MPA 465.1 444,
Module d’élasticité E ( MPA) 33x £0 Module d’élasticité E (MPA)| 200xf0 | 200x10
Résistance en compressidp (MPA) 42.13 | Contrainte de rupture (MPA 500 500
Résistance en tractiofi, (MPA) 3.05 | Coefficient de poisson 0.3 0.3

Tableau 7-1 : caractéristiques des matériaux de poteau deMowhle.

b) Influence de la finesse de discrétisation :

Afin de mettre en évidence l'influence de la fireske discrétisation, plusieurs simulations ont été

effectuées en faisant varier le nombre d’élémgmis de type poutre & 2 nceuds.

N

1

/77

1 Elément

/77 /77

2 Eléments 4 Eléments 8 Eléments

Figure7-2 : représentation du maillage utilisé.
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Les résultats des calculs sont présentés a Ueefigs3 :

40
35
30
25
20
15
10

F (KN)

—>—1 élément
—o—2éléments

3 éléments
——4éléments
—A— 8éléments

=0 16eléments

expérimentale

fleche(mm)

Figure 7-3: résultats de la simulation pour le poteau de{Mweehle

N éléments Ah F maxn d maxn
h, F max(6) d max(.6)
1 1 1.55 15
2 0.5 1.23 1.45
4 0.25 1.085 1.28
8 0.125 1.02 1.05
16 0.0625 1 1

Tableau 7-2 : principaux résultats d'essai en fonction de nat¥éléments

Ah : est la hauteur d’'un élément.

h; : la hauteur total du poteau.

D’aprés la figure 7-3 et le tableau 7-2 on peutfées remarques suivantes :
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la finesse de discrétisation influence considérabl les résultats, que ce soit en termes de
déplacement, ou bien en termes de charge de @maugmentant le nombre d’éléments,
les courbes de calcul se rapprochent de plus endglla courbe expérimentale.
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- avec une discrétisation en 16 éléments, les rés@tg@erimentaux sont trés bien approchés.

- a partir de la discrétisation en 4 élémenéﬁ(s 025) la charge de ruine semble

approchée convenablement. Le rapport entre la emaeximale et celle correspondant a la
d max4

discrétisation en 16 éléments——— =1.085.

d max(L6)
- concernant les déplacements, on doit utiliserdiserétisation en 16 éléments pour obtenir

des résultats avec une bonne précision.

¢) Comparaison essai-calculs :

Les courbes de calcul, notamment celle avec ungdtisation en 16 éléments ainsi que la courbe

expérimentale sont représentés digare 7-3. Une comparaison entre les résultats de la sifoolat
ceux I'expérience est donnée sous forme d’'un gab{eoir tableau7-3).

Charge limite p Déplacement correspondant (mm) | Pexp %
(KN) Peal | dépcq
Etude expérimentale 24 5.3
de Low-Moehle 1.02 1.04
Calcul (16éléments) 23.5 511 2% 4%

Tableau 7-3 : comparaison des résultats calcul-expérienceotiap de Low-Moehle.

En s’appuyant sur ligure7-3 On peut constater que le comportement expératheht poteau de

Low-Moehle est bien approché par le calcul numérigu I'aide de la version du

poutre_mince2 (discrétisation en 16 éléments).iivaulation montre une bonne estimation de la charge

de ruine (erreur 2%) et également de la flecheede 4%).
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7-2-2 .Etude du portique en béton armé du CEBTP [2
a) Présentation :

L’exemple que nous avons choisi cette fois ci egdrtique testé au CEBTP et qui est représent@ su

figure 7-4.

50KN 50KN
15KN 15KN  15KN

Ll
H > i
| | I
044 044 B
1.5525
A---b-t-- A

1.831

Figure 7-4 : détail de portique CEBTP [9]
Sections des €léments :
A-A:0.135x0.135(8 T8 + 2 T6)
B-B:0.235x 0.135 (8 T8 + 4 T6)

Caractéristiques du béton Caractéristiques des aciers

Ccefficient de poisson 0.2 Limite d’élasticité (MPA) 475
Module d'élasticité E ( MPA) 33x £0 Module d'élasticité E (MPA) 213x f0
Résistance en compressidp (MPA) 42.13 | Contrainte de rupture (MPA) 475
Résistance en tractiofi, (MPA) 3.05

Tableau 7-4 : caractéristiques des matériaux pour le portQE8TP
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b) Simulation :

Pour cet exemple, nous avons effectué plusieurslaiions en faisant varier le nombre d’élémentisfin
de type poutre a 2 nceuds. Les courbes charge-@émac de calcul ainsi que la courbe expérimentale

sont présentées a la figure 7-5.

F(KN)

60

—o—6éléments

—— 8 éléménts
12éléments

—o— 16 éléments
20 éléments

—— expérimentale

déplacement
0 5 10 15 20 25 30 35 latéral (mm)

Figure 7-5: résultats de la simulation donnés par le prognarpour le portique CEBTP

Charge limite p Déplacement correspondant (mm) | Péxp d€Psxp

(KN) Peal | dépcq
Etude expérimentale 38.5 22
du portiqgue CEBTP 0.98 0.97
Calcul 39 22.5 2% 3%

(20 éléements)

Tableau 7-5: comparaison des résultats calcul-expérience deigpe CEBTP donnés par
poutre_mince2.

La figure 7-5 montre que le comportement expérialedti portique est trés bien approché par la

simulation numérique, en utilisant une discrét@atn 20 éléments finis de type poutre a 2 nceuds.
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7-3 étude comparative des trois versions du programmdaborées précédemment :
7-3.1. Etude de I'essai de Low-Moehle :

Dans cette partie, nous présentons les résultatssideulations numeériques, sur le poteau de Low-
Moehle, en utilisant les 3 modéles d’éléments figisutres a 2, 3 et a 4 nceuds, formulés dans les
chapitres précédents. Pour chaque modele, nous aeosidéré plusieurs discrétisations, ceci emifiais

varier le nombre d’éléments finis jusqu’a obtemeprécision suffisante des résultats. (figure¥-b

etc)
3
0 = —a—lelement
(T8
35 —o—2éléments
30 3 éléments
25 —@—4éléments
20 == 8éléments
15 —0—16eléments
10 expérimentale
5
0 fleche(mm)
0 2 4 6 8

Figure 7- 6-a résultats de la simulation donnés par poutre_e®nc

3
x
w —a— 1 élément
30 —a— 2 éléments
25 —@— 3 éléments
20 — &= 4 éléments
—— 8 éléments
15
expérimentale
10
5
0 fleche en (mm)
0 2 4 6 8

Figure 7- 6-b résultats de la simulation donnés par poutre_@3inc
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3
<
30 @
25
20 —o—1 élément
15 —&—2 éléments
3 éléments
10
expérimentale
5
o o fleche(mm)
0 1 2 3 4 5 6 7

Figure 7- 6-c résultats de la simulation donnés par poutre_edinc

Figure 7- 6 représentation graphique des résultats de la atrooldonnés par les différentes
versions du programme poutre_mince

A partir des figures précédentes, on peut fairedestatations suivantes :

» avec la discrétisation a un seul élément, seuleision utilisant des éléments a 4 nosuds donne

un résultat proche de résultat expérimental, lets®ulement en termes de la charge de ruine.

» Avec une discrétisation en 2 éléments, les deuxetesda trois nceuds et a quatre nceuds

semblent approche convenablement les résultatgimgréaux, surtout en terme de charge de

ruine, cecin'est pas obtenu avec le modéle éeads.

» avec seulement 3 éléments finis de type poutre@dds, on obtient des résultats qui approchent

d’'une maniére satisfaisante les résultats expétamen

» des discrétisations en 8 éléments a 3 nceuds &b éfethents a 2noeuds sont nécessaires pour

obtenir des résultats trés proches des résultpériexentaux.
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30 -
25 -
20 - === 3éléments a 4 noeuds
—#— 16éléments a 2noeuds
15 -+
8 éléments a 3 noeuds
10 - expérimentale
5 -
O ’, T T T T T 1
0 1 2 3 4 5 6

Figure 7-7 : comparaison des courbes forces-déplacementgdsnn

par les trois versions du programme

Sur la figure7-7, on a porté les meilleures courdbesalcul présentées sur les figures7-6.a, b eh c.

peut faire les constatations suivantes :

» [|'équivalence entre les 3 calculs est avec lecrdtisations suivantes.
- 16 éléments a 2 nceuds.
- 8éléments a 3 nceuds.

- 3 éléments a 4 nceuds.

* méme avec une discrétisation en 16 éléments, lelmate poutre a 2 nceuds est légerement

plus rigide pour des valeurs de la charge variari d 20 KN.
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7-4 Etude de la performance des trois modeles d’élémefinis type poutre:

7-4-1 poteau de Low-Moehle :

Pour pouvoir comparer la performance des troisimessdu programme basées sur les trois modeles
d’éléments finis élaborés précédemment, nous avmate deux courbes représentatives (erreurs
relatives sur les charges et les déplacementsuptare) et cela en fonction de nombre d’élémdrs.

tableau 7-6 présente les principaux résultats oistpar les 3 modeles d’éléments poutre.

La version du N Forces| Deéplacements F Erreur d Erreur
programme | d'éléments| (KN) (mm) de max relative | d i e | FElAIVE
Err F (%) Errd (%)
1élément 36.5 7.6783 1.55 55 15 50
2éléements 29 7.41 1.23 23 1.45 45
Poutre_mince2| 3 éléments 26.5 6.8362 1.127 12.7 1.336 33.6
4eléments| 255 6.5453 1.085 8.5 1.28 28
8éléments 24 5.3991 1.02 2 1.05 5
16éléments| 23.5 5.1163 1 0 1 0
1élément 28 7.2024 1.166 16.6 1.458 45.8
2éléments 25 5.9596 1.04 4 1.206 20.6
Poutre_mince3 3 24 5.6408 1 0 1.142 14.2
éléments
4éléments 24 5.6416 1 0 1.142 14.2
8éléments 24 4.94 1 0 1 0
1élément| 255 6.3633 1.085 8.5 1.231 23.1
Poutre_mince4| 2éléments 24 5.5809 1.021 2.1 1.0796 7.96
3éléments| 23.5 5.1692 1 0 1 0

Tableau7-6. Récapitulation des principaux résultats donnésgsadifférentes versions du programme

F et d = force maximale et déplacement maximal selorofabire d’éléments finis utilisés.

Faisr max €t daisr max = force et déplacement correspondant a la discriétisataximale et cela selon le

modeéle d’éléments finis utilisé.

86



CHAPITREY VALIDATION ET ETUDE COMPARATIVE

X
o
60 o
50
40
=—¢— discrétisation a 2 noeuds
30
—@=— discrétisation a 3 noeuds
20 discrétisation a 4 noeuds
10
0 TVl =0 N d'éléments
(1) 5 10 15 20
-10

Figure 7-8 : courbes de I'erreur relative (en %tir la charge -Nombre
d’élément pour les 3 versions du programme

S

5

&5 o= discrétisation a 2 noeuds
60
50 —=—discrétisation a 3 noeuds
40 discrétisation a 4 noeuds
30
20
10

0 - - N d'éléments
0 5 10 15 20

Figure 7-9 : courbes de I'erreur relative (en %tirle déplacement -
Nombre d'élément pour les 3 versions du programme

En s’appuyant sur ldgyures 7-8 et 7-%n peut tirer les points suivants :

» |a performance des trois modeles apparait clairéraencomparant les variations des erreurs
relatives de forces et des déplacements en fondtiomombre d’éléments finis utilisés dans la
discrétisation.

» il est clair que les erreurs relatives sur la chagg le déplacement a la rupture diminuent,

autrement dit la précision s'améliore, lorsquedenbre d’éléments finis augmente.
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» concernant la précision dans I'évaluation de rgé maximale, les modéles de poutre a 3 et 4

nceuds sont largement plus performants que le mdegeutre a 2 nceuds.

» concernant la précision dans I'évaluation du dépfant sous charges maximale, les modeéles

de poutre a 2et a 3 nceuds sont largement moinsrprniits que le modéle de poutre a 4noeuds.

* En conclusion le modéle de poutre a 4 noeuds epplisrmant que les deux autres modeéles.

7-4-2. exemple d'un portique théorique :

Aprés le test de la performance des trois versimsprogramme poutre_mince sur le poteau de
Low-Moehle, on s'intéresse cette fois ci a I'étudie portique théorique présenté a figure7-10. Ce
dernier est composé d’une discrétisation a 19 spdadnant 18, 9 et 6 éléments a deux, a trois et a

quatre nceuds respectivement. Les résultats deidagion sont donnés a la figure7-12.

100KN 100KN

l .B l

3000mm

[ ] [ ]

4000mm
2T14+1T1 3Tz

2T12 ® ¢ o e o o

el 30 cm 40 cm

2Ty +1T1; 3T

P M—
30 cm

«—>

30 cm
Coupe A-A Coupe B-B
Figure 7-1C : Détail du portique étudié
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Caractéristiques du béton Caractéristiques des aciers

Ccefficient de poisson 0.2 Limite d’élasticité (MPA) 420
Module d'élasticité E ( MPA) 36x £0 Module d'élasticité E (MPA) 210x 0
Résistance en compressidp (MPA) 30 Contrainte de rupture (MPA) 450
Résistance en tractiofi, (MPA) 2.4

Tableau 7-7: propriété des matériaux qui forment le portiqtuei&

Les discrétisations sont données a la figure7-11.

31 élément L 1 élément
}1 élément

18 éléments a 9 éléments a 6 éléments a
2 nceuds (a) 3 nceuds (b) 4 neeuds (c)

Figure 7-11. Détail de discrétisation pour le portique étudié

Les résultats de la simulation sont représentadigure 7-12.

=
7
preg
120
100
—o—18 éléments de 2 noeuds (a)
80 )«
=9 éléments de 3 nceuds (b)
60 | 6 éléments de 4 noeuds (¢ )
0 ///
20 |
3
0 J-, déplacement
0 10 20 30 40 50 60 70 latéral (mm)

Figure 7-12. Résultats de la simulation numérique pour une
discrétisation & 19 nceuds réalisée par les trogores du programme
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120 4

100 -

80 1 B 18 éléments de 2 nceuds(a)

60 -
9 éléments de 3 nceuds (b)

40 -
6 éléments de 4 nceuds ( )

charge de ruine déplacement a la
rupture

Figure 7-13. Histogramme donnant les charges de ruine eldpacements a
la rupture en fonction de type de discrétisation.

En s’appuyant sutes figures 7- 12t7-130n peut faire les remarques suivantes :

» ['estimation de la charge de ruine, semble pdseénicée par le modele d’éléments finis utilisé.
Sauf pour le modeéle utilisant 4 nceuds par élérfaigtrétisation type (c)), ce dernier donne
une valeur légérement faible par rapport aux dauxres modeéles (discrétisations de type (b)

et de type (c)).

» ['estimation de déplacement & la rupture est imitée considérablement par le modele
d’éléments finis utilisé. la figure 7-13 montre daevaleur de déplacement a la rupture estimée

diminue avec des simulations utilisant les dissedions (b) et (c).

* En conclusion, les modéles d’éléments qu’on utihéeencent sur les résultats finaux.
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7- 5. Influence du type de discrétisation :

Dans les calculs précédents, nous avons effectuditeulations en utilisant une discrétisation dans
laquelle les éléments finis poutre sont équidistares résultats des calculs peuvent étre amgliemé
affinant le maillage c'est-a-dire en ” serrangsl éléments dans les zones correspondants auxsvaleu
maximales du moment fléchissant. En effet danszoess, la courbure varie d'une maniére fortement
non linéaire.

7-5-1.Etude du poteau de Low-Moehle :
Une étude comparative est effectuée surle patediow-Moehle en utilisant 3 discrétisation :

+ discrétisation en quatre éléments a 2 nceudse éndueurs égales. Lertype

+ discrétisation en seize éléments a 2 nceuds lehgaeurs égales.

+ discrétisation en quatre €léments, en affinantdélage au voisinage de I’encastrer} 2¢me type

N
F = . [ -
* 227mm
> 1
g
227mm
-
" T 30.2mm
> —
30.2mm
/77 /77
4 Eléments de 16 Eléments de discrétisation en
1er type 1er type 4élément de 2éme type
(@) (b) ©)

Figure7-14 Détail du maillage pour les différents modelegexdnceuds utilisés
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La représentation graphique des différents résuitst donnée a fegure7-15:

F(KN)

—¢—14 é|éments de discrétisation
homogeéne (a)

—@— 16 éléments de discrétisation
homogeéne(b)

4 éléments de discrétisation
serré au voisinage de
I'encastrement ( c)

0 fleche (mm)
Figure7-15 : Influence du type de discrétisation sur lesiitass de calcul
pour le poteau de Low-Moehle

On constate clairement que la discrétisation (disant seulement 4 éléments permet d’obtenir desbo
résultats équivalents a ceux obtenus avec 16 étérdans la discrétisation (b).

Ceci est du au fait que les non linéarités sontceotmés dans la zone pres de I'encastrement
correspondant a la section soumise au moment figehi maximal. En effet a I'approche de la charge
de rupture, la courbure dans cette zone devietgrfant non linéaire.

7-5-2. Etude de I'exemple du portique théorique :

On considere I'exemple de portique en béton armét h geometrie et le ferraillage sont présentids a
figure 7-10 pour cet exemple, on utilise 3 dissaibns différentes (figure 7-16). En utilisant des

éléments poutres a 2noeuds.

 discrétisation en 20 éléments a deux nceuds reparifiormément (a).
+ discrétisation en 9 éléments répartis uniforméniien
 discrétisation en 9 éléments mais avec serrageailage au niveau des encastrements

et au niveau des jonctions (c).
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Les courbes charges-déplacements obtenues erantiles trois discrétisations sont portées sur

la figure 7-17.
500mm 500mm
H H
“11 300mm
T 300mm
Discrétisation type (a) Discrétisation type (b) Discrétisation type (c)
Figure 7-16. Détail de discrétisation pour le portique étudié
3
b4
140
120
100 —¢—discrétisation homogene a
20 éléments (a)
80
discrétisation homogene a
60 9 éléments (b )
—@—discrétisation serrée a 9
40 2
éléments (c)
20
0 déplacement

60 70 latéral (mm)

Figure 7-17 Courbes forces- déplacements pour les différgpisst
de discrétisations de portique.

» |a discrétisation (c) utilisant seulement 9 élémentais en serrant les éléments au niveau des
encastrements et des nceuds, permet d’obtenir witatésquivalent a celui obtenu avec 20

éléments équidistants.
* en conclusion, on peut obtenir un résultat satiafgi avec un nombre global réduit d’éléments,

en serrant le maillage au niveau des zones derfortdinéarité.
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CONCLUSION GENERALE

La formulation des éléments finis poutres a 2 remst trés simple et est largement présentée
en littérature. Le programme poutre_mince2, tariset utilisant ce type d’éléments permet
de simuler correctement le comportement non lie§asqu’a la rupture des ossatures planes
en béton armé. Cependant, on doit affiner suffisantnte maillage, surtout au voisinage de

fortes non linéarités afin d’aboutir a des résal&gtisfaisants.

Dans le cadre de ce travail, nous avons formuléladoré deux nouveaux éléments finis
poutres a 3et a 4 nceuds. Ces modéles ont été tépldans le programme existant. lls ont été

validés a I'aide de plusieurs calculs de vérifioati

Ensuite, une étude comparative a été realisée lestiztypes d’éléments poutres (a2, 3 eta

4 nceuds).

Il ressort de I'étude que les éléments poutresnéedids sont largement plus performants. En
effet, on peut obtenir des résultats satisfaisagtip en utilisant un nombre plus réduit
d’éléments. Ceci nos permettra d’aborder plus dawdnt le calcul d’ossatures planes a

plusieurs niveaux et travées.

Per spectives

- modification du programme d’une maniére a rédi@nreombre de nceuds nécessaires.

- prise en compte des non linéarités géométriques.
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ANNEXE A REPRESENTATION GRAPHIQUE DES

DIFFERENTES _[FONCTIONS DE FORME

Annexe A: Représentation graphique des différentes fonctits de forme.

A-1) les fonctions de forme pour I'élément a deuxaeuds.

A-1-1) les fonctions d’interpolation pour le dépatent longitudinal :

1.2

——N4

0.2

0O
A%}

-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 15

&

Figure A.1: graphe des fonctions d’interpolatipaur le déplaceme
longitudinal des éléments a 2 noeuds

A-1-2) les fonctions d’interpolation pour le dépdatent transversal et la rotation :

-1.5 1\\

0.4
Figure A.2 : graphe des fonctions d’interpolation pour les
déplacement transverseaux et les rotations desatéra 2 noeuds
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ANNEXE A REPRESENTATION GRAPHIQUE DES
DIFFERENTES _[FONCTIONS DE FORME

A-2) les fonctions de forme pour I'élément a troisoeuds.

A-2-1) les fonctions d’interpolation pour le dépdatent longitudinal :

s N 1
—N4
N7

Figure A.3: graphe des fonctions d’interpolation pour leldépmat
longitudinal des éléments a 3 noeuds

A-1-2) les fonctions d’interpolation pour le dépatent transversal et la rotation :

1.2

0.8

0.6 N2

0.4

0.2

) /-\ £

-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5

Figure A.4: graphe de la fonction d’interpolation Ne w
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DIFFERENTES _[FONCTIONS DE FORME

0.12

0.1
0.08
0.06 N3
0.04

02

6 g
-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 15

Figure A.5 : graphe de la fonction d’interpolatiory Ne 0,

1.2

1
0.8
0.6 NG

0.4

0.2

8 g
1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 15

Figure A.6 : graphe de la fonction d’interpolatior; Ne w

0.4
0.3 N6
0.2

0.1

(v}
a2y

-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5

2

-0.3

0.4
Figure A.7 : graphe de la fonction d’interpolatiors Ne 6,
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DIFFERENTES _[FONCTIONS DE FORME

1.2

0.8
0.6 NS

0.4

0.2

g

-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5

Figure A.8 : graphe de la fonction d’'interpolatiory Ne wg

-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1.5

-0.04

-0.06 ====N9

-0.08

-0.1

-0.12

Figure A.9 : graphe de la fonction d’interpolation N de
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A-3-1) les fonctions d’interpolation pour le dépdatent longitudinal :

1.2

0.8

0.6

0.4

0.2

(

-1.5 -1 -0.5
-0.2

DIFFERENTES _[FONCTIONS DE FORME

A-3) les fonctions de forme pour I'élément a quatr@ceuds.

s N 1

Figure A.10 : graphe de la fonction d’interpolation Ne y

-1.5

Figure A.11 : graphe de la fonction d’interpolation, Ne u
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1.2

0.8

0.6
N7

-1.5 -1 -0.5 (1) 0.5 1 15
0.2

Figure A.12: graphe de la fonction d’interpolatiory Ne

1.2

0.8
0.6
e N 10

0.4

0.2

6 €
15 1 -0.5\11"/ 05 1 15
-0.2

Figure A.13 : graphe de la fonction d’interpolationdle u
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A-3-2) les fonctions d’interpolation pour le dépdatent transversal et la rotation

12

1
0.8
0.6 —N2
0.4
0.2

o — e — E

U

-1.5 -1 -0.5 (1) 0.5 1 15
0.2

Figure A.14 : graphe de la fonction d’interpolation Ne w

0.07
0.06
0.05
0.04
0.03 —N3
0.02

0.01

S U
0.5 1 15

-1.5 -1
-0.01 q)

Figure A.15 : graphe de la fonction d’interpolatiory Ne 0,
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-1.5

1.2

0:8

0.6

0.4

0.2

DIFFERENTES _[FONCTIONS DE FORME

N5

0O
A\

-1 -0.5 0

€

0.5 1 1.5

Figure A.16 : graphe de la fonction d’interpolatior; Ne w

AVA\

0.
o
0
-0.5

1> -0.05
0.1

-0.15

0.2

-0.25

-0.3

0.5 1 1.5

-0.35

Figure A.17 : graphe de

la fonction d’interpolatiors Ne 6,
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1.2
1
0.8
0.6
0.4 —N8
0
0 3
-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5

Figure A.18 : graphe de la fonction d’interpolatiory Ne wg

035
03
0.25
0.2
0.15
0.1 — N9
0.05

g
-1.5 -1 - 0 / 0.5 1 15
-0.
-0.1

Figure A.19: graphe de la fonction d’interpolatiory Ne 03
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-1.5

1.2

0.8

0.6

0.4

0.2

DIFFERENTES _[FONCTIONS DE FORME

e N 11

Figure A.20 : graphe de la fonction d’interpolation.Nle w;

-1.5

-0.04 -

-0.05 -

-0.06 -

-0.07 -

: 0 : .
0.5 \m/ 5 1.5

e N 12

Figure A.21 : graphe de la fonction d'interpolationNle 6,4
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ANNEXE B : EXEMPLE DE FICHIERS DE DONNEES

B1 : fichier de données de poteau de Low_Moehl&tevecpoutre_mince2 :

début _titre

$

$ Essai de Low et Moehle 1987 étudie par Limakatan yu

$ console en beton arme, soumise a la flexion comp osée
$ Discrétisation en 4 éléments a 2 nouds. unités (N,mm)
fin_titre

donnees_globales
54 11 31 3 101022
el ement s

2 1

4
coordonnees
10 O

2 128.60.
3 257.20.

4 385.80.

5 514.40.

section

1127. 1 3

165. 165. 0. 127. 1

35. 206.1 2

63.5 64.30 3

92. 206.1 2

conditions_limites

1 111 0. 0. 0.

materiaux

1 2 33000. 0.2 42.13 44. 0.002 0.0035 3.
2 3 200000. 0.3 465.1 500. 0.010 O. 0.
3 3 200000. 0.3 444.0 500. 0.010 O. 0.
charges

10

charges_nodales

1

5 -44500. 0. 0.

increment

0.1 0.05 100
0.1 0.05 100
0.1 0.05 100
0.1 0.05 100
0.1 0.05 100
0.1 0.05 100
0.1 0.05 100
0.1 0.05 100
0.1 0.05 100
0.1 0.05 100
charges

10
charges_nodales
1

5 0. -10000. 0.

05 0001 1 1
0. 0. 0.
0. 0. 0.

NNPNNNNNNNDN

B-1
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increment

0.5
0.5
0.5
0.5
0.35
0.05
0.05
0.05
0.05
0.05

0.05
0.05
0.05
0.05
0.05
0.05

0.05 100
0.05 100
0.05 100
0.05 100

100
100
100
100
100
100

NNNMNNNMNNDNDNDNDDN
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B2 : fichier de données de poteau de Low_Moehl&tevecpoutre_minces :

début_titre

$

$ Essai de Low et Moehle 1987 étudie par Limakatan yu

$ console en béton arme, soumise a la flexion comp osée
$ Discrétisation en 4 éléments a 3 nceuds. unités (N,mm)
fin_titre

donnees_globales
94 11 31 3 101022
el ement s
1 1 1 2
1 1 3 4
1 1 5 6
1 1 7 8
oordonnees
0. O.

64.3 0.

128.60.

192.90.

257.20.

321.50.

385.80.

450.10.

514.40.
section
1127. 1 3
165. 165. 0. 127. 1
35. 206.1 2
63.5 64.30 3
92. 206.1 2
conditions_limites
1 111 0. 0. O
materiaux
1 2 33000. 0.2 42.13 44. 0.002 0.0035
2 3 200000. 0.3 465.1 500. 0.010 O.
3 3 200000. 0.3 444.0 500. 0.010 O.
charges
10
charges_nodales
1
9 -44500. O. 0.
increment
0.1 0.05 100
0.1 0.05 100
0.1 0.05 100
0.1 0.05 100
0.1 0.05 100
0.1 0.05 100
0.1 0.05 100
0.1 0.05 100
0.1 0.05 100
0.1 0.05 100

©CO~NOOUDWNERO R~AWNE

.05 0.

o

01 11

cow
oo
oo
oo

NDNDNDNNNNNDNDDN
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charges

10

charges_nodales

1
9

0. -10000. 0.

increment

0.5
0.5
0.5
0.5
0.3
0.05
0.05
0.05
0.05
0.05

0.05 100 2
0.05 100 2
0.05 100 2
0.05 100 2
0.05 100 2
0.05 100 2
0.05 100 2
0.05 100 2
0.05 100 2
0.05 100 2
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B3 : fichier de données de poteau de Low_Moehl&tevecpoutre_minces :

début_titre

$

$ Essai de Low et Moehle 1987 étudie par Limakatan yu

$ console en beton arme, soumise a la flexion comp osée
$ Discrétisation en 3 éléments a 4 nceuds unités ( N,mm)
fin_titre

donnees_globales
103 11 3 13101022
elements

1 1 1 1 2 3 4
2 1 1 4 5 6 7
3 1 1 7 8 9 10
coordonnees

1 0. 0.

2 57.155 0.

3 114.311 0.

4 171.466 O.

5 228.622 0.

6 285.777 0.

7 342.933 0.

8 400.088 0.

9 457.244 0.

10 514.4 0.

section

1127. 1 3

165. 165. 0. 127. 1

35. 206.1 2

63.5 64.30 3

92. 206.1 2

conditions_limites

1 111 0. 0. 0.

materiaux

1 2 33000. 0.2 42.13 44. 0.002 0.0035
2 3 200000. 0.3 465.1 500. 0.010 O.

3 3 200000. 0.3 444.0 500. 0.010 O.
charges

10

charges_nodales

1

10 -44500. O. 0.

increment

0.1 0.05 100
0.1 0.05 100
0.1 0.05 100
0.1 0.05 100
0.1 0.05 100
0.1 0.05 100
0.1 0.05 100
0.1 0.05 100
0.1 0.05 100
0.1 0.05 100

.05 0.

o

01 11

cow
oo
oo
oo

NDNDNNNNNNDNDDN
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ANNEXE B :

charges

10
charges_nodales

1
10

0.

increment

0.5
0.5
0.5
0.5
0.1
0.1
0.1

0.05 0.05 120
0.05 0.05 100
0.05 0.05 100

0.05
0.05
0.05
0.05
0.05
0.05
0.05

-10000. O.

100
100
100
100
100
120
120

2
2
2
2
2
2
2
2
2
2
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