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Introduction générale

I ntroduction générale:

La recherche opérationnelle (RO), en anglais Operationnal rechearch, prenant son
origine du domaine militaire est I’ensemble des techniques rationnelles d’analyse et de
résolution de problemes concernant, notamment, I’activité économique et visant a élaborer
les décisions | es plus efficaces pour obtenir un meilleur résultat. L’omniprésence de la RO
dans des secteurs de plus en plus variés que I’ordonnancement de production, les systemes
de transport (réservation, affectation des personnels..), la gestion des stocks, les

télécommunications, les banques, la finance ... etc.

Durant la seconde guerre mondiale, des groupes de scientifiques se forment en Angleterre
pour résoudre des problémes opérationnels importants tels que la détermination des
emplacements des stations radar pour la détection des avions ennemis. Durant cette
période, des équipes et méme des services de recherche opérationnelle sont mis en place
dans de nombreuses entreprises touchant essentiellement le monde des ingénieurs, les
sociétés de consell et les milieux industriels.

Les ouvrages et les revues de la RO en langue anglaise se diffusent tres largement durant
cette péeriode. D’autres apparaissent également en langue francaise.

Apres la seconde guerre mondiale, la RO se répond au monde industrielle en Angleterre,
aux USA et ailleurs. Les techniques de la RO connaissent alors une évolution stimulée
par : de nouveaux outils théoriques et |es moyens de calculs informatiques.

En effet, la programmation mathématique sera trés utile au praticien de la recherche
opérationnelle. Elle traite plusieurs modéles mathématiques et problémes pratiques
importants, qui se proposent pour objet I’étude et la mise en ceuvre des algorithmes de
résolution. Il s’agit alors de la branche de I’optimisation qui s’occupe de maximiser ou de
minimiser un objet sous certaines contraintes. Ceci se traduit mathématiquement de la

fagon suivante (dans |e cas de maximisation)

Max f(x), x eD < R"

Ou x est un vecteur de dimension n représentant les variables que I’on cherche a optimiser

dans |e probléme considéré.




Introduction générale

F une fonction scalaire traduisant le critére selon lequel on va évaluer les diverses valeurs
de x et D le domaine des valeurs admissibles pour Xx. Plusieurs approches ont été
proposées dans ce domaine notamment, la méthode la plus classique est I’algorithme du
simplexe mise au point par un jeune mathématicien américain du nom George Bernard
Dantzig dans les années 1947.

Cette derniere a connu depuis lors de nombreuses améliorations et est utiliseé dans la

majorité des logitielles commerciaux.

Cependant, un nouveau type de méthodes de résolution afait son apparition durant les
années 1970-80 par les professeurs R.Gabasov et F.M Kirillova de I’université de Mink,
en Biolorussie, qui est une méthode de points intérieur qui fait I’objet de notre travail. La
majorité de ces méthodes ont été développées dans le cas de probléme de PL et dont le

concept est basé sur celui de la méthode de ssimplexe.

Le présent travail, s’inspirant essentiellement des travaux de Gabassov et Kirillova,

est consacré précisément a la construction d’algorithme de maximisation d’une
fonctionnelle dans un domaine borné de R" d’un probléme linéaire a grand nombre de
parametres.
Apres un bref rappel de quelques notions sur la programmation linéaire dans le premier
chapitre, nous avons construit dans le deuxiéme chapitre une itération de I’algorithme de
la méthode adaptée pour la résolution d’un probléme linéaire donnée sous sa forme
standard. Ce dernier est de nature itérative, c’est-a-dire partant d’une solution réalisable et
un support initial{x, /5}, on construit I'itération {x,/5}~{X, 5} constituée de deux
procédures :

1. Changementdeplan x- X =x 4+,

2. Changement de support Js — g .

Ces deux étapes nous conduisent vers la solution optima x* en un nombre fini
d’itérations.
Le derniers chapitre sera consacré a la résolution du probléme a grand nombre de

parametres par la méthode adaptée en utilisant un autre probleme auxiliaire dit probleme

du support, dont le principe est pratiquement le méme que celui du chapitre 2.




Chapitrel : Rappel sur la programmation linéaire

Introduction :

Dans ce chapitre introductif, nous alons présenter certaines notions
mathématiques et fondement théorique de la programmation linéaire telle que les
définitions et les notions de convexité, qui nous permettent de résoudre de nombreux
problémes. On y trouve, entre autres une méthode classique pour la résolution des
problémes de programmation linéaire en nombre réels, qui est la méthode du simplexe.

1. Programmation linéaire:

|.1.1- Introduction : Apréslaseconde guerre mondiae, une nouvelle méthode
permettant de résoudre des problémes complexe connue sous le nom de « programmation
linéaire », était un terme militaire qui faisait référence a plusieurs activités. C’est un outil
mathématique tres riche qui constitue la technique la plus célebre de larecherche
opérationnelle. Développée par |e mathématicien Georg-Bernard Dantzig et Air force qui
a développé la méthode d’optimisation simplexe en 1947 afin de fournir un algorithme

efficace pour résoudre des problémes de programmation linéaire.

|.1.2- Définition :
La programmation linéaire constitue e domaine de |a programmation mathématique le

plus étudié et une des plus importantes techniques d’optimisation utilisées en recherche
opérationnelle. Elle permet de résoudre de nombreux problémes économique et industriel
par plusieurs méthodes, elle s’est améliorée grace aux efforts des économistes, des
mathématiciens et des chefs d’entreprise.
En termes d’optimisation, la programmation linéaire consiste a optimiser (minimiser ou
maximiser) une fonction cout appel ée objectif ou économique, ou lafonction objective et
les fonctions définissant les contraintes sont linéaires.
Les exemples de probléemes qui relevent de la programmation linéaire sont fort nombreux,
on peut citer :

L es problemes de mélanges : Quelle est la composition optimale d’un produit ?

L es problemes de planification de production : Quand et a quel moment doit-on

planifier la production d’un bien

L es problemes de transport

L es problemes de découpe industrielle
Les problemes de planification d’horaires
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[.1.3- Forme générale d’un programme linéaire :
Tout probléme de programmation linéaire de n variable et de m contraintes peut se

formuler de lamaniére suivante :
r Td
max Z(x) = Z(x3,X;, -~ Xp) = €13+ = X + - €,X, =Z£}1} (1,1)

Ji=1
Sous les contraintes:

m i
> ) a2, (1,2)

=1 j=1

\x; 20 Vi=1..n (1,3)

- Avec:
¢;,j T{1,..., n} représente les couts des différents produits.
@;; (i=1...m, j=1...n) sont supposée étre des nombres réels

Avecm =n

b, (i=1...m) sont tous positifs.

X1,%5,..., X, Représentent les variables de décision.
Lafonction Z appelée la fonction objective.

Les contraintes (1,2) sont appel ées les contraintes principales ou essentielles.

Les contraintes (1,3) sont dites contraintes directes.

|.1.4- Différentes formes d’un programme lineaire . Un programme linéaire peut étre

représente sous I’une des formes suivantes :

v' La forme canonique: Un probléme linéaire s’écrit sous cette forme lorsque le

systéeme des m contraintes est composé uniquement d’inéquation (inégalité) :

- T
maxsd = E TS
i=1

Qg X% = ou = b, ,iefl,...,m}

;=0 Jefl, ..., n}




Chapitrel : Rappel sur la programmation linéaire

v' La forme standard : Un programme linéaire s’écrit sous cette forme lorsque le

systéme des contraintes est un systeme d’équations

maxZ = )}"1..6x

=1 %%
=10y % = by i€{L, ..., m}
Yy 20 Je(l, ..., n}

v' La forme mixte: Un programme linéaire s’écrit sous cette forme lorsque les

contraintes sont des égalités, inégalités alafois:

r. T
max Z = 2 CiX;j
=1

J=
n

2‘ &ijxj = bi le f,__'{].. s 1)

=1
mn

Z, ajjX; = by . ke IKc{1, ...m}

=
n

E AjjXj = by ,TeRc(1, o m}
i=1

X ER Jetd,

4+ Remarque: Qud que soit la forme sous laquelle se présente le probléme, on peut

toujours le ramener ala forme qu’on souhaite.
1.1.4.1- Regles de transformation : L’application de ces regles est congue comme
suit :

Lesvariablesx >0

Maximiser — minimiser

Lesdisponibilitésb >0

Max Z (x) =-min Z (x)

Pour minimiser Z(x) = Cux, il suffit de maximiser — Cx et de multiplier le

résultat par (-1).
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Egdité (=) « inégdité (<)

Ax = b B
Ax=b e et Hl
Ax=<h

Ax = —b
Ax=bh

Inéquation —)équation : toute inegalite > (resp<) peut étre transformée en égalité, en

rajoutant des variables positives aux contraintes appelée « variables d’ecart ».

v' Toute contrainte d’inéquation de signe (<) : 2};1 wjxj = b
Peut étre remplacée par un systéme de contraintes :
T

anr; "'5; =h

j=1
X505 =2 0,x =0

Ou : sappelée variable d’écart.

; 1inA ; ; i
v Toute contrainte d’inéquation de signe (=) : Ej=l a;x; 2 b
Peut étre remplacée par un systeme de contraintes :

Te

Z ajxj — S; = b

j=1
Xseqt"s =2 0x =20

Ou : s appelée variable d’éecart.

4+ Remarque: La méhode du simplexe exige que le programme soit sous la forme
standard.
Le passage a laforme standard : Le passage alaforme standard se feraselon
les regles suivantes :
» Regle 1: Lorsque les contraintes sont de signe (<) on introduit uniquement des

variables d’écart au probléme ou la fonctionnelle ne change pas.
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Exemplel:

Soit le probléme donné sous laforme canonique :

Z = 10x; + 8x; — min
5.[1 i EIE <3
2x1 —x3 =14
x3=0,x;=0

Laforme standard est :

Z = 10x; + 8x, — min
5x; + 2x5 +tx3 = 3
25-x txy = 4

Ij E G,j _ l_,‘l'

» Régle 2: Lorsgue les contraintes sont dans le sens (=) on retranche une
variable artificielle pour avoir une matrice identité et lafonctionnelle devient :
+ M (S variables artificielles) si le probléme a minimiser

- M (S variables artificielles) si |e probleme a maximiser

Exemple2:

Soit le probleme suivant donnée sous sa forme canonique :

Z = 3x; + 5x; = max
15x; + 8x, 30
Yxq EIJ'.'E 10
21 =0,x9=0

| | l". | |'\.II /

Laforme standard sera:

Z = 3x; + 5x; —M(x;4 +x¢) =@ max
15.1:1 i HIE—IE i .Ji‘; = 30
r:’.l'l i 5.&'2 - ‘{5 i "{5 = 10
lejU.i=1...E: M=0

Avec Xas, X5 des variables d’écart

X4, Xe des variables artificielles.




Chapitrel : Rappel sur la programmation linéaire

» Regle 3: Lorsque les contraintes sont des égalités et s la matrice identité
n’apparait pas dans la matrice du systéme, on doit gouter des variables

artificielles et changer « Z » selon laréegle (2).

Exemple 3:
Soit le probleme suivant

Z = 2x; — 3x; = max
‘:LII i 'EJ.I'.'E = 40
?.[1 i 5.1'2 = 20
.[1 = U..{E =0

Le passage alaforme standard :
Z=2x; — 3x; —M(x3+2x;) - max
Ox; + 6x, + x3 = 40
7z + 5x; + x4, = 20
x=0i=14 M= 0

» Régle 4: Si une contrainte est une égalité et que I’une des variables de cette
égalité nous donne un vecteur d’une matrice d’identité, cette égalité ne change

pas alaforme standard.

Exemple4:

Soit le probleme de PL suivant

Z = 3xy + 6x; = min
E.l'l i 4.1'2 t X3
3.[1 i 'E:I.l'z =

Le passage alaforme standard :

L = 3x; + 6x; + M(X5) — min
2xy + X+ x5 = 6
3.[1 i 'E:I.l'z —Xg + X5 = d
E.l'l i 2.1'2 F Xg — 1
X = 0i=1..6

—————————————
8
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X2

1.1.5- Quelques définitions :
Définition 1 : “point extréme**

Soit S un ensemble convexe dans A" et x un dément de S
On dit que x est un point extréme s’il ne peut pas s’écrire en combinaison Convexe
stricte de deux pointsde S
C’est-& dire: VaT]0,1[, Axq, x201S
X =ox1+ (1-a) x2 avec X17X»
Définition 2 : “Polyedre, Polytope *
Soit les ensembles suivants :
L’ensemble {x TA", tx= b} représente un hyperplan de A"
L’ensemble {x TA, twx= b} représente un demi-espace fermé de A"
Dont I’hyperplan correspondant constitue la frontiere.
Un polyédre S est I’intersection d’un nombre fini de demi-espaces fermé et/ou
d’hyperplan.
Un polyedre S est borné s’il existe une valeur o fini et positive telle que :
|xi| 20,viT{1,..n} etv xTS

Un polytope est un polyedre borné et non vide.

i

X1

1?

v

Polytope Polyedre convexe

Théoreme 1: Si la fonctionnelle atteint son maximum ou minimum sur un point

guelconque de D aors ce point est un point extréme.
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Proposition 1: L’ensemble Dr des solutions réalisables de PL est un polyédre

convexe et fermé.
Définition 3: Un polyédre convexe borné est appel é polytope convexe.

Dé&finition 4 : “Ensemble convexe*

On dit que S est un ensemble convexe si et seulement si :

va,yTSet v 1[0,1] dors:

tx + (1-a) yTS

Géométriqguement : “S* est dit convexe si tout segment de droite dont les extrémités

appartiennent a S est inclue dans S.

Considérons les deux ensembles illustrés ci-dessous :

P Vv

“P* est non convexe, car les points a et a’ sont les extrémités d’un segment dont au
moins un point n’appartient pas a P.
“V* est convexe.

Dé&finition 5:  “Combinaison linéaire convexe*

Un vecteur y TS est en combinaison linéaire convexe des points { X1, ... Xy, }

s’il existe des coefficients réels 1i,i T{1, ..., 1}
Telsque:
V=yr, Ax; avec ¥, A4=1 A;20 VviT{l, .., n}

Proposition 2:
Un point extrémal d’un polyédre est appel € un sommet.
Définition 6 :
Soit C un convexe non vide de A, un point X TC est extrémal (ou sommet de C) s’il

I'ona:

v, 21 Cetx=(1-)y+1Z x =y =1z ou IT[01].

—————————————
10
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Définition 7 :
L’ensemble des solutions de PL est le polyedre convexe :

P={xTA"/Ax = b, x>0}

Proposition : Si un probléme linéaire possede une solution finie, aors au moins un sommet

du domaine réalisable est une solution optimale.
[.2 Méthodes de résolution d’un programme linéaire :

Soit le probleme de programmation linéaire suivant :

maxZ = }1=1 B (1.1
(P,) Yraagx < by iel<(l, .., m) (1,2)

/|

Le probléme représenté ci-dessus peut étre résolu par plusieurs méthodes. On peut en
effet aboutir au méme résultat soit par la méhode matricielle, soit par la méthode
graphigque ou bien la méthode du simplexe.

Cette derniére est préférable des que le nombre de contrainte = 3.

|.2.1- L’algorithme du simplexe :

|.2.1.1-Introduction : L’algorithme du simplexe est un procédé qui nous permet de
nous déplacer d’un point extréme de I’ensemble des points réalisables vers un autre
point extréme adjacent au premier de fagon que la fonctionnelle soit améliorée soit
jusqu’a trouver la solution optimale ou jusqu’au moment ou I’on établit que la solution

n’existe pas.

11
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1.2.1.2- Définitions 8 :
Solution réalisable: Toute valeur x = {Xy, X3, ..., X, } €A" satisfait |les contraintes

fonctionnelles et les contraintes de non négativité (1,2) -(1,3) est appelé solution
réalisable (admissible) du probléme (1,1) -(1,3).

Solution optimale: est une solution réalisable qui donne a la fonction objective la
plus grande (probléme de maximisation) ou la plus petite valeur possible (probléme de

minimisation) sur I’ensemble des solutions réalisables.

Domaine des solutions réalisables: C’est I’ensemble des solutions réalisables du
programme linéaire, c’est-a-dire I’ensemble des solutions qui satisfait simultanément
les contraintes fonctionnelles et les contraintes de non négativité.

Valeur maximale : (resp minimale) de lafonction objectif (a ne pas confondre avec la
solution optimal) est la plus grande valeur (resp la plus petite) que peut prendre la

fonction objective sur I’ensemble des solutions réalisables.

1.2.1.3. L algorithme derésolution :

On dispose d’une solution de base réalisable x d’un probléme linéaire sous sa forme
standard, lamatrice A peut s’écrire :

A(Ag, Ay)
A g est lamatrice correspondant aux variables de base.

Ay est lamatrice correspondant aux variables hors base.

On décompose également le vecteur de décision :

x = (Xp,Xg)
Avec X 5 lesvariables de base et X, les variables hors base.
Le but est de trouver une autre base £ ° et une solution de base x° associée telle
que:
Z(x™) > Z(x) (x" est melleur que X), dans le cas d’une fonction objectif a

maximiser.
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La méthode du simplexe consiste alors a faire rentrer une variable hors base dans la
nouvelle base (variable entrante) et faire sortir ala place une variable de base (variable
sortante) de la maniére suivante :
1. Soit x une solution de base réalisable :
Ax=b & Agxg + Ayxy = b

o xg = Agtb— At Agxy

Etlavaleur :
L = Ux = Cgag + Cpxy
= Cp (Ag'b - A 'Ayxy) + Chxy
= CLAG"b+ (Cjy — ChAZ Ag)ay

De fagon compact, on associe a chague base un dictionnaire

xg=Ag'b - Al Ayxy

Z=CpA, ' b+ (Cp — CRAG Ay )xy
On note

Mn = —Cpy + CpAG Ay , le vecteur des couts réduits (des estimations)  des
Variables hors base et on pose :

y= ﬂ.;lﬂ y €st le vecteur des potentiels, plutdt on peut dire que y solution du
systeme: Agy = Cp
2. Changement debase:
a. Choix de variable d’entree :

Choisir xi- tel que A = minjTjz{A; = 0} (probléme de max)

A = max j Tj {2, = O} (probléme de min)

13
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La variable correspondante a I’indice i"est la variable k= entrant dans la

nouvelle base B *

S’il n’existe pas un tel £, la solution trouvée est optimale.

b.Choix devariablede sortie:

On cherche une composante ;.. du vecteur de base xg pour laquelle:

Alb)j
4y )j_ je/get pour (Agta;)j > U}

8., =min——s——
! {Aﬂl“it)}

Lavariable correspondante & I’indice j* est lavariable x;.sortant de

labase
S’il n’existe pasuntel j+, le programme linéaire est non borne.

3. Lepivotage:

a. Mettre ajour labase: la variable X~ entre dans la base et la variable x;, sort

delabase.

b. Obtenir e nouveau dictionnaire par pivotage, Aller en 2
Critere d’optimalité :

Ondit x = (Xg,xy) est optimal s et seulement si :

Le vecteur des estimations Ax = 0 est positif (cas de maximisation).

Soit le tableau du simplexe suivant qui permet d’appliquer toutes les étapes de

I’algorithme du simplexe représente par la figure suivante :

14
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B

b X1 Ao, X Xl X2 eeeeeeneeennnns X
b b1 an  aw.. am 1 O, 0
X by R 2 I aon 0 1 0
n+2 ! , \ . ! ! i
I bm am1 N P amn 0 0 .................... 1
Xn+em
Z Z8B C: Coevvevennn..Cn 0 O 0

1.2.1.4- Exemplepratique:

Soit le probleme suivant sous saforme canonique :

4L = 3x,+ 2x; & max
x; 2.1'2 < 2
(P —3x;+ 5xp < 3
3.[1 —5.1'2 = 4
X4 = U,.{E = U
Laforme standard sera donnée par :

L = 3x;+ 2x; = max
Xy + x4+ x3= 12
(P —3xy+ Sxg+x4= 3
3.4‘.'1—5.{2 i.IEZ"'I'
xx=0 1=1..5

Onaj={1,2345} et g = 13,4,5}, In = {1, 2}
Avec Asg = I3, donc la solution de base réalisable est :

x =1(0,0,45,6)

Dressons le 1 tableau du ssimplexe :
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C 3 2 0 0 0
Cs Base b a1 a2 as as as Q
0 X3 2 1 2 1 0 0 2
0 Xa 3 -3 5 0 1 0 /
0 4 3 -5 0 0 1 4/3
Xs
A 3 2 0 0 0

On remarque que la relation A = 0 Vj T[4 n’est pas véifiée, donc la solution

réalisable de base initiale n’est pas optimale, on doit alors changer la base de la

maniére suivante :

MinjT/gAj=A1=-3,donc =1

Delale vecteur & varentrer dans lanouvelle base et calculons:
q°=minj T/s q

g3 =2,0s=4/3d’ou :

q®=minj T/5 q=gs = 4/3; del3, le vecteur as va sortir de la base.

Dressons le 2™ tableau du simplexe :

C 3 2 0 0 0
Cs Base b a1 & a3 au 23 di
0 X3 2/3 0 11/3 1 0 -1/3 2/11
0 Xa 7 0 0 0 1 1 /
3 4/3 1 -5/3 0 0 1/3 /
X1
JAY 0 -7 0 0 1
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Lanouvelle solution de base est donc x = (4/3, 0, 2/3, 7, 0)

De plus elle n’est pas optimale car A,=-7<0

On doit aors changer |la base une autrefois::

Min jT [ Aj= A= -7, donc le vecteur & varentrer danslanouvelle

base.

Comme ¢j1 = min;, ;5 fj = 2/11 = g3, donc le vecteur as sortiradela base.

D’ou on obtient :

Je ={2,4,1}

Pour déterminer lanouvelle solution X, dressons le 3™ tableau du Simplexe :

La nouvelle solution de base est donc :
x=(54/33, 2/11, 0,7,0)

Comme:

A2, ViT]y

L algorithme s’arréte et la solution obtenue est optimale Z =58/11.

Caractérisation algébrique des solutionsréalisable :

Théoreme:

X est une solution de base réalisable si et seulement S X est un

sommet de Dr
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Considérons un systéme linéaire Axx = b de “m* équations a “n* variables
avecmsn
Jg = Ui.J2: Jm ) ensemble desindices de base

J& = ]/] 5 ensemble des indices hors base

Définition 9:
Une solution :x =x(J) est dite solution de base s (n-m) de ces composantes sont
nulles
Xy = l:.'(J,H) =0
Et det (B) = 0 tel que B est la matrice des variables de base.
Lamatrice B est appel ée matrice de base

xj, j1Js variable de base

Xj, j TJn variable hors base

Définition 10 :
Une solution de base est dite réalisable si dle satisfait les contraintes de non
negativité, xg = 0

!

Un programme linéaire admet au plus: C, = . Solution de base.

mitn-ml!
4 Remarque: Les solutions de base réalisables sont la caractérisation algébrique des

points extrémes de larégion admissible

Définition 11 : “Solution dégénére et non dégénére*
Une solution de base réalisable x est dite non dégénéré si elle contient m variables
positive (xg = 0).
Une solution est dite dégénéré si I’une des variables de base est nulle, c’est-a-dire:
Il existe j & [z tel que x; = 0. On obtient ce type de solution lorsque le nombre de

droites (incluent les droites associées aux contraintes de non négativité) passant par
un méme point extréme est supérieur aux nombres de variables de décision
(variable réelles)
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|.2.2- Laméthode des deux phases:
Nous savons qu’un programme linéaire peut avoir des contraintes “>* ou “=* et nous

devons toujours transformer les inéquations en équations.

Une solution de base réalisable ne sera pas obtenue aussi facilement dans le cas d’un
systeme de contraintes mixtes, il faudra alors avoir recours a I’ajout artificiel pour
obtenir une solution de base réalisable puis résoudre le probléme par la méthode des
deux phases proposées par Dantzing.

Soit le probleme de PL suivant :

Z—=CX — max

Ax=b
x=0
b=0

La résolution d’un programme linéaire par cette méthode est traditionnellement

divisée en deux phases:

La phase 1 : Est I’étape d’initialisation, elle consiste a chercher un premier
sommet réalisable.

Pour cela construisant |e probleme suivant :

Z=3"x+n - max
SC
|AX|i + xj3q = b;, i =11,...,m}
X = Uiy =20, 1=1,...mj=1,...,n0

Si le critére d’optimalité est satisfait et que Z < 0 qui veut dire au moins une des
variables artificielles est dans la base avec une valeur strictement positive, aorsle

probléme n’a pas de solution.
Si Z =0, le programme linéaire admet une solution réalisable, on passe a la phase 2.

La phase 2: Le but de la phase 2 est de déterminer la solution optimale du

probléme original. Cette phase consiste a optimiser la fonctionnelle comportant
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uniquement les variables réelles et les variables d’écart. Si d’autre part, on a
terminé laphase | avec Z = 0 et qu’il reste une variable artificielle dans la base, on
débute la 2°™ phase en optimisant la fonction objective originale et en associant

un coefficient économique nul pour lavariable artificielle restée dans la base.

1.2.2.1- Exemple pratique:

Soit le probleme de PL donnée par :

Z = 3x;+ 2x, & max
3.{1 i 'EJIEZ 24
].1.{1 —:r‘.’.l'z = 40

Il EU.IE =10

Le passage alaforme standard :

Z =—x3; = max

3I1 i 'EM'.'E 113: 24

].].J.'l — :r‘.’.l'z i Xg — 40
x=0i=1,..4

La 1% phase:
C 0 0 -1 0
Cs Base b a1 az as as Qj
-1 X3 24 3 6 1 0 4
0 Xa 40 11 -2 0 1 /
A | 3 6 0 0

On remarque que les A < 0, alors le critere d’optimalité n’est pas vérifié.

Min A = Ap = -6,
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Donc on doit faire entrer X, dans la base et sortir a3 ( q° = min g; = gs), la nouvelle

base sera: X = (X2, X4)

C 0 0 -1 0
Cs Base b a1 az as aa d;
-1 X 4 1/2 1 1/6 0
0 Xa 48 12 0 1/3 1
A 0 0 1 0

On remarque que les Aj = 0, d’ou le critere d’optimalité est vérifié.
Alorslasolution optimale :

x=(0,4,0,48)

avec Z =0.

Passant ala 2™ phase :

C 3 2 0
Cs Base b a1 a2 as Qi
2 |x 4 1/2 1 0 8
0 |y, 48 12 0 1 4
A, -2 0 0

A <0, le critére d’optimalité n’est pas Vérifié.

Mindj =0y =-2;
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Ming=qs=4;
Donc on doit faire rentrer x1 danslabase et faire sortir xa4.

Lanouvelle base seraaors: X = (x1, x2)

C 3 2 0
Cs Base b a1 a2 as Qj
2 | x 2 0 1 -1/24 8
3 X1 4 0 0 1/12 4
Y 0 0 1/6

On abien A= 0, le critere d’optimalité est veérifié,
Lanouvelle solution de base est x° = (x1, x2) = (4, 2)
D’ou la solution optimale de probleme de départ est :

x=(4,2),Z =16.

[.3-Dualité:
|.3.1 - Définition : La théorie de la programmation linéaire nous apprend qu’il est
possible d’associer a tout programme linéaire (P) un autre programme (D) appelé
dual.
Par définition, le probléme initial est appelé probléme primal. Il existe en effet une
série de regles simples transformant les variables de (P) en contraintes dans (D), ainsi

gue les contraintes de (P) en variable dans (D).

1.3.2 - Relation entreledual et leprimal
Lorsque le primal consiste a minimiser la fonction objective, le dual est un

probléme de maximisation.

Les coefficients c; de lafonctionnelle deviennent les b; du dual et inversement.

22



Chapitrel : Rappel sur la programmation linéaire

Le nombre de contraintes dans le primal sera le nombre de variables dans le
dual et inversement
- A chaque contrainte de type < dans le primal correspond a une variable de
décision de type = dans le dual.
- A chague variable de type > dans le primal correspond & une contrainte de type

> dans le dual.
4 Remarque: la dualité est une notion symétrique, si I’un est un primal I’autre sera un

dual.

On dit qu’un programme linéaire est dans sa forme symétrique si :

£ = CX — max W = by — min
(P AXx < b —— (D) YA = C
xX=0 Y =0

1.3.3 - Formulation du dual :

Il existe deux formes importantes du dual qui sont :

» Forme canonique dela dualité:
Considérons un probleme de maximisation sous sa forme canonique suivante

MaxZ = Xj., Gjx;
() ?=1”ij < b , 1e{1,...,m}
xp = U . jei1,..,n}
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Avec: X; sont appelées variables primales ;

U/ ;Sont appel ées variables duales ;

» Forme standard dela dualité:
Considérons un probléme de maximisation sous sa forme standard :

MinZ = X%, 6%
() :—rilﬂ.'j-l} = b , =41, ...,
Yy, 20 , Jetl, e, m

Le probléme dual est le suivant :

MinwW = ¥, by
O {Z au; = €, jeil, .,y
u‘:'l:_:ﬁ 'jf

On note que les variables de dual sont en bijection avec les contraintes du
primal, tandis que les contraintes du dual sont en bijection avec les variables
du primal.

Exemple5:

Soit le probléme primal suivant :

L = 4x, + 7xy — max
xy + 2x; = 8B
x +x3; =25
= 0U0x:=0

(P)

Le probleme dual s’écrit sous la forme :

W = By; + 5y, — min

mt+ys =4
D . ]
( ) 3.’}”1 F ¥y = 7
_}”l;j U._}’EEU
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.3.4 - Théoremededualité:

- Si I’un ou I’autre des problemes (P) et (D) admet une solution optimale finie, il
est de méme pour I’autre et les valeurs correspondantes des objectifs sont
égales.

- Si I’objectif d’un probléeme n’est pas borné, I’autre n’admet pas de solution
réalisable.

Théoreme 1: S x est une solution admissible du probleme primal (max) et y est une
solution admissible du probléme dual (min), alors

Cx<yb
Preuve:
Soit «x une solution réalisable du primal :
Ax=b & VAx=yb

¥ est une solution réalisable du dual
Donc: YA =L — vax = Cx
Dou: yb=Cx
Théoréme?2:
Soient x* et y* deux solutions réalisables du primal et du dual respectivement.

S Lx* = y*baors x* et y* sont deux solutions optimales du primal et du dual

respectivement.

Preuve:

X solution réalisable du primal, alors du théoreme 1 on a:
Cx<ybvx, vy

Et pour x=x* ona:

Cx*<by vy e by* < by vy

y* est solution réalisable du duale.

Cx<sybvx,vy

Pour y = y* ona:

Cx<y*b, Vv x Ne— Cx<Cx*, Vx

X™* est une solution optimale.
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1.3.5 - Regles de dualisation : Le tableau suivant donne un ensemble de regles formelles

permettant de passer d’un probleme de programmation linéaire générale a son probléme dual :

PL Primal PL Dual
Max Z Min Z
Variable xj =0 contrainte j est uneinégalité « = »
Variable xj <0 contrainte j est uneinégalité « < »

Variable x;j sanssigne(x TA)
Contraintei est uneinégalité « < »
Contraintei est uneinégalité «>»

Contraintei est une égalité « = »

11111701

contraintej est une égalité « = »
variablei; 20
variable; <0

variable u; sanssigne (u; TA)

|.4 Conclusion :

Nous avons abordé dans ce chapitre I’une des méthodes |es plus efficaces utilisée pour
résoudre les problémes linéaires qui est I’algorithme du simplexe. Elle peut
s’appliquer pour un grand nombre de variables et elle converge vers un nombre fini

d’itérations.
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Chapitre 11 :Résolution d’un probléme de programmation linéaire
avec la méthode adaptée

1- Introduction :

Ce chapitre est consacré a présenter la méthode adaptée qui résout des problémes de
programmation linéaire & variable bornées, développée par les professeurs R-
Gabassov et F-M-Kirillova dans les années 1970. La méthode adaptée est
habituellement utilisée pour résoudre des programmes linéaires avec des variables
bornées. Elle est dite adaptée car elle garde certaines métriques de la méthode du

simplexe qui est basée sur les plans.

En outre, la méthode adaptée intégre un critere de suboptimalité qui permet d’arréter
I’algorithme avec une précision souhaitée pour trouver des solutions approchées. Les
itérations de cet agorithme se font en deux étapes, le changement du plan et le
changement de support, sachant que ces deux changements sont indépendants.

Le principe de cette méthode est le suivant : partant d’un support plan initial formée
d’une solution réalisable x et d’une matrice non dégénérée dite matrice du support. Le
but de I’itération consiste a trouver une direction d’amélioration et un pas maximal le

long de cette direction de fagcon aaméliorer lavaeur delafonction objective.

2- Position du probléme et définitions essentielles:

2-1-Position du probléme:

Considérons le probleme linéaire (P2) suivant

MaxZ(x) = Cx (2,1)
(R,){Ax =D (2,2)
d,=x=d, (2,3)

On définit les indices des contraintes et des variables de décision par :

C = (cpje]) . X = (x;.j€]) . @1 = (da;, JE]), d2 =(da, JE]) sont des
vecteursdeR" ;

b = (b;, 1el) unvecteur deR™;

A= A(l,]) unemx nmatrice, tel querangA =m<n;

I =1{1,...,m} : ’ensemble des indices des lignes
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J =11, ...,1m} : I’'ensemble des indices des colonnes

Lacontrainte (2, 2) est appelée contrainte essentielle et
(2,3) est appel ée contrainte directe.

Soit /g un sousensemblede [ et [ un autre sous ensemble de Jtel que

J=Jsu]y avec [gnjy=Qet|[g|=|1|=m

En vertu de la partition de J, on peut fractionner les vecteurs c et x ainsi quela

matrice A de lamaniére suivante:

x =x(J)=(x;.je]);

x = (xp,xp), xg = x(Jg) = (x;.J€/B) . xy = x(Jy) = (x;.J€]W)
C=cl) = (c.jel) ;

C = (ca . ty), cg = cUp) = (cj.j€lp). ey = c(Un) = (cj.J€ln)
A=AWL)) = (a;.1€l, je]);

A= (Ap\Ap)Ag = A, J5), Ay = AL ]y);
dy = dy(J) = (dy;,J€])

dy = dy(J) = (dy;,je])

Il. 2-2- Définitions
Dé&finition 1 : ““ Solution réalisable “

Tout vecteur x ° vérifiant les contraintes (2, 2) et (2, 3) est dit plan ot Solution

réalisable du probléme (F,)

Ainsi I’ensemble des solutions réalisables est définit par :

S={xeR"; Ax = Db, d<x<d;}
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Définition 2 : “ Solution optimale “
Un plan x° est dit optimal dans le probléme (P, )si
Z(x% =C’ x%= max, ¢ C'x
Définition 3 : “ Solution suboptimale “
Un plan xx¢ est dit (solution approchée a ¢ prés) e-optimal ou
Suboptimal dans e probléme (F; Jsi :

Z(x%) - Z(xf)=c’ 2% -  x°<¢,

Ou x © est une solution optimale du probléme (P, )

& est un nombre positif ou nul donné a l’avance.

Définition 4 : “ Support des contraintes “
Soit /g = J,| /g| = m, un sous ensemble d’indice J, I’ensemble 5 est appelée
support (base) du probléme (P, ) si det A(I, Jg )= 0,

ou A(I, ]z )= Ag : matrice du support.

Définition 5 : *“ Support-plan “
Lapaire {x, ] g }formée d’une solution réalisable x et du support /g

est appel ée support plan du probléme (2, )

Définition 6 : “ Support-plan non dégénéré:
Le support plan {x, /g } est dit non dégénéré s :

dy;

j < X < dzj.vjffﬂ

I1. 3- Formuled’accroissement de la fonction objectif :
Soit {2, /g } un support plan de départ non dégénéré,
Considérons un autre plan quelconque x”™ = x +Ax
L’accroissement de la fonction objectif s’écrit alors :

AZ=Z(x")-Z(x)=c'x" —c¢'x = ¢"Ax

—————————————
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= ¢'(Jp)Ax(Jp) + ¢'(Ug)Ax(Jy)

= CéﬂxE { Cj'tfﬂxH (2, 4)

CommeAx = bhet Ax* =b — Ax = Ax" = b alors AAx = U

Posons Ax = (Axp, AXy), ot Axp= (Ax;,jefg), DXy = (AXy, je]y)
L’egalité AAx = 0 peut alors s’écrire :

AAx=A(l Jg)Axg + A(l,Jy)Axy =0

Cest-adire: AAx = Agldxg + Aydxy =0

D’ou

Axg = —Ag' Ayhxy (2, 5)
ainsi I’accroissement (2, 4) devient :

AZ = C'Ax = —CpAg Aylxy + CpAxy

Donc: AZ = —(CRAG Ay — Cj)Axy (2, 6)

On définit le vecteur des potentielsy et le vecteur des estimations E Comme suite
Y'=CpAgt
E'=Y'A- ("< E; = ya; —c;, Je]
Ou k' = (Eg, Ej}), avec:
Ep =Y'Ay — Cg
= CpAg Ay — Cp
= Cgyl- C;

=0

E, =Y'Ay—Cj, = ChAz Ay — Cpy
Finalement, la formule d’accroissement (2, 6) prend laformulefinale

Suivante:

AZ =- %, EJ(T — X)) (2,7)
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Comme X est un plan admissible, alors I’accroissementAZ veérifie:

dlj—xjilﬁxjildgj—xj (2, 8)
Le maximum de I’accroissement de la fonctionnelle (2, 7) sous les
Contraintes (2, 8) est atteint pour :

ﬂxj :dlj — Xj, hlﬂJTﬂ'U

ﬂxj :dgj — Xj, b1 &.}:U

ﬂ:-u — Xj = &xj = d?j — Xj Si ﬁj: ﬂ.jEfH

Est éga a:
BCx, J)=2ey=>u E; (%) — dy;) + Zej<w E (x) — dy)

Jelg Jeig
appel ée valeur de suboptimalité ;
Ou:
Jin ={J€Ju/Bz 0}, Jon ={j€]u/B;= 0},
Delail enrésulte que:
AZ()=Z(x")—Z(x) = B(x,J5), et puur x* = x" onaura:
Z(xY) - Z2(x)=C"x" — C'x < f(x,]5).
De cette derniére inégalité, on déduit les critéres suivants:

Il. 3.1-Critered’optimalité :
- Théoremel: “ critered’optimalite “
Soit {x, /5 | un support plan du probléme (P)
Alorslesrelations:
E; = Upour x; = dy;
E; = Upour x; = dy; (2,9

E; = 0 pour dy; < x; < dyj,J€]y

sont suffisantes pour I’optimalité du plan x.
si le support plan {x, /g } est non dégénéré, alors ces mémes relations  sont aussi

nécessaire pour que X soit optimal.

—————————————
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C’est-a-dire on aura I’équivalence

Démonstration :

e Condition suffisante:
Soit{x, / g} un support plan réalisable du probléme (P1) vérifiant lesrelations (2, 9)
Pour tout support plan .t du probleme (Py), la formule d’accroissement (2, 7) donne :

AZ = £(X) — Z(x) = — X Ej>0 EJ(X; — dyj) + XEj<0 EJ(X; — d3;)
JjeJH ieJH

Comme:
dy; =% =dy;=>% —dy; 20 et X; —dy; = 0
On déduit alors:
Z(x) = Z(x)
Pour tout it solution réalisable.
Par conséquent, le vecteur x est solution optimal du probleme (2, 1)- (2, 3) .

e Condition nécessaire:

Soit { X, [ }un support plan optimal non dégénéré du probléme (F-) et supposons
que les relations (2, 9) ne sont pas vérifiées, c’est-a-dire qu’il existe au moinsun

indice joe [ tel que:

Ejo > Uetxjq > dyjgoubien E;p < Uet x;q < dyjq

Alors construisant un nouveau plan X de la maniére suivante :

X = x + Ax = 6", ou 6un nombre réel positif non nul et
4= {£;,Je]} estun vecteur de direction que I’on construit :

il faut trouver £ et 0 tel que Ax = b, d; = X = d5, pour cela:

sur [y, posons:

Ax :{ 0, St j€]a\o
a, 5ij=j, 8>0
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Etona:

[{’jﬂ = —signe Ej,

t;=0j # jo.Jelu

D’autre part : on doit avoir :

AT =A(x +6%) =b < Af = Ayl + Ayty =0
Donc:

Aglpg + Aty =10

D’ou :
tp = —Ag'Ayty = —Ag'ajpsigneE;,
On auraalors:

tiy = —signe Ejy

£ =0]# Jo.J€]u
fp = Ayﬂj{,signeﬁ}u

Le vecteur :x vérifie la contrainte principale Ax = B,

Pour que ¥ soit un plan du probléme (F.), il doit en plus vérifie
L’inégalité :

di<f<dyocd <x + 0 <dyody —x<0%<d; —x

C’est-a-dire:

— ] - ]
{ dy; —x; < 6°¢; = dy; — x;,J€]p
- 0. o
dijq — Xj0 < —0"signeEjo < dyj0 — Xjo

(2, 10)
Puisque le support plan {x, [} est non dégénéré, onaadors:
dl_j —XJSOS d?_j —xj,jEjB

et:

[d”g —Xjg< U, 5iEjp >0
dzfg _xju < U, sl 'E_I[l <
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Pour un nombre 6°> 0 assez petit, les relations (2, 10) seront alors
verifiées et le vecteur X sera un plan du probléme (Py).
Avec ce houveau plan i en conclue:
£(%) - 2(x) = — YjemE; (% — x;)
= —6°Ejo Xj.y Eit;
= —0°Ejp fio
= H“Ejn signeEjy
=0° E;q
Alorson atrouvé un plan x =X tel que £(X) = Z(x), ce qui contredit le Fait que x
soit un plan optimal du probléme (F,)

Par conséquent, les relations (2, 9) sont forcément vérifiées si le Support plan est non

dégénéré.

[I. 3.2-Estimation de suboptimalité:
Pour estimer I’écart qui existe entre lavaleur optimal E(x“] et une autre valeur Z( x)
d’un support plan quelconquei X, /g }, on remplace dans |aformule d’accroissement

(2, 7) le vecteur par x" et on aura:

Z(xY) — Z(x) = — Z E (x' - x;)

= EE} =0 EJ {11 — _'I_'jﬂ:] + EE} <U E} (’tj — Iju) (2, 11)
i€y Jjsim

Puisque le plan optimal x° vérifie: dyj < x}’s doj, JEf
Alorsil en résulte que
= 0 - ]
XJ: —dgj ;XJ: — .l'j ;Xj - dljpjff
Donc .
0y - R
{Ej(xj — l'j ) = Ej(xj- — dl_j)' 51 Ej =0
0y : .
Ej(xj — l'j ) =~ E;(I; — dgj). b1 Ej < U

34



Chapitre 11 :Résolution d’un probléme de programmation linéaire
avec la méthode adaptée

Par conséquent, on obtient une majoration du nombre inconnu de gauche de
I’égalité (2, 11) :

E(XUJ — E{IJ = }_:E'j“.:-[l Ej (Ij' — dlj) i }_:E}-:;[l E_I' (x}' - dg_j) (2,12)
i=JH jeJH
le nombre:
B(x.Jp) = Lej>0Ej(x; — dyj) + XEj<u Ej (% — dyj) (2, 13)
deJH j=JH

est appel ée estimation de suboptimalité.

Théoréme 2 : “ Critere de suboptimalité “
Soit { X,/5} unsupport plan du probléme (P,) ete est un nombre positif non nul

donné,

aors:

S fi{x Jg) = £dorsx est g-optimal.

Pour I’e- optimalité du plan x, il suffit alors de trouver un tel support fg pour lequel la
valeur de suboptimalité vérifie I’inégalité suivante :

px.Jg)<e.

Démonstration :

e Condition suffisante:
Supposons qu’on a f{x%, Jg) <, soit x Yune solution optimale du probléme (F-),

alors en vertu des relations (2, 12) et (2, 13) on peut écrire:

£(x") — £(x%) = B(x%,Jp) <e
S LX) —Z(xF)<¢
Par conséquent, X ¢ est e-optimal

e Condition nécessaire:

Soit x ¢-optimal, faisons une décomposition de (X, /g ):
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Pour cela construisons le probléme dua de (P) tel que( P) est
maxZ(x)=C"x
Ax = b,
Py —x=<s—d,,
x=d;,
xeR"

Son probléme dual est :

P(r)=by—d'yv+d.,w— min
Aly—v+w=C
r=0w=0
veR

(D)

Soit A = (y, v, w) vecteur dual

Construction d’un vecteur admissible de (D) :
On connait /g (Ag)

y' = CpAg"

E'=y'A-("

Construisons le vecteur & = (y, v,w) delamaniere suivante::
_ a1
y = CgAy
r=Ew=0U0, sik =0 (2,14)
v=0w=-E sik<(

S:E>0=E =yA'— ('
E<O=K —=yA—C('
Le vecteur A construit par (2, 14) est admissible de (D)

B(x.Jg) = XEjs0Ei(x; — dy;) + XEj<0 Ej(x; — dy;)
JeJH jeJH

= XEj>0Ejxj + XEj<0E;X; - XEj>0Ejdyj - XEj<0Ejdy; .
J=JH j=JH j=JH j=JH
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En construisant le plan dual définit ci-dessus, on obtient :
B(x,Jg) = E'x —v'dy + w'd,

=(y'A—C")x —v'dy + wd,

= —C'x+y' Ab—v'dy + wd,

=C"x" - C'x — C'x" + ()
Onauraalors:

B(x,Jg) = C'x° — C'x + o(r) —o(2")

p(x.Jg) = Bx+ B(Jp)
Ou:
Bx = (L'x" — C"x) est appelée I’écart de la non optimalité de plan x.
B(g) = (m{l] — np[r.ﬂj) est appelée I’écart de la non optimalité du support /g
siJp =Jg=0() —e(r") =0
Onauraaors: fi{x,Jg) = C'x" — C'x < &
Par conséquent, x est g-optimal
< Sifi{x,Jg)=¢=0,adorsx est optimal.
< S fi{x,]Jg)> 0, lecritére d’optimalité ou de suboptimalité n’est pas

véifier, dorsil faut améiorer le plan x.

v Remarque: A Partir de I’expression f{x,/g) = fx + [{/g), on conclut que
I’amélioration du support plan {x, /g } peut se faire indépendamment les uns des
autres.

S ff{x,]g) > ¢, dors on passe au changement du support plan {x, /g }.
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4- Itération dela méthode
Laméthode de résolution est constituée de deux procédures : changement de plan qui
consiste a augmenter Z (x) et un changement du support pour diminuer w( 2.

o()) éant lafonction duale de £ x ).

4-1- Changement de plan :

Etant donné un nombre réel positif non nul quelconque & et un support plan initial
{x,Jg Jnon dégénéré

Etquona: ffi{x Jg)>0.

Le but de I’algorithme est de construire un plan g-optimal (plan optimal X). L’itération
de I’algorithme consiste afairele passage de {x, /) a

{x.Jg}. Pour cela, construisant le nouveau plan X de lamaniére suivante :

k=x+06L

Ou £ est la direction d’amélioration,

0 le paslelong de cette direction.

4-1-1- Construction d’une direction d’amélioration adaptée :
Soit :
- & (fg) : direction correspondante aux indices appartenant a /g ;

- £ (Jp) : direction correspondante aux indices appartenant a [ .

Dans cet algorithme, on choisirala métrique suivante pour les composantes non
basique de la direction admissible “€* tel que :

ﬂ_'lj—xj‘_ ch_dgj—xj.jfjHUE (2,15)
Cette métrique dépond du plan x et de cefait elle est dite adaptée.

En tenant compte de la métrique (2, 15), A atteint son maximum pour les valeurs

des composantes non basiques de “€“ suivantes :

Posons 6 =1
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dyj—xj, siE;j >0
£; = dy; —x;, siEj < U (2, 16)
0, siE; =0, jejy
Comme “x* doit étre admissible, alors:
AX = b,avec: dy; < X, < d,;, je] = Jsuly
A(x+6Y¢) =b~
Ax + A6V = b - A6°¢ = U,avecd? = 0
- A =0 < A(L])£(]) =0
e A(L Jg)t(Jg) + A(LJg)t(y) = 0

D’ou :

&(/p)= —Ag Aty (2.17)

4-1-2 Calcul du pasqP:
On construit alors un nouveau plan X sous laforme :
X=x+08
Ou £ est la direction d’améioration définit par (2, 15) -(2, 16) et le nombre 6° qui est
le pas e long de cette direction.
Avec 6" = min {601,0;, ...0;5,1}
Lesnombres 1,4, 8;,, ... 8;;se calculent de fagon a ce que les contraintes direction sur
le vecteur:t soient vérifiées,
C’est-a-dire:
di=x+8f=d; & d; —x =bf; =d; —x,jelp
Par conséquent, on a:
dyj — xj\€;, sif; > U

Hj = dlj —Ij\*f', 5i fj =< (2, 18)
00, Si fj:U,jEjH
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Et calculons les différentes valeurs maximales que peut prendre les pas 6 dans ces

relations, on aura:
0;q = minjey, 16, ,je/p}

le pas maximale seraaors : 8° = min {1,6,,}
JEIn .

Donc le nouveau plan i s’écrit : & = x + 0%

. 4-1-3 Estimation de suboptimalité:

L’estimation de suboptimalité du nouveau support plan {x, [g} s’écrit :

B (X, /g)= XEj>0 Ej(%; — dy;) + XEj<0E; (X; — dy;)

JEly JEly
=Zgj}qu(xj i E'Ej_dlj)"'ZEJ{UEj(xj i ﬁfj—dgj)
JEly JEly
B (,f, JB) :ZE}}UE_j(xj — dlj)"'}_:E}{UEj(xj — dgj) +90ZE}::-UE_I'fj +
i€y i€y i€y
0" Yrj<uE;

i€y
En remplacant les €; par leurs valeurs, on obtient :

B (% Jp)= B(x.Jp)+ 0°XEs>0E(dy; — x;) +6°X <0 E;(da; — x;)

JEly igly

= ﬁ{x,jﬂj — OOZEJ::-UEJ(IJ — dl_j) — GOEEJ{UEJ(IJ — d*zj)
i€y i€y

:.IG{IJBJ _eoﬁ{xljﬂ.}

Finalement on auralaformule suivante :
B(xJg)=(1-69 plx./g) (2,19
De cette derniére expression on conclut :

= Si0°=1, alors.t est optimal

= S B(X,/g) <, on peut arréter I’algorithme avec i est g-optimal pour le

probléme (F,).
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» S B(X,/g) > ¢, on commencera une nouvelle itération avec le nouveau plan de

support {&, s }

. 4-2- Changement de support
Soit le probleme dual suivant :

e(2)=by—d';v+d.w— min
Ay—v+w=C
r=20w=0
veR

(D)

Grace aux relations (2, 14) précédentes en aura

B(x,J5) =B, + BUs),

Et gréce au changement du plan x par X, on a amélioré I’estimation de
Suboptimalité en diminuant 5x :

B(E.Jg) = B(X) + BUg) = Bx) — (C'F — C'x) + BUp) < B(x.]p)
On ferade méme en diminuant B(/g)

BJe) = BUz) — (0(M) - 9(4)

Pour ce faire, on effectue uneitération de la méthode duale du support en passant du
support plan {, J g} au support plan{x, Js} pour lequel (X, Jg) <B(X, Js)

Pour celaon pose:

E; = E; + dgt;

Vi =y + &gt

Ou t est ladirection de diminution de lafonction duale

d est le pas maximal de long de cette direction.

Il.  4-2-1Calcul deladirection t et du pas Op:
En utilisant la définition de E et y on obtient :

E=yA-C =y +8t'(D)A-C" =E" + §t"(I)A

—————————————
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Dela:

') =t’(DA(L, J) = t’(I) =t’(DA(I, JB)
t’(1)=t’(Js) As™

Cequi donne:

t’(In) =t’(Js) AsTA(l, Jn)

Aprés calcul du plan x = &+ 0°€, le pas 6° est donnée par :

HY = min {1, Gju} = Gju, joeds

(2, 21)

On chercheraun indice j1e J4 qui vaentrer dans la base ala place de jo, pour cela:

Posons :

dl_j = Xj i fj. SEEJ' =0

H}-: dgj:xj ifj. 'E"[E_; < U
X; = Xx; fj. SEEJZUJE_IH

Avec:
Kg = Ag'(b— AyKy) = Ag'(b— Ayxy) — Ay Agty
= xg + {p
Il s’ensuit que :
K=x+{
Puisque la composante :
Xy =djjouxy; =dyet6’=6; <0

On auradors:
— e L U r = Fam — . ¥ . =
Ky =xp + € <xjy+ 07 = x5, = dy;, sif; <\,

— - . Up. — Y aw — . T I
H} —le i f_,l'l - IJ.]_ + 6 f_j'l le d‘sz 51 fj = U

(2, 22)

Dans tous les cas, on voit bien que I’indice j1 ne vérifie pas le critere d’optimalité

pour le dua (2, 20), on poseradonc :

B {Kj —dyj, six; = dy;
g =

f‘fj — dgj. S5LX; = dgj
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Et soit :

- [ —signe (ag), sij = jp
a 0 si JeJe\Ja

Avec:

() =t'(J0) At A )
Et calculons do tel que:
&= 6+ Y%, y°> 0

YO =vio= minj.y Yi

—0; . )
— blﬁj ;< U

0, 516}- :U,ij < U
co, 50 1o

Avec un tel indice jo ainsi choisi, on construit un nouveau support

JTE = Uﬂ"\ja]Uh

11.4.2.2. Estimation de suboptimalité du nouveau support plan :
Le passage d’un support plan { i, /g} au support plan {:t, jg}
Fera diminuer lafonction duale d’une valeur yolowo|. On auraaors:

B(Jz) =L (A)-L (A9 =L (1) - yolug| - 9(1%
=B(/B) -roluol < B(/g)

Donc I’estimation de suboptimalité B(:E, js) vaut :

B(X, Je)=(1- 8") B(x.J5)- roluol (2,23

II.2.5- Algorithmederésolution :

Soit un nombre réel positif non nul quelconque ¢ et un support plan initial {x, /5]
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1) Calculer:

Le vecteur desestimations : k' = (Ep, Ej;) = CRAg A — €
; . — prf a1
Le vecteur des potentiels: ¥' = Cp AL

Lavaleur de suboptimalité: ff{x, /)

2) Tester I’optimalité de la solution du support réalisable :

S fi{x,Jg)=0aorsarrété I’algorithme, {x, /g } optimal
S f{x Jg) <&, aréél’algorithme, {x, /g } e-optimal
S f{x, Jg)>¢ allerenll

1) Changement de plan x par & = x + 0°

Déterminer e vecteur £(J)

Déterminer |e pas maximal 6°

Déterminer le nouveau point &

2) Tester I’optimalité de la nouvelle solution réalisable &

Calculer B (X,/g)=(1-0°% B {x,Jg)
Si %=1, alors arrété I’algorithme avec{ x, Jg} optimal
SiB (%,/g) <&, aors on peut arréter I’algorithme avec {x, /g } e-optimal

SiB(t[g)>¢ dlerenlll

1) Changement de support Js par g

K=x+28
Déterminer la direction de diminution de lafonction dual t
Calculer yo tel que yg = y;g = Millje . ¥;

Déterminer I’indice j1 correspond al’indice j€[ g (Y])
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Déterminer e nouveau support J5 = (J5\jp ) U j;
Déterminer I’estimation de suboptimalité correspondante

B(X, Je)=(1- 6% B(x./g) - yolagl

2) Tester I’optimalité du nouveau support plan
Si B(x, Js) = 0, dors arrété I’algorithme avec {X, e} est optimal
Si B(X, Je) < &, alors arrété I’algorithme avec { X, Je}est e- optimal
Si B(X, Jg) > &, aller en 1. On passe & une nouvelle itération avec le nouveau

support plan{x, Js}.

[1.2.6- Exemple d’application :
Résoudre |e probleme suivant avec la méthode adaptée :
Z(x) = 3xy — 2x5 + 2x3 — max
EJ:I — X3 i Xy — 4
—Xq i :r‘.’.l'z 113:5
"'_:A'.'l = E.U'—'_:IE = 4,
=< =H

.IE'-'_:'EJ.U"'_:X‘; -

On démarre a partir du support plan {x, /g }

XT=(0,0,5,4) et Js = {4, 3}

Lamatrice de support est égalea:
3 M 1y ,4, 0 1
Ap= (@, a4)_(1 U)‘qﬂ N (1 U)

Avec Ay =-1#0 = Aginversible = Jg est un support
Alors: {x, /g } est un support plan non dégénéré.

Le vecteur des estimations vaut :

Egy = (EyE)) =y"Ay — Cy

Avec:

y! = CpAg' = (c3,c0) A5 = (0,2)
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D’ou :

T_ 2 -1y 5 o _.
B=02(5, 7 ,)-62=(56
AvecEs=E4=0
OnadorsE1=-5<0

E2=6>0

Soit I’estimation de suboptimalité définit par :

B(x.Jg) = Xej>0Ej(x; — dy;) + Xej<0 Ej(x; — dy;)
Je=ly Je=ly

= Ey(x; — dgy) + E3(x; — dy;) = 10
Donc: fi{x,]g) > ¢, le critére d’optimalité n’est pas vérifié.
Passant au changement de plan :
X ~XK=x+0°
Calculons la direction d’amélioration £ :

On alamétrigue des composantes non basique suivante :
dl_j —XJ = fj = dEJ —xj.jEfH\JE

Pour:Eij=-5=81=dy—x1=2
Pour: Ex=6=8,=di>—-%x2=0

€(Js) = (f‘;) =- AgAHe(JH) = (_i)

Calculonsle pasoptimal °:

Avec 6°=min {0j1, 1}, 01 = Millje p, 6;

6, = 228 % (#3 > U)
gg =2t _ 1 (p4 <y

1 .
A|OI’SHU = G_;l - Z:>J0:3
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Donc le nouveau plan x s’écrit :
x=x+0%=(0,0,54) + %(2, 0,2,-4=(10,6,2)

L’estimation de suboptimalité pour le nouveau plan est :
B(r/g)=(1-06°%pF(x/g)=5

Le critére de suboptimalité n’est pas veérifié.

Passant au changement de support : [g~/s

Afin de choisir I’indice jieJn = {1, 2} par lequel il faudra remplacer I’indice sortant jo,
Faisons aors une itération, pour cela posons :

g = K}'l —dgj = Ka _d]?}_‘» = X3 i ‘F:.j —d23 = 1(83)

tpl=(ta t3)= (0, -1)

tyl=(tu ) =(1,-2)

{T=(1,-2,-1,0)
y1 = E_l = 5
1
—hH> .
Ya = — =3

Ly

¥° = yjo=miny=min {y1, y2} =min {5,3} =3 =y

=j1=2
On auradonc:

Je=Is\io}u {i1} = {4, 3]\ {3}u {2} = {4, 2}

D’ou I’estimation vaut :

B(X, Je) = B(X./B) - ¥olupl= 2

Ce qui montre que (X, &) n’est pas optimal.

On recommence une nouvelle itération avec le plan de support {X, g}
Ou:

i'=(1,0,6,2), Js= {4, 2}
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Le vecteur des estimations En’ tel que :
y' = CpAg"= (s, c2) A= (0, -1)
Ev =y Ay — Cy' =(-2,-3)
Alors:
E1=-2<0
E3=-3<0
L’estimation de suboptimaliteé :
B(x, Je) = Ey (% — dgy) + Ex(X3 — dg3) = 2
Le vecteur de direction d’amélioration vaut :
Pour: ky =-2<0=4€1=du-x1=1

Ey =-3<0=483=0dx3—-x3=0
2= (43) = (o)

£(Js) = (;i) = —Ag Ayty= ( '3)

B |

Le pas 6° est calculé comme suit :
6°=min {8;,, 1}, 0;; = mingep, 6;

P

Hz = A = H f'flz > )
i P § 4
g, = 22— _ £4 <
4 'Ell.l -j- [. 4 r
On auradors:

0= min 1 4 = 0
e—mln{l,ﬂ}—lze—l

Le nouveau plan est égal a:

1 1 2
I=x+0%=x+e=10|+] 102 |=| 1\2

6 ] ]

2 —3\2 1\2

Puisque 6° = 1, le vecteur X est alors une solution optimale du probléme considéré.

Avec Z (X) = 17.
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I1.2.7- Conclusion :

Ce chapitre est consacré a la résolution d’un probléme linéaire avec une méthode
des points intérieurs dite la méthode adaptée, pour la construction d’un algorithme
de résolution d’un probleme de programmation linéaire donnée sous sa forme

standard. Basé sur lamétrigue du simplexe, ainsi qu’un exemple d’application.

De plus cet algorithme est doté d’un critere d’arrét qui peut donnée une solution
approchée avec une précision donnée al’avance.

Cette méthode a I’avantage que celle du simplexe qui réside dans la complexité
algorithmique, c’est-a-dire le nombre d’itération réduite ainsi que la rapidité de

convergence.

Il serait probablement plus intéressant d’insister plus sur la méthode adaptée pour
résoudre n’importe qu’elle programme linéaire a grande taille

En effet, dans le chapitre suivant, nous nous intéresserons a la résolution d’un
probleme linéaire a grand nombre de variables. Nous proposons une nouvelle
méthode pour améiorer la complexité algorithmique, c’est le but de notre prochain

chapitre
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Chapitre 111 : Résolution d’un probleme linéaire a grand nombre
de paramétres

1- Introduction :

Ce chapitre porte sur la résolution d’un probleme de programmation linéaire & grand
nombre de paramétres c'est-a-dire le nombre de variables est suffisamment grand par
rapport au nombre d’équations.

Le but est dans la recherche du pas et de la direction qui se fait en utilisant un autre
probléme auxiliaire dit probléme du support avec un nombre trés réduit de

paramétres : m+1 variables et m équations.

2- Position du probleme
Considérons | e probléme de maximisation suivant :
Z=C"x = mux
(Ps) Ax =5 (3,1
di =x=dy
ou x, C, di, d2 sont des n vecteursréels,
b est un m- vecteur réel,
A = A (I, ]) est une matrice d’ordre m x n, tel que rang A = m << n (le nombre de
variable est suffisamment grand devant le nombre d’équation n>>m) ;
I =1{1,2,..,m} L’ensemble desindicesdeslignesdeA.
] = 11,2, ..., 1} L’ensemble des indices colonnes de A.

C’ est letranspose de C.

Ici on utilise les mémes définitions que dans |e chapitre précédent.

3- Iteration de I’algorithme :

Soit {2, /g un support plan de départ non dégénéré. Aprés avoir fait I’accroissement

de la fonctionnelle, supposons que le critéere d’optimalité et de suboptimalité c'est-a
dire B(x, /g) >«.

Dans ce cas on fait uneitération{x, g} — {X,/g},
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Chapitre 111 : Résolution d’un probleme linéaire a grand nombre
de paramétres

ou X =ux+0°%.
Ou 4 est un n-vecteur appelé direction d’amélioration et
0 (Rée! positif) est le pas admissible maximal le long de la directionf’.

Ladirection 4 et le pas© seront trouvés en résolvant le probléme suivant :

AZ =C'X — C'x > maxg ,
(Ps’) AX — Ax = A€ =0 3.2
dy; —x<0f=<dy;—x

On auradors:

maxg yAZ = C'Ax = C'B¢
(Ps’) Abt =0
dlj —Xj = H’f} = dgj —XJ:

En utilisant le support /g ,0A{f prend laforme

OA(1, J) £(J) = 6A(L/g) £(/p) + OA(L/g) £(/m)
=0Ag 15 tOAL {1 =0 (3,3

De cette décomposition le probléeme (Ps’) devient :

maxg ; AZ = 0C"(Jg)E(Jg) + L' (Jg)t(Un)
bAgty + 8Apty = 0 (3.4)
dy; —x; = 0f; = dy; — x;,]
jel
Sur [ , on pose 6=1 et les composantes f; du vecteur £ sur [ vérifient les
inégalités ;

dlj—xjifjidgj—xj.jffh- (3,5
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de paramétres

De la I’accroissement de la fonctionnelle, AZ atteint son maximum pour les valeurs
des composantes de € suivantes:
dyj—xj, siE;j >0
£; =4dy; —x;, siE; <U 3, 6)
0, siE; =0, jejy
Comme 4 doit étre admissible, les composantes basiques de ' seront déduites de la

formule:
At =0 < A(L])¥(]) =07
A(1Jp)t(Jp) + A(LJg)(Jy) = 0
D’ou :
&(/z)= —Ap' Auty 37

Comme C’(Jg) £(/g) est connu, on vale nommer par :

Cm+1=C () t(/n)

et désignons par A,,+1 = Aty un vecteur connu. En remplagant ces quantités
dans le probléme (Ps’) , on obtient le probleme suivant & m+1 variables 45 = ({1, ....,

fn)eth:

maxg ; AZ = 0C"'(Jg)£(Jg) + OC4q
BAE'.FB i Hﬁm+l = U
dlj —XJ: = fj = dgi —XJ: ] EJ’E
=<1

(3.8)

Ce probléme est appel é probléme du support.
Faisons un changement de variables :
Posons :

§j= 08f,j=1m

U St =6
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Delale probleme (3, 8) devient:

C'Ax = {-IIUB}EUB,} FIm+1 G

+1
T:l C;S; = maxs; j—Tm+1
(Ps) Ajs; =0 j=1m (3,9)

dij—x; =5, =dy; —x; j=1,m
{]25”14_12 1

Ce probleme peut étre résolu soit par la méthode graphique, ou simplexe, ou par la
méthode adapté.

On résout le probleme (Ps) par la méhode adaptée en prenant la paire
{S=(S;.j=1,...m+1),Js} comme support plan de départ, avec S=0.

Au bout d’un certain nombre d’itérations on obtient la solution optimale
(S%JelousSy .y =65 =6, j=1,...m

En utilisant cette solution, on construit |e support-plan du problémeinitial :

Xf=x+5=1,...m

X =x; + 6", jely

Ici deux cas peuvent surgir :

1. L’indice #rt + 1 n’appartient pas a 3

2. L’indice mnt + 1 appartient a ]2

Dans le premier cas, en revenant au probléme initial, on utilise le support ,rg gu’on
pose égal a [z comme support de départ.

Dans le deuxiéme cas, par la méthode duale on exclue I’indice rt + 1 du support
pour avoir un nouveau support /5.

Lanouvelle itération démarrera avec le nouveau support-plan { X*, Jz}.
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[11. 4- Exemple d’application :

Considérons le probléme suivant :

Z(x)=2x; —x, + x5+ x, + x5 + x5 — Mux
Xy xp a3+ 2, — x5 +x, =10
—Xy + 2% +x3 — x4+ 2x5 — x5 = 10
0=x,=10 j=16

Soit le support plan {x, Js}de départ :
Val=2 |/ul=4

Ig = {13}, xg = {x1, X3}
XT=(1,2,7,0,0,0)

Lamatrice de support est égalea:
Ag = (1, ) Avecldgl2# U
Agnversible — J 5 est un support

{ x, Jg} support plan non dégénéré.
Lavaleur des estimations vaut :

Ef, = (Eq, Ey, Es, Eg) = YTAu -Ch
Avec:

Yt = cpAg!

A =0 D)

e D=(3)

2" 2

= (G265 -1
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Chapitre 111 : Résolution d’un probleme linéaire a grand nombre
de paramétres

Avec:E1=E3=0

Onaadors:

F2=>>0,E4=~>0,Es= —<0,Es= 1>0
2 2 2

Soit I’estimation de suboptimalité définit par

B (x,/g) = XEj>v EJ(x; — dyj) + XEj<v EJ(x; — dg;j)
ieJH JjejH

= E(x;— dy) + Eg(xg— dyy) + Es(xs— dy) + Eg(xs — dyg)

B(x,/g) = 18>

Donc B (x, /g) > &, le critére d’optimalité n’est pas vérifié passant au changement de
plan.

x~k=x + 8%

AZ = (' — C'x = 6L - maxg
AL =0
dl—IEHf’Edg—x

Fai sons une décomposition de

gAt = 6A(L]) £(]) = 6A(LJp) £Up) + BA(LJy) £Un)

On auradonc:

maxg y AZ = 0C"(Jg) () + 8L ()t (Jn)
BAE{IIE i BAH'fIH = U
dl_j —XJ: = E"'E} = dgj —XJ:

Posons :
C'Jg)t(Uy) = Cysa
AH‘FH = Am+1
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Et avec le changement de variables suivant :

[Sj = Hfj,j = 1,m
Smy1 =B

On aura probléme suivant am+1 variable :

- m+1
L-J'ﬂx — C_,I:Sj —& ]Ilﬂxs}_j=1|}}1+l
j=1
(P) 4 A;5,=0 Jj=1m
dl_j — X; r_:S; = dEJ — X _} = 1,m
| U< Spyy <1

Ceprobleme seraaors:

T

Az = Ei=l CiSj + Cmy19ms1 = MAX

=C1S1 + G+ CoS + CaSs + CsSs + CeS

Avec
81:9'{'1,83:91?3,82:9'{"2,84:91?4,S:,:e'f'ls,Ssze-fe

Calculons la direction d’amélioration 4 :
Iu=1{2,4,5,6}

Pour 6 =1:

dij —x; =€ = dg; —x;,j € Jy\p
to=dyy — x5 = —2,(k; > U)
ta=dyy — x4=0,(Ly > 0)

5= dys — x5 = 10 (E5 < U)
te=dy — x5 =0(Lkg > U)
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On remplacelesvaeursde 4 et C dans AZ on aura:
AZ=2S1+ S3+ 0( CoS + CaSy + CsS5 + C6S6)
=25+ S + 6(2+10)
AZ=2S+ S3+ 120
AZ=20 £1+ 043+ 120— muxg p g,
Onpose: S =04
=043
S=6
On auradonc:
AZL=2S51+ S + 12 S3— max
On feraladécomposition de® Af=0

0 Af =0 A(l J)E(])
=0 A(l, Jg)t(p) + B AL Jy)t(Uy)

2 — =3
o(, 11)(i;)+9(21—21 ! (luu):o
i
(251 + 57 + 1257 — mux
6+ 645 —126 = 0O
—64; + 645 + 1660 =0
-1<8#; =9
—7<686£5<3
\ u=6<1

-

AVGC:dlj — XJ: = H'{JJ Ldgi —Ij
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Le probléme aura saforme finale suivante a 3 variables :

(25) + 59 + 1257 — max
.5'1 i .52 — 1.&-53 =0
—5; + 57+ 165; =10

—-1=5 =9
—7=<5,=<3
\ 0=5;=1

Grafiquement en aura :
25, +45,=0 — 25,=-485,
=3 8, = 28,
5, —25;—125;=0—=35, =145,

En remplacant dans lafonctinnelle :

385; — maxy,

-1<5,<9 —-1<145, <G : ﬁ‘—isa gﬁ
-7=<5,<3 = —-7=<-25;<3 _—3{5 <7
D<t, <1 0<S, <1 2 T8
D=5;=<1

o< s, <2

14

Max AZ est atteint pour S, =i

Ona: §5; =6 =2
14
S =0 fi=— §1=9— £,=14
14

0 8r=— f3— €= 05
14
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D’ou le plan :
X={(x;+68,x;, + 68,33 +648;,x, +68,,x5 +85,x5 + 6E)

a 4u

= _ e s W
X = (lnr},r 4 rGr 4 rG:]

Calculons I’estimation de suboptimalité pour le nouveau plan X
B(X, Jg) = E2(X;—dyy) + Eg(Xy—dys) + Es(X5—dyy)
+E¢(Xg— dis)

293

£d

On passe au changement de support : [ *—JTE

=10+14-10=14

th = (ty,23) = (—14,0)
;L 12 —12Y 1 2-1 1
ty = (—14,0) (155: u:) (oot 2

—(7,—21,21,—14)

—Eg 145
Ye = .

—b b4
};3 — - Z?

ol
_.t-d 1 -
= = =3 = 6

]"'t: o 13 _Jl
D’ou

Is =Js\Uulio} ={1,3}u{6}={6,3]
B(E.J5) = B(E.J5) — Yolo| = =

£

Onadonc B(X,J5) = &
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On recommence une nouvelle itération avec :

(102 % g ®
’r’_(lﬂ'-;'-; rﬂr-; .0)

Js = 16,3)

A= _})

- 1ys3 -1
AE __E(_l 1J

EE = {ElrEErE-hEE::] = YTAH -Ch

Avec .

YT = CgAz"

R SR | =1y __ .. :

Y =—S@1(; ;)=@0

D’ou :
T 1 1 2 -1 q oA

Ef=00, ; 1, 70)-2-111)
= (_lrzrlr_zj

Avec: Es=Es=0

Soit I’estimation de suboptimalité définit par :
B(X,Js) = Ley>u Ej(x; — dy,;) + Zeyeu Ef(x; — dy))
JEIH JE<IH

6U ‘
[ .
b

Changement de plan

X~x=x + 8Y4
AZ = E;nzl 'E:r-S:r + Crr:-rlsm-t-l — max

=C3S + C6Ss + C1S1 + CoS + CaSsy + CsS4
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Avec

S3=043 S5=04s, S1=041, =04, =044 S=0 15

'FUEJ =¥ J'H :{lr2r4i5}
€1=dy; — X; =0,
fr=dy, — X, — &'
fi=dyy— %, =0
fs=dyy — X5 ==

AZ= S+ Set+ O( Ciff1 + Cof's + Cal'y + Csts)

= Sot S5+ 0( =+ )
PR
AZ =S+ SG'*'EO
F
AZ= S+ S+ # 0— MaxXge. ¢,

0 Af=0A(L)L(])
=0 A(LJp)t(Js) + 0 A(L, Ju)E(y)

o A)()+e(t, 1,5

~|Bow|Le

fsa + St‘: + # Ei—}?ﬂﬂk'g_fa,fﬁ

6€, + 64, —%9 =0
Yegr, <>
” f
0=6f, =10

L 0=6=<1

-

————————————
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{ 30
53 ¥ Sn ¥ ? 68— 'i‘ﬂﬂ'l’glfg_f’&

Graphiquement en aura:

; iu iu
20

—Za+s,—Zg=0
i i

“<-Zg<T —<f< -2
i i 2
0=2g<10 =) 0<o<’
a
0=6=1 0=8=1
— 0=8<1

Sy =—= Se=0fa— 0y =——

= ¥ ¥
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de paramétres
al ol
szj Se=6'feﬁtgn=7
=1

X=(x,+ 60,0, +6f,x,+6f,,x,+6{,,x; +06f;,x,+6{,;)

- _ 20 o 7u 3w
r‘:'_(lﬁjﬂl_; lﬂ!}, ";J

Calculons I’estimation de suboptimalité pour le nouveau plan X
B (f’ JTB) = El f\i - ﬂr: 1]' + Ez (?2 - dl}.'} + E4. {i - dlq-j

+Es(Xs —dy5) =0

D’ou la solution est optimale
20 “u u

x" =(10,0,—.0,— ,—
( rr,j,r r,f,r,’l,-,)

Avec: Z(x" ) = 40.

1. 5- Comparaison :
Pour comparer cette méthode avec celle du chapitre Il on va résoudre le méme

probléme avec la méthode adaptée.

Considérons le probléme suivant :

Z(x)=2x; — x5 + x3 + x, + x5 + x4 — MUX
Xyt x5 a3+ 2x,— x5 +x5 =10
—%,+2x; +x3 — x4 +2x5 — x4 = 10
0=x, =10 j=16

Soit le support plan {x, Js} de départ :

IBl=2 |[ul=4
Jg =11, 3}Lxp = {x, x3}x" = (1,2,7,0,0,0)
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Lamatrice de support est égale a:
Ay =2, 1) Avec|Ay2= 0
-1 _1m1 -1
Ay” = 1(1 1]
Lavaleur des estimations vaut :

EI{I = (Eg,b-q_, EEP'EE) = YTAH - CH

Avec:
yT =cpat
. 1 - 2 -1
yT=(z2, 1)5(11 ll)= (E'?)
D’ou :
_ (2 1\1 21 1
Ep= (;-_2") (1—1 Z —1) -(-1111)
_f25 -4 1
\3'e" 3 'E)

Avec:Ei=E3=0

On adors:

E :£>O —£>O :__H<OE :£>O
2= 3 ,E4—& , Es 3 Ee =3

Soit I’estimation de suboptimalité définit par

B(x,/g) = XEj>v EJ(x; — dyj) + XEj<0 EJ(x; — d3j)
ieJH jeJH

= Ep(xy —dyy) + Ey(xq — dyg) + Es(Xs — das) + Eg(xg — dyg)

I:I4>
3

Donc: B (x, fg) >0, lecritére d’optimalité n’est pas vérifié,
Passant au changement de plan

x~E=x + 6%

64



Chapitre 111 : Résolution d’un probleme linéaire a grand nombre
de paramétres

* Construction de la direction d’amélioration 4 :

ty=dyy —x3 = —2 (E, > 0)
Ly=dyy—x4=0 (E, > 0)
£s = tys — x5 = 10 (Es > 0)
P =ty —x5=U (Eg > 0)

(A P 1y 241 W o
f’UaJ—(h)—_ﬂﬂ AptUp) =—5(; G354 10
= (%)

*Calculons le pas optimal Y
Avec Y = min[{ijl, 1] ,0j1 = mine g 6;

(£, > 0)

1
gy =225 :5 (£5 < 0)

Y :
Alors 6" = 01 =L =1

Donc le nouveau plan x s’écrit :

x~x=x+6"=(1,270,0,0) 4 1—511(14.—2-—%”' 10,0)

= (10,22 g2
17

f'u}

L’estimation de suboptimalité pour le nouveau support plan :
r — — 0 — _i = o ® .
BT/ = (1-6")xJp) = (1) =10>e

Le critére de suboptimalité n’est pas vérifiee
Passant au changement de support /g~ fH
On pose:
g = Kfl_dzj :Kl_d?l:‘rl Ifl_dzl: 1+14—-10=5
!é - {tlrr'dj = (—5,0)
.
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_{ -5, U)(l 1)(2 —21 _21—1
_(__15 s

r—(S

,—5)

—-15 15
2 'z

,—3)

Calculons g tel que: yg = ¥jg = Iilljep, ¥

_ -E, 1
_ —E; _1&

Vs t: 45
_ —Eg 5

1 .
= ra—jo=1%

D’ou mlliljeyp. ¥j = g

Onauradors:

Je = Je\U1} U U} = {1 3)\{1} u {4} = {43}
D’ou L’estimation :

BT, Jp) =B(¥.Jp) — Yalaol = T > &

B(i,] 5) n’est pas optimale.

On recommence une nouvelleitération avec le support plan {X, /g }

Avec|Ay =-3% U
_ __( 1 —.a_'
y’z—;u. () =G

r 8?42
EH_(3'3' 1’33'
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On auradonc:

h'lz—gﬂ:u, Ey=->0, Es=—1<U, b;ﬁz—%ﬂ:u

[0 I

B(X.J5) = E;y (X3 —dzy) + Eo(F3 —dyy) + Es (X5 —dyy) +

4ad

Eb(.f — dlﬁj: E g

(=)

* Changement de plan :
{’1=d21—.fl=u {EI{U_}

_ s |
ty=dy —H=— (>0
_ s
t5 =dys — X5 = (Es <0)

f5:dgh—£5:1ﬂ [.EE{U}

]
tUs) = (1) = —Ag*AntUn) = (O 792, L2 4 (5?{‘:5) =

10
_ (fu‘-,zl)
—10\3
*Calculons 6" :
by = ‘1:1;"_3 = (45> 0)

0y = minje; 8; = 0=04 = jg

3 40 U,E,UJ

X=x+6"=(10-,—,
it /

B(%Jg) =1 —6")B(F Jg)=10> &

Changement de support : Jz~/p
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On pose:
- B o 10
ug = Kjy —dy; =Ky —dyg =Xy + 44— d”__?
} 10
tp = (t3,14) = (U, 7))
B 0,r—1 =231 1 -1
= ——U] J(_ | G —1
-10 —30 20
-GS
r_ (210 410 ﬂ 20
' = (5 U3 )
Calculons yg tel que: ¥g = ¥jg = Milljey. ¥j
_ % _ 85
"= T
_H_Aa
2 = T
__Eh_i
Y6 =, ~ 30

D’ou Milje;, ¥j == Vs> jo =06

30
Onauradors:

Je = Je\Ui} U U} = {4, 3)\{4} u {6} = {6,3}
D’ou L’estimation :

B(X.Jp) = B(X.J5) — yolugl = Y > &

(%, J5} nest pas optimale.

On recommence une nouvelle itération avec le support plan [xz. _.*:5}

Avec: © = (10,2,2,0,2,0)
Jg = 16,3}

1
y' _Eaﬂﬂlﬂﬂ ( )
Avec Ay =-2+ 0
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-1_ 1711
AH 2(—]_ 1

y'=-;an(F PD=auv

Ey=(-1,21-2)

On auradonc:

E,=-1<0, Era =2> 1, Esa =130 Es=-2<0

L’estimation de suboptimaliteé :

BEJ5) = Ey(By —day) + Ep (R, —dyy) + E, (R — dh) +

* Changement de plan

t1=dy —x5 =0 (Ey < 0)
ty=dy, -5 == (E>0)
ty=dig — X4 = (Es>0)
1§’5:f5t'25—-‘l=?5:$ (Es <0)

0
#(Jg) = (sz) = —AglAut(y) = %(:i —i )(l_l 12 2 1_3 (—iv) _

25\7

_ (—lu‘\lﬂc]
5

*Calculons 6" -

.93=““T;"_3=ﬁ (5 < U)

£=%+6%=(10,0,7,0,10,5)
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B(x.Jg) = (1 —6")p(E Jp) =0
{lf' . jzg}Est optimale.

Donc I’algorithme s’arréte, avec la solution réalisable optimale et I’optimum sont

donnéspar: x* = (1U.§.$.U.4T5.U)

Lavaleur optimale du probléme: Z{x") = 40, aprés 3itérations.

6- Conclusion :

Nous avons propose dans ce chapitre une nouvelle méthode de résolution des
problémes a grand nombre de parametres a variables bornées, permettant de converger
une solution plus rapidement vers I’optimale.

A travers ces deux exemples effectués, on constate I'efficacité pratique de cet
algorithme en termes d’inferiorité du nombre d’itérations qui est trés réduit, en
comparant avec cel du chapitre 1.

En effet, I’introduction de la nouvelle méthode a impliqué une améioration de
taux de convergence de I’algorithme, ce qui montre la robustesse de notre algorithme.

70



Conclusion générale

Conclusion générale:

Les méthodes des points intérieurs sont connues par leur efficacité, rapidité de

convergence en traitant des problémes de grande taille.

Notre travail a consisté en la résolution d’un probleme de programmation linéaire a

grand nombre de parameétres en utilisant un autre probleme auxiliaire dit probleme de support.

Pour cela nous avons commence a rappelé certaines notions classiques importantes sur la
programmation linéaire. Nous nous somme intéressé ensuite dans le deuxieme chapitre a
présenter la méthode adaptée pour résoudre des problemes de programmation linéaire a
variables bornées ainsi qu’un exemple d’application. Cette méthode possede un critére d’arrét
S une certaine précision obtenue est satisfaisante. En effet, le calcul d’un nombre appelé
estimation de suboptimalite permet d’estimer I’écart entre la valeur de la fonction objectif a

une itération donnée et sa valeur optimale.

Nous nous somme ensuite intéressé dans le dernier chapitre & la résolution d’un

probléme a grand nombre de parametre en utilisant la méthode de support.
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Résumé

Au cours de ce travail nous avons propose une nouvelle méthode de résolution des
problémes a grand nombre de parametres a variables bornées c'est-a-dire le nombre de
variables est suffisamment grand par rapport au nombre d’équations, permettant de
converger une solution plus rapidement vers I’optimale, appel ée probléme de support.

Pour celanous avons commence arappeler certai nes notions classiques importantes sur
la programmation linéaire. Nous nous somme intéressé ensuite dans le deuxiéme
chapitre a présenter |a méthode adaptée pour résoudre des problemes de programmation
lindaire a variables bornées développée par les professeurs R-Gabassov et F-M-
Kirillova dans les années 1970. Cette méthode posséde un critere d’arrét si une certaine
précision obtenue est satisfaisante. Les itérations de cet algorithme se font en deux
étapes, le changement du plan et le changement de support, sachant que ces deux
changements sont indépendants. En effet, le calcul d’un nombre appelé estimation de
suboptimalité permet d’estimer I’écart entre la valeur de la fonction objective a une
itération donnée et sa valeur optimale. Le but de dernier chapitre est dans la recherche
du pas et deladirection qui sefait en utilisant un autre probléme auxiliaire dit probléme
du support avec un nombre tres réduit de paramétres : m+1 variables et m éguations,

puis résoudre e probléme avec |a méthode adaptée étudié en deuxieéme chapitre.

Mots clés: méthode adaptée, support plan, support, méthode de support, estimation de

suboptimalité, probléme de support.
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