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Résumé

Dans ce travail, on s’intéresse a la rupture épidémique dans les processus autorégressifs
d’ordre 1. On présente d’abord quelques statistiques classiques et holderiennes pour
tester la rupture épidémique dans la moyenne des variables aléatoires, puis on utilise
les statistiques holderiennes pour détecter la rupture épidémique dans la moyenne des

innovations du processus AR(1).

Abstract

In this work, our aim is to study the epidemic change in autoregressive processes of
order 1. We first present some classical and Holderian statistics for testing the epidemic
change in the mean of random variables, and then use Holderian statistics to detect an

epidemic change in the mean of innovations of the AR(1) process.
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Introduction générale

Un point de rupture est un moment ou les parametres d'une distribution de données,

tels que la moyenne, la variance, ou d’autres changent.

Parmi les premiers chercheurs a avoir étudié les probléemes de rupture, on trouve
Chernoff et Rubin [5], Chernoff et Zacks [6] , Sen et Srivastava [23], Pettitt [20],

Gombay et Horvath [8], ainsi que plusieurs autres.

Levin et Kline [17], Bromeling et Tsurumi [3], Yao [25], Avery et Henderson [1]
ainsi que Rakauskas et Suquet [22], ont étudié les problémes de rupture épidémique,un
type caractérisé par une variation significative dans un parametre de la distribution des

variables aléatoires observées, suivie d’un retour a la situation initiale.

En général, I'inférence statistique sur les points de rupture comporte deux aspects : tester
la présence d’une rupture dans la séquence des variables aléatoires observées, et estimer

le nombre de points de rupture ainsi que leurs positions.

Dans ce travail, nous nous intéressons aux tests de rupture épidémique dans la
moyenne des innovations d’un processus autorégressif d’ordre 1. Ce type de processus est
couramment utilisé pour modéliser les séries chronologiques dans divers domaines tels

que la médecine, la finance, la météorologie. . . ( voir par exemple Brockwell et Davis [2]).
Ce mémoire est composé de trois chapitres et trois annexes.

Dans le premier chapitre, nous introduisons d’abord les processus autorégressifs
d’ordre 1 (AR(1)) et nous présentons quelques propriétés. Ensuite, nous donnons un
exemple de données réelles récentes qui se modélise selon un AR(1). Nous terminons par

une généralisation aux processus autorégressifs d’ordre p (AR(p),p > 1).

Le deuxieme chapitre est consacré aux tests statistiques pour la détection de la
rupture épidémique dans la moyenne des variables aléatoires. Nous débutons par la

présentation de quelques statistiques classiques, telles que la statistique de Levin et Kline
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[17], la statistique du rapport de vraisemblance proposé par Siegmund [24], et enfin les
statistiques holderiennes proposées par Rakauskas et Suquet [22].

Pour comparer les performances et la puissance de ces statistiques, nous réalisons une
étude de simulation. Nous concluons ce chapitre par une application sur des données

réelles.

Dans le troisieme chapitre, nous testons la rupture épidémique dans la moyenne
des innovations d'un AR(1) en utilisant les statistiques holderiennes définies au chapitre
2, basées d’abord sur les résidus et ensuite sur les observations du processus AR(1).
Nous éffectuons une étude de simulation pour deux types d’innovations : gaussiennes et
uniformes sur [—1, 1] et pour deux valeurs du parametre autorégressif . Nous terminons

par un exemple d’application sur les données réelles.

Les propriétés du mouvement brownien et du pont brownien sont présentées dans
nnexe A. n nnex n donne quelqu rogramm imulation utilisé n
I’annexe A. Dans 'annexe B, on donne quelques programmes de simulation utilisés dans

ce mémoire codés en Language R.



Chapitre 1

Processus stationnaires et processus

autorégressifs

1.1 Processus Stochastiques

Définition 1.1

Un processus stochastique (Y;);er est une famille de variables aléatoires Y; indexée
par un ensemble T'. En général T'= R, ou R Si 7" = N alors le processus est une suite
de variables aléatoires. Plus généralement quand 7" C 7Z, le processus est dit discret ou
une série temporelle. Pour T'C R, on parle de champ aléatoire (drap quand d = 2). Si T
n’est pas dénombrable, on a un processus continu.

Un processus dépend de deux parametres : Y;(w) dépend de t (en général le temps) et

de laléatoire w € Q) :

— Pour t € T fixé, w — Y;(w) est une variable aléatoire sur lespace de probabilité
(Q, F,P).

— Pour w fixé, t — Y;(w) est une fonction a valeurs réelles, appelée trajectoire du
processus.
Définition 1.2
Un processus (Y;) est dit a accroissements stationnaires si la loi des accroissements
Yi;in — Y ne dépend pas de t > 0, c’est-a-dire Y, ) — Y, £ Y.
Définition 1.3

Un processus (Y;) est dit a accroissements indépendants si pour tout p > 1 et
0 <t <ty < --+ < tp, les variables aléatoires V;,,Y;, — Y;,..., Y, — Y, | sont

indépendantes.
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Définition 1.4

Un processus (Y;,t € Z) admet une représentation causale s'il peut s’écrire comme
combinaison linéaire des valeurs passées d’un autre processus, c’est-a-dire, qu’il existe

une suite (¢;,7 € N) et un processus (Xy,t € Z) tels que

Y, = Z¢iXt—i7 vVt € Z.
€N

Définition 1.5

Un processus (Y;,t € Z) admet une représentation inversible s’il peut s’écrire comme
combinaison linéaire des valeurs d’'un autre processus, c¢’est-a-dire, qu’il existe une suite

(1,1 € Z) et un processus (Xy, t € Z) tels que

X =Y Y, Ve

1EL

Définition 1.6

Un processus gaussien a temps discret (Y;)iez est un processus discret telle que la loi

de nimporte quel vecteur extrait est gaussien, c’est-a-dire

Vn € N V(ty,...,t,) € Z" : (Yy,,...,Y:,) est un vecteur gaussien.

1.2 Processus stationnaire

Définition 1.7

Un processus est dit (strictement) stationnaire si pour tout h € Z, (Yyin)iez £ (Yi)tez

ne dépend pas de h, c’est-a-dire pour tout h € Z et tout ¢y,...,t, € Z, on a

(}/1514_}“ s 7}/;5p+h) é (Sftla ce 7}/1;1,)‘
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Définition 1.8

Le processus {Y;;t € Z} est dit faiblement stationnaire (ou stationnaire du second

ordre), si les trois conditions suivantes sont satisfaites :

(1) VtelZ, E(Y:;) =p, indépendante de t.

(1) Yt€Z, V(Y;)=o0?< oo, indépendante de t.

(iii) Y(t,h) € Z®, Cov(Yy, Yiyn) = E[(Yien — p)(Yz — )] = v, ne dépend que de h.

vy, est dite I’auto-covariance d’ordre h de ;.

1.2.1 Propriétés
1. De (iit) si h = 0 on aura, ¥(0) = Var(Y;) = o2

2. La stationnarité stricte implique la stationnarité faible (la réciproque n’est vraie que

pour les processus gaussiens).

1.2.2 Exemple d’un processus stationnaire

Un exemple classique de processus stationnaire est le bruit blanc.

Définition 1.9 Un bruit blanc fort est une suite de variables aléatoires indépendantes

et identiquement distribuées centrées et de variance finie.
E(gt) =0. et V(Et) = 0'2.
On note &; ~ 1.i.d(0, o?).

Définition 1.10 Un bruit blanc faible est une suite de variables aléatoires

non-corrélées centrées et de variance finie.

E(gt) =0.
o2 sih=0.

0 sih#0.

v(h) = E(e; - er4n) =

On note g; ~ BB(0, 0?).
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Définition 1.11 Un bruit blanc gaussien est un bruit blanc fort pour lequel la loi
commune des variables aléatoires est une distribution normale de moyenne nulle et de

variance o2, on note &; ~ N (0, 0?).

1.2.3 Exemple d’un processus non stationnaire : Marche
aléatoire
La suite (Y;,t € Z) est une marche aléatoire (random walk) lorsqu’elle s’écrit sous la

forme suivante :
Y=Y 1 +e.

2

ou &; est un bruit blanc de moyenne nulle et de variance o° et Yy dénote une valeur

initiale quelconque. On note que son espérance E(Y;) est constante et égale a E(Y]) pour
tout ¢.
De plus

Jj=1

t+h t
Cov(Y, Yiin) = Cov Zei, Zej
i=1

Donc une marche aléatoire n’est pas stationnaire car la suite des covariances dépend de t.

Dans la section suivante, nous nous intéressons a la stationnarité faible.

1.3 Processus autorégressif d’ordre un

1.3.1 Définition

Un processus autorégressif d’ordre 1 est un modele de série temporelle ou la valeur
actuelle dépend linéairement de sa valeur précédente. L’équation d’un processus AR(1)
est donnée par

Yo = C+ QY1 + €¢. (1.1)
Ou :
y; est la valeur de la variable de série temporelle a I'instant ¢.

¢ est une constante.
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¢ est le parametre autorégressif qui représente la dépendance de la valeur courante

par rapport a la valeur précédente.

g; dit processus des innovations, ( ¢, ~ BB(0,0?)) indépendant de y;_ 1,9 . ..

1.3.2 Propriétés des processus AR(1)

1. Si |¢| =1, le processus (y;,t € Z) est une marche aléatoire.
2. Si |¢] < 1, le processus (y;,t € Z) est stationnaire.

3. Si |¢p| > 1, le processus (y;,t € Z) est explosif.

1.3.3 Moments d’un processus AR(1)

Pour calculer les différents moments d’un processus autorégressif d’ordre 1, On va

supposer que les bruits blancs sont des bruits blancs forts (g; ~ i.i.d.(0, 0?)).

Espérance

En prenant 'espérance de 1'équation(1.1), on aura :

E[y:] = ¢ + ¢E[y:—1] + Eley]. (1.2)

En supposant que |¢| < 1, on a la stationnarité de (y;), donc

E[y:] = Ely;1] = u

Comme E[e;] = 0, I'équation (1.2) devient (1 —¢)u = c,

ce qui implique
c
Ely,] = 1 = ) 1.3
W =n= 1 (13)

Variance

En remplagant ¢ par p(1 — ¢) dans I’équation (1.1), on aura :

Ye = (1l — @) + dyr1 + &4

D’ou :

(ye — 1) = d(yr—1 — p) + €. (1.4)

10
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En prenant 'espérance du carré de I’équation (1.4), on aura :
E((y: — 11)*] = ¢*El(yr1 — 11)*] + 20E[ (-1 — p)ed] + E[(e1)?].
On a &; et y;_1 qui sont indépendants et E[e;] = 0, ce qui implique
E[(ys—1 — e = 0.
Comme (y;) est stationnaire, on a bien :
El(y: — 1)*) = E[(yr-1 — p)*] = Var[y].

Ce qui implique :

Par conséquent,

Autocovariance

En multipliant 1’équation (1.4) par (y;—1 — 1), on obtient :

(e — 1) (Y1 — 1) = S(ye—1 — 0)* + ee(ye—1 — 1) (1.5)

En appliquant I'espérance a ’équation (1.5), on obtient :

Cov(ys, Y1) = E| (e — 1) (Ye-1 — 1)

= ¢E[(yr—1 — p)?] + Elee(y-1 — p)]
= ¢Var(y,)
1— g2

Autocorrélation

COV(yta yt—l)
Var(y;)

¢pVar(y;)

B Var(y;)
= 6.

Corr(ys, yi—1) =

11



CHAPITRE 1. PROCESSUS STATIONNAIRES ET PROCESSUS AUTOREGRESSIFS

Autocorrélation partielle

La fonction d’autocorrélation partielle (PACF) a l'ordre h, notée ¢pp, est définie par

Onh = COTT(yh - P(yh|yh—1, ce 7y1)7y0 - P(?Jo|y1, ce ;%—1)), h > 2.

ou P(ynlyn—1,-..,91) est la régression de y; sur I'ensemble yp,_1,...,y;.

De méme, P(yo|yi,- .., yn_1 est la régression de o sur U'ensemble yq, ..., yp_1.

Pour 'ordre 1 :

¢11 = Corr(y1, yo) = p(1).

Pour un processus AR(1) :

- La fonction d’autocorrélation partielle a l'ordre 1 est égale au parametre

autorégressif : ¢11 = ¢
- La fonction d’autocorrélation partielle est nulle au-dela du 'ordre 1 : ¢p,;, = 0 pour
h > 2.

1.3.4 Estimation du parametre autorégressif

Il existe plusieurs méthodes pour estimer le parametre autorégressif ¢ telles que la
méthode du maximum de vraisemblance, méthode des moindres carrés,etc.

On présente ici la méthode des moindres carrés qu’on va utiliser dans le chapitre 3.

Méthode des moindres carrés

On consideére le modele
Y= OY1 +e&, t=1,2,... (1.6)

La méthode des moindres carrés pour le modele (1.6) consiste & minimiser la fonction

Z — QY 1

t=2

M:

S(¢) =

t

[|
N

12
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On dérive la fonction S(¢) on obtient :
=2 Z — QY 1 yt—l)
=2
2<¢Z?/t1 Z?Jt%l)
=2 =2
22 (ytytfl)

S'(¢) =0 implique ¢ =2
> (yt—l)
=2

On peut facilement vérifier que

S” 22 (Ye-1)

t=2

On obtient 'estimateur suivant :

YtYt—1

>
=2
E(yt 1)?

1.3.5 Inversibilité et causalité d’un processus AR(1)

Un processus AR(1) est toujours inversible.

Un processus AR(1) est causal si |¢]| < 1.

1.3.6 Exemple d’'un AR(1)

Nous avons analysé les températures journalieres de la ville d’Oran sur deux mois du 01

avril au 30 mai 2023 disponible sur (https.//power.larc.nasa.gov/data-access-viewer).

Le tableau suivant donne un résumé des données.

Moyenne | Ecart-type | Minimum | Maximum
20.02 2.65 15.79 26.41

TABLE 1.1 — Résumé des données.

Nous avons constaté que ces données se modélisent selon un processus AR(1), qui

s’écrit sous la forme suivante :

yr = 0.78y,_1 + 3.81378 + &;. (1.7)

13
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Le graphe de la fonction d’autocorrélation partielle est donné dans la figure suivante.

08

06

04

Partial ACF

02
L

00

Lag

FI1GURE 1.1 — Fonction d’autocorrélation partielle.

On voit un seul pic significatif au premier lag sur le graphique d’autocorrélation

partielle. Cela suggere que ces données suivent un processus AR(1).

Le graphe suivant donne les courbes des données réelles et les données ajustées selon
le modele (1.7).

E— Données réelles
E— Données ajustées

FIGURE 1.2 — Comparaison des Températures Réelles et Ajustées.

On remarque que les deux courbes sont proches ce qui veut dire que le modele (1.7)

ajuste bien les données.

1.4 Processus autorégressifs d’ordre p

1.4.1 Définition

On dit que (y;,t € Z) est un processus autorégressif d’ordre p, noté AR(p), s’il s’écrit

sous la forme

Yy = C+ Qr1Yp—1 + PaYp—o + -+ + Oplr—p + €. (1.8)

14
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ou encore

p
Y = Z Oilfi—i + €. (1.9)
1—1

pour tout t € Z, ol ¢1, ¢, ..., ¢, # 0 sont des réels, (¢, € Z) est un bruit blanc de

variance o2.

1.4.2 Conditions de stationnarité d’'un AR(p)

I'opérateur qui transforme une variable y; en sa valeur passée est appelé opérateur

retard. Il est désigné par la lettre B (ou L) et tel que :

By = y;—1  (processus décalé d’une unité de temps)

B2?/t = B(B?Jt) = Bry_1 = y—2 oux_ = By,

By, =y, _q (processus décalé de d unités de temps)

Le modéle (1.9) peut s’écrire

®(B)y, =2 ol ®(B)=1—-¢B—¢B>—-- — B

Le processus (y;) est stationnaire si toutes les racines du polynéme ®(Z) = 0 sont de

module strictement supérieur a 1.

1.4.3 Condition de stationnarité d’un processus AR(2)

Soit (y;,t € Z) un processus AR(2) défini par

Yi = P1ys—1 + G2yr—2 + &4

Ce processus est stationnaire s’il vérifie les trois conditions suivantes

[pa] <1
o1+ @2 <1
P2 — 1 <1

1.4.4 Moments d’un processus AR(p)

Pour calculer les différents moments d’'un processus AR(p), On va supposer que les
bruits blancs sont des bruits blancs forts (g, ~ 1.i.d.(0,0%)) et que le processus AR(p) est

stationnaire.

15



CHAPITRE 1. PROCESSUS STATIONNAIRES ET PROCESSUS AUTOREGRESSIFS

Espérance

En prenant 'espérance de 1’équation(1.8), on obtient
Ely)l = ¢1E[ye-1] + GaE[yeo] + - - - + ¢pE[ys—p] + ¢ + E[ey] (1.10)

Puisque on a la stationnarité de (y;) et comme Ele;] = 0, ’équation (1.10) devient

p=(1+¢2+---+)utec

Ce qui implique
c

T 1=t Gat oty

Ely] = u

Variance et autocovariance

Sans perte de géneralité, supposant que ¢ = 0, I'equation (1.8) devient

Y = QY1 + Qo2 + -+ + Oplp—p + €4 (1.11)

En multipliant I’équation (1.11) par y;_, puis en prenant I’espérance on aura

(k) = Elyyi—r] = d1y(k = 1) + -+ + ¢py(k — p) + Elerys ] (1.12)

Pour £k = 0,1,...,p, nous avons un systéeme de p + 1 équations avec

7v(0), (1), -+ ,v(p) inconnues

o17(1) + ¢y (2) + - - - + yy(p) + o2 (1.13)
$17(0) + ¢ay(1) + - + @py(p — 1)

2 2
S —~
= O
SN— SN—
([

Y(p) = dry(p—1) + dov(p — 2) + - - + ¢,7(0)

(k) = g1y(k = 1) + doy(k = 2) + -+ ¢py(k = p) (1.14)

16
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Autocorrélation

En divisant (k) sur v(0), on obtient les équations de Yule-Walker suivantes

p(1) = @1+ ¢2p(1) + ... + Gpp(p — 1)
p(2) = 1p(1) + ¢a+ ... + dpp(p — 2)

p(p) = ¢1p(p — 1) + dap(p —2) + ... + by

p(k) = ¢1p(k — 1) + dap(k — 2) + ... + ¢pp(k — p)

Autocorrélation Partielle
Soit
Yt = P1Ys—1 + G2Yr—2 + ... + OpYi—p + £

La PACF d’ordre k est donnée par

1 p(1) p(1)
ot p(1) 1 p(2)
plk—=1) p(k—2) p(k)
Dk =
1 p(1) p(k —
ot p('l) 1 p(k —2)
p(k—=1) pk—=2) - 1

La PACF est nulle pour k > p.

17
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1.4.5 Estimation des parametres autorégressifs

Un modele AR(p) s’écrit,

Y = Zyp+ &

ou & est un bruit blanc, Z; = (Y;—1,Yi—o,...,Yi_,) et &' = (¢1, P2, ..., dp).
L’estimation des parametres du modele Y; = Z]¢ + &, par la méthode des moindres

carrés est donnée par
6= (22 2,

Proposition

Si les racines du polynéme caractéristique (racines de ¢(z) = 0) sont a 'extérieur du

disque unité, alors
626 et V(o —9) - N(0,02V),

N o . 1 /
ouV =p lim -Z,Z;.

1.4.6 Inversibilité et causalité d’un processus AR(p)

Un AR(p) est toujours inversible.
On dit qu'un processus AR(p) est causal si les racines de sont polynéme sont de module

strictement supérieur a 1.

1.4.7 Exemple d’'un AR(2)

Nous avons analysé également les températures de la ville d’Oran du premier trimestre

de 'année 2021 disponible sur (https.//power.larc.nasa.gov/data-access-viewer).

Le tableau ci-dessous nous donne un récapitulatif des données.

Moyenne | Ecart-type | Minimum | Maximum
13.64 2.55 8.10 19.51

TABLE 1.2 — Résumé des données.

Nous avons vérifié que ces données se modélisent selon un processus AR(2), ayant la

forme suivante :
Yy = 1.1143y;, 1 — 0.3191y;_o + 5.70813 + ;. (1.15)

Le graphe de la fonction d’autocorrélation partielle est donné dans la figure suivante.
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08
L

04

Partial ACF

0.0

-0.2
L

F1GURE 1.3 — Fonction d’autocorrélation partielle.

On remarque deux pics significatifs au premier et au deuxieme lag sur le graphique
d’autocorrélation partielle, ce qui montre que ces données suivent un processus AR(2).
Le graphe suivant donne les courbes des données réelles et les données ajustées selon le
modele (1.15).

Données réelles
—_— Données ajustées
: \AWWM/\/
L
T T T
20 40 80

T
60

18

Valeurs
14 16
L

12

10

T
0

Temps

FI1GURE 1.4 — Comparaison des Courbes de Températures Réelles et Ajustées.

On voit que les courbes sont proches, ce qui montre que le modeéle (1.15) ajuste bien les

données.
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Chapitre 2

Tests de rupture épidémique dans la

moyenne des variables aléatoires.

2.1 Introduction

Soit (Xi, Xs,...,X,) un échantillon de variables aléatoires indépendantes de moyennes
W1, fho, . - ., lhy Tespectivement.
On dit qu’'une rupture est présente dans la moyenne d’un échantillon s’il existe

l<p<mnetd#0 tel que

Lo, sie=1,2,...,p
i = .
o+90, sie=p+1p+2,...,n

p est dit point de rupture .
Une rupture épidémique est observée dans la moyenne d’un échantillon s’il existe

l<p<qg<netd#0tel que

Lo sie=1,2,...,p
Hi=po+9d sit=p+1,...,q
o sit=q+1,...,n.

Dans la suite, on va s’intéresser seulement a la rupture épidémique dans la moyenne des

variables aléatoires.

On veut tester au risque a ’hypothése nulle

Ho:ulz/LQ:...:,un:uo.
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CHAPITRE 2. TESTS DE RUPTURE EPIDEMIQUE DANS LA MOYENNE DES
VARIABLES ALEATOIRES.

contre I'hypothese alternative
Hy:d1<p<g<ntelsque p =ps=... =y = flgs1 = ... = [ln = [lo,

fips1 = ... = fig = fio+ 0, 07 0.

On suppose que g, p,q et 6 sont inconnus.
On note I* = ¢ — p la longueur de I'épidémie et on suppose que [* et n — [* tendent vers

I'infini quand n tend vers I'infini.

Soit S(t) = > Xk, (0 <t < n) une suite des sommes partielles des X; et S(0) = 0.
k<t

Dans la section suivante, nous allons voir quelques statistiques de tests pour tester H

contre H 4.

2.2 Statistiques de tests classiques

2.2.1 Statistique de Levin et Kline

Levin and Kline [16] ont proposé la statistique suivante

Qn(X1, Xo,...,X,) = max |S(j)— S(i) — S(n) (j — Z)‘ .

1<i<j<n n
Sous Hy, on a n=2@Q,, converge dans C[0,1] vers sup |B(t)|, ot B(t) = W (t) — tW (1) est
0<t<1
le pont brownien correspondant au mouvement brownien W.

Sous I’hypothese alternative, la statistique n_%Qn tend vers l'infini quand n — oo, donc

le test basé sur (), est consistant.

2.2.2  Statistique du rapport de vraisemblance

Pour 1 < ng < ny < n, Siegmund [23] a proposé la statistique

Zuo(X1, Xo,. ... X,) = max () = 56) = ()5 (m) .

no<ji<m \/(j —i) (1= 21)

Une approximation des grandes déviations du niveau de signification du test statistique
basé sur Z,, a ensuite été développée par Siegmund [23] et Yao [25] .

En effet, en supposant que b = /n et ¢ est une constante positive, avec ng = nty et
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ny=nt; ou 0 <ty <t<t <1, alors quand n — oo, nous avons :

Py, (Z, <b) ~1— ib%(b) /t: (1 —1t)t2 (U L(l itﬁD o

ou ¢ est la fonction de densité d’une loi normale standard et v est donnée par

v(zr) =22~ exp{ QZn —; é)}, x> 0.

2.3 Statistiques de tests holderiennes

2.3.1 Espaces de Holder

L’espace de Holder d’ordre o (0 < o < 1), noté H,[0, 1], est I'espace des fonctions f

définies sur [0, 1], nulles en 0 telles que

fla= sup =IOl oo
o<lt-sl<1 |t — S|

On note w,(f,0) le module de continuité holderien de f

wa(f,0) = sup M

O<ft—s|<s |t —s|®
On définit le sous-espace H[0,1] de H,[0,1] par
J € H0,1] <= [ € Ha[0,1] et limwa(f.5) =0.
—

(Ha, ||-||la) est un espace de Banach non séparable. (H,, ||.||) est séparable pour tout
0 < B < aet H, s’injecte continiiment dans Hpg.

(H?, ||.||lo) est un sous-espace fermé séparable de (Hy, ||.||o)-

Convergence holderienne

Proposition A.1. (Hamadouche [11]) La convergence en loi dans H, dune suite de
processus (&,,n > 1) équivaut a léquitension sur H? de la suite des lois P, = P&, ! des

éléments aléatoires &, et a la convergence des lois fini-dimensionnelles de &,.
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Equitension holderienne

Théoréme A.1. (Kerkyacharian, Roynette [15]) Soit (§,),>1 une suite de

processus nuls en zéro et vérifiant pour des constantes v > 0,6 > 0et ¢ >0 :
c
YA >0, P(I&u() = &als)l > A) = 1t — st

Alors la suite des lois P, des processus &, est équitendue dans H§ pour 0 < a < %.

La version des moments de ce théoréme est obtenue par linégalité de Markov. Elle
sénonce par le corollaire suivant.
Corollaire A.1. (Lamperti [16]) Soit (§,)n>1 une suite de processus nuls en zéro et

vérifiant pour des constantes v >0, 0 >0 et ¢ >0
El&,(t) = &u(s)[" < cft — 5|

Alors la suite des lois P, des processus &, est équitendue dans HO pour 0 < a < %.
Théoréme A.2. (Kolmogorov) Soit (&,t € [0, 1]) un processus défini sur un espace de

probabilité (€2, 5, P) et supposons qu’il existe 6 > 0, v > 0 et ¢ > 0 tels que
VA> 0, P& =& > X) < £t — s,

Alors il existe une version de & a trajectoires dans H? pour tout 0 < a < %.

Théoréme A.3. (Hamadouche [11]) Soit (&,),>1 une suite de processus a trajectoire

dans H?, vérifiant les conditions suivantes :

1. 1l existe des constantes a > 0, b > 0, ¢ > 0 et une suite de nombres positifs
(an) N\ O telles que

E|&,(t) — &a(s)|* < c|t —s|°,  du théoreme A.2.

pour tout n et tout s,t tels que |t — s| > a,.
2. Ve >0, lim P{w, (&, a,) > €} = 0.

Alors pour tout @ < a~*(min(a,b) — 1), la suite &, est équitendue dans HY.

2.3.2 Statistiques de Rakauskas et Suquet

Rakauskas et Suquet [22] ont proposé la statistique U, ,, 0 < a < % définie par

) 1S(5) — S(i) — S(n) (%) |
Ua,n(leXQ’ s ’X”) o lﬁr?gj};" [(%) (1 o %)}a |
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La loi limite de U, , est définie par

L 1B =B
Voo = 500 T (1= (t— o))"

Soit D, lensemble des nombres dyadiques sur [0, 1] de niveau j :
DOZ{O71}7 Dj:{(Zl_1>2_j71§lS2j_l}u Jj=1

Onnote D= U D; et D*=D\{0}. Pourr € D;, j >0, r" =r—27 et rt =r+277.

7>0

Rakauskas et Suquet (2004) ont défini également la statistique D, ,, par

1
Don(X1,Xo,...,X,) = max — max

1<2i<n 27 reD;

S(nr) — ;S(nr+) — ;S(nr_)‘ :

La loi limite de D, ,, est donnée par

D = su — max

2.3.3 Convergence et consistance

Soit (X;);>1 une suite de variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées de
variance o2. La covergence des statistiques Uan et D, dans 'espace de H 2 sous Hj est
donné par le résultat suivant.

Théoréme 2.1. (Rakauskas et Suquet [22]) On suppose que

_ 1
PIXi| > ) = ot ™), p=1——. (2.1
5 = (0%
Alors
o Uy 5 Usy YO0<a <l
n—-+oo
et
0‘1n_%Da7n £, Don VO0<a<i.
n—-+00

La consistance de rejeter Hy contre H4 dans H? est donnée par le résultat suivant.

Théoréme 2.2. (Rakauskas et Suquet [22]) Si sup V(X}) < 400 et
k>1

. * *
lim —ta— = ~+o00, avec h,, = Ll ( — l—) .
n—00 7= 7a n n
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alors
1 P
n2U,, — +00,
" n—oo
et

_1 P
n-2D,, — +4o0c.

n—oo

La convergence et la consistence de D, ,, dans H? est étendue par Graiche, Merabet et
Hamadouche (2012 et 2016) aux variables aléatoires indépendantes non stationnaires et
aux variables dépendantes (a-mélangeantes) sous certaines conditions sur le coéfficient
de mélange.

Les statistiques Holderiennes sont particulierement utiles pour détecter des ruptures
épidémiques de courtes durées. La statistique @),,, par exemple, détecte des ruptures de

longueur d’au moins n%, tandis que la statistique U, , détecte des ruptures dont la

1—2«
2—2a°

Les statistiques D, , présentent un comportement asymptotique similaire a celui des

longueur est de I'ordre n® avec § =

statistiques U, , mais ellles sont plus utiles car leurs lois limites sont connues.

2.4 Etude de simulation

Pour comparer les performances des quatres statistiques D,, = o~ 'n"Y2D,,,

U, = o 'n"'2U,,, avec a = 0.25, R, = 0 'n"'/2Q,, et Z,, nous simulons 1000
échantillons de taille n = 60 a partir d’une loi normale de variance 1 au un seuil de
significativité de 0,05.

Sous H 4 et pour po = 0, le tableau suivant nous donne les valeurs des statistiques pour

différentes valeurs de [* et 6.

- D, |R. |U., |Z,

1.2211] 1.4438| 2.6875| 3.1167
1.2880| 1.5161| 3.0150| 3.8257
1.3312] 1.5759| 3.2676| 5.1613
1.2822] 1.5922| 2.6923| 2.9726
1.4703| 1.8193| 3.3004| 4.1752
1.5236| 1.8667| 3.1007| 3.5724
1.7482| 2.1533| 3.7220| 5.2838
1.181 | 1.4208| 2.1384| 2.3976
1.9156| 2.2215| 3.5473| 4.3237
1.1474] 1.6474| 2.4310| 3.5724
1.4627] 2.2842| 3.4196| 3.9053
c=1.32 c=1.5(0 ¢=2.27 ¢=3.6(0

e}

10

N R W WootWwE oy &

15

TABLE 2.1 — Comparaison entre D,,, R,, U, et Z,.
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c représente la valeur critique de chaque statistique au seuil 0.05.

Quand l'épidémie est courte, on remarque que la statistique U,, détecte plus rapidement

la rupture.

Nous nous intéressons maintenant a la puissance des tests, pour cela nous simulons
10000 échantillons de taille n = 60 provenant d’une distribution normale de variance 1.

Le tableau suivant présente les valeurs des puissances des tests basés sur D,,, R,, U, et

L.

l*

Dy,

Ry,

Zn

e}

0.2458
0.3761
0.5437

0.3335
0.5129
0.9463

0.2095
0.589
0.9956

0.4054
0.7548

0.6737
0.9987

0.8634
1

0.1694
0.7702

0.761
0.9853

0.9843
1

0.994
1

0.4179
0.9974

10

0.3018
0.9984

0.4
1

0.1398
1

0.037
0.8426

15

N WOt WOt W g Oy &

0.225
0.7109

0.6613
0.9994

0.2951
0.9902

0.0786
0.6615

TABLE 2.2 — Puissance des tests basés sur D,,, R,, U, et Z,.

On remarque que pour les courtes épidémies, le test basé sur la statistique U, est le plus

puissant.
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2.5 Application aux données réelles

Le tableau suivant présente les données hebdomadaires sur le nombre de cas de grippe
au Mexique, tirées de l'article de Chen , Li et Zhou [4].

Date Nombre des cas Date Nombre des cas
2005-06-05 740 2005-12-04 1407
2005-06-12 710 2005-12-11 1393
2005-06-19 713 2005-12-18 1472
2005-06-26 654 2005-12-25 1540
2005-07-03 727 2006-01-01 1397
2005-07-10 690 2006-01-08 1383
2005-07-17 748 2006-01-15 1475
2005-07-24 664 2006-01-22 1310
2005-07-31 690 2006-01-29 1222
2005-08-07 698 2006-02-05 1169
2005-08-14 641 2006-02-12 1064
2005-08-21 641 2006-02-19 1137
2005-08-28 630 2006-02-26 1131
2005-09-04 811 2006-03-05 1069
2005-09-11 786 2006-03-12 1088
2005-09-18 855 2006-03-19 1038
2005-09-25 845 2006-03-26 950
2005-10-02 822 2006-04-02 980
2005-10-09 877 2006-04-09 880
2005-10-16 948 2006-04-16 933
2005-10-23 1027 2006-04-23 844
2005-10-30 1180 2006-04-30 855
2005-11-06 1294 2006-05-07 869
2005-11-13 1279 2006-05-14 909
2005-11-20 1311 2006-05-21 894
2005-11-27 1304 2006-05-28 823

TABLE 2.3 — Nombre de cas de grippe au Mexique

Afin de tester s’il y a une rupture épidémiques dans la moyenne de ces données, on

calcule les valeurs des 4 statistiques et on obtient le tableau suivant.

c=132|¢c=162 | ¢c=227 | c=3.60
2.1655 3.0901 4.3964 1405.7

TABLE 2.4 — valeurs des statistiques pour les données de grippe.

On remarque que toutes les statistiques dépassent leurs valeurs seuils ce qui illustre

clairement qu’il y a une rupture épidémique dans la moyenne des données.
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Chapitre 3

Tests de rupture épidémique dans la

moyenne des innovations d’un AR(1)

3.1 Introduction

Dans cette partie, nous nous concentrons spécifiquement sur la détection de rupture
épidémique dans la moyenne des innovations d’un modele autorégressif d’ordre 1, qui est

de la forme suivante
Yo = QY1 + €, (3.1)

ou &; sont des variables aléatoires indépendantes, yo = 0 et |¢| < 1.

On veut tester au risque a 'hypothese nulle

Hy:E(g1) =E(eg) = ... = E(g,) = 0.

contre I’hypothese alternative

H,:J3l<p<qg<n E()=...=E(,) =E(gg1) =... =E(g,) =0
E(epy1) =...=E(g,)) =0 §#0.

Les résidus associés au modele (3.1) sont donnés par

A

€= (¢ — P)yr—1 + &4, (3.2)

avec ngS I’estimateur de ¢ donné par la méthode des moindres carrés.
Sous H|, ¢ est défini par

> YY1

n t=2
o=

> yt2—1

t=2
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INNOVATIONS D’UN AR(1)

Sous HY, ® est défini par
Zytyt 1—52% 1

NgE

Soit S(t) = X &;; 0 <t < n la suite des sommes partielles des &; définie dans (3.2).

t=1

3.2 Statistiques de tests basés sur les résidus

On considere les statistiques holderiennes définies dans le chapitre 2 basées sur les

résidus du processus AR(1) suivantes.

A

Ua,n = Ua,n(éla 527 cee 7én)

A

Da,n — Da,n(éb ég, e ;én)-

La convergence des statistiques U(M et lA?a,n est donné par le résultat suivant

Théoréme 3.1. Supposons pour tout 0 < o < %
-
Jimg 2 P(ler] >t) =0 (3.3)

Alors sous H|, et pour tout |¢| < 1

(a) U’ln’%f)a,n LN D oo

n—-+4o0o

(b) o7 'n “20,,

Idées de la preuve
(a) On définit d’abord le processus de sommes partielles lissé polygonalement basé sur

les résidus € par
Zﬁz — [nt])éng 11

D’aprés Rakauskas et Rasten [21], si la condition (3.3) est vérifiée, alors sous H{, et pour
tout |¢| < 1

N 1
o 'n72V, 55 W dans H? pour tout 0<a<§. (3.4)

n—-+400o

Suivant les mémes étapes du théoreme 2.1. de Rackauskas et Suquet [21], avec X = &,

on aura

"2 Do = g(o"'n2V,) + op(1),

29



CHAPITRE 3. TESTS DE RUPTURE EPIDEMIQUE DANS LA MOYENNE DES
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avec

I ) = Ssup max
U ST

De (3.4) et la continuité de g, on déduit

(b) On utlise les mémes étapes que la partie (a) avec

j2(t) — a(s) — (t = s)z(1)]

1= 5% (1t =l

0<s<t<1

3.2.1 Etude de simuation

Dans la suite, nous évaluons les performances des statistiques 7, = ¢~ 'n~"/ *Dyn €t

U, = 0~ 'n"12U,,, avec a = 0.25 pour deux types d’innovations gaussiennes et

uniformes sur [—1, 1], pour deux valeurs de ¢ au seuil de significativé de 0.05.

1°" cas : Innovations gaussiennes

Sous H'; et pour o = 0, nous simulons 1000 échantillons de taille n = 60 prevenant
d’une loi normale de variance 1 en faisant varier [* et 9.

Le tableau suivant, nous donne les valeurs des statistiques basées sur les résidus.
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0.8 | 0.9464| 1.7756| 1.0520| 1.9751
1.2 | 1.0288| 1.9373| 1.2458| 2.3291
1.6 | 1.1011] 2.0842| 1.4213| 2.6662
2 1.2050] 2.3007| 1.5982| 3.0005
2.2 | 1.2630| 2.4691| 1.7545| 3.2407
2.5 | 1.3472| 2.6288| 1.8895| 3.5180
0.8 | 0.9796| 1.8326| 1.1238| 2.0963
1.2 | 1.0723| 2.0566| 1.3254| 2.4880
5 1.4 | 1.1669| 2.2438| 1.4472| 2.7312
1.6 | 1.206 | 2.3402| 1.5439] 2.9026
2 1.3611] 2.6658| 1.8099| 3.3878
0.8 | 1.0126| 1.9104| 1.1721| 2.1932
1 1.0847| 2.0559| 1.3046| 2.4231
1.2 | 1.1849| 2.2506| 1.4300| 2.6446
1.6 | 1.3656] 2.6203| 1.7101| 3.1709
0.8 | 1.1350| 2.0695| 1.2543| 2.3126
10 |1 1.2682| 2.2813| 1.4271| 2.5947
1.2 | 1.3737| 2.4633| 1.6104| 2.8870
c=1.32 ¢=2.27 ¢=1.32 ¢=2.27

TABLE 3.1 — valeurs de ﬁn et Un

On remarque que pour les deux valeurs de ¢, la statistique U,, détecte la rupture plus
rapidement que la statistique D,.

Quand la longueur de I'épidémie augmente, les deux statistiques détectent plus
rapidement cette rupture (§ plus petit).

Le tableau ci-dessous présente la puissance des tests. Ces résultats sont issus d’une

simulation de 10 000 échantillons d’une loi normale de taille n = 60.
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Fols | Do |00 | Da | UL

0.8 | 0.0636] 0.1279] 0.2016| 0.3315
1.2 1 0.1719| 0.2701| 0.3894| 0.5162
1.6 | 0.2583| 0.394 | 0.5304| 0.6313
2 0.3616| 0.5263| 0.6352| 0.715
2.8 1 0.5457| 0.712 | 0.7817] 0.8405
0.8 | 0.1029] 0.1651] 0.2479| 0.4021
1.2 1 0.2177] 0.3585| 0.48 | 0.6269
1.6 | 0.3742| 0.5699| 0.665 | 0.7715
2 0.5097{ 0.7188| 0.7761| 0.8595
2.5 | 0.6551] 0.8359| 0.8801| 0.9389
0.8 | 0.1365] 0.2091| 0.2949| 0.479
1 0.2175| 0.3477| 0.4542| 0.628
1.2 1 0.309 | 0.4868| 0.5915| 0.7304
1.6 | 0.5052| 0.7156| 0.7868| 0.8727
0.8 | 0.2287| 0.3091| 0.4124| 0.5966
1 0.3793| 0.5056| 0.6203| 0.7678
1.2 |1 0.5544| 0.6908| 0.7829| 0.8656

10

TABLE 3.2 — Puissance de tests basés sur ﬁn et Un

On voit que le test basé sur U, est plus puissant que celui basé sur D, pour les deux

valeurs de ¢.

2¢me cas : Innovations uniformes

Sous H'; et pour o = 0, nous simulons 1000 échantillons de taille n = 60 a partir d’une

distribution uniforme sur [—1, 1] en faisant varier I* et 6.
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Fols | Do |00 | Da | UL

0.8 | 1.0384| 1.9826| 1.2959| 2.4384
1 1.1321] 2.1690| 1.4471| 2.7295

3 1.4 | 1.3081| 2.5906| 1.7949| 3.3703
1.6 | 1.4216| 2.8005| 2.0705| 3.7781
0.6 | 1.0443] 2.0230| 1.2410| 2.3098
5 0.8 | 1.1226] 2.1727| 1.4224| 2.6853

1 1.2588| 2.4239| 1.6284| 3.0793
1.2 | 1.4141| 2.7684| 1.8457| 3.4596
0.6 | 1.0974| 2.1057| 1.3220| 2.4907
7 0.8 | 1.2321| 2.3798| 1.5302| 2.8787
1 1.4112| 2.7278| 1.8416| 3.4111
0.6 | 1.2630| 2.3051| 1.4555| 2.6324
0.8 | 1.5019| 2.7032| 1.7398| 3.1619
c=1.32 ¢=2.27 ¢=1.32 ¢c=2.27

10

TABLE 3.3 — valeurs de f?n et Un

On remarque que la statistique U,, détecte la rupture plus rapidement que D,.
Le tableau ci-dessous présente la puissance des tests pour 10 000 échantillons a partir

d’une loi uniforme sur [—1, 1] de taille n = 60.

6=05 =08

¢ s | Dn U, |D. |0,
5 | 08| 0.1953] 0.3306] 0.4531] 0.5787
1| 0.2914] 0.4516| 0.5663| 0.612
1.4 | 0.4613] 0.6383| 0.7141| 0.786
2 | 0.659 | 0.8182| 0.8539| 0.9124
- |1 [0.4128] 0.6206] 0.7108| 0.809
2 | 0.828 | 0.9524| 0.9635| 0.9901
- | 0.87]0.3937 0.6081] 0.6931] 0.8162
1| 0.5623] 0.7772| 0.8308| 0.9098
Lo | 06 ] 0.4072[ 0.5547] 0.6550] 0.803
0.8 | 0.67 | 0.8028 0.8821| 0.9325

TABLE 3.4 — Puissance de tests basés sur ﬁn et Un

Le test basé sur U,, présente une puissance supérieure a celui basé sur D,,.
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CHAPITRE 3. TESTS DE RUPTURE EPIDEMIQUE DANS LA MOYENNE DES
INNOVATIONS D’UN AR(1)

3.3 Statistiques de tests basés sur les observations

Comme les innovations ne sont pas observées, Markeviit [17] a proposé d’utiliser les

statistiques U, , et D, basées sur les observations y,. .., y, d'un processus AR(1).
0a,n - an,n<y1a cee 7yn)

Da,n - Da,n(yh o 7yn)

La convergence des statistiques (joc,n et Da,n est donnée par les résultats suivants
Théoréme 3.2. (Markeviit [18]) Supposons que les (g;) sont i.i.d. centrées et vérifiant

la condition (3.3) alors sous H), on a

a) Pour |¢]| <1
V21— 3o U 5 Unoo.

n—oo

b) Pour ¢ =1
n=¥*eo 10, ., Tﬁo Up.0o(X),

ot X est un processus de Wiener intégré défini par X (t) := [ W (s) ds.

Théoréme 3.3. (Markeviit [18]) Supposons que les (g;) sont i.i.d. centrées et

satisfaisant pour un certain p > 2 la condition (3.3) alors sous Hj, on a

a) Pour |¢| <1
n_1/2(1 - Qs)a_lba,n rﬁo Da,oo-

b) Pour ¢ =1
0267 Doy~ Daool(X),

ot X est un processus de Wiener intégré défini par X (¢) := [y W (s) ds.

La consistence de rejetter H, contre H'; est donnée par les résultats suivants.
Théoréme 3.4. (Markeviit [18]) Supposons que les (g;) sont i.i.d. centrées et

satisfaisant pour un certain p > 2 la condition (3.3) alors, sous H/y on a

L Jp| <1:
n—l/2+a(1 _¢)Ua,n ,&o 0,

s n,1/2+a€*1fa|5| — 00 et lim SUpP,, 00 % <L

2.0=1:

_ ~ P
n=3Per, L = o0,
" n—oo
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m*

n

si n =325 5 0o et liminf, ‘% - > 0.

Théoréme 3.5. (Markeviit [18]) Supposons que les (g;) sont i.i.d. centrées et
satisfaisant pour un certain p > 2 la condition (3.3) et pour £*/n < 1/2 pour tout n
1. Pour |¢| < 1:

n Y2071 = ¢)Dan L %

n—00

si nTl/Ferd=l§ — oo,

2. Pour o =1

_ 1 F P
n=3%q 'Don — 0
7 n—oo

si T2 a)|5] - 0o

3.3.1 Etude de simulation

Nous examinons les performances des statistiques D,, = o~ 'n~/ 21— gb)f)an et
U, =0 'n"Y%(1 — $)U,,, avec a = 0.25 pour deux types d’innovations gaussiennes et
uniformes sur 'intervalle [—1, 1] et pour deux valeurs du coefficient autorégressif ¢ au

seuil de significativité de 0.05.

1 °" cas : Innovations gaussiennes

Ce tableau présente les valeurs des statistiques issues d’une simulation de 1000

échantillons de taille n = 60 d’une distribution normale.
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l*

0.8079| 1.4803| 0.6282| 1.0817
0.9539| 1.7709| 0.7558| 1.3122
1.1477| 2.1910| 0.9348| 1.6253
1.2583| 2.4120| 1.0207| 1.7887
1.3795| 2.6967| 1.1241| 1.9835
1.6222| 3.2559| 1.3332| 2.3794
0.9171| 1.6436| 0.70281 1.1957
1.0485] 1.8809| 0.8146| 1.4079
1.2235| 2.2424| 0.9635| 1.6605
1.3717] 2.5372| 1.0979| 1.9071
1.4642| 2.7124| 1.1759| 2.0461
1.5376| 2.8570| 1.2155| 2.1452
1.6094| 3.0371| 1.2952| 2.2752
1.6882| 3.2127| 1.3642| 2.4122
0.9941| 1.7660| 0.7865| 1.3731
1.2079| 2.1422| 0.9271| 1.6204
1.3062| 2.3051| 0.9968| 1.7382
1.4044| 2.5107| 1.1076| 1.9432
1.5277| 2.7243| 1.1925| 2.1061
1.6492| 2.9652| 1.2611| 2.2473
1.7446| 3.1610| 1.3602| 2.4278
1.1591] 2.0557| 0.8235| 1.5384
1.2889] 2.2776| 0.9273| 1.7664
1.4317] 2.5356| 1.0383| 1.9917
1.5638| 2.8063| 1.1292| 2.1899
1.7243| 3.1171| 1.2454| 2.4306
1.8554| 3.3590| 1.3575| 2.6738
c=1.32 ¢=2.27 ¢=1.32 ¢c=2.27

= Ot W W = S
t

ot
RIS N
[\ 0 O = ot

A e s
NN 00 O

— =
oY)

10

—_ =
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[\

TABLE 3.5 — Valeurs de D,, et U,,.

On remarque que U, détecte plus rapidement la rupture que D,,.

Quand la longueur de I’épidémie augmente, les deux statistiques détectent plus
rapidement cette rupture.

Le tableau suivant nous donne la puissance des tests pour 10000 échantillons de taille

n = 60.
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(o2
S
S

=
S
3

=

l*

0.1099{ 0.1135| 0.0357| 0.0102
0.2666( 0.4214| 0.1023| 0.0639
0.5082{ 0.8034| 0.2534| 0.2478
0.349 | 0.4497| 0.1114] 0.0959
0.7754( 0.9228| 0.444 | 0.5016
0.9768| 0.9988| 0.8488| 0.9141
0.5082| 0.8034| 0.2887| 0.3401
0.9764| 0.996 | 0.8545| 0.9

0.9997| 1 0.9966| 0.998
0.2804| 0.3028| 0.0404| 0.0658
0.9326| 0.9647| 0.5228| 0.765

ORI RSSO ] IS JURN Y IS JUI N

10

TABLE 3.6 — Puissance de tests basés sur D,, et U,

On voit que le test basé sur U, est plus puissant que celui basé sur D,,.

2¢me cas : Innovations uniformes

Les valeurs présentées dans le tableau suivant proviennent d’une simulation réalisée sur
1000 échantillons de taille n = 60, générés a partir d’une distribution uniforme sur
I'intervalle [—1, 1].
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F o ls | De |U. | Da | U,

1 0.8972| 1.6527| 0.7159| 1.2328
2 1.2299| 2.3894| 1.0177| 1.7787
2.2 | 1.3232] 2.5829| 1.0714| 1.8829
2.4 | 1.4000| 2.7658| 1.1190| 1.9903
2.6 | 1.4541] 2.9406| 1.2147| 2.1524
2.8 | 1.5724] 3.1539| 1.2981| 2.3117
3 1.6547| 3.3634| 1.3449| 2.4232
1 1.1362| 2.0619| 0.8709| 1.4936
1.2 | 1.2552| 2.2743| 0.9909| 1.6976
1.4 | 1.3749| 2.5443| 1.1159| 1.9247
1.6 | 1.5221| 2.8162| 1.2301| 2.1387
1.8 | 1.6571| 3.1123| 1.3213] 2.3260
0.8 | 1.1903| 2.1045| 0.9209| 1.5941
1 1.3576| 2.4045| 1.0453| 1.8377
1.2 ] 1.5219| 2.7516| 1.2146| 2.1259
1.4 | 1.7581| 3.1876| 1.3753| 2.4629
0.6 | 1.1525] 2.0491| 0.8559| 1.6139
0.8 | 1.3987| 2.4972| 1.0162| 1.9558
1 1.6565| 2.9561| 1.1940| 2.3063
1.2 1 1.9135| 3.4793| 1.3965| 2.7806
c=1.32 ¢=2.27 c=1.32 ¢=2.27

10

TABLE 3.7 — Valeurs de [?n et Un

On remarque que U, détecte plus rapidement la rupture que D,,.

Quand la longueur de I’épidémie augmente, les deux statistiques détectent plus
rapidement cette rupture.

Le tableau suivant présente la puissance des tests obtenue a partir d’une simulation de
10 000 échantillons, de taille n = 60, extraits d’une distribution uniforme sur l'intervalle
[—1,1].
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l*

0.3684| 0.5959| 0.1461| 0.1115
0.7933| 0.9904| 0.5178| 0.6291
0.2476{ 0.2988| 0.0699| 0.0453
0.9102{ 0.9888| 0.6482| 0.7355
0.5256{ 0.6107| 0.159 | 0.1771
0.998 |1 0.9729| 0.9857
0.822 | 0.8905| 0.3008| 0.543
1 1 0.9995] 1

10

DO HIN N RWND &

TABLE 3.8 — Puissance de tests basés sur Dn et ﬁn

Le test basé sur U, est plus puissant par rapport a celui basé sur D,,.

3.4 Application aux données réelles

On considere les températures journalieres sur 2 mois (du 1 avril au 30 mai 2023)

présentées dans le chapitre 1, qui s’ajustent selon le modele suivant
Y = 0.78yt_1 + 3.81378 + Et

Les valeurs des innovations ¢; calculées a partir de ces données sont résumées dans le

tableau suivant

Moyenne | Ecart-type | Minimum | Maximum
-2.67114 1.4558 -6.1004 -0.0295

TABLE 3.9 — Résumé des innovations.

Pour examiner la normalité des innovations, nous avons utilisé le test de Shapiro-Wilk.
La p-value obtenue est 0.237, qui est supérieure au seuil de significativité de 0.05. Par
conséquent, on ne peut pas rejeter 'hypothese nulle selon laquelle les innovations

suivent une distribution normale. Ce qui implique que la condition (3.3) est vérifiée.

Pour vérifier s’il y a une rupture dans la moyenne des innovations, on calcule d’abord les
statistiques basées sur les résidus et on obtient D,, = 1.2836 et U, = 2.1096. Ces valeurs
indiquent qu’il y a pas de rupture dans la moyenne des innovations du processus AR(1).
En calculant les statistiques basées sur observations, on obtient les valeurs suivantes
D,, = 0.8886 et U,, = 1.4336 ce qui indique I'absence de rupture dans la moyenne des

innovationss du processus AR(1).
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Conclusion

Le travail de ce mémoire porte sur les tests de rupture épidémique dans la moyenne des

innovations d’un processus autorégressif d’ordre 1.

Apres avoir défini les processus autorégressifs et rapplé leurs propriétés, nous avons
étudié quelques statistiques de tests classiques et holderiennes pour détecter une rupture
épidémique dans la moyenne des variables aléatoires.

Ensuite, nous avons utilisé les statistiques holderiennes basées d’abord sur les résidus,
puis celles basées sur les observations pour tester la rupture épidémique dans la
moyenne des innovations d’un processus AR(1). Une application numérique sur des

données réelles et simulées est aussi présentée dans cette partie.

Pour les perspectives de ce travail, il serait intéressant de proposer d’autres statistiques
pour détecter des épidémies plus courtes. De plus, on peut s’intéresser aux innovations
dépendantes comme les innovations a-mélangeantes ou associées.

Enfin, une extension des résultats précédents aux processus AR(p) peut étre envisagée.
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Annexe A

Mouvement Brownien et pont

Brownien

A.1 Mouvement brownien

A.1.1 Définition du mouvement brownien

Pour des p et o2 fixés, il existe un processus gaussien (X;)s>o tel que :

E(Xt> = tlLL,
Cov(X,, X;) =T(s,t) = 0*(s At), Vs, t>0.
Tout processus de cette famille est dit mouvement brownien. En faisant le changement
. X — pt
de variable Y; = ——, on aura
o
E(Y) = 0
[(s,t) =sAt, Vs, t>0.

Un tel processus (Y;) est alors appelé mouvement brownien canonique ou standard.

Remarque : Le mouvement brownien est également appelé processus de Wiener.

A.1.2 Propriétés du mouvement brownien

a) Indépendance et stationnarité des accroissements

Le mouvement brownien (X;) est a accroissements indépendants, ce qui signifie que pour
toute suite t; <ty < ... < D,(n > 2), les variables aléatoires

Xy — X4y, Xiy — Xy, .., Xp, — Xy, _, sont indépendantes.

Le mouvement brownien est a accroissements stationnaires signifie que la loi de la

variable aléatoire X;,, — X; ne dépend pas de t.
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b) Régularité trajectorielle

Dans la suite, on définie un mouvement brownien standard qu’on notera W; comme
étant un processus gaussien centré, a accroissement indépendants et stationnaires et a
trajectoires continues et 7 — hélderienne, pour tout v €]0, %[

Notons que Wy = 0 p.s (car la loi de Wy est N(0,0)) et W, ~ N(0,t) car E(W;) =0 et
Var(W;) =T(t,t) = t.

c) Mesurabilité du mouvement Brownien
Dans ce qui a précédé, on a supposé seulement que w — W;(w) est mesurable a t fixé.
Grace a la continuité des trajectoires, on peut énoncer le résultat suivant
L’application W : Q x RT — R
(w,t) = W(w,t) = W(w) est mesurable pour (A ® B(R,), B(R)).

d) Invariance du mouvement brownien
Soit (W})¢>0 un mouvement brownien. Les processus suivants sont égalment des
mouvements browniens.

X(t) = |W;] (mouvement brownien réfléchi a I’origine).

Pour tout t >0 (W15 — W,;) est un mouvement brownien standard indépendant
de {Wu}u<t-

(—=W})i>0 est un mouvement brownien.

Pour tout ¢ > 0, (\%Wct)tzo est un mouvement brownien standard.

0 si t=0
tW% si t>0

X(t) =

X(t) est un mouvement brownien standard.
Wt si t S T

Y(t) = T est le premier instant ou W, atteint la valeur 0.
0 si t>T

Y (t) est applé mouvement brownien absorbé a 'origine.

Gy = et t > 0 est un mouvement brownien géométrique.

e) Propriété de Markov
Le mouvement brownien est un processus de Markov, c’est-a-dire

Vt < set A€ B(R),

PWse A/F)=PW, e A/W,),

avec Fy = o(W,, 7 <t)
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f) Propriété de martingale

Soit (€2, F,IP) un espace probabilisé, (F;)ier une famille de sous-tribus de F.
(Xi)ier = X est un processus réel adapté a la famille (F;)ier.
On dit que X est une martingale par rapport a la famille (F})er si :
1. Chaque variable aléatoire X; est intégrable.
2. Vs, t €T tel que s <t:
E(X; | Fs) =X,, ps

Soit (W;) un mouvement brownien, alors les processus suivants sont des martingales par

rapport a la filtration canonique (F;):>o engendrée par les variables Wy, (0 < s <) :
2 L,
(W), (W7—t) et explaWy— 50 t), Va>0.

g) Irrégularité des trajectoires

On a déja vu que les trajectoires sont y-holderiennes en tout point et pour tout
0<~y< %

Nous allons maintenant voir que presque toutes les trajectoires sont nulle part
~v-hélderiennes pour vy > %

Pour presque tout w, (Wi(w))i>o n'est en aucun point y-hélderiennes

pour 7y > 3.

Comme conséquence de ce résultat, on peut déduire que :
1. Presque toute trajectoire est nulle part dérivable.

2. Presque toute trajectoire est a variation non bornée.

A.2 Pont brownien

Le pont brownien est un processus gaussien centré, défini sur 7' = [0, 1] tel que
Cov(Bs,By) = s(1—t), Vs<t.

On le note By, et on le définit de la fagon suivante.

By =W, —tWh,

ou W, est le mouvement brownien standard.

Remarques :

1. B; = 0 p.s et cela signifie que toutes les courbes viennent p.s de 0 au temps t = 0,

vers 0 au temps t = 1. C’est la raison pour laquelle on ’appelle pont brownien.
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On peut considérer le pont brownien B} entre 0 et y sous la forme suivante.

ou B; est le pont brownien standard venant de 0 vers 0.

BY est appelé le pont brownien fractionnaire.

2. B = (By) possede pratiquement les mémes propriétés que le mouvement brownien.
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Annexe B

Programmes de simulation

Dans cette annexe, nous présentons le programme de simulation des quatres statistiques
de test présentées dans le chapitre 2 ainsi que le programme de calcul des puissances des
tests basés sur ces statistiques codés en langage R.

Programme de simulation des statistiques de test

n <- 60

n_1 <- 59

n0<-1

a <- 0.25

p <- 20

q<-p-+1

1 star <- 15

delta <- 2

k <- floor(log2(n))
n_simulations <- 1000

Dn <- numeric(n_simulations)
Rn <- numeric(n_simulations)
Zn <- numeric(n_simulations)
Un <- numeric(n_simulations)
for (s in 1:n_simulations) {
x <- numeric(n)

for (i in 1:p) {

x[i] <- rnorm(1) }

for (i in (p +1):q) {

x[i] <- rnorm(1) + delta }
for (i in (g + 1):n) {

x[i] <- rnorm(1) }

S <- cumsum(x)
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#Calcul de D_a,n

D1 <- matrix(0, nrow = k, ncol = 27(k - 1))

for (j in 2:k) {

for (1 in 2:(27(5 - D)) {

S1 <- S[floor(n * ((2 *x 1 - 1) / (2°))N]

S2 <= S[floor((2 *x n * (1 - 1)) / (27j))]

S3 <= S[floor((2 * n * 1) / (27j))]

D1[j,1] <= (27(j * a)) * abs(S1 - (1/2) * 82 - (1/2) * S3) }}
D2 <- max(D1)

D3 <- max(D2)

S11 <- numeric(k)

S12 <- numeric(k)

D4 <- numeric (k)

for (j in 1:k) {

S11[j1 <- S[floor(n / (27j))]

S12[j] <- S[floor((2 * n) / (27j))]

D4[j] <~ (2°(j * a)) * abs(S11[§] - (1/2) * S12[j1)}
D5 <- max(D4)

D_a,n <- max(D3, D5)

#calcul de Qn

Q1 <- matrix(0, nrow = n, ncol =n - 1)

for (i in 2:n) {

for (j in 1:(i - 1)) A
Q1[i,j] <- abs(S[i] - S[j] - (G
Qn <- max(Q1)

#Calcul de Zn

j) / n) * S[nl) }}

Z1 <- matrix(0, nrow = n_1, ncol =n_1 - 1)

for (i in 2:n_1) {for (j in n 0: (1 - 1)) {

Z1[i,j] <= abs((S[i] - S[j] - (i - j) / n) * S[n])
/ osqre((i - j) * (1 - (1 -3) /n)))) }}

Zn <- max(Z1)

#Calcul de U_a,n

Ul <- matrix(0, nrow = n, ncol = n - 1)

for (i in 2:n) {

for (j in 1:(1 - 1)) {U1[i,jl<- abs(S[j] - S[i] - S[n] * ((j - 1) / n))
/ abs(((j - 1) /n) » (1 - ((j -1) / n)) )"a }}

U a,n <- max(U1)

Dn[s] <- (1/sd(x)) * n~(-1/2) * D_a,n

Rn[s] <- (1/sd(x)) * n~(-1/2) * Qn
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Un[s] <- (1/sd(x)) * n~(-1/2) * U_a,n
Zn[s] <- Zn

Dn_mean <- mean(Dn)

Rn _mean <- mean(Rn)

Un_mean <- mean(Un)

Zn_mean <- mean(Zn)

cat("Moy de Dn =", Dn_mean, ", Rn =", Rn_mean, ", Un=", Un_mean,",Zn=",Zn_mean,"\n")

Programme de simulation de la puissance des tests statistiques.

n <- 60
n0<-1
n_1 <- 59
a <- 0.25
bl <- 1.32
b2 <- 1.50
b3 <- 2.27
b4 <- 3.60
p <- 20
1 star <- 15
q<-p-+1
delta <- 2

n_simulations<- 10000
Dn <- numeric(n_simulations)
Rn <- numeric(n_simulations)
Un <- numeric(n_simulations)
Zn <- numeric(n_simulations)
for (s in 1:n_simulations) {
X <- numeric(n)

for (i in 1:p) {

x[i] <- rnorm(1)}

for (i in (p +1):q) {

x[i] <- rnorm(1) + delta }
for (i in (q + 1):n) {

x[i] <- rnorm(1) }

S <- cumsum(x)
k <- floor(log2(n))

#Calcul de D_a,n
D1 <- matrix(0, nrow = k, ncol = 27(k - 1))
for (j in 2:k) {
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for (1 in 2:(27°(j - D)) {

S1 <= S[floor(n * ((2 * 1 - 1) / (27j)))]

S2 <= S[floor((2 * n * (1 - 1)) / (27j))]

S3 <= S[floor((2 * n * 1) / (27j))]

D1[j,1] <= (27(j * a)) * abs(S1 - (1/2) * 82 - (1/2) * S3) }}
D2 <- max(D1)

D3 <- max(D2)

S11 <- numeric(k)

S12 <- numeric(k)

D4 <- numeric(k)

for (j in 1:k) {

S11[j1 <- S[floor(n / (27j))]

S12[j] <- S[floor((2 * n) / (27j))]

D4[j] <= (27(j * a)) * abs(S11[j] - (1/2) = S12[j1) }
D5 <- max(D4)

D_a,n <- max(D3, D5)

#Calcul de Qn

Q1 <- matrix(0, nrow = n, ncol = n - 1)

for (i in 2:n) {

for (j in 1:(i - 1)) A

Q1ili,jl <- abs(S[i]l - S[j] - (i - j) / n) * S[nl) }}
Qn <- max(Q1)

#Calcul de Zn

Z1 =0

for (j in n_0:n_1){

Z1[j] <= abs(((j/ n) * S[n])-S[jl) / sqrt(j*(1(j/n)))}
Zn <- max(Z1)

#Calcul de U_a,n

Ul <- matrix(0, nrow = n, ncol = n - 1)

for (i in 2:n) {

for (j in 1:(i - 1)) {

U1[i,j] <- abs(S[j] - S[i] - S[n] * ((j - 1) / n)) /
abs(((j - i) /n) x (1 - ((j -1) / n)) )"al}t}

U a,n <- max(U1)

Dn[s] <- (1/sd(x)) * n~(-1/2) * D_a,n

Rn[s] <- (1/sd(x)) * n~(-1/2) * Qn

Un[s] <- (1/sd(x)) * n~(-1/2) * U a,n

Zn[s] <- Zn}

Power Dn <- sum(Dn <= b1l)
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Power Rn <- sum(Rn <= b2)
Power_Un <- sum(Un <= b3)
Power_Zn <- sum(Zn <= b4)
B1=1-(Power_Dn/10000)
B2=1-(Power_Rn/10000)
B3=1-(Power_Un/10000)
B4=1-(Power Zn/10000)

cat("Puissance du test Dn, Rn, Un, Zn: ", Power Dn, " ", Power Rn, " "
, Power Un, " ", Power_Zn, "\n")

B1

B2

B3

B4
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