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Introduction générale

La Programmation Linéaire est un outil trés puissant qui est une partie essentielle
de la Recherche Opérationnelle. C’est un outil générique qui peut résoudre un grand
nombre de problémes d’optimisation en apparence différents dans des contextes divers.
La programmation linéaire reléve des mathématiques de la Recherche Opérationnelle et
a des applications en gestion ainsi qu’en économie, en statistique, en physique, etc... Il
s’agit d'un outil versatile et puissant, réguliérement cité par les entreprises comme étant

I'un des dispositifs les plus utilisés et efficaces en Recherche Opérationnelle.

En mathématiques, le probléme de Programmation Linéaire (PL) est un probléme qui
consiste a optimiser (maximiser ou minimiser) une fonction linéaire de plusieurs variables
qui sont reliées par des relations linéaires appelées contraintes. La programmation linéaire
est une technique mathématique permettant de déterminer la meilleure solution d’un pro-
bléme dont les données et les inconnues satisfont une série d’équations et/ou d’inéquations
linéaires. En effet, une fois qu'un probléme est modélisé sous la forme d’équations linéaires,

il existe une multitude de méthodes assurant la résolution du probléme de maniére exacte.

L’une des méthodes les plus connues pour résoudre les problémes de la programmation
linéaire en nombres réels est la méthode classique du simplexe.

Cette méthode, qui a été congue en 1963 par George Dantzig [5], reste d’actualité
pour résoudre des problémes de grande taille. Il s’agit d’'une méthode algébrique robuste
et efficace basée sur la résolution de systémes d’équations linéaires mais elle est plus
compliquée et exige plus de temps. Le fondement mathématique de cette méthode garantit
une grande précision des résultats. Les fondements de la méthode du simplexe ont été

énoncés en 1949 et publiés en 1959 par G. Dantzig.

Dans le cas ol les données sont mal connues ou imprécises de nature floue, on parlera
alors d’'un programme linéaire flou qui consiste comme le meilleur outil pour traiter des

études de prise de décision dans un environnement imprécis.

Les connaissances imprécises n’ont été prises en considération qu’a partir de 1965,
lorsque Zadeh [21], professeur a 'université de Californie a Berkelya introduit la notion de
sous-ensemble flou. A partir de I'idée d’appartenance partielle & une classe, de catégorie
aux limites mal définies, dans une généralisation de la théorie classique des ensembles
admettant des situations intermédiaires entre le tout et le rien.

Atanassov (1999) [2] a introduit le concept d’ensemble flou intuitionniste en anglais
Intuitionistic Fuzzy Set (IFS), qui est une généralisation du concept d’ensemble flou pro-
posé par Zadeh (1965) [21|. Dans I'IFS, le degré de non-appartenance & un ensemble est

également associé au degré d’appartenance a un ensemble. Contrairement a ’ensemble
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flou ou le degré de non-appartenance est pris comme un moins le degré d’appartenance
c’est a dire 1 — pz (x) , dans IFS, le degré d’appartenance et de non-appartenance sont
plus ou moins dépendants et liés uniquement par le fait que la somme de deux degrés ne

doit pas dépasser un c’est a dire pjir (z) + vz () <1.

Nehi (2010) [15] a proposé le concept de nombres flous trapézoidaux (triangulaires)
et aussi a proposé une méthode de classement des nombres flous intuitionnistes basée sur
les valeurs caractéristiques de 'appartenance et les fonctions de non-appartenance a un
nombre flou intuitionniste (IFN), par exemple :

— Logique classique : Soit il fait froid, soit il fait pas froid.

— Logique intuitionniste : On ne peut pas prouver qu’il fasse froid ou qu’il fasse pas

froid.

— Logique floue : Soit il fait froid, soit il ne fait pas froid, soit il fait un peu froid.

avec "un peu” entre 0 et 1.

Dubey & Mehra (2011) [7] ont proposé une définition plus générale des nombres flous
intuitionnistes triangulaires (TIFN) qui est définie dans (Li 2010) [12] . Parvathi & Malathi
(2012 a) [16] ont introduit des nombres flous trapézoidaux symétriques (STIFN) et a

également proposé les opérations arithmétiques des STIFN .

Parvathi & Malathi (2012 b) [17] ont proposé la méthode du simplexe floue intuition-
niste en utilisant la fonction de classement pour résoudre des problémes de programmation

linéaire floues intuitionnistes trapézoidaux symeétriques.
Cette thése est organisée en quatre chapitres.

Dans le premier chapitre, nous parlerons de la programmation linéaire déterministe,
nous donnerons un exemple de modélisation d’un probléme réel sous forme d’un pro-
gramme linéaire. Ainsi, nous exposerons les différentes formes d’un probléme de program-
mation linéaire déterministe et la méthode permettant sa résolution qui est la méthode

du simplexe classique de Dantzig.

Dans le deuxiéme chapitre, nous allons introduire la théorie des ensembles flous avec

les définitions et les concepts de base.

Dans le troisiéme chapitre, nous allons introduire la théorie des ensembles flous in-
tuitionnistes, avec les définitions et les concepts de base facilitant la compréhension du

chapitre quatre.



Le quatriéme chapitre, abordera la programmation linéaire floue intuitionniste dont le
caractére est caractérisé par des nombres flous intuitionnistes trapézoidaux symétriques

sous trois cas différents :

— Cas 1 : ou les coefficients du vecteur des cotits sont flous intuitionnistes ,

— (Cas 2 : ou le vecteur des cofits, la matrice de condition et le vecteur des contraintes
sont flous intuitionnistes ,

— Cas 3 : ou le vecteur des contraintes et le vecteur de décision sont flous intuition-

nistes .

Puis nous exposerons la résolution de chacun des cas par la méthode du simplexe flou
intuitionniste , basée sur l'utilisation de 'arithmétique des nombres flous intuitionnistes
trapézoidaux symétriques et les fonctions Ranking. Chaque cas est illustré par une appli-

cation numérique détaillée.



Chapitre 1

Programmation Linéaire



Chapitre I Programmation linéaire

1.1 Introduction

La Programmation Linéaire (PL) est une branche de l'optimisation permettant de
résoudre de nombreux problémes économiques et industriels par plusieurs méthodes. On
se basera dans ce chapitre, sur la méthode la plus souple et la plus universelle qui est la
méthode du simplexe qui fut proposée en 1940 par G. B. Dantzig [5|, comme méthode
de résolution générale des programmes linéaires. La solution optimale est approchée par
étapes ou itérations successives. Chaque étape correspond au calcul de la valeur écono-
mique d’une solution. Comme il existe une infinité de solutions réalisables, la méthode
propose de n’explorer qu’un nombre limité de solutions parmi lesquelles se trouve, a coup

str, la solution optimale.

1.2 Définition d’un programme linéaire |6]

La programmation linéaire est une technique mathématique d’optimisation (maximi-
sation ou minimisation) d’une fonction objectif linéaire sous des contraintes ayant la forme

d’équations ou d’inéquations linéaires.

1.3 Eléments d’un modéle de (PL) [11]

Tout programme linéaire est formé de trois grandes parties :

1. Variables de décision : La premiére étape dans le processus de modélisation est

d’identifier correctement toutes les variables du probléme a valeurs non connues.

2. Contraintes : Il faut identifier tout genre de restriction (main d’ceuvre, espace,
budget, ...) qui peut limiter les valeurs que peuvent prendre les variables de décision.
Chacune des équations et inéquations (contraintes) étant une combinaison linéaire

du premier degré par rapport aux variables.

3. Fonction objectif (économique) : A chaque variable de décision qui a été iden-
tifiée dans le modeéle correspond un coefficient économique indiquant la contribution
unitaire de la variable correspondante a I'objectif poursuivi. Par la suite, on pourra

en déduire la fonction objectif que I’on veut optimiser (soit maximiser ou minimiser).



Chapitre I Programmation linéaire

Exemple de probléme linéaire

MaxZ(x) = 101 + 5025 + 90x3
s.c 1+ T2+ T3 S 2100
T 2 40
(1.1)

2125 + 3523 > 35

301’1 + 40%2 + 6033'3 < 228

X1, T2 ZoaxS SO

Avec :

MaxZ(x) = 101 + 5025 + 9023 <— Fonction objectif

( )

s.c x1+ 19+ 23 <2100
I Z 40
21zy + 3bx3 > 35 +— contraintes

30%1 + 401’2 + 601’3 S 228

Z1,22 > 0,23 <0

X1, To, x3¢— Variables de décision

En langage mathématique, on décrira de tels modéles en forme générale, canonique,
standard ou mixte.

1.4 Forme générale, canonique, standard, mixte et

matricielle [11]

1.4.1 Forme générale

Le modéle mathématique de programmation linéaire est présenté habituellement en

termes suivants :

Max(Min)Z(x) =) cjz;
j=1

(PL)S s.c S aya;(<=>)b;, pour 1 <i<m (1.2)
=1

1;(<=2>)0, pour 1 < j <n

10



Chapitre I Programmation linéaire

Ces différents éléments du modéle ont la signification suivante :

Z(l’) : la valeur de la fonction objectif.
Z; : les variables de décision (inconnues) du modéle.
Cj : les coefficients des variables de la fonction objectif.

@;j : les coefficients des variables des contraintes fonctionnelles.

b; : les seconds membres des contraintes (quantités des ressources disponibles).

La notation (<=2>) signifie que chaque contrainte posséde I'un des trois signes mentionnés.
Il y a m contraintes fonctionnelles ;1 contraintes des variables de décision et 1 variables.
Optimiser un modéle de programmation linéaire, c’est déterminer les valeurs des diverses
variables de décision devant respecter les contraintes fonctionnelles et des variables de

décision qui maximisent (ou minimisent) la fonction objectif.

1.4.2 Forme canonique

Un programme canonique est soit de type I ou type IL.

— Type I est un programme dans lequel les contraintes d’inégalités sont tournées
dans le sens « inférieur ou égal < » et l'objectif est un maximum (Max).

— Type II a des contraintes d’inégalités tournées dans le sens « supérieur ou égal
> » et l'objectif est un minimum (Min).

Avec la condition de non-négativité des variables de décision.

TYPE I TYPEII
( n ( n
MaxZ(x) =) cjz; MinZ(z) =) cx;
j=1 J=1
s.c ajjr; < b, pourl<i<m s.co Y a;jrj > by, pourl <i<m
j=1 J=1
\ z; >0, pourl<j<n \ r; 20, pourl<j<n

1.4.3 Forme standard

La forme standard d’'un modéle de programmation linéaire doit respecter trois condi-
tions :

11



Chapitre I Programmation linéaire

Condition 1 : Les contraintes fonctionnelles sont exprimées sous forme d’équations
linéaires(=).

Condition 2 : Le second membre des contraintes fonctionnelles (b;) doit étre non négatif.

Condition 3 : Toutes les variables doivent étre non négatives.

Cette la forme standard est donnée par :
(

Max(Min)Z(x) =) c;x;
j=1

SsC

> aijr; = by, pourb; > 0et1 <i<m
j=1

x; >0, pourl <j<n

Les contraintes fonctionnelles du modéle sont exprimées sous forme d’équations li-
néaires au lieu d’inéquations; cette transformation s’effectue facilement en introduisant
dans le modéle de nouvelles variables appelées variables d’écart.

On transforme une inéquation linéaire ayant un signe « < » en une équation linéaire
en additionnant une variable non négative dite « variable d’écart ».

Dans le cas d’une inéquation de signe « > », on doit, pour la transformer en équation,
soustraire une variable d’écart, également appelée dans ce cas « variable d’excédent ».

Donc tout programme linéaire général peut étre écrit sous forme canonique ou sous

forme standard .

1.4.4 Forme mixte

Parfois, les contraintes sont tournées les unes dans un sens, les autres dans le sens
opposé, I'objectif pouvant étre soit un minimum, soit un maximum. Mais on peut éga-
lement avoir un mélange d’égalité (=) ou inégalité (< ou >) . Un tel programme est un

programme mixte. Avec la condition de non-négativité des variables de décision.

1.4.4.1 Propriétés

On peut ramener les formes générales et mixtes a la forme standard ou a la forme

canonique par les opérations élémentaires suivants :
MinZ(z) = —Max — Z(x)

n n
> iy = b Y (—ai)r; < —b;
=1 =1

n n n
Z QijT; = bz = Z Qi T < bz et Z (—aij)a:j < —bz
j=1 j=1 j=1

z; <0 & —x; > 0= changement de variable z; = —z; dans le (PL).

12



Chapitre I Programmation linéaire

"

. . . o, . . ’ !’
Si certaines variables n’ont pas de condition de signe , On pose z; = z,—x, , avecz; > 0

70

et x; > 0.

1.4.5 Forme matricielle

L’écriture matricielle d’'un modéle de programmation linéaire est sous forme :

Max (Min) Z(z) = 'z

s.c Az (<=>)b (1.4)
x(<=>)0
X1 C1 aip - Qi by
Avec : x = : , C= , A= , b=
Tp Cn m1 - Gmp bm

1.5 Modélisation [6]

Un modéle mathématique est une traduction d’une observation dans le but de lui ap-
pliquer les outils, les techniques et les théories mathématiques, puis généralement, en sens
inverse, la traduction des résultats mathématiques obtenus en prédictions ou opérations
dans le monde réel.

En Recherche Opérationnelle, modéliser un probléme consiste a identifier :

Les variables intrinséques.

Les différentes contraintes auxquelles sont soumises ces variables.

L’objectif visé (optimisation).

1.5.1 Exemple de modélisation

Un agriculteur veut allouer 12 hectares de surface distribué entre cultures de tomates
et celles de piments. Il dispose de 12 heures de main d’ceuvre et de 16 m? d’eau. Un
hectare de tomates demande 1 heure de main d’ceuvre, 4 m? d’eau et donne un bénéfice
net de 4 dinars. Un hectare de piments demande 4 heures de main d’ceuvre, 2 m? d’ean

et donne un bénéfice net de 6 dinars.
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Le bureau du périmetre veut protéger le prix des tomates et ne lui permet pas de
cultiver plus de 6 hectares de tomates.

Question : Quelle est la meilleure allocation de ses ressources ?

Réponse : Le probléme sera représenté par un modéle de Programme Linéaire (PL) .
La formulation demande généralement une certaine expertise et connaissance du probléme
pour pouvoir relever facilement les différentes composantes du probléme et ainsi donner
un programme qui modélise au mieux la situation réelle. Les composantes du probléeme

sont représentées dans le tableau suivant par chaque hectare :

Main d’ceuvre (h) Eau (m?) Bénéfice (DA)
Tomates 1 4 4
Piments 4 2 6

On sait que les éléments essentiels d’'un (PL) sont : les variables de décision, les
contraintes (fonctionnelles et de non-négativité) et la fonction objectif, pour cela nous
suivons la démarche suivante pour construire le modéle, en cherchant, tout d’abord,
les inconnues de cette situation (probléme de maximisation du revenu de l'agriculteur)
qui représentent les variables de décision, ensuite on cherche a déterminer l’ensemble
de contraintes liées au processus qui sont écrites sous forme d’équations ou inéquations
(d’ordre 1) en fonction des variables de décision. La derniére quantité a déterminer est

celle de la fonction objectif.

a. Détermination des variables de décision (inconnues)

— Quelles sont les inconnues du probléme de cet agriculteur ?

Les inconnues de cet agriculteur sont les surfaces a allouer pour la culture de tomates
et de piments.

— Combien de variables de décision doit-on définir ?

Le nombre de variables de décision est égal au nombre des inconnues de I'agriculteur.
Bien que le nombre des inconnues soient égal a 2, donc le nombre de variables de décision
est 2. Maintenant, on peut définir les variables de décision de la facon suivante :

x1 : Représente la surface allouée a la culture des tomates.

2o : Représente la surface allouée a la culture des piments.
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b. Détermination des contraintes

Quelles sont les restrictions (contraintes) associées au processus de Iagriculteur ?

Pour répondre a cette question, il faut identifier les restrictions de ’agriculteur :

— Terrain : L’agriculteur dispose de 12 hectares de terrain, ainsi la contrainte liée a
la limitation de la surface de terrain est : x; + zo < 12.

— Eau : La culture d’un hectare de tomates demande 4 m? d’eau et celle d’un hectare
de piments demande 2 m? mais I'agriculteur ne dispose que de 16 m? . La contrainte
qui exprime les limitations des ressources en eau est : 4x; + 2, < 16.

— Main d’ceuvre : Les 12 heures de main d’ceuvre seront départagées ente la culture
des tomates et celles des piments. Sachant qu’un hectare de tomates demande
une heure de main d’ceuvre et un hectare de piments demande 4 heures de main
d’ceuvre alors la contrainte représentant les limitations des ressources humaines
est : 11 + 4xy < 12.

— Bureau du périmeétre : Exige que I'agriculteur ne cultive pas plus de 6 hectares

de tomates. La contrainte qui représente cette restriction est : x; < 6.

Il y a donc 4 contraintes plus les contraintes de non-négativité qui exigent

que les variables de décision doivent prendre des valeurs positives.

Ces contraintes se formulent de la fagon suivante : xy > 0,25 > 0.

c. Détermination de la fonction objectif

— Que cherche 'agriculteur 7 Quel type d’optimisation doit-on envisager ?

L’agriculteur cherche & maximiser ses bénéfices apportés par la culture de tomates et
de piments. Le type d’optimisation est : Maximisation.

— Combien de coefficients économiques apparaitront dans la fonction objectif ?

Deux coefficients, un pour chaque variable de décision.

Pour déterminer les valeurs des coefficients économiques, il faut tenir de I'information
économique concernant les cotits standards, les frais variables et le prix de vente de chaque

modéle.

La fonction objectif a la forme suivante : MazZ(x) = c1z1 + cox2
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D’ou

c1 : représente le bénéfice de la tomate = 4.

co : représente le bénéfice de piment = 6.
La fonction objectif est donc : MaxzZ(x) = 4x1 + 625.

Alors le nombre optimal d’hectares a culture en tomates et piments peut étre exprimé

comme un programme linéaire suivant :

(

MaxZ(x) = 41 + 6o
s.c T1+x9 <12
4[[’1 + 2[L‘2 S 16

(PL)

T+ 4$2 S 12

$1§6

r1 20,2020

1.6 Solution de base réalisable [6]

Soit un probléme de programmation linéaire sous la forme standard défini comme

suit :
mazZ(x) = cl'z
(P) s.c Av =10 (1.5)
x>0
ou

r€eR"c eR" b e R A R™"

Définition 1.1 Solution réalisable
On dit qu’un vecteur € R™ est une solution réalisable du probléme (P) si et seulement

si x satisfait les contraintes du probléme c’est a dire Ax =bet x > 0.
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Hypothése

On suppose que la matrice A est de taille m x n avec rang(A) = m < n.

On rappelle que le rang de A est le nombre maximal de lignes (ou colonnes) de A
linéairement indépendantes.

On rappelle aussi qu’un ensemble de m vecteurs a; sont linéairement indépendants si
les seules valeur k; qui permettent de satisfaire I’expression

iaiki:Osontki:O,izl,...,m.

i=1

Définition 1.2 Ensemble des indices de base
Soit R C {1,...,n}un ensemble d’indices avec card(R) = m tel que les colonnes a; pour
(jeR) de A sont linéairement indépendantes. Autrement dit, la matrice carrée B formée

des colonnes a; pour (j € R) est inversible . On dit alors que ’ensemble R des indices est

une base.

— Les variables 5 = (x; , j € R) sont appelées variables de base.

— Les variables g = (x; , j ¢ R) sont appelées variables hors-base.

Remarquel.1l

On peut toujours écrire les décompositions par blocs suivantes :
A = (B, FE) ou B est appelée matrice de base et F matrice hors base et

r = (xp, xE)T oul zg les variables de base et xy les variables hors base.

Définition 1.3 Solution de base réalisable
On dit que # = (zp,rr) est une solution de base associée a la base R si elle vérifie
Az = b avec zp= B 'bet vy = 0.

Si en plus, xp > 0, alors x est une solution de base réalisable.

Remarquel.2

Un programme linéaire admet au plus C)"* solutions de base.
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Définition 1.4 Solution dégénérée et non dégénérée
Une solution de base réalisable x est dite non dégénérée si zp > 0.
Si au moins, une composante xp = 0 alors x est appelée une solution de base réalisable

dégénérée.

1.7 Propriétés géométriques des solutions de base

réalisables [6]

On note

Dr={zx e R"/Az =b, x > 0} (1.6)

I'ensemble des solutions réalisables du probléme (P) sous forme standard.
Définition 1.5 Ensemble conveze

On dit que 'ensemble S est convexe si et seulement si :

Ve,y e SetVA e 0,1, Az + (1 - Ny €S

Définition 1.6 Combinaison linéaire convezre
Un vecteur y € S est une combinaison linéaire convexe des points {x1, ..., z,, } s'il existe

des coefficients réels \;,i € [1,...,n], tels que :

Y = Z /\Zl'Z , avec )\z ZO, Vi € [1,,71] et Z )\z =1

=1 =1

Définition 1.7 Polyeédre et Polytope

Soient les ensembles suivants :

— L’ensemble {z € R" /Ax = b } représente un hyperplan de R";
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— L’ensemble {z € R" /Ax < b } représente un demi-espace fermé de R™ dont

I’hyperplan correspondant constitue la frontiére.

1. Un polyédre S est Uintersection d’'un nombre fini de demi-espaces fermés et/ou

d’hyperplans. Un polyédre est un ensemble convexe fermé.

2. Un polyeédre S est borné s’il existe une valeur « finie et positive telle que :
lz;] <aVjell,..,n]etVe e s

3. Un polytope est un polyédre borné et non vide.

Définition 1.8 Point extréme
Soit S un convexe non vide de R" , z est dit point extréme ou sommet de S si pour

r=Mx1 + (1 — N)zg, V1,29 € S et A €]0, 1] alors z = x1 = xo.

Proposition 1.1.

L’ensemble Dy des solutions réalisables de (P) est un polyédre convexe et fermé.

Théoréme 1.1.

x est une solution de base réalisable si et seulement si x est un sommet de Dpg.

Théoréme 1.2.
L’optimum de la fonction objectif Z(x) sur Dg, s’il existe, est atteint en au moins un

sommet de Dpg.

1.8 Meéthode du simplexe [6]

La méthode du simplexe est une méthode efficace pour résoudre les problémes linéaires.
Elle peut s’appliquer peu importe le nombre de variables dans le modele. Le principe de
résolution nécessite un certain nombre d’étapes contenu au travers de l’algorithme du

simplexe dont la démarche est la suivante :

1. Déterminer une premiére solution de base réalisable, cette solution initiale sert de

départ au changement vers la solution optimale (si elle existe).
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2. Si la solution obtenue en 1 n’est pas optimale, déterminer une autre solution de base
réalisable qui permettrait d’améliorer la fonction objectif (augmentation pour une

maximisation ou diminution pour une minimisation).

3. On répéte cette procédure itérative jusqu’a ce qu’il ne soit plus possible d’améliorer
la fonction objectif. La derniére solution de base réalisable obtenue constitue la

solution optimale au programme linéaire.

1.8.1 Transformation a la forme standard

La méthode de résolution que nous employons nécessite que les contraintes fonction-
nelles du modéle soient exprimées sous forme d’équations linéaires (forme standard) au
lieu d'inéquations. Cette transformation s’effectue facilement en introduisant dans le mo-
deéle de nouvelle variable appelée variable d’écart.

Transformation d’une inéquation de signe plus petit ou égal (<) :

Toute contrainte de la forme :

n

Z ajr; <b (1.7)

J=1

peut étre remplacée par un systéme de contraintes suivant :

ajr;+s=">
1 (1.8)
s>0

n

J

n
o . ) . )/
ot s = b— ) ajz; est appelée variable d’écart
i=1

Transformation d’une inéquation de signe plus grand ou égal (>)

Toute contrainte de la forme :

Z ajr; >b (1.9)

J=1
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peut étre remplacée par un systéme de contraintes suivant :

n
dYajr;—s=b
j=1
s>0
n
ol s =) a;x; — b est appelée variable d’écart.

Jj=1

Coefficient des variables d’écart :

(1.10)

Les variables d’écart représentent des activités fictives et pour assurer qu’elles ne

perturbent pas la fonction objectif, nous supposons nuls les cotits ou bénéfices associés a

ces variables.

Forme standard d’un modéle de programmation linéaire :

La résolution d'un programme linéaire par la méthode du simplexe est basée sur la

représentation du probléme en forme standard.

Considérons le modéle suivant :

Sa forme standard est :

Mazx(Min)Z(x) =) cjz;
j=1
§ s.¢ Y ayri+s=b, 1<i<m
j=1
\ r;20;5>0, 1<7<n

21

(1.11)

(1.12)



Chapitre I Programmation linéaire

1.8.2 Algorithme du simplexe

On dispose d’une solution de base réalisable z d'un (PL) sous forme standard, la
matrice A peut s’écrire

A= (B,E)

avec B une matrice carrée de taille m x m, inversible, correspondant aux variables de
base et £ une matrice de taille m x (n — m), correspondant aux variables hors-base. On
décompose également le vecteur de décision :

r=(xp,rE)

avec xp les variables de bases et x g les variables hors base.

Le but est de trouver une autre base R* et une solution de base z* associée telles que :

Z(x*) > Z(x) (x* est meilleur que x).

La méthode du simplexe consiste a faire rentrer une variable hors-base dans la nouvelle

base (variable entrante) et faire sortir a la place une variable de base (variable sortante).

1.8.2.1 Détermination d’une premiére solution

Considérons le probléme de programmation linéaire sous forme standard suivante :

mazxZ(x) = cx
s.c Ar =b (1.13)
x>0
ot A est une matrice de dimension m X n, b un vecteur colonne comportant m lignes.
On peut construire a partir de la matrice A, deux sous matrices, A = (B, E).

De méme le vecteur x(vecteur de décision ) est décomposé comme suit :

IB1
Tp . T2 .
T = ou xp= et zp pour les (n —m) variables restantes.
TE
TBm
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x
L’expression Ax = b peut alors s’écrire :Ax = (B, E). -
TE
= Ax = Bap+ Fxg =10 (1.14)
Multiplions 'expression parB~! , I'inverse de B .
On obtient :
B'Bxp+ B 'Exp =B
avec B™'B = I (identité d’ordre m ) d’ou
tp+ B 'Exgy = B'b
En annulant xg, la solution de base est alors
xp=B"'b (1.15)

On obtient une solution de base réalisable de départ si zp > 0 (la matrice B est

toujours constituée a partir des colonnes de la matrice A).

1.8.2.2 Ameélioration d’une solution de base

A partir d’une solution de base réalisable, on obtient une nouvelle solution de base
réalisable adjacente (meilleure ou aussi bonne) en transformant une variable (hors-base)
en variable de base (dite variable entrante) et en méme temps, rendre une variable de base
actuelle en variable hors-base (dite variable sortante). Cette opération algébrique permet

d’obtenir une nouvelle solution réalisable.

1- Détermination de la variable entrante

.Calcul des coiits réduits

Formalisons 'expression de Z(z) pour mieux définir le critére requis pour sélectionner

la variable qui deviendra une variable de base. Nous savons que :
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rp+ B 'Exy =B (1.16)

alors

xp=B'b— B 'Erg (1.17)
Z = CBTB + CETE
=Z(z) = cg(B~'0— B~ 'Ezg) + cprp

=Z(z) =cgB 0+ (cg — cgB 'E)xg

E constitué de vecteurs hors base (notons ces vecteurs par a; ) dont les indices de ces
vecteurs sont autres que ceux des vecteurs dans la base. Identifions cet ensemble d’indices
par N et par z; , les variables correspondant aux vecteurs a; .

L’expression matricielle B~'F peut s’écrire alors

B'E=) B4 (1.18)

jeN

on a donc

Z(x) = cgB 'b+ (cg — cg B 'E)zg

Z(x) = cgB7 '+ (cgrp — cg B"'Exg)

Notons Zg(x) = cg B~'b, cette derniére expression peut s’écrire :
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Z(x) = Zo(x) + > cjz; — Y cg Bl ajx;

=7 (z) = Zo(z) + ZJ\SCj — cpB™a;)x;
= Z(z) = Zo(z) + Z(cj — z)x; (1.19)

Le vecteur
Yg =cg — CBB_IE

qui se compose de

YJ =C — %z (120)
s’appelle vecteur des coiits réduits.

zj = cgB7ta; et ¢; sont les coefficients de la fonction objectif des variables hors base.
Notons par u; = B~ 'a; (ces vecteurs u; seront les nouveaux éléments sous les variables
x; dans le tableau du simplexe, dans le tableau de départ les u; sont les a; associés aux

contraintes originales du modéle).

— Si les couts réduits sont tous négatifs c’est-a-dire Y; = ¢; — 2,;< 0 (pour toutes
les variables hors base), il n’est alors pas possible d’augmenter la fonction objec-
tif Z(x) : 'algorithme se termine, est on a trouvé la solution de base réalisable
optimale.

— Dans le cas contraire s’il existe j € N avec N |’ensemble des indices des variables
hors base telle que Y; = ¢; — z; > 0, dans ce cas on a intérét a faire entrer dans la

base, la variable qui a le cott réduit positif le plus grand possible.

Pour introduire une variable dans la base, que 'optimisation en soit une maximisation

ou minimisation, on suit le critére suivant :
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Critére d’entrée d’une variable dans la base

A partir d’une solution de base réalisable, calculer pour toutes les variables hors base,
la quantité z; = cgB'a; = cpu; , puis les ¢; — z; .

e Maximisation

La variable z, est introduite dans la base si ¢, — z, correspond a la valeur algébrique

la plus élevée parmi tous les ¢; — z; c’est a dire :

cr—zrzm%x{cj—zj/cj—zj > 0}. (1.21)
JE

e Minimisation

Dans ce cas, la variable z, est introduite d’apreés :

cr—zr:m%z{cj—zj/cj—zj < 0}. (1.22)
je

Remarque :

a) Les ¢; — z; = 0 pour toutes les variables de base.

En effet, z; = cgB™'a; = cpu; = ¢; , le vecteur u; étant alors un vecteur
identité.

b) La valeur de x, est déterminée selon la régle de sortie d’une variable de

la base que nous traitons ci-apres.

2-Détermination de la variable sortante

Une fois que la variable x, est choisie, il faut déterminer quelle variable doit quitter la
base. En maintenant la relation Az = b, on augmente z, jusqu’a annuler une variable de

base. Cette variable sera alors la variable sortante.
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La solution de base zp sera modifiée selon I'expression

rp = B~ — B_lELEE

=z =B"'b— B a,x,

= 1g = b— Up Xy (1.23)

E =B 'bet u, = B 'a, ou ( les éléments du tableau sous le vecteur a,.).

Il faut que , xtp > 0, i =1,...,m pour que la nouvelle solution de base soit réalisable

c-a-d

rp1 = by —uy,z, >0

Tpa = by — ug,x, >0

Tpr = by — gy, >0

IBm = bm — U Ty >0

Discutons sur le signe de u,;, = B~ la;,.

— Si u; <0, la quantité wu;.z, sera négative et xrp; augmentera a mesure que x,
augmentera. Donc on peut augmenter x, autant qu’on veut, on aura toujours la
positivité de la variable de base zp; . Dans ce cas la solution est non bornée :
en faisant tendre z, vers l'infini, Z(x) tend vers 'infini. Dans ce cas I'algorithme

s’arréte.
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— Si w0, alors w;,.x, sera une quantité positive et xp; réduira & mesure que x,
augmentera. Pour s’assurer de maintenir une solution réalisable (et de rendre nulle
une variable qui est actuellement dans la base) . x, s’arrétera d’augmenter aussitot

qu’une variable dans la base actuelle devient nulle.

Pour avoir la positivité de xp; pour tout ¢, on choisit la variable sortante pour laquelle

ub,; est le plus petit possible, supposons que ce minimum s’obtient & ¢ = k. Le

le rapport

critére de sortie d’une variable de la base s’énonce alors comme suit :

Critére de sortie d’une variable de la base

Sachant que la variable entrante dans la base est z,, la variable z;, sort de la base

d’aprés :

b b,
= min { — ;>0 (1.24)

Uy 1<i<m | Uy

La nouvelle valeur de la variable de base est x, = f—; pour ¢ = k.

Le terme uy, est appelé le pivot et sert a effectuer 'opération de pivotage pour déter-
miner la nouvelle solution réalisable de base.

Soit R* la nouvelle base obtenue et x* sa solution de base associée alors la nouvelle

valeur de la fonction objectif sera donnée par :

Z(z) = Zy(z) + z,(c; — 27)

b

Uy

= Z(x) = Zy(z) + —(¢r — 21) (1.25)

et comme la solution n’est pas dégénérée (by > 0) et puisque ¢, — z,. > 0 ( probléme

de maximisation)
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par conséquent, la valeur numérique de la fonction objectif s’est améliorée ¢’est-a-dire :

Z(x) > Zp(x).

On poursuit ces étapes ainsi jusqu’a ce qu’on ne puisse plus obtenir de solution de
base réalisable améliorant Z(x). La derniére solution de base réalisable obtenue constitue

la solution optimale au programme linéaire.

3- Détermination des nouvelles valeurs des variables de base

Pour déterminer les nouvelles valeurs des variables de base, on procéde comme suit :

- On remplace z, = 57’“ par sa valeur dans la relation
T

T = bj — Uip Ty, i=1.m (1.26)

- On obtient alors les nouvelles valeurs pour les variables de base

Uiy

by, i=1.m (1.27)

rp; =b; —
Ukr

et toutes les autres variables z; sont nulles (j € N).

On notera que xpy = by, — Up,r T, = b — %bk = 0 (variable sortante zy,) .

Remarque :

On peut maintenant exprimer la nouvelle valeur de la fonction objectif ainsi que tous
les ¢; — z; en fonction de la nouvelle quantité pour la variable qui entre dans la base

comme suit :
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En considérant que la variable entrante est z,, la variable sortante est z, et que le

pivot est ug,, on a :

Nouvelle valeur de Z(x) = Ancienne valeur de Z () + f;;(cr —2)

by

Ukr

Z(x) = Z 4+ —(c, — 2) (1.28)

De la méme facon, les z; sont ajustés comme suit, a partir de la ligne pivot :

: s
Nouvelle valeur de z; = Ancienne valeur de z; + (¢, — z)
s

ukj

Zi=zj+—(¢cr — %) (1.29)

Uy

I’amélioration de la fonction objectif s’écrit alors :

~ U5
¢ — 2= (c;—z) — u—kj(cr — ) (1.30)

Ces relation seront particuliérement utiles dans la systématisation de 'algorithme a

I’aide des tableaux du simplexe.

1.8.2.3 Critére d’optimalité
. Cas d’une maximisation :

Une solution de base réalisable est optimale si pour toutes les variables hors base.

On a

Cj — %5 S 0 (131)
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. Cas d’une minimisation :

Une solution de base réalisable est optimale si pour toutes les variables hors base .

On a

¢;i—2; >0 (1.32)

j z

Remarque :

e Cas d’absence de solution optimale finie :

I n’existe pas de solution optimale avec une valeur finie pour Z(x) si :

- Pour une maximisation , s’il existe ¢; — z; > 0 pour une variable hors base z; et tous
les u;; < 0. Dans ce cas Z(x) — +00

- Pour une minimisation , s’il existe c¢; — z; < 0 pour une variable hors base x; et tous

les u;; < 0. Dans ce cas Z(x) = —o0

e Solution optimale unique :

Une solution de base réalisable est optimale et unique si, pour les variables hors base :
— Dans le cas d’'une maximisation tous les ¢; — z; < 0,Vj € N,

— Dans le cas d’'une minimisation tous les ¢; — z; > 0,Vj € N.

e Solution optimale multiple :

Il existe une infinité de solutions optimales.
— Si pour une variable hors base ¢; — z; = 0.
En effet, s’il y a un terme u;; > 0 sous le vecteur a; on peut introduire a; dans la base

et obtenir une autre solution de base optimale.

1.8.2.4 Procédure de l’algorithme du simplexe

Dans le cas d’une fonction objectif & maximiser
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Etape initiale

Poser 5 = 0 et déterminer la solution de base réalisable initiale x5 = B~'b = 8 et

I'objectif 2 = cgB~'b = cBg .

Etape principale

1. Calculer ¢; — z; avec z; = cgu; = cgB~'a; , pour toutes les variables hors base.
si tous les ¢; — z; < 0, alors stop; la solution actuelle est la solution optimale.

sinon, choisir la variable entrante selon le critére

magx {¢j —2j,/¢cj— 2 >0} = ¢, — 2. (variable entrante x,) (1.33)
je

2. Calculer u;; = B™'a;
si u;; < 0 alors stop; le probléme a une solution infinie.

sinon, choisir la variable qui doit quitter la base selon le critére

b; b ,
min { — u; >0y = —— (variable sortante x,). (1.34)
1<ism | Uy Uy

3. A partir de la nouvelle base, déterminer B~ x5 = B~'bet Z(x) = cg B~'b

et on passe a 'étape 1.

1.8.3 Méthode des tableaux du simplexe [11]

On peut structurer toutes les informations de la méthode algébrique dans un tableau

du simplexe ou les expressions matricielles peuvent étre représentées comme suit :
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CB C; 1 Cy | e Cn Solution de base
ap=DB"=0b
5= =
Variable de base T Lo | eeeees Tn
CB1 rB1 U1, Uy | rreee Uin Valeur de x5
CBm TBm U1 Uma | oo U, Valeur de xp,,
¢ — 2J CL—21 | Co— 29 | wvoveen Cn — Zn | valeur de Z(x)
Ou
cB1, CB2, - .., CBm - sont les coefficients économiques de variables de base.
rB1, Tp2, -- -, Tpm : sont les variables de base.

Les lignes de 1 a m sont les éléments du tableau.

u;; éléments du tableau obtenu aprés chaque opération de pivotage.

La ligne m + 1 est la ligne du tableau ¢; — z; dont celles associées au variable de base
sont nulles.

Pour déterminer, & chaque itération, la solution de base et les différents éléments du
tableau (les ij, Z(z) et les ¢; — z;, nous nous servons les différentes expressions algébriques
qui ont été obtenues par la méthode matricielle. Cette procédure de calcul s’appelle opé-
ration de pivotage.

Supposons que x, devient une variable de base (variable entrante) et que devient une

variable hors base (variable sortante), 'opération de pivotage consiste a :

1- Diviser les éléments de la ligne k par le pivot wug, :

Fpe=" g : Est la valeur de la variable entrante z,
Ukr
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2- Pour les lignes i = 1,2,...,m, i # k du tableau, ajuster les valeurs de la ligne 7 en

additionnant a cette ligne, —u;,. multipliée par les éléments de la nouvelle ligne k.

ks
gy

Uij = Uij — Up Uk = Ujj — U

avec Ug, = 1 ;5 : Nouvelles valeurs de la ligne 7 du tableau.

aj=r t;=0pourt=1,2....m,1# ket t =1

a, : devient un vecteur de la base.

Zpi :Nouvelles valeurs de variable de base (de la solution ).

3- Effectuer une mise a jour de la ligne ¢; — z; en additionnant a cette ligne —(¢, — z,)

multipliée par les éléments de la nouvelle ligne k, %

¢ — 2= (5 — 2) — 32(er — )

On notera que pour les variables de base ¢; — z; =0, jeEp .

4- la mise a jour de Z(x) s’obtient de :
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Les calculs des éléments b;,u;; , Z(x) et ¢; — z; s’obtiennent rapidement selon la régle

du rectangle avec la formule :

Nouvelle valeur = Ancienne valeur - ( produit des éléments dans

les coins opposés / le pivot)
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1.8.4 Organigramme de P’algorithme du simplexe [4]

Modéele de programmation

lingaire [PL)

L
Ecrire le modele dans sa forme
standard

Obtenir une solution de base
réalizsable de départ et mettre en
gvidence cette solution dans un

tableau du simplexe

i irati y  Touslesc—z;<0 Le tableau actuel
Appliguer I'opération de e—z. JEN i

pivotage @ 'aide de la T
regle du rectangle, pour

donne la solution
optimale

CONSTrUire un nouseau

tableau du simplexe

ci—=;>0

Y

I Il n"existe pas de
[ wo | M =0;=1,..m solution optimale
L P
_

aver une valeur finie
pour Z

+ AU moins un ;= 0

Choix de la variable entrante x.

i
fr 'ic,"_z,"} =2y

!

Choix de la variable sortante x;

be _ [E" = D]
— = miny—.
|-|-|._-r i M kr

kr
Le pivot est I'Eélément |,

FIGURE 1.1 — Organigramme de l'algorithme du simplexe pour un probléme de maximi-
sation
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1.8.5 Complexité de ’algorithme du simplexe [6]

La complexité d’un algorithme est le nombre d’opérations élémentaires qu’il doit effec-
tuer pour mener a bien un calcul en fonction de la taille des données d’entrée. L’efficacité
d’un algorithme est mesurée par ’augmentation du temps de calcul en fonction du nombre
des données.

Nous avons donc deux éléments & prendre en compte :

— La taille des données.

— Le temps de calcul.

L’évaluation de la complexité d’un algorithme est I’étude du nombre maximal d’opérations
élémentaires qu'il nécessite dans le pire des cas. Kelle et Miny (1972) ont construit des
problémes nécessitant 1’examen d’un nombre de sommets croissants exponentiellement
en fonction de la taille du probléme (contraintes et variables). Il a été montré pour les
principales régles de pivotage employées que ’algorithme du simplexe pouvait prendre un
temps de calcul exponentiel , en particulier , on ne sait pas s’il existe une régle de pivotage
qui assurerait que 'algorithme se termine aprés un nombre polynomial d’étapes. Alors la

complexité de la méthode du simplexe est donc exponentielle.

1.8.6 Exemple numérique

Enoncé

Un ébéniste fabrique des bureaux sous forme standard ou luxe. Des études de marché
ont montré que pour 'année a venir, les possibilités de vente s’élévent a 200 unités pour
le modéle luxe et a 300 unités pour le modéle standard. L’approvisionnement en bois
est suffisant pour fabriquer annuellement 600 bureaux quel que soit le type. Par ailleurs,
le temps de fabrication d’un modéle luxe est le double de celui d’'un bureau de modéle
standard. La capacité annuelle de fabrication est telle que, si tous les bureaux fabriqués
étaient de type standard, on pourrait en fabriquer 800 au maximum. La vente d’un bureau
sous le modele luxe conduit & une marge unitaire sur un coit variable égale a 8, celle d’un
bureau de type standard égale a 4. On se propose de rechercher le programme annuel de

fabrication conduisant au profit global maximum.

Mise en équations

Soit z; le nombre de bureaux de type luxe, x5 le nombre de bureaux de type standard.

Le programme linéaire est :
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(

\

maxZ(x) = 8xy + 4y

2%1 + X2 < 800

T2 < 300

s.c x1 <200

T+ X9 S 600

1,72 >0

(1.35)

Ecrivons le modéle dans sa forme standard en ajoutant les variables d’écart xs3, x4, x5, 6.

(

\

maxZ(x) = 8xy + 4o

s.c x1+ x3 = 200

To + Ty = 300

£1+l‘2+l’5:600

21’1 + 22+ g = 800

2;>0,j=1,...,6

(1.36)

On obtient alors un systéme d’équations comportant n = 6 inconnues et m = 4

contraintes.

On obtient une solution de base en annulant (6 — 4) = 2 variables.

On s’assure d’une solution de base réalisable en annulant les variables x, x5 :

x3 = 200, z4 = 300, z5 = 600, zs = 800.

C’est la solution de base réalisable de départ qui est mise en évidence dans le premier

tableau du simplexe.

Tableau 1 : Solution de départ

Ligne | Base |y | 2y | 23 | x4 | x5 | T | S.B.R
1 x3 1701 1]0)101]0/ 200
2 x4 0|10 1]0]0] 300
3 x5 1711070 11]0/ 600
4 X 2110|0071 800
0 c;—2 | 814 ,0]0]0]0 0
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Les variables hors base sont 1, xs.

Appliquer le critére d’entrée et de sortie d’'une variable.

maz {c; — z;} = mazx {c; — 21,¢2 — 2}

=max {8,4} = 8 — variable entrante x;

min {ub—;,uir > O}min {Ub—;,uﬂ}

= min {200, 600, %}zQOOz%%variable sortante x3

La variable x; entre dans la base et sa valeur sera 200, la variable sortante x3 est
(k=1) et le pivot uy; = 1.

Ce calcul s’indique habituellement sur le tableau 2 suivant :

Tableau 2

Ligne | Base | xy | 2o | 23 | x4 | x5 | w | S.B.R

1 1 117010 07]0 200
2 Ty 0,101 1,0/0 300
3 Ts O(11]-1,01]1]0 400
4 T 0O(11]-2,01]0/ 1 400

0 |c¢j—z | 0| 4[-8]0] 0|0/ 1600

Le tableau 2 n’est pas optimal puisque co — 20 =4 >0

On applique les mémes critéres d’entrée et de sortie d’'une variable on obtient :
la variable entrante : x5, la variable sortante : x4, le pivot : ug =1

En pivotant sur ugy = 1,

on obtient le tableau 3 suivant :
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Tableau 3
Ligne | Base | x; | 2o | 23 | x4 | 5 | v | S.B.R
1 1 170|170 )101]0/ 200
2 T O] 1]0 100/ 300
3 x5 0]0-1|-1]1]0 100
4 X 0,0 -2-1,0]1 100
0 c;—z2 | 00 |-8]-4]01] 0| 2800

Le tableau 3 est optimal puisque tous les ¢; — z;

négatifs
c3—23=-8<0etcy—2zg=—-4<0.
La solution optimale est :
rp = x1 = 200
Tpo = X9 = 300
rp3 = x3 = 100

Iy — T4 = 100

pour les variables hors base sont

Z(x) est maximum pour z; = 200,z = 300 et vaut 2800

1.9 Conclusion :

Dans ce chapitre nous avons présenté une méthode de résolution des problémes de

Programmation Linéaire qui est la méthode du simplexe. Dans un premier temps nous

avons parlé briévement sur la programmation linéaire. Puis, nous avons montré la maniére

de résoudre les problémes de programmation linéaire par cette méthode .
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Concepts sur les nombres flous
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Chapitre II Concept préliminaire sur les nombres flous

2.1 Introduction

La théorie des ensembles flous est une théorie mathématique du domaine de 1’algébre
abstraite, elle a été développée par Lotfi Zadeh (1965) [21] . Pour représenter U'incertitude
due a I'imprécision dans 'information ne pouvant pas étre modélisée par la théorie proba-
biliste. Aujourd’hui, les domaines d’application dans lesquels il existe des utilisations de la
logique floue sont trés variés : médecine, biologie, économie, la recherche scientifique...etc.

Dans la théorie des ensembles classiques, il n’y a que deux situations acceptables pour

un élément, appartenir ou ne pas appartenir a un sous-ensemble.

2.2 Préliminaires sur les ensembles flous [10]

La notion d’ensemble flou n’étant pas classique, il convient avant tout d’introduire
quelques définitions, principes d’utilisation et propriétés élémentaires. C’est ce que nous

ferons dans ce paragraphe, en nous limitant strictement aux notions de base.
Définition 2.1 Ensemble classique

Soit X un ensemble, appelé univers, dont les éléments sont notés x.
Un sous-ensemble classique A de X peut étre caractérisé a ’aide d’une fonction d’ap-

partenance réelle 4 définie sur X et prenant ses valeurs dans I'ensemble binaire {0, 1}.

1 st re A
pa (z) = (2.1)
0 si r¢d A

Définition 2.2 Ensemble flou

Un sous-ensemble flou A de X est la notation classique pour désigner le caractére flou.
Il est défini a I'aide d’une fonction d’appartenance p ; définie sur X et prenant ses valeurs
dans lintervalle [0, 1].

A est donc caractérisé par :

A={(z,pz(x))[reX}. (2.2)

La fonction d’appartenance peut, selon les situations, représenter un degré de possibi-

lité ou un degré de préférence ou le degré d’appartenance.
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Remarque 2.1

— Un ensemble classique ( "crisp" par opposition a "fuzzy" ) constitue donc un cas
particulier d’ensemble flou.

— L’ensemble vide est caractérisé par : g (z) =0 Vz e X.

Définition 2.3 Ensemble flou conveze

L’ensemble flou A est convexe si sa fonction d’appartenance vérifie :

pi Az 4+ (1= X)xg) > min (pg (x1), p5 (22)) Vi, ze € X; VA€ [0,1] (2.3)

Définition 2.4 Ensemble flou normalisé

L’ensemble flou A est normalisé s'il existe 2o € X tel que :

sup 4 (xg) =1 (2.4)
ro€EX

2.2.1 Définitions des caractéristiques d’un ensemble flou [6] [10]

Un sous ensemble flou est complétement défini par la donnée de sa fonction d’ap-
partenance. A partir d’une telle fonction, un certain nombre de caractéristiques de sous

ensemble flou peuvent étre étudiées.

» Support d’un ensemble flou A

Le support d’un ensemble flou A noté sup (fl) est I’ensemble ordinaire de X qui

comprend les éléments x de X dont la fonction d’appartenance est strictement positive.
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Il est défini par :

sup (fl) ={r e X/u;z(x)> 0} (2.5)

» Coupe de niveau «
Une coupe de niveau o d'un ensemble flou A noté A,, a € [0,1], est 'ensemble

ordinaire des éléments qui appartiennent a A avec un degré au moins égal a «.

Elle est définie par :

Aa={z € X/pz () > a} (2.6)

» Hauteur d’un ensemble flou A
La hauteur d’un ensemble flou est notée Haut ([1) est le plus fort degré avec lequel

un élément de X appartient a A.

Elle est définie par :

Haut ([1) = sup (pj (x)) (2.7)

zeX
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» Noyau d’un ensemble flou A

Le noyau d’un ensemble flou A de X notée Noy (fl) est 'ensemble de tous les éléments
qui lui appartiennent totalement (avec un degré 1).

Il est défini par :

Noy (A) = (€ X/pu;(x) =1} (2.8)

2.3 Nombre flou [6]
Définition

Un nombre flou est un ensemble flou A convexe et normalisé, de I’ensemble des nombres

réels (X = R).

Remarque

Si le noy (fl) est un intervalle de R, on parle alors d’intervalle flou.

2.3.1 Opérations sur les ensembles flous

Soient A et B deux ensembles flous dans X.

» Inclusion

Un ensemble flou A est inclus dans un autre ensemble flou B si :

ACB < pu;(x)<psz), Ve X (2.9)
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» Egalité

Deux ensembles flous A et B sont égaux si :

SN

I

ool
=
5

() =pp(x), Ve e X (2.10)
» Complémentaire

Le complément A d’un ensemble flou A est défini par la fonction d’appartenance

suivante :

pi(@)=1-ps(x), veX (2.11)
» L’intersection

L’intersection de deux ensembles flous A et B est définie par la fonction d’appartenance

suivante :

inp (2) = min (1 () , 1 (2)) , Var € X (2.12)
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» L’union

L’union de deux ensembles flous A et B est définie par la fonction d’appartenance

suivante :

taup (x) = max (ug (), pp (2)), Vo € X (2.13)

Exemple [6]

Soit X = {x1, 29, 3,24, 25}

A

{(21;0.3), (22;0.5) , (23; 1), (24;0.2) , (25; 0)}

— {(21;0.7), (22:0.2) , (23; 0.5) , (243 0.6) , (25;0.3)}
{(21;0.7), (22;0.5) , (23;0) , (243 0.8) , (w5; 1)}

— {(21;0.7), (22;0.5) , (z5:1) , (24; 0.6) , (5:0.3)}
N B = {(21;0.3), (22;0.2) , (23;0.5) , (4;0.2) , (5;0)}

. SR ST w o
C Il
ol

2.3.2 Nombre flou de type L-R [10]

Un nombre flou A est de représentation L-R si et seulement si

a—x

L (a_L) pour x < a, avec al >0
pg(x) = (2.14)

r—a

R (a_R) pour x > a, avec aft >0
Ou L et R sont des fonctions dites de référence du nombre flou vérifiant les propriétés :
e L et R fonctions non croissantes sur [0, +o0],
e L et R fonctions symétriques : L () = L (—x);R(z) = R(—x),
e L(0)=R(0)=1.

Un nombre flou de type L-R est représenté par : A = (a, al, aR) IR
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Remarque :

Si Pon ajoute a cette définition que L(1) = R(1) = 0, le support du nombre flou est fini.
( voir figure 2.1 )

FIGURE 2.1 — Représentation d'un nombre flou de type L-R

2.3.2.1 Intervalle flou

Un nombre flou plat de type L-R, ou intervalle flou de type L-R, est tel qu’il existe

a¥,a® € RY, avec a” < a® de sorte que pj (z) =1, Vz € [aF,af].

Sa présentation de type L-R est alors :

L .
L (aaf) si x < ak, aveca >0

pi(r) =191 si at<x<al (2.15)

_ R .
R (xa,‘i ) si x> a® avecaf® >0
\

Nous désignerons un tel nombre flou par A = (a,a®, b, aft) 1 r (Voir figure 2.2 ).
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FIGURE 2.2 — Représentation d’'un nombre flou plat de type L-R

Remarque

Il existe plusieurs types de nombres flous de type L-R, lorsque les fonctions de référence
L et R sont linéaires, on parle alors de nombres flous de type triangulaire et de type
trapézoidal.

Dans notre travail, nous nous intéresserons principalement a ce type par-

ticulier de nombres flous.

2.3.3 Nombre flou de type triangulaire [6]

Un nombre flou A est dit de type triangulaire noté (a,«, 8) si sa fonction d’apparte-

nance est définie par :

pilz) =141 st r=a (2.16)

abbze o a<z<a+p

La représentation géométrique est donnée par la figure (2.3) suivante :
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4

FIGURE 2.3 — Représentation d’un nombre flou triangulaire (a, a, 3)

2.3.3.1 Opérations sur les nombres flous de type triangulaire

Soient A et B deux nombres flous de type triangulaire.

» Addition

Soient deux nombres flous triangulaires A = (a, oy, 81) et B = (b, oz, 5s).

11 vient :

A®B=(a+ba1+as, B+ )

» Soustraction

Etant donné A = (a,aq, 1) et B = (b, ag, 32) deux nombres flous triangulaires.

Le symétrique de B est donné par :
_B = - <b7 g, 62) = (_b7 527 a2)

et la différence de A et B par :

AGBZ(G—57041+52751+042)
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» Multiplication scalaire

Soit le nombre flou triangulaire A = (a,a, B).

11 vient :

siA>0,AeR: /\®A=()\CL,)\OZ,/\/B),

SiA<0ONER: A@A=(\a,—\3,—)a).

2.3.3.2 Comparaison de deux nombres flous triangulaires

Soient deux nombres flous triangulaires A = (a, oy, 1) et B =(b, az, Bs).

[ J
AN
I
sl

= a=bao =, [ =P

[ ]
N
IA
s

—a<ba—a <b—agy,a+ P <b+ .

2.3.4 Nombre flou de type trapézoidal

Un nombre flou A est dit de type trapézoidal noté (aL, a’, a,ﬁ) si sa fonction d’ap-

partenance est donnée par :

_aL .
z—ata o gl _ g <zr<a

127 (r) =11 si al <z <a¥ (2.17)

al+B—z
B

si a¥ <x<a’+ 8

\

La représentation graphique est donnée par la figure (2.4) suivante :
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L 4

0a-a a* a” a+p x

FIGURE 2.4 — Représentation d’un nombre flou trapézoidal (a*,a",a, 3)

2.3.4.1 Opérations sur les nombres flous de type trapézoidal

Soient A et B deux nombres flous trapézoidaux.

» Addition

Soient deux nombres flous A = (a¥,a, a1, B1) et B = (b",0Y, as, B2) de type trapé-

zoidal.

Il vient :

A® B= (aL+bL,aU+bU,Oél+Oé2,51+52)

» Soustraction

Etant donné deux nombres flous trapézoidaux A = (aL, a’, a, 61) et B = (bL, WY, s, Bg)

Il vient :
—B = - (bLa bUa g, 52) = (_bUa _bL7ﬁ27 062)

A@B: (aL—bU,aU—bL,Oé1+52,51+042)
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» Multiplication scalaire
Soit le nombre flou A = (a*,aV, @, B) de nombre flou trapézoidal
Il vient :
sio A>0,AeR: A® A= (\al, ", \a, \B)

si A<0,AeR: A® A=AV, Aat, —\3,—\a)

2.3.4.2 Comparaison de deux nombres flous trapézoidaux

Soient deux nombres flous trapézoidaux A = (a¥,a", aq, B1) et B = (b5, Y, as, Ba).
e A=B=a"=b"a" =tV a1 =ay, B = .

e A< B<e=al <., al <WW.a—a; <b*—ag,al + B < bV + Bs.

e Un nombre flou trapézoidal A est positif si et seulement si a” — oy > 0.

e Un nombre flou trapézoidal A est négatif si et seulement si a¥ + 5, < 0.

Remarque

On note par F'(R) 'ensemble des nombres flous de type trapézoidal.

2.4 Conclusion

Dans ce travail nous avons présenté les différentes approches de la notion de nombre
flou, tel que le nombre flou de type L-R , le nombre flou de type triangulaire et le nombre
flou de type trapézoidal. Quelques propriétés de base pour chaque approche et des opé-

rations arithmétiques sur les nombres flous de type L-R ont été définies.
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Chapitre 111 Théorie des nombres flous intuitionnistes

3.1 Introduction

Dans la théorie des ensembles flous, 'appartenance d’un élément & un ensemble flou
est une valeur unique dans I'intervalle [0,1] Zadeh (1975). Néanmoins, en réalité il n’est
peut-étre pas toujours vrai que le degré de non-appartenance d’un élément dans un en-
semble flou est égal a 1 moins le degré d’appartenance. Et ce, car il peut y avoir un
degré d’incertitude. Par conséquent, Atanassov (1986, 1999) a proposé une généralisation
d’ensembles flous. par exemple :

— Logique classique : Soit il fait froid, soit il fait pas froid.

— Logique intuitionniste : On ne peut pas prouver qu’il fasse froid ou qu’il fasse pas

froid.

— Logique floue : Soit il fait froid, soit il ne fait pas froid soit il fait un peut froid.

avec "un peu" entre 0 et 1.

3.2 Ensemble flou intuitionniste [18]

Définition 3.1 d’un IFS

Un ensemble flou intuitionniste AZ ( IFS : Intuitionistic Fuzzy Set ) de X est défini

comme suit :

A = {(a,par (@), w30 (0)) s 2 € X} (3.1)
ou les fonctions pzr : X — [0,1] et v4; : X — [0, 1] définissant le degré d’appartenance
et le degré de non-appartenance de I'élément x € X respectivement telles que :

Pour chaque z € A' € X, 0< pj (z) + vy (z) < 1.

Définition 3.2 d’un IFS normal

Un ensemble flou intuitionniste A’ est dit normal dans X s'il existe un point o € X

tel que p s (o) =1 et v (x9) =0

3.2.1 Définitions des caractéristiques d’un IFS

» Support d’un IFS

Le support d'un IFS A’ est Pensemble ordinaire défini par :
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Sup <AI>:{x€X//LAI(x)>O, vi(z)<1 , zeX) (3.2)

» Coupe (o, ) d’un IFS

Un ensemble de coupe (a,f) , générée par un IFS A’ (o o, 8 € [0,1] sont des

nombres fixes tels que o+ § < 1) est défini comme suit :

fliﬁ:{xeX/uAI(x)ZQ, vir(x) < B avec a+pB<leta,fe€]0,1]} (3.3)

3.3 Nombre flou intuitionniste

3.3.1 Définition d’un nombre flou intuitionniste

Un Nombre Flou Intuitionniste (NFI) A’ est un sous-ensemble flou intuitionniste de la

droite réelle (X = R), qui vérifie :

1- A! est normal dans R.

2- Al est convexe c’est a dire :

i Oy + (1= N)az) = min (s (01) s (02)) Vo, € RAE0,1] (3.4)

3- Al est concave c’est a dire :

Vir Az + (1 — X)) z2) <max (v (1), V41 (22)) Vi, 20 € R, A € [0, 1] (3.5)

26



Chapitre 111 Théorie des nombres flous intuitionnistes

3.3.2 Opérations sur les ensembles flous intuitionnistes [3]

Soient A?, B! deux ensembles flous intuitionnistes dans X

» Inclusion

» Egalité

Al =Bl «— A'c B'et Bl c A!

» Complémentaire

Al ={(z, vz (), par () |z € X}

» L’intersection

A0 B = (@, s (@) A e (2) 030 (@) V v (2)) 2 2 € X)

= (&, min(u g1 (2), pgr (2)), max(vzr (), vpe (2))) v € X}

» L’union

ATUB" = {(&, par () V pr () v n () Avgr (@) s € X

= {(w, max(pzr (), ppr (), min(vzr (), vp: (2))) 2 € X}
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3.3.3 Nombre flou intuitionniste de type L-R [20]

Définition 3.3 d’un NFI de type L-R

Un nombre flou intuitionniste A7 est de type L-R s’il existe deux fonctions L et R et

des scalaires tels que [ < I', r < 7" avec les fonctions d’appartenance et non-appartenance

suivantes :
(
L(™7%)
1
par (r) =
R (=)
0
\
L (=)
1
1= (2) =
R(52)
0
Ou

ST r=m
(3.6)
st m<xr<m-+r
St non
St m—I0<x<m
st x=m
(3.7)

si m<x<m+r

st non

— Le nombre réel m est la valeur modale de fl[,

— (l, Uirr' > O) sont les écarts & gauche et a droite des fonctions d’appartenance et

non-appartenance respectivement,

— L(.) et R(.) sont des fonctions strictement décroissantes de R* dans [0, 1],

— L(0)=R(0)=1.

— Symboliquement Al est noté (m;l,r; l/,r/)
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Exemple

Sic:

L(z) =1—xz, et R(z) = e®onm=41=27r =3 etl =37 =4 Alors
(4;2,3;3,4)r désigne un IFN de type LR avec les fonctions d’appartenance et non-

appartenance suivantes :

0 st ox <2
5—1 st 2<zx<4
par (x) = (3.8)
1 st x=4
eld—2)/3 st x >4
\
0 st <1

si 1<xr<4
1=z (x) =

1 st r=4

4-x)/4 st x >4

Remarque

Lorsque les fonctions d’appartenance et de non- appartenance sont linéaires de types
L(z)=R(xz)=1—x pour YO <z < 1, on parle alors de NFI du type triangulaire et de
type trapézoidal.

3.3.4 Nombre flou intuitionniste triangulaire [14]

Soit un nombre flou intuitionniste de type triangulaire (NFIT) noté A’ = (ay, as, a3) (a}, as, as)
ol a/1 < a < ag < a3 < a; si sa fonction d’appartenance et sa fonction de non-

appartenance, respectivement, sont données comme suit :

29



Chapitre 111 Théorie des nombres flous intuitionnistes

Z=a1 st oap <z <as
a2—ai
pr () = § as—z st as < x < as (3.10)
az—az
0 st non
\
(
— . I
e si a; <x<ag
az—ay
~ j— — . i
vir (r) =  Z=a2 st ag < x < ag (3.11)
az—az
1 stnon
\

La présentation géométrique d’un NFIT est donnée par la (figure 3.1) suivante :

;100
v,I() 4

FIGURE 3.1 — Nombre flou intuitionniste triangulaire NFIT

3.3.4.1 Opérations sur les nombres flous intuitionnistes triangulaires [8]

Soient Al = (ay,az, a3) (aj, az,a3) et BT = (b, ba, b) (by, ba, by) deux nombres flous

intuitionnistes triangulaires
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» Addition :

A" @ B! = (ay + by, ay + by, ag + bs) (a) + b, ag + by, ag + by)

» Soustraction :

’

—B' = (~by, —by, —b1) (~by, —b, — )

’

1)

AI@BI: (al—bg,ag—bz,ag—bl)(a;—b;,GQ—bQ,aé—b

» Multiplication scalaire :

- (kay, kag, kas) (kall, kas, k:ag) sik>0
kA" =

(kas, kas, kay) (kay, kas, ka})  sik <0

3.3.5 Nombre flou intuitionniste trapézoidal [14]

Un Nombre Flou Intuitionniste Trapézoidal (NFITr) A’ est un ensemble flou intui-
tionniste sur R avec comme fonction d’appartenance et non-appartenance définies comme

suit :

r—a N
e, St =T < a
1 st as <z <as
s (2) = (3.12)
ﬁ st a3 <z <ay
0 st non
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vir (z) =

Oitay <ay<ay<az<as<a,

as—x

!
az—ay

r—as

!
ay—as

. !
st a; <x<ap
st as < x<as
. !
st a3 <x<ay

st non

(3.13)

La présentation géométrique d’un NFITr est donnée par la (figure 3.2) suivante :

05

s |

¥

FIGURE 3.2 — Représentation d’'un NFITr

3.3.6 Nombre flou intuitionniste trapézoidal symétrique [1]

Un NFIT est dit Nombre Flou Intuitionniste Trapézoidal Symétrique (NFITrS) si

a=pf=heta = =h' par conséquent,

d’appartenance et non-appartenance suivantes :

(

par (x) =

z—(a1—h)
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st a<z<ay
si a<z<ays+h

st non

un NFITrS est défini par une fonction
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vir (z) =

\

S?

S?

st

S?

a<x<as+h

non

Un NFITs est noté A’ = (ay, as, h, h) (al, as, b, h') ( voir figure 3.3 )

05f=m=---

S S

ammm e mmhm--—---

FIGURE 3.3 — Représentation d'un NFITrS

3.3.6.1 Opérations arithmétiques sur NFITrS [18]

» Addition

L J

(3.15)

Soit Al = (a1, az, h,h) (a1,as, B, h') et B! = (by, by, k, k) (b1, s, k', k') sont deux

NFTTrS.

11 vient :

AI@BI:(a1+b1,a2+b2,h+k,h—|—k)(a1—|—b1,a2+b2,h'+k/,h/+k’l)
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» Soustraction

Soit A” = (a1, as, h,h) (ai, a2, h', 1) et BT = (by, by, k., k) (b, ba, k', k') deux NFITrS.

11 vient :

—BI — (_b2) _bl) k? k) (_b27 _b17 k,’ k’)

et

A'© B' = (a1 — by, ap — by, h+ k,h+ k) (a1 — by, ap — by, '+ K B+ K)

» Multiplication scalaire

Soit A’ = (ay,as, h, h) (a1, as,h’, h') un NFITrS.

11 vient :

sic A>0, AeR: AAT = (Aay, Aaz, A, AR) (Aar, Aag, AR, AR)

si A< 0, AeR: NAT = (Aag, Aay, —Ah, —=Ah) (Aag, Aar, —AR', —AR)

Exemple
Considérons deux NFITYS :
Al = (7,10,1,1)(7,10,3,3) , B! = (4,6,2,2) (4,6,5,5)
e A/@BT = (T+4,10+6,1+2,14+2)(7T+4,10+6,345,3+5) = (11,16,3,3) (11, 16, 8,8)
o —B' = (—6,-4,2,2) (—6,—4,5,5)
e AloB = (7-6,10—4,14+2,142)(7—6,10—4,3+5,3+5) = (1,6,3,3) (1,6,8,8)
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e A=2 AL =(27,2.10,2.1,2.1) (2.7,2.10,2.3,2.3) = (14,20, 2, 2) (14, 20, 6, 6)

ed=-2  AAT =((=2).10,(=2).7, = (=2).1, —=(=2).1) ((—=2).10, (=2).7, = (—2).3, —=(—2).3)

= (=20, —14,2,2) (—20, —14,6,6)

3.3.7 Les régles de transformation d’un NFITr & un nombre

flou, intervalle et nombre réel [14]

NFITr
]
A NFHF{‘E-“:ﬂl :ﬂJ(‘I‘L a3, % ,.:;:;)

v
l W

\ S al=ﬂ{,a4=cz4r et / Si a,=a,
v;[x:l=l—,u;[x:|,‘?‘xeﬁ
v

NFIT
N NFTr A ‘ ‘
Awrrr =(a.2;.2,.9,) Aner = (2nas.a.00.a,.9)
¥
¥
Si Si a=a
th =dy,dy =dy
¥
Nombre d'intervalle NFT
A=[ﬂ2,ﬂ'3] J'J:"lNFI'={al:a]=all]

¥

¥
si ay=a \\ si '3‘1:‘12:'3‘4/
¥

¥
Nombre Réel
A=a,

FIGURE 3.4 — La régle de transformation sur les NFITr

3.4 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons présenté, quelques notions de base sur la logique floue

intuitionniste en introduisant les concepts de base des ensembles et des nombres flous

intuitionnistes. Dans notre travail, nous nous limiterons exclusivement aux nombres flous

intuitionnistes trapézoidaux symétriques du type NFTrS.
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4.1 Introduction

En programmation linéaire, les données sont supposées étre connues avec précision.
Dans le cas ou ces derniéres sont mal connues ou imprécises de nature floue intuitionniste,
nous avons un programme linéaire flou intuitionniste. Dans ce chapitre, nous allons ré-
soudre un probléme de programmation linéaire flou intuitionniste trapézoidal symétrique

par la méthode du simplexe flou intuitionniste que nous présenterons en détail.

4.2 Fonction Ranking R[19]

Une approche efficace pour comparer les nombres flous intuitionnistes est 1'utilisation
des fonctions Ranking ou fonctions de classement. Une fonction Ranking R est définie
de 'ensemble des nombres flous intuitionnistes trapézoidaux symétriques Fy (R) dans R
(R : Fs (R) — R). De différents types de fonctions Ranking ont été introduits et certains
ont été utilisés pour résoudre des problémes de programmation linéaire avec des para-

métres flous intuitionnistes.

Proposition

Soient A’ et B! deux nombres flous intuitionnistes trapézoidaux symétriques, on dé-

finit un ordre sur F; (R) comme suit :

o Al % BT si et seulement si 9%(121]) >R (BI)

o Al ; BT si et seulement si 9%(121]> R (BI>

o Al = B! si et seulement si 9‘%(121[> =R (Bl>
R

Lemme

Soient A’ et B! deux nombres flous intuitionnistes trapézoidaux symétriques dans

F, (R) et soit R une fonction Ranking linéaire, donc :

e Al>Bl e Al _BI >0l «— —BI > Al
R R R
o AT >BletCI>DIdoncAI+CI_B + D!

o R (k;Af +B1) =k (A7) + % (BY)
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Remarque

Dans notre travail, nous utilisons une fonction Ranking fR linéaire d’un nombre flou

intuitionniste trapézoidal symétrique définie par :

%<A1> :a1+a2—|—%<h/—h> (4.1)

ot Al = (a1, az, h,h;ar,as, b’ 1) € Fy (R)

Dans ce chapitre, nous allons considérer trois cas différents de problémes

linéaires flous intuitionnistes.

Cas 1:

4.3 Cas ot le vecteur des cofits ¢’ est un nombre flou
intuitionniste trapézoidal symétrique [13]

Un probléme de Programmation Linéaire en Nombres Flous Intuitionniste Trapézoi-
daux symétriques (PLNFITrS), dans le cas ou seul le vecteur des cotits ¢’ est un nombre

flou intuitionniste trapézoidal symétrique, est défini comme suit :
max Z! (z) = &
R
s.c

)

Ar=1»

x>0
ol

AeR™"™ heR™, (5I)T € (Fs (R))" et z € R™ avec R une fonction ranking linéaire.
Définition 4.1 Solution réalisable

On dit qu’un vecteur x € R™ est une solution réalisable du probléme (Pir) si et

seulement si = satisfait les contraintes du probléme.
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Définition 4.2 Solution optimale

On dit qu’un vecteur z* € R" est une solution optimale du probléme (P:r) si pour

toute solution réalisable z , on a é/a* > élx.
R

4.3.1 Solution de base réalisable

Nous introduisons la définition d’une solution de base réalisable pour un probléme de
programmation linéaire en nombres flous intuitionnistes (Par).

Considérons le systéme des contraintes suivant :

(4.3)

Supposons que rang (A) =m
Définition 4.3 Ensemble des indices de base

Soit R C {1,...,n} un ensemble d’indices avec card (R) = m telles que les colonnes
aj, (j € R), de A sont linéairement indépendantes. Autrement dit, la matrice carrée B

formée des colonnes a; , (j € R), est inversible.

— Les variables x5 = (x,j € R) sont appelées variables de base.

— Les variables 25 = (z;,j ¢ R) sont appelées variables hors-base.

Définition 4.4 Solution de base réalisable

On dit que = = (xp, $E)T est une solution de base associée a la base R si elle vérifie :
Az =b avec zg = B 'bet zp = 0.

Si, en plus, xp > 0, alors = est une solution de base réalisable.
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Définition 4.5 Solution dégénérée et non dégénérée

— Une solution de base réalisable = est dite non dégénérée si xp > 0.

— Si, au moins, une composante g = 0 alors x est appelée une solution de base

réalisable dégénérée.

4.4 Meéthode du simplexe flou intuitionniste d’un
probléme de PLNFITrS

On dispose d’une solution de base réalisable x d’un programme linéaire flou intuition-

niste sous forme standard. La matrice A peut s’écrire :

A= (B,E)

ou B est une matrice carrée de taille m x m inversible, correspondante aux variables de
base et F est une matrice de taille m x (n — m) ; correspondante aux variables hors-base.

On décompose également le vecteur de décision :

x = (rp,7p)
avec xp les variables de base et zy les variables hors base.
Le but est de trouver une autre base R* et une solution de base x* associée telles que

Z' (z*) > Z'(z)  ( 2* est meilleure que ).

La méthode du simplexe flou intuitionniste consiste a faire rentrer une variable hors-
base dans la nouvelle base appelée variable entrante et faire sortir a la place une variable

de base appelée variable sortante.

4.4.1 Détermination d’une premiére solution

Considérons le probléme de programmation linéaire floue intuitionniste sous forme

standard suivant :
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ou

(4.4)

A est une matrice de dimension m X n, b un vecteur colonne comportant m lignes.

On peut construire a partir de la matrice A deux sous matrices, A = (B, E)

De méme le vecteur = (vecteur de décision) est décomposé comme suit : x =

ou ) )
ZEBl
LBy .

rp = et zp pour les (n —m) variables restantes.
LBm

L’expression Az = b peut alors s’écrire :

B

Az = (B, E). =b
TE

= Ar = Bxp+ FExg=0b

Multiplions l'expression par B~!, I'inverse de B

On obtient

B 'Brxgp+ B 'Exp =B '

avec B™'B = I ( I'identité d’ordre m ).

d’on

xp+ B 'Exp =B

En annulant zg, la solution de base est alors
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rg =B (4.6)

On obtient une solution de base réalisable de départ x5 > 0 ( B est toujours constituée

a partir des colonnes de A ).

4.4.2 Amélioration d’une solution de base

A partir d’une solution de base réalisable, on obtient une nouvelle solution de base
réalisable adjacente en transformant une variable (hors-base) en variable de base (variable
entrante) et en méme temps, rendre une variable de base actuelle en variable hors-base
( variable sortante). Cette opération algébrique permet d’obtenir une nouvelle solution
réalisable.

e Détermination de la variable entrante
. Calcul des cofits réduits

Formalisons 'expression de Z7 (x) pour mieux définir le critére requis pour sélectionner

la variable qui deviendra une variable de base floue intuitionniste, nous savons que
Ar = Bxgp+ Exp =05

avec B qui est inversible, donc

v+ B 'Exp=B'b (4.7)
alors
rp=B"'b— B 'Exp (4.8)

on obtient donc

21 (2) =c¢le =chap+ oy
= 5 CB E

= Z!(z) =4 (B~"b — B 'Exp) 4 éLap

2

= 7! (2) =cpBb+ (¢4 — éLB™'E) ap
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Or xg = (zp,zg) ot xp = B~'b (car zg = 0 ) alors

Donc

7' (x) = Z} (x) + (¢ — e5B7'E) ap (4.9)

L’expression matricielle B~'E peut s’écrire

B'E=) B g

JEN

Cette derniére expression peut s’écrire :

Z! (x) = Zl(z) + Zéjl-a:j — ZégB’lajxj

jEN JEN

Le vecteur

qui se compose de

yi=¢ 3! (4.10)
s’appelle vecteur des coitits réduits.

ZJI = cpBta; et 6]1 sont les coefficients de la fonction objectif des variables hors base.
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Notons par p; = B~'a; ( ces vecteurs p1; seront les nouveaux éléments sous les variables
x; dans le tableau du simplexe, dans le tableau de départ les j; sont les a; associés aux
contraintes originales du modéle ).
— Si les cotits réduits sont tous négatifs, c’est-a-dire ffj[ - ek —zf % 07, ( pour toutes
les variables hors base), il n’est alors pas possible d’augmenter la fonction objectif
Z' (). Dans ce cas, algorithme se termine, et la solution de base réalisable obtenue
est optimale.
— Dans le cas contraire, s’il existe 7 € N tel que }7]-1 = 6§ — 2]1 ; 0, on a intérét

a faire entrer dans la base, la variable qui a le cotlit réduit positif le plus grand

possible.

Pour introduire une variable dans la base, quelque soit 'optimisation (maximisation ou

minimisation), on applique le critére suivant :
» Critére d’entrée d’une variable dans la base

A partir d’une solution de base réalisable, calculer pour toutes les variables hors base,

coa sl Al pel, Al : STl
la quantité z; = cgB™ " a; = CpHy, puis les ¢; — Z;

. Maximisation : La variable z, est introduite dans la base si R (¢/ — z!) correspond
a la valeur algébrique la plus élevée parmi tous les R (¢f — z), c’est a dire :
~T ~T ~I o~ ~I =1
R (¢ —z) =max{R(c] —2) /R (¢] - Z) >0} (4.11)

JEN
. Minimisation : La variable x, est introduite dans la base si R (6{ — fz]{) correspond

a la valeur algébrique la moins élevée parmi tous les R (65 — EJI ), c’est a dire :

R (el —Zz) =min{R (¢ - z)) /R (& — z]) <0} (4.12)

T JEN
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Remarque

1. & — 21 = 07 pour toutes les variables de base.

j iR
En effet, !

_ a1, _ oz, Al ¢
i 5 cgB™ a; = Caly 5 G le vecteur p; étant alors un vecteur

identité.
2. La valeur de z, est déterminée selon la régle de sortie d'une variable de

base, que nous traitons ci-apres.

e Détermination la variable sortante

Une fois que la variable x, est choisie, il faut déterminer quelle variable doit quitter la
base. En maintenant la relation Az = b, on augmente x, jusqu’a annuler une variable de

base. Cette variable sera alors la variable sortante :

Ar =b<= Brp+ Exg=0b

La solution de base xp sera modifiée selon ’expression

rp=B"'b— B 'Exp
=15 =B'b— B la,z,

=25 =0b— 1, (4.13)

oub= B lbet = B_lar( les éléments du tableau sous le vecteur a, ).

Il faut que xp > 0, (¢ = 1,...,m) pour que la nouvelle solution de base soit réalisable

c-a-d.

rp, = by — px, >0

LBy = 1_72 — 2Ty 2> 0

rp, = by — fgrx, > 0
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TB,, = bm — My Ty > 0

Discutons sur le signe de p;, = B la;,.

— Si pir <0, la quantité gz, sera négative et xp, augmentera a mesure que z,
augmentera. Donc on peut augmenter x, autant qu’on veut, on aura toujours la
positivité de la variable de base xp, : Dans ce cas, la solution est non bornée; en
effet, en faisant tendre x, vers linfini, Z7 (x) tend vers l'infini. Donc, ’algorithme
s’arréte.

— Si i > 0, alors py,x, sera une quantité positive et xp, réduira & mesure que z,
augmentera. Pour s’assurer de maintenir une solution réalisable (et de rendre nulle
une variable qui est actuellement dans la base), x, s’arrétera d’augmenter aussitot

qu’une variable dans la base actuelle devient nulle.

Pour avoir la positivité de xp, pour tout i, on choisit la variable sortante pour laquelle
le rapport f—’ est le plus petit possible, supposons que ce minimum s’obtient & ¢ = k. Le

critére de sortie d’une variable de la base s’énonce alors comme suit :

» Critére de sortie d’une variable dans la base

Sachant que la variable entrante dans la base est z,; la variable x; sort de la base
d’apreés :

Ok = min {ﬁ,mr >0} (4.14)

Hir 1ism | gy

La nouvelle valeur de la variable de base est x, = ;ka pour ¢ = k.

Le terme uyg, est appelé le pivot et sert a effectuer 'opération de pivotage pour déter-
miner la nouvelle solution de base réalisable.
Soit R* la nouvelle base obtenue et z* sa solution de base associée alors la nouvelle

valeur de la fonction objectif sera donnée par :
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Zy (x) + x, (& — 2}

— 7' (z) = ZL (2) +

R Hir

(¢h —zD) (4.15)

i

et en considérant que la solution n’est pas dégénérée (by > 0) et puisque ¢ — z/ > 0!
(probléme de maximisation), la valeur numérique de la fonction objectif s’est améliorée ;

c’est-a-dire

7'(x) 2 74 (@)

On poursuit ces étapes ainsi jusqu’a ce qu’on ne puisse plus obtenir de solution de base
réalisable améliorant Z (z) : La derniére solution de base réalisable obtenue constitue la

solution optimale au programme linéaire floue intuitionniste.

Remarque Absence de solutions optimales finies

Il n’existe pas de solution optimale avec une valeur finie pour Z7 (z) si :

— Pour une maximisation, s'il existe ¢f — ! > 0’ pour une variable hors base z; et
tous les py; < 0. Dans ce cas, Z! (z) — +oo0.

— Pour une minimisation, s'il existe ¢/ — 2/ < 0’ pour une variable hors base x; et

R
tous les p;; < 0. Dans ce cas, 71 (x) = —oc.

4.4.3 Critére d’optimalité

. Cas d’une maximisation : Une solution de base réalisable est optimale si pour

toutes les variables hors base

oI a

0’ (4.16)

™\
~
|
?
~
2N
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. Cas d’une minimisation : Une solution de base réalisable est optimale si pour

toutes les variables hors base

on a

0’ (4.17)

Q
|
21V

4.4.4 Tableau de simplexe flou intuitionniste d’un probléme de
(PLNFIT:S)

Considérons le probléme de programmation linéaire flou intuitionniste trapézoidal sy-

métrique (PLNFITrS) défini précédemment comme :

( ~
max Z1 (z) = éhap + chag
%

S.C

(4.18)
B.%‘B -+ EI'E =b

\ rp,xp > 0

Par conséquent, on peut écrire

rg+ B 'Exy =B

Donc

ZH(x) — (L, — LB 'E) g = LB~
E B B

Actuellement, x5 = 0 donc 25 = B~'b et Z! () = cEB™b.

On réécrit le probléme de (PLNFITYS), ci-dessus, sous forme d’un tableau, comme

suit :
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Tableau 1
Base rB TE S.B.R
rB I Mg = B'E B =B
G-z |0 &p— =& — pBT'E 7! () = 5B
R —2)| 0 | R(ch—25) =R(¢ —cLB'E) | R (Zf (x)) — R (e, B1D)

La ligne des coiits flous intuitionnistes dans le tableau, ci-dessus, est Y/ = (¢, — ¢LBE)

qui se compose de Yj] = 6]1- — ZJI pour les variables hors base.
R

En fonction de la condition d’optimalité, on arrive a la solution optimale si

}7j1:~]f.—~f§(~)] pour tout j € N.
%

4.4.5 Algorithme du simplexe flou intuitionniste d’un probléme
(PLNFITrS)

La méthode du simplexe flou intuitionniste pour un probléme de maximisation est

composé des deux étapes suivantes :

Etape initiale :

La solution de base réalisable de départ est donnée par xp = B™'b = b, 2y = 0 et

Pobjectif flou intuitionniste Z7 () = cpB'b = Lb.

Etape principale :

1. Calculer R (¢! — zI) pour toutes les variables hors base.
: P P AN S AN ; S
Soit R (cr — zT) = rjrlg\?( {ER (cj — zj) ] € N} dans lequel N est I’ensemble des indices
hors base actuels.

- Si R (¢l — Zf) <0, alors Stop; la solution actuelle est optimale.

- Si non, on passe a I'étape (2).
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2. Soit ju; = B a,.
- Si i <0, alors Stop; le probléme a une solution infinie.

- Sinon, déterminer la variable x; qui va quitter la base de la maniére suivante :

b bi
" — min {—,uir>0}

[k 1Sism | iy

3. Mettre a jour le tableau en pivotant sur gy, ;
mettre & jour b; en le remplacant par (Bi — ,ka“iT‘> pour @ # k et par 57’9 pour i = k;
mettre a jour Z7 () en le remplacant par (ZI (x) + ka (¢f - 2{))

Puis, mettre a jour la matrice de base B en remplacant a, et passer a I’étape (1).
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4.4.6 Organigramme de Palgorithme du simplexe flou

intuitionniste d’un probléme (PLNFITrS) & maximisation

Modéle de programmation
Linéaire floue intuitionniste (PLFI)

Ecrire le modeéle dans sa forme
standard

Obtenir une solution de base réalisable
de départ et mettre en évidence cette

solution dans un tableau du simplexe
floue intuitionniste

=T =i
: JeN (& — *J:' =0 Le tableau actuel
Appliquer I'opération R — 3 donne la solution
de pivotage & l'aide de la - 3) optimale

régle du rectangle pour
construire un nouveau T =F
tableau du simplexe floue R {CJ - ‘:r'} >0
intuitionniste

Il n’existe pas de
3 Hir solution optimale avec

Mir <0 une valeur finie pour Z
pir = U L

Choix de la variable entrante xr

R (& - 3) = mx (R (G - %))

Choix de la variable sortante Xk

- b
b = min {L,ﬂir?’n}
M

Jhier 1<i<m
Le pivot est I'&lément ke

I

FIGURE 4.1 - Organigramme de l’algorithme du simplexe flou intuitionniste pour un
probléme (PLNFITrS) a maximisation
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4.4.7 Exemple numérique

Résolvons le probléme de programmation linéaire en nombres flous intuitionniste tra-
pézoidal symétrique (PLNFITrS) suivant en utilisant la méthode du simplexe floue intui-

tionniste.

’

max Z' (z) = (4,5,1,1:4,5,3,3) 1 + (2,7,1,1;2,7,2,2) x,

*®
S.C
521 + 315 < 30 (4.19)
r| + 21’2§18

1,22 >0

\

Le modéle sous sa forme standard s’écrit :

.

max Z' () = (4,5,1,1;4,5,3,3) 21 + (2,7,1,1;2,7,2,2) 25
S.C
521 + 3xs + x3 = 30 (4.20)

l‘1+2$2+$4:18

X1,T2,T3,T4 2 0

On obtient alors un systéme d’équations comportant n = 4 inconnues et m = 2

contraintes.

On obtient une solution de base en annulant (4 - 2) = 2 variables. On assure une

solution de base réalisable en annulant les variables x; et x5 :

I3:30,1’4:18,ZL‘1:ZL‘2:0.

C’est la solution de base réalisable de départ qui est mise en évidence dans le tableau 2

du simplexe.
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Tableau 2
base T i) T3 | Xy S.B.R
x3 5% 3 110 30
Ty 1 2 01 18
ch—zl 1(4,5,1,1;4,5,3,3) | (2,7,1,1;2,7,2,2) | 0/ | 0' | 0O
R (-2 10 2 0[0| 0
Les variables hors base sont z; et 5.
On applique les critéres d’entrée et de sortie d’une variable :
N T AN _ P STl
rjng\)fc{i)%(cj —z),jeN} =max{R (] - Z) /R (¢} - 2)}
:max{lo, % = 10 — la variable entrante est z;.
min{:;,u" > 0} = min{ub—;,uﬂ > 0}
= min{2, B1=6 = b1 1a variable sortante est z3.
H11

La variable x; entre dans la base et sa valeur sera 6, la variable sortante est z3 (k = 1).

En pivotant sur p;; = 5, on obtient le tableau suivant :

Tableau 3
base x1 o T3 T4 S.B.R
1 1 3 1 0 6
7 1
x4 0 5 = 1 12
= I nl 23 8 8. 23 19 19 -4 1 1 —4 3 3 Nl .
ek — 2 0 (-1,%,8,5-1,2,2,2) | (-1,F,4,5-1,5,5,2) | 0 (24, 30, 6, 6; 24, 30, 18, 18)
~I I 47 —8
% (el —2) | o a7 =2 0 60

Le tableau 3 n’est pas optimale puisque R (é{ — Z{) = % > ()
On applique les critéres d’entrée et de sortie d’une variable :
R (el — zI) = max{R (¢f — 2][) ,j € N} =1 — la variable entrante est z,.

min { b

— 2 _, 13 variable sortante est z,.

Haz

2oty > 0} = min {10, 2}~ 2

La variable x5 entre dans la base et sa valeur sera %, la variable sortante est x4 (k = 2)

et le pivot est figo.
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En pivotant sur e = % , on obtient le tableau suivant :

Tableau 4
base T T2 T3 T4 S.B.R
2 -3 6
1 1 0 z = =
—1 5 60
2 0|1 - 7 =
o 3l OF | OF | (58,51,8,8,28 =1 8 8) (=28 5 8 8 -23 5 19 19) (144 450 66 66,144 450 183 183
J J T TOOTTY T T YT T 2T TOT T 27T T T T T Tt T T T T
P —13 —25
w(e-z) o0 | o L =2 90

S @108 ) o
=) 5 (23 ERF 0 (B2
(i) = (9t () o8 (1)) = (5 58) < 0. ¥ 0 ¥ 5 0

(E[ — 231 ) < 0 pour toutes les variables hors base alors la solution

x = (§ @)E R? est optimale et Z7 (z) = (1%4, @, %, 6—76; %4, @, %, 1—33)6 Fs(R)

4.5 Cas ot les coefficients ¢/, A! et b’ sont flous
intuitionniste trapézoidaux symétriques

Un probléme de programmation linéaire en nombres flous intuitionnistes trapézoidaux
symétriques dans le cas oil le vecteur des cotits ¢/, la matrice des conditions A’ et le vecteur

des contraintes b’ sont des nombres flous intuitionnistes trapézoidaux symétriques est

défini comme suit :
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max Z' (z) =3 i
iﬁjzl
s.c
(P argr) 4 n ) (4.21)
> ala; < b i=1,...,m
=1 n
\ x; >0 17=1..n
ou
ity = (1) (a2 higo g5 an),g o () i By ) € B (R),
bi = ((b1);, (ba), s ks ki s (b)), , (ba), s ks K7) € i (R)
(&), = ((cl)j,(cz)j,zj,zj;(q)j (ca), 11, ) € F,(R) et pouri=1,...m
et j =1,...,nz € R". avec R une fonction ranking linéaire
Théoréme
Le probléme (PEI’ AI,BI) est équivalent au probléme suivant :
max Z' (z) =3 i
s.c
(Psr) < (4.22)

Preuve

Soient ()1 et Q2 les ensembles de solutions réalisables des problémes (PEI’ ;11751) et
(Psr) respectivement. En utilisant Parithmétique des nombres flous intuitionnistes et les

propriétés des fonctions ranking.

Montrons que @)1 = (5.
801tx€Q1<:>Za :cj<b1 i=1,...,m
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n

<:>§1 ((al)ij’(a2)ij7hij,hij;(a1)ij (a )”,hlj,h7]> = ((bl)i><b2>i,kiaki§(b1)i7(b2) k k‘)

70 Ve Ve

n
<:>Z Qi Tj <b; i=1,...m
Jj=1

Sr€ Qo done Q1 = Qo.

Comme (1 = ()5 et que toute solution réalisable optimale de (P~I ir bI)est solution

réalisable optimale de (Psr) donc on conclut que les deux problémes sont équivalents.

Remarque

La réalisation du probléme obtenu (Psr) se fera par le simplexe flou intuitionniste

(voir cas 1).

4.5.1 Exemple numérique

Résoudre le probléme de programmation linéaire floue intuitionniste trapézoidal sy-
métrique suivant :
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max Z' (z) =(3,1,2,2;3,1,0,0) 21+ (0,1,1,150,1,3,3) 2
S.C

(LL1L,11,1,3,3) 21 +(2,1,1,1;2,1,3,3) 22 < (1,2,1, 11,2, 1, 1) (4.23)
R

(2,0,2,2;3,0,4,4)x1 + (2,1,3,3;2,1,1,1) 2.< (1, 3,4,4;1,3,0,0)
R

x1,T2 > 0
\

Son probléme équivalent obtenu en appliquant la fonction Ranking R et les opérations

arithmétiques sur les nombres flous intuitionnistes trapézoidaux symétriques s’écrit :

(

max Z' () = (3,1,2,2:3,1,0,0)z; 4+ (0,1,1,1;0,1,3,3) 2
S.C
3z1 + das < 3 (4.24)

3(E1 + 2{E2§2

1,72 >0
\

Le modéle sous sa forme standard s’écrit :
( ~
max Z! (x) = (3,1,2,2;3,1,0,0) 2, + (0,1,1,1;0,1,3,3) 22

S.C

3l’1+2l‘2+$4:2

L1, X2,T3, Ty Z 0
\

La résolution de (Pll) est donnée sous forme du tableau simplexe flou intuitionniste.

On obtient alors un systéme d’équations comportant n = 4 inconnues et m = 2
contraintes.

On obtient une solution de base en annulant (4 — 2) = 2 variables. On assure une

solution de base réalisable en annulant les variables x; et x5 :

$3:3,ZL’4:2,1’1:1’2:0
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C’est la solution de base réalisable de départ qui est mise en évidence dans le tableau

1 du simplexe suivant :

Tableau 1-Solution de départ

base T T z3 | z4 | S.B.R
T3 3 4 110 3
T4 3 2 0|1 2
ch—zl 1(3,1,2,2;3,1,0,0) | (0,1,1,1;0,1,3,3) | 0' | 0' | 0O
R (e -z 3 2 00| 0

Les variables hors base sont z; et xs.

On applique les critéres d’entrée et de sortie d'une variable :
STzl STzl _ <zl ST T
max R -2 /M -2) >0} =max{R(¢] - 2]) R (&L - )}
=max {3,2} = 3 — la variable entrante est z;.

. b . b
mln{%,uir > 0} = mm{uil,,uﬂ > 0}

= min{l,2}= 2 = :—2 — la variable sortante est ;.
12

La variable x; entre dans la base et sa valeur sera 2, la variable sortante est x4 (k = 2).

En pivotant sur py; = 5, on obtient le tableau 2 suivant :

Tableau 2
base T T2 xr3 g SBR
T3 0 2 1 -1 1
1 1 % 0 % %
~I I Y 2 T 7._2 Nl 1 2 2, 2 4 4 2
Cj — Zj 0 (_57_1,3737_57_173,3) 0 (_37_175751_%7_17070) (27§>§7§727§>O70)
R(E-%) |0 -3 0 -3 2
1 —~ —1p 2 4 4 2
Z ("L‘)ECBB bg (27§7§7§a27§70’0)
m(zf) 24241(0-4)=2

3
(31352133 (112 %1 -100)
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Comme R (5]1 — ZJI ) < 0 pour toutes les variables hors base alors la solution

r= (%, 0) € R? et la valeur de la fonction objectif optimale floue intuitionniste est

A = (2,2,3,3:2,2,0,0)€ F, (R) avec %(Z (a:')]> =2€eR

)30

Cas 3 :

4.6 Cas ou les coefficients 7/ et b sont flous
intuitionnistes trapézoidaux symétriques [19]

Un probléme de programmation linéaire a variables flous intuitionnistes trapézoidaux
symétriques (PLVFITS), dans le cas ou le vecteur des contraintes b’ et le vecteur de

décision &' sont des (NFITrS), est défini comme suit :

(P 31) Al (4.26)

ou
A e R™™ b e (F,(R)™,c" € R*, & e (F,(R))" et R une fonction ranking

linéaire.

Définition 4.6 Solution réalisable floue intuitionniste

On dit qu'un vecteur flou intuitionniste #/ € F (R) est une solution réalisable floue

intuitionniste pour (ngjl) si et seulement si 27 satisfait les contraintes du probléme c’est
a dire A7 = blet 71 > 0! .

R R
Définition 4.7 Solution optimale floue intuitionniste

. , . . . . ~ Tk . . . .
Une solution réalisable floue intuitionniste #/~ est une solution optimale floue intuition-

niste pour (Pgl i,) si pour toute solution réalisable floue intuitionniste #7 , on a cz!™ > ca!
’ R
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4.6.1 Solutions de base réalisables floues intuitionnistes

Nous introduisons la définition d’une solution de base réalisable floue intuitionniste
pour un probléme de programmation linéaire & variables flous intuitionnistes (PBI,f,-I)-
Considérons le systéme suivant :

A [ / (4.27)
il >0 '
Hypothése :

On suppose que le rang(A) = m.

Définition 4.8 Ensemble des indices de base

Soit R C {1,...,n} un ensemble d’indices avec card (R) = m tel que les colonnes a;
(j € R) de A sont linéairement indépendantes. Autrement dit, la matrice carrée B formée

des colonnes a; (j € R) est inversible.On dit alors que I'ensemble R des indices est une

base.
— Les variables 74, = (55][ ,J] € R) sont appelées variables de base floue intuitionniste.
— Les variables &}, = (Z!,j ¢ R) sont appelées variables hors-base floue intuition-
niste.
Remarque

On peut toujours écrire les décompositions par blocs suivantes :
A = (B, FE) ou B est appelée matrice de base et E matrice hors base et
=1

= (24, 25)T on 74 les variables de bases floues intuitionnistes et % les variables

hors base floues intuitionnistes.
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Définition 4.9 Solution de base réalisable floue intuitionniste

On dit que 7’ = (7L, 75)Test une solution de base floue intuitionniste associée a la

base R si elle vérifie
bl avec By = (T, -y Ty) = BT et i = 0

Si, en plus, 75 > 0!, alors Z! est une solution de base réalisable floue intuitionniste.
R

Définition 4.10 Solution floue intuitionniste dégénérée et floue intuitionniste non

dégénérée

Une solution de base réalisable floue intuitionniste Z’ est dite non dégénérée si 75 > 07.
R

Si, au moins, une composante 7L = 07 alors #! est appelée une solution de base

réalisable floue intuitionniste dégénérée.

4.7 Méthode du simplexe floue intuitionniste d’un
probléme (PLVFITrS)

On dispose d’'une solution de base réalisable flou intuitionniste (FI) Z’ d’un programme
linéaire sous forme standard.

La matrice A peut s’écrire

A= (B,E)

avec B est une matrice carrée de taille m x m, inversible, correspondante aux variables
de base (FI) et E une matrice de taille m x (n—m), correspondante aux variables hors-base
(FI) . On décompose également le vecteur de décision
¥ = (T, 7p)
avec Th les variables de base (FI) et Z%, les variables hors base (FI) .
Le but est de trouver une autre base R* et une solution de base (FI) 21" associée telles

que :
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ZI(:%I*)§ ZN (&) (1" est meilleur que 77).

La méthode du simplexe floue intuitionniste consiste a faire rentrer une variable hors-
base (FI) dans la nouvelle base (variable entrante) et faire sortir a la place une variable

de base (FI) (variable sortante).

4.7.1 Détermination d’une premiére solution

Considérons le probléme de programmation linéaire floue intuitionniste sous forme

standard suivant :

max Z7 (il) =ci!
s.c
) (4.28)
Azl =l
R
il > 0!
\ R
ou
A est une matrice de dimension m x n, b’ € (F (R))™.
On peut construire & partir de la matrice A, deux sous matrices, A = (B, F).
T
De méme le vecteur 77 (vecteur de décision ) est décomposé comme suit : 77 =
Th
1
<~ T2 ~7 .
o Tp= et T pour les (n — m) variables restantes.
| Thm |
L’expression Az! = b peut alors s’écrire :
=1
T -
A =B,E). | 7| =¥
R4 j’l R
E
= Ai! = Bilp + Ei, = b! (4.29)

Multiplions 'expression par B~! , 'inverse de B

On obtient
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B™'BiL + B 'Eil = B!

avec B™'B = I (identité d’ordre m ) d’ou

ib + BT EiL = B!

En annulant 74, la solution de base est alors

Th = B! (4.30)

On obtient une solution de base réalisable floue intuitionniste de départ si &5 > 07
R

(la matrice B est toujours constituée a partir des colonnes de la matrice A).

4.7.2 Amélioration d’une solution de base floue intuitionniste

A partir d’une solution de base réalisable floue intuitionniste, on obtient une nouvelle
solution de base réalisable floue intuitionniste adjacente (meilleure ou aussi bonne) en
transformant une variable hors-base floue intuitionniste en variable de base floue intui-
tionniste (dite variable entrante) et en méme temps, rendre une variable de base floue
intuitionniste actuelle en variable hors-base floue intuitionniste (dite variable sortante).
Cette opération algébrique permet d’obtenir une nouvelle solution réalisable floue intui-

tionniste.

e Détermination de la variable entrante

. Calcul des coiits réduits

Formalisons l’expression de Z! (ff ) pour mieux définir le critére requis pour sélectionner
la variable qui deviendra une variable de base (FI). Nous savons que

Azl = Bip + Eiy, = b!
avec B qui est inversible donc

T+ BT Eip = B! (4.31)
Alors

T = B~ — BT'Eil (4.32)
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On obtient donc

ZH(E) = ed! = epil, + cpit

=7 (#1) = cg(B™'W — B~ EZL) + cpi,
=2" (') = cpBY + (cp — cp BT E)i,

Or 7! = (zh + zL) on 74 = Byl (car 7L, = 0')

Zé (i’l) ; CBZ%IB ; CBB_lbI

Donc

2" (3") = Zy (") + (cx — cp BT B, (4.33)

L’expression matricielle B~! Epeut s’écrire alors
B'E=) B4 (4.34)
JEN

Cette derniére expression peut s’écrire :

2 = 20 (@) + S - X enB !
R JEN JEN
=71 (z1) = ( B+ > (¢j — cBta;)z!
R JEN
= 7" () = Z5 (&) + ) (ej — 2)E] (4.35)
jEN

Le vecteur

qui se compose de
Y} = Cj — Zj (436)
s’appelle vecteur des couts réduits.

zj = cgB'a; et ¢; sont les coefficients de la fonction objectif des variables hors base

floues intuitionnistes.
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Notons par u; = B~ 'a; (ces vecteurs u;, qui seront les nouveaux éléments sous les
variables fJI dans le tableau du simplexe floue intuitionniste, étaient dans le tableau de

départ les a; associés aux contraintes originales du modéle).

— Si les cotits réduits sont tous négatifs, c’est-a-dire Y; = ¢; —z; < 0 (pour toutes les
variables hors base floues intuitionnistes ), il n’est alors pas possible d’augmenter
la fonction objectif ZZ (fl) Dans ce cas, I'algorithme se termine et la solution de
base réalisable floue intuitionniste obtenue est optimale.

— Dans le cas contraire s’il existe ] € N telle que Y; = ¢; — z; > 0, dans ce cas on
a intérét a faire entrer dans la base la variable qui a le cott réduit positif le plus

grand possible.

Pour introduire une variable dans la base, que ’optimisation en soit une maximisation ou

minimisation, on suit le critére suivant :
» Critére d’entrée d’une variable dans la base

A partir d’une solution de base réalisable floue intuitionniste, calculer pour toutes les

variables hors base floue intuitionniste, la quantité z; = cgB™'a; = cpu; , puis les ¢; — z;.

. Maximisation : La variable i,{ est introduite dans la base si ¢, — z, correspond a

la valeur algébrique la plus élevée parmi tous les ¢; — z; c’est a dire :
Cr = 2p = MAT {¢; —z;,/c;j— 2z > 0}. (4.37)
J€
. Minimisation : Dans ce cas, la variable :i£ est introduite dans la base si ¢, — z,

correspond a la valeur algébrique la moins élevée parmi tous les ¢; — z; c’est a dire :

Cr — 2 = m%l {¢j —2/c;— 2z <0} (4.38)
je
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Remarque :
1. Les ¢; —z; = 0 pour toutes les variables de base. En effet, z; = cBBflaj = CBUj = C;
, le vecteur u; étant alors un vecteur identité.

2. La valeur de Z est déterminée selon la régle de sortie d’une variable de la base floue

intuitionniste que nous traitons ci-apres.

e Détermination de la variable sortante

Une fois que la variable ! est choisie, il faut déterminer quelle variable doit quitter la
base. En maintenant la relation AZL = b, on augmente 7 jusqu’a annuler une variable

de base floue intuitionniste. Cette variable sera alors la variable sortante.

A = b & Bib + Eil =

R R

La solution de base floue intuitionniste 75 sera modifiée selon I'expression

= B — BT Ex,

I _ p-171 -1, &1
:>ngB b’ — B a, 2,

= ik = [ (4.39)

ot bl = B! et u, = B~ la, ( les éléments du tableau sous le vecteur a,.).

1l faut que, 75, > o', (1 =1,...,m) pour que la nouvelle solution de base floue intui-
R

tionniste soit réalisable ,c-a-d

=~ _ I ~T Nl

T =by —u,z, >0
R R

~1 __ 71 ~1 Y

Ty = by — U9y, >0
R Ty
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Discutons sur le signe de u;, = B~ a;, .

1

— Si u, <0, la quantité u;, 2! sera négative et 75, augmentera a mesure que .

augmentera. Donc on peut augmenter:ﬁfn autant qu’on veut, on aura toujours la
positivité de la variable de base floue intuitionniste Z45; . Dans ce cas la solution
est non bornée : en faisant tendre Z vers I'infini, Z/ (Z') tend vers linfini. Dans

ce cas l'algorithme s’arréte.

1

— Si w > 0, alors u;, ! sera une quantité positive et 7%, réduira & mesure que z’

augmentera. Pour assurer de maintenir une solution réalisable floue intuitionniste

I

.. s’arrétera d’augmenter aussitot qu’une variable dans la base actuelle devient

, L

nulle.

Pour avoir la positivité de Z4, pour tout i (i =1,...,m) , on choisit la variable sortante
pour laquelle le rapport ub— est le plus petit possible, supposons que ce minimum s’obtient

a1 = k. Le critére de sortie d’une variable de la base s’énonce alors comme suit :

» Critére de sortie d’une variable de la base

— =1
Sachant que b; = R (bz) la variable entrante dans la base est 7. | la variable 71 | sort

de la base d’apreés :

e _ min {ﬂ,uir > O} (4.40)

Uy 1<i<m ir

=I
. . .. . ~ b .
La nouvelle valeur de la variable de base floue intuitionniste est . = us bour i = k.
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Le terme uy, est appelé le pivot et sert a effectuer I'opération de pivotage pour déter-
miner la nouvelle solution réalisable de base floue intuitionniste.
Soit R* la nouvelle base obtenue et /" sa solution de base floue intuitionniste associée

alors la nouvelle valeur de la fonction objectif floue intuitionniste sera donnée par :

= 7" (3")

g Uy (Cr - ZT) (441)

et comme la solution n’est pas dégénérée <5£ > 0f ) et puisque ¢, — z. > 0 ( probléme
R
de maximisation)

par conséquent, la valeur numérique de la fonction objectif s’est améliorée c’est-a-dire

AN 51 (T
7' (") > 20 (@)
On poursuit ces étapes ainsi jusqu’a ce qu’on ne puisse plus obtenir de solution de base

réalisable floue intuitionniste améliorant Z7 (95[ ) . La derniére solution de base réalisable

obtenue constitue la solution optimale floue intuitionniste au programme linéaire (FI) .

4.7.3 Critére d’optimalité

.Cas d’une maximisation :

Une solution de base réalisable floue intuitionniste est optimale si pour toutes les
variables hors base floue intuitionniste,

on a

Cj — %5 S 0 (442)
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.Cas d’une minimisation :

Une solution de base réalisable floue intuitionniste est optimale si pour toutes les
variables hors base floue intuitionniste ,

on a

Cj — %5 Z 0 (443)
Remarque :

Absence de solution optimale finie :

Il n’existe pas de solution optimale avec une valeur finie pour Z7 (x) si:

- Pour une maximisation , sl existe ¢; — z; > 0 pour une variable hors base floue
intuitionniste f§ et tous les u;; < 0. Dans ce cas zZ! (:il) — +00
- Pour une minimisation , sil existe ¢; — z; < 0 pour une variable hors base floue

intuitionniste :TUJI et tous les u;; <0 . Dans ce cas A (.%I) — —00

4.7.4 Tableau du simplexe floue intuitionniste d’'un probléme
(PLVFITrS)

La méthode de simplexe floue intuitionniste sous la forme du tableau.
On considére le probléme (PLVFITrS) défini comme

( ARC =1 =1
7 —
max (x ) " CpIp + Cply
s.c
Bij + Bijy = b’ (4.44)

=1 =1~ Gl
Z‘B,I‘E%O

\

Alors, il est possible d’écrire
= B — BT,
ou
T+ B BTy = B!
D’ou la fonction objectif floue intuitionniste
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ZI (ZZ‘I) — (CE — CBB_lE)Zig CBB_IBI

®
Actuellement , z4 = 0’ puis alors i = B~'Y donc Z' () = cpB~1b!

Alors, on peut écrire le probléme (PLVFITrS), ci-dessus, sous la forme d’un tableau

comme suit :

Base | 7% Tk S.B.R | R(S.B.R)

ik I B7'E B~'% | R(B7'b)

cj—2 | 0 | cg —cgB™'E | cgB7b | R( cgB7Y)

Le tableau, ci-dessus, nous donne toutes les informations dont on a besoin pour appli-
quer la méthode du simplexe floue intuitionniste.

La ligne des cotits flous intuitionnistes dans le tableau ci-dessus est

(Y); = (¢j — cgB~'aj) = ¢; — 2; pour les variables hors base.

En fonction de la condition d’optimalité pour ces problémes, on arrive a la solution

optimale si :

Y; =¢; —2; <0, pour tout jEN

4.7.5 Algorithme du simplexe floue intuitionniste d’un probléme
(PLVFITrS)

Pour le cas d’une fonction objectif & maximiser

1. La solution de base réalisable floue intuitionniste initiale est donnée par

Tk = B! = b, il = 0 et I'objectif floue intuitionniste Z7 (z7) = cg B~ = cpbl.

2. Calculer b = R (ZI) et Y; = ¢; — z; = ¢; — cg B~ 'a; pour les variables hors base.
Soit Y, = ¢, — z, = max{c; — z;, j € N}
_Sic.— 2. <0 alors stop; la solution actuelle est optimale.

__Sinon, on passe a ’étape 3.

3. Calculer w;, = B~ 'a;,.
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- Si u; < 0, alors stop; le probléme a une solution infinie.
- Sinon , déterminer la variable Z1 qui va quitter la base de la maniére suivante :

by i
= min { —, U, >0
U’k‘?" 1<i<m

ir

~ ~ I =I
Mettre a jour b en le remplagant par (bl — %), et par % , pour i # k .

Mettre a jour Z7 (#!) en le remplagant par Z7 (#') + % (cr — 2).

Puis, mettre a jour B en remplacant a, par a, et passer a I’étape 2.
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4.7.6 Organigramme de Palgorithme du simplexe flou

intuitionniste d’un probléme (PLNFITrS) & maximisation

Modéle de programmation
Linéaire flove intuitionniste (PLFI)

Ecrire le modéle dans sa forme
standard

v

Obtenir une solution de base réalisable
de départ et mettre en évidence cette
solution dans un tableau du simplexe
floue intuitionniste

>
. % _:f!{r =0 Le tableau actuel
Appliguer 'opération & — % donne la solution
de pivotage a l'aide de la optimale
régle du rectangle pour
construire un nouveau Ci=z; > ()
tableau du simplexe floue T
intuitionniste _
4 s < 0 Il n*existe pas de
Hir il solution optimale avec
une valeur finie pour Z
Lir > 1]

Choix de la variable entrante i/

G = % = maz {¢; — z;}

W

Choix de la variable sortante Xk

= EI
b—*= min { ,,u.r::vﬂ}
Mier I<i<mn i

Le pivot est I'&élément pke

|

FIGURE 4.2 — Organigramme de l’algorithme du simplexe flou intuitionniste d’un pro-
bléme (PLNFITrS) & maximisation
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4.7.7 Exemple

Résolvons le probléme de programmation linéaire en variables floues intuitionnistes

trapézoidaux symétriques (PLVFITrS) suivant en utilisant la méthode du simplexe floue

intuitionniste.

max Z' (jl) = 5z + AT}
s.C

63! + 431 < (23,25,1,1;23,25)

#4258 < (5,7,2,2;5,7,4,4) (4.45)

b
<
R
—# + 7 < (3,5,4,4;3,5,6,6)
R
1

7 < (1,3,2,21,3,4,4)

~1 =1~
Z1, Ty >O

Le modéle sous sa forme standard s’écrit comme suit

\

max Z' (') = 5i] + 47}
S.C

621 + 4} + 7} = (23,25,1,1;23,25,3,3)

B+ 285+ & = (5,7,2,2:5,7,4,4) (4.46)
—&#] + 3] + & = (3,5,4,43.5,6,0)

B+ 6= (1,3,2,21,3,4,4)

= 0l
o e W W % 0

On obtient alors un systéme d’équations comportant n=6 inconnues et m=4 contraintes

On obtient une solution de base en annulant (6-4) = 2 variables. On assure une solution
de base réalisable floue intuitionniste en annulant les variables z7, 75

7l = (23,25,1,1;23,25,3,3)
=(1,3,2,2:1,3,4,4) ,

x4—(57225744)

= (3,5,4,4;3,5,6,6),
= (0,0,0;0,0,0), &

= (0,0,0;0,0,0).
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C’est la solution de base réalisable de départ qui est mise en évidence dans le tableau

du simplexe suivant :

Tableau 1-Solution de départ

Base(%) | 1 | 4 | @4 | @4 | @ | & S.B.R R (SBR)
il 641|000 ](23251,1;23253,3) 49
il 412(0[1]0]0 (5,7,2,2;5,7,4,4) 13
il 1100 ]1]O0 (3,5,4,4;3,5,6,6) 9
Tk 0/1]0|0]0]1 (1,3,2,2;1,3,4,4) 5
=zl |5 )14]0]0|0]0 0 0

Les variables hors base sont 7!, #1.
On applique les critéres d’entrée et de sortie d’une variable :

max {¢; — z;} = max{c; — 21,0 — 22} = max{5,4} = 5 < la variable entrante

est 71.
ind b, — mind %o g b = min {49 181 _ 49 _ b i -
mm{mr,ﬁbm« >0} = mlﬂ{ml,,uzl} = mm{ 6 6} =% = la variable sor
tante 71.
3

avec b; = R (ZZJZ>
La variable 2! entre dans la base et sa valeur est JR(23,25,1,1;23,25,3,3) = 49, la
variable sortante est 7% (k = 1)et le pivot p1; = 6.

En pivotant sur p1; = 6; on obtient le tableau suivant :

Tableau 2
Base (i) | @] | 24 | @5 | @i | @l | & SBR R (SBR)
# (13 s]ojojo] EPLETELY | ¥
B Joldlgr]ofo] GRRRLEED | %
B jof3lslol)o] (@RRELELY | ¥
g 01|00 0|01 (1,3,2,2;1,3,4,4) 5
g-7 Jols|glojojo R eey| ¥

On applique les critéres d’entrée et de sortie d’une variable :

max {¢; — z;} = 2 < la variable entrante est 7.
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mm{m,uw > 0} = mln{@,um} = mln{ 1

tante 7..

49

4} -

62 _ by
9

122

avec b; = R (bz>

< la variable sor-

La variable 7! entre dans la base et sa valeur est R (g, %, %, %; g, 18—9, %7, %7) = %1, la
variable sortante est } (k = 2) et le pivot pps = 2.
En pivotant sur poy = %; on obtient le tableau suivant :
Tableau 3
Base (z4) | &1 | @b | @ | 2 | &l | & S.B.R R (SBR)
# Lol i |=jojo] G&idtaid) T
B o1 3 afofo] guoeseen T ow
B Jololg[3[1]o] @eemzesy | w
& 0jo g |-F0]1| G FFTHY | F
g-z Jolo[2[2lofo][@rwagswwey]| »

Le tableau 4 est optimal puisque tous les ¢; — z; pour les variables hors base sont

-3

7 < 0 donc la condition d’optimalité pour le

négatif c3 — 23= < 0etcy— 24 = _Tl

(PLVFIT) est vérifiée.

La solution optimale floue intuitionniste est :

:Z‘{ = (%7 %7 zép %; %’ %’ %’ %) = FS (R)’
fi’g = (%7 %7 18_37 18_3; 27 %’ %’ %) S <R)’
et 2! (&) =epB 0 = (7,23 10 R P ) e R(R)

avec R (2! (fl)) = Ule R,

4.8 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons traité un probléme de programmation linéaire avec des
nombres flous intuitionnistes trapézoidaux symétriques sous trois cas différents . La réso-
lution a été faite en utilisant I’algorithme du simplexe flou intuitionniste qu’on a détaillé

et approfondi au chapitre 3.
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Conclusion générale

L’ensemble flou intuitionniste (IFS) est l'une des généralisations de la théorie des
ensembles flous qui apparait comme un outil bien adapté pour modéliser un concept vague.
La conception de I'TF'S peut étre considérée comme une approche appropriée / alternative
dans le cas ot les informations disponibles ne sont pas suffisantes pour définir 'imprécision
par ’ensemble flou classique. Dans les ensembles flous, le degré d’appartenance est pris
en compte uniquement, mais IF'S est caractérisé par une fonction d’appartenance et une
fonction de non-appartenance de sorte que la somme des deux valeurs est inférieure a un.

Dans notre travail nous avons abordé, en premier lieu, la programmation linéaire dont
les données sont supposées étre connues avec précision qui sont appelés des problémes
linéaires d’optimisation déterministes dont la résolution s’est faite par la méthode du
simplexe classique de Dantzig.

Ensuite nous avons traité des programmes linéaires, dont les données sont approxi-
matives ou vagues, qui sont appelés des problémes linéaires d’optimisation flous intui-
tionnistes. Dans notre cas, le floue intuitionniste est caractérisé par des nombres flous
intuitionnistes trapézoidaux symétriques. En utilisant les fonctions Ranking et ’arithmé-
tique des nombres flous intuitionnistes de type trapézoidal symétrique, nous avons résolu
les problémes linéaires flous intuitionnistes par la méthode du simplexe flou intuitionniste

qui n’est rien d’autre qu’une extension du simplexe classique étudié au premier cas.
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Résumé

Dans ce mémoire, nous avons abordé la méthode de résolution des problémes de pro-
grammation linéaire "la méthode du simplexe" | puis on a traité les différentes approches
de la notion de nombre flou; On a étudié les nombres flous intuitionnistes qui font partie
des ensembles flous intuitionnistes, on a vu le coté théorique et ses propriétés de base puis
nous avons étudié certains de leur types, et aussi ses opération arithmétique sur eux.

Ensuite nous avons présenté un probléme de programmation linéaire avec des nombres
flous intuitionnistes trapézoidaux symétriques sous trois cas différents, la résolution a été

faite en utilisant les fonctions Ranking et I'algorithme du simplexe flou intuitionniste.
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