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Résumé
Dans ce mémoire, nous avons étudiés un modele mathématique qui décrit la croissance des
tumeurs vasculaires non nécrotique sans inhibiteur qui est formulé comme un probleme de
frontiere libre. Tout au long de ce travail, on s’est concentré sur le cas ou a la frontiere
de la tumeur le taux de natalité des cellules dépasse le taux de mortalité. Et on a montré
I'existence d’une solution stationnaire non triviale et unique ou le processus de mitose et
d’apoptose sont en équilibre. Puis on a également étudié le comportement de la frontiere

tumorale, on a donné un résultat sur la stabilité de la solution stationnaire.

Mots clés

Tumeurs, équations paraboliques , problemes de frontietes libres, solution stationnaire,

existence globale et comportement asymptotique.
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Introduction

Le cancer est une maladie caractérisée par une prolifération cellulaire anormalement
importante au sein d’un tissu normal de 'organisme, de telle maniere que la vie de ce der-
nier est menacée. En se multipliant de maniere anarchique, les cellules cancéreuses donnent
naissance a des tumeurs de plus en plus grosses qui se développent en envahissant puis en

détruisant les organes qui les entourent.

Le déroulement d’un cancer est complexe et peut-étre divisé en plusieurs étapes.
Sous l'action de facteurs chimiques ou de rayonnement, certaines mutations touchent la ré-
gulation du cycle cellulaire et la régulation de la mort cellulaire. Lorsque le cycle cellulaire
est déréglé, les cellules peuvent se mettre a se multiplier anarchiquement et sans aucun
controle. C’est 1’étape des mutations génétiques, elle constitue une des premieres étapes
d’un cancer.
Les cellules tumorales sont alors repérées par le systeme immunitaire qui va tenter de les
éliminer. Les interactions entre ces deux combattants sont beaucoup plus complexe qu’il
n’y parait. De nombreuses tumeurs sont éliminées a ce stade, mais pas toutes. C’est I'étape
de la lutte contre le systéme immunitaire.
Ces cellules se multiplient pour former une tumeur approximativement sphérique, com-
mence alors I’étape de la croissance tumorale. A ce stade, la tumeur ne possede pas encore
son propre réseau sanguin, elle est dite avasculaire. Elle est donc nourrie par diffusion de
nutriments depuis les tissus sains qui ’entourent. Plus la tumeur croit et moins les cellules
de son centre regoivent des nutriments, ces dernieres finissent donc par mourrir de faim.
Une tumeur ne peut donc pas croitre indéfiniment de la sorte. La tumeur peut rester dans
cet état fort longtemps, elle est dite dormante.
Pour continuer a croitre les cellules cancéreuses émettent alors des signaux chimiques qui

attirent les vaisseaux sanguins vers elles. La tumeur devient ainsi vasculaire i.e irriguée de



sang par les vaisseaux nouvellement formés. Les nutriments arrivent alors en grand quan-
tité aux cellules tumorales, qui peuvent ainsi se multiplier rapidement. C’est ’étape de la
vascularisation. Son déroulement est le suivant :

e La tumeur secrete un facteur angiogénique tumoral (TAF en anglais) qui diffuse dans les
tissus environnants.

e En présence du TAF, les cellules endothéliales, qui tapissent les vaisseaux sanguins, dé-
gradent les parois des vaisseaux et migrent vers la tumeur.

e Ces cellules forment tout un réseau de capillaires qui s’approchent de la tumeur pour
finalement la rejoindre et l'irriguer.

e Les nutriments sont alors transportés par le flot sanguin jusqu’a la tumeur qui peut
continuer a croitre.

e Le systeme vasculaire se remodele en permanence.

La prise en compte de cette étape est importante pour plusieurs raisons, en effet, une fois
vascularisée, la tumeur peut atteindre des tailles plus significatives que dans les étapes

précédentes et peut alors étre visible en imagerie.

L’objectif de ce mémoire est de décrire et d’analyser mathématiquement le modele
introduit dans [5] par Byrne et Chaplain en 1995 pour la croissance radiale des tumeurs
vasculaires non-nécrotiques en I’absence d’inhibiteurs. Le modele est présenté sous la forme
d’un probleme de frontiere libre par lequel la tumeur grandit (ou rétrécit) en raison de la
prolifération (ou de la mort cellulaire) en fonction de la concentration des nutriments. On
suppose que la tumeur est sphérique et que son bord est une fonction inconnue du temps
r = s(t). On suppose aussi qu’a la surface de la tumeur, le taux de natalités des cellules
cancéreuses est plus grand que le taux de mortalités, une condition nécessaire pour 1’exis-
tence d’une unique solution stationnaire avec un rayon r = R ( qui dépend des différents

parametres du probleme étudié.

Dans ce travail, on développe I'article[2], ou 'on s’intéresse a 1’étude d’un systeme de
réaction-diffusion non linéaire, modélisant la croissance radiale des tumeurs vasculaires,
il s’agit de montrer 'existence d’une unique solution stationnaire, et de montrer que la
frontiere s(t) est monotone croissante ceci implique que o(r,t) converge exponentiellement
vers la solution stationnaire non triviale quelles que soient les conditions initiales. D’autre

part, et de donner un résultat sur la stabilité de la solution stationnaire.



Ce mémoire est organisé selon 'ordre suivant, on commence par donner une introduc-
tion du probleme, viennent ensuite les préliminaires ou I'on rappelle les différents outils et
résultats classiques utilisés pour montrer les résultats établis dans [2].

Dans le premier chapitre, on présentera le modele étudié et on donnera sa description suivie
d’une interprétation.

Dans le second chapitre, on s’intéressera a 1’étude qualitative du probleme. On commen-
cera par développer un résultat d’existence d’une unique solution stationnaire, puis on
s'intéressera a 1’étude du probleme d’évolution. Pour terminer ce travail, nous étudierons

la stabilité de la solution stationnaire.



Préliminaires

0.1 Equation de Laplace en dimension N

Soit z = (21, 9, T3....., oy ) les coordonnées cartésiennes dans RY, N > 2 et soit

r=|z|= \/x%+x§+x§+a:?v

. 2 L .
Pour une fonction u € C?(R?), nous notons par 2% les dérivées secondes par rapport & ;.
! Ox: i
T

Le Laplacien de u est donné par :
Au = —. (1)

et I’équation de Laplace dans RY est la suivante :
Au(z) =0, z € RV. (2)

Les fonctions u vérifiant (2) sont dites harmoniques. A cause de la nature symétrique
du Laplacien, nous nous intéressons aux solutions symétriques dites "radiales". Plus préci-

sément, nous cherchons une fonction harmonique v de R telle que

u(z) = o(| 2 |).

Remarquons que la solution radiale permet de réduire I’équation de Laplace a une équation
différentielle ordinaire.

Posons :
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Dans ce mémoire , nous restreignons notre travail a N = 3, le laplacien s’écrit alors

1 0, ,0v

0.2 Formule d’intégration par parties

Proposition 0.1. Soit Q un overt régulier de classe C'. Soient u,v deux fonctions de

CH(Q) a support bornée dans le fermé Q. Alors elle vérifient la formule d’intégration par



partie :

/Qv(:c)g;i () dx = —/Qu(a:) g; (x)dx + /BQ u(z)v(z)n;(x)ds.

0.3 Equations de réaction-diffusion

Les équations de réaction-difusion sont des équations aux dérivées partielles de type

parabolique qui se présentent sous la forme :

ou

ou

u(z,t) est la fonction inconnue qui représente en général la concentration d’une seule
substance dans une seule dimension de I'espace.

D est le coéfficient de diffusion de la substance u

et f(xz,t,u) est la réaction qui est généralement une fonction non linéaire.

0.4 Principe du maximum

Il s’agit d’un résultat qui relie le signe des solutions a celle des données,et permet d’en
déduire des résultats d’unicité. Bien entendu, ce résultat ne peut étre valable que sur des
équations spécifiques, beaucoup d’équations ne le vérifiant pas. Nous allons commencer par

I'illustrer sur ce probleme :

9u — Au sur Qx [0, +00]
u=0 sur 09 x[0,4o00] (5)
u(z,0) = ug(x) sur

Théorém 0.1. Soit ug € L>(2) et soit u la solution du probléme (5), alors on a :

Min {O,igfuo} < u(z,t) < Max {O,Supuo} V(z,t) € Qx[0,4+00]
Q

Démonstration : voire H.Bresis [1]



0.5 Probléeme de frontiere libre

Un probleme a frontieres libres peut étre défini comme étant une équation (aux dérivées

partielles) dont les inconnues sont :

e La fonction, solution proprement dite de ’équation. généralement cette fonction re-
présente une grandeur physique : Déplacement, Pression, Concentration, Température...

Cette fonction est définie sur un domaine bien connu.

e La partie du domaine dans laquelle la fonction est inconnue vérifie une contrainte
supplémentaire. Cette région est déterminée par sa frontiére.

(La partie de) la frontiére qui est inconnue est appelée frontiere libre.

Le probleme modele est celui de I’évolution d’une tumeur aproximativement sphérique
de symétrie radiale a l'instant ¢ > 0 de rayon r = R, le modele se présente sous la
forme d’un probleme de frontiere libre par lequel la tumeur croit ou rétrécit en raison de
la prolifération ou de la nécrose des cellules en fonction du niveau de concentration de

nutriments diffusants et sa frontiere est une fonction inconnue r = s(t).

0.6 Probléme de Stefan

Un probleme de Stefan est un cas particulier de probleme aux limites pour un systéeme
d’équations différentielles partielles, dans lequel la frontiere entre les phases peut se dépla-
cer avec le temps. Le probleme d’évolution d’une tumeur sphérique se présente sous la forme
d’un probleme de Stefan qui vise a décrire la distribution des nutriments o(r,t) dans la

tumeur ceci est réalisé en résolvant 1’équation de réaction-diffusion régissant la distribution



des nutriments dans la tumeur, la frontiere de la tumeur désignée par s(t), est une fonc-

tion inconnue du temps, la solution du probleme de Stefan consiste a trouver o et s tel que :

90 = L2 (y282) —Xo sir < s(t),t>0.

%SQ(t)dil(tt) = fos(t)(a — o)r2dr.

o(z,0) = oo(r) si 0 <r < s(0), %2(0,0)=0.

1L’équation de réaction diffusion.

La condition au limite.

La dynamique de la frontiere.

les nutriments a ¢t = 0.



Chapitre 1
Description mathématique du modele

Depuis quelques décennies, le cancer fait 'objet de plusieurs études et de modélisations
mathématiques qui commencent a apporter des éléments de réponses sur les différents
mécanismes de la croissance des cellules cancéreuses.

Dans ce paragraphe, on donnera une description du modele de la croissance radiale des
tumeurs vasculaires non nécrotiques en l’absence d’inhibiteurs, introduit par Byrne et
Chaplain en 1995 dans [5].

Le modele est représenté sous la forme d’un probleme de frontiere libre par lequel est décrite
la tumeur qui grandit (ou rétrécit) en raison de la prolifération ou de la mort cellulaire
en fonction du niveau de la concentration des nutriments notée par o(r,t). Sa frontiere

r = s(t) est une fonction inconnue du temps t.

1.1 Présentation du modele

Dans cette section on présente un modele mathématique qui modelise la croissance
radiale d’une tumeur vasculaire. En 1995, Byrne et Chaplain ont introduit le modele de
croissance des tumeurs vasculaires non nécrotiques en ’absence d’inhibiteur afin d’étudier
le role des nutriments de croissance arrivant jusqu’a la tumeur par des mécanismes de dif-
fusion et de transfert sang-tissu via le réseau vasculaire intratumoral. Le modele comprend

une équation de réaction-diffusion et une équation intégro-différentielle.

Notons par €2(t) la région de R?® occupée par la tumeur de bord s(t) avec t € [0, +0o0].

Supposons que la tumeur est sphérique de rayon r de sorte que la région Q(t) soit définie



par

{r <s(t) avec r=|x|, = (v1,72,73) € R}

a chaque instant ¢.
La premiere étape consiste a décrire la diffusion des nutriments.
La tumeur, possédant son propre réseau vasculaire, attire les nutriments, essentiels a sa

survie, qui arrivent a travers son propre réseau capillaire avec un taux
[(op — o)

ou o, qui dépend de (r,t), représente la concentration en nutriments dans la tumeur,

op est une constante désignant la concentration en nutriments dans le systeme vasculaire,
I' est une constante désignant le taux de transfert sang-tissu par unité de longueur, ainsi,
a chaque fois qu’il y a un déséquilibre dans la concentration en nutriments entre la tumeur
et son systeme vasculaire, ce mécanisme de transfert agit pour le rétablir. Remarquer que
dans le cas avasculaire nous avons [' = 0.

Les nutriments diffusent dans toute la tumeur avec un coefficient de diffusion C'.

En I'absence des inhibiteurs, les nutriments sont consommeés avec un taux Ago ou Aq est le
coefficient de consommation des nutriments.

Ainsi, la concentration o(r,t) des nutriments qui diffusent dans Q(t), satisfait I’équation

de réaction-diffusion a une dimension d’espace r suivante :

G0 _ 10 (i
C@t_r26r "

8_) +T(op—0)—Xo  sir<s(t),t>0. (1.1)
-

La tumeur €(¢) étant sphérique de rayon r variable en fonction du temps t alors sa

frontiere est une fonction inconnue r = s(t) déterminée par I’équation intégro-différentielle

d /4 2 pm ps(t)
— (—7?53(15)) —/ / / S(o)r? sin ddrdidep. (1.2)

S(o) représentant le taux de la prolifération cellulaire dans la tumeur, est exprimée ici par

suivante :

ou

S(o) = u(oc —a). (1.3)

avec

10



> uet R représentent des constantes positives.

> po : représente le taux de natalité cellulaire.

> o : représente le taux de mortalité cellulaire (dite apoptose).

Comme mentionné plus haut, en incluant dans (1.1) le terme I'(c — op), décrivant le
transfert des nutriments entre le sang et les tissus, ceci distingue notre modele des modeles
déja existants. Nous supposons que la concentration externe des nutriments est constante,

on la note &, et on impose la condition sur ¢ suivante
o=a sur r=s(t). (1.4)
Dans la suite, nous supposons que

(1.5)

Au lieu de travailler avec o on introduit la nouvelle inconnue

FO‘B

ST+ N

et on pose

et

Pour simplifier le probleme (1.1) on travaille avec la nouvelle variable (1.6) on aura

do 10 ( ,00

CE = 7’_25 (7’ _7”> —|—FO'B — (F—f—)\o)O'

do 10 ( ,00 oB

“ot T ror (T r>_<F+)\O)<F )\O_U)
do 19 ( ,00 Lop

‘o = _a_( 7>+A<F+AO_U)

Or _ 10 (L00\ (T

C@t r20r " or 7 '+ Mo

et pour simplifier I’équation (1.2) on pose p = 3 et on travaille avec la variable(1.7).

on obtien le le probleme simplifier suivant :

11



do 10 ( ,00 ,

CE = 71—25 (7” E) —Xo sir< 8(t>,t > 0. (18)
L0 [ gy
35 (1) i (o —a)rdr. (1.9)

sous les conditions aux limites et initiales suivantes :

oc=a ou r=s(t). (1.10)
ag>a> A\ (1.11)
o(r-0)=o0o(r) si 0<r<s(0), %(0,0) = 0. (1.12)

avec s(0) est donnée.

1.2 Interprétation du modele

Le probleme posé ci-dessus modelise la croissance d’une tumeur vasculaire qui est
aproximativement sphérique. afin d’étudier le role des nutriments de croissance arrivant
jusqu’a la tumeur par des mécanismes de diffusion et de transfert sang-tissu via le réseau
vasculaire intratumoral avec un taux qui est donné par I' (65 — o) dont la présence découle
de I'angiogenese les nutriments diffusants dans la tumeure sont consommés avec un taux
de A\go. Le domaine €(t) apartient & R? est la région occupée par la tumeur, son bord s(t)
est une frontiere libre puisque I'étendue de la tumeur est a priori inconnue. Cette étude
permet de décrire le rayon de la tumeur en fonction du niveau de concentration des nutri-
ments. Plus précisément, 'augmentation du rayon correspond a la prolifération des cellules
cancéreuses limitées par la quantité de nutriments diffusants dans ces tissus. Les cellules

qui ne recevaient pas assez de nutriments entre en nécrose (mort de la cellule).

12



Chapitre 2

Etude qualitative du probleme

2.1 Existence d’une solution stationnaire

2.1.1 Position du probleme

Dans cette section on montre que le probléeme stationnaire admet une unique solution. A
’état stationnaire le processus de mitose (natalité des cellules po) et d’apoptose (mortalité
des cellules ,ué) sont en équilibre, i.e., 'existence d’une tumeur non nécrotique dormante .

L’étude de la solution stationnaire revient a résoudre le probleme stationnaire aux limites

suivant : L 8 3
200 .
"~ 8r(r e )—Xos =0 si r <R (2.1)
00 (0) =0, oy(s(t),t) =0 (2.2)
5 =0, o4(s(t),t) = 0. .

2.1.2 Résultat d’existence

Pour montrer I'existence d’une unique solution stationnaire on a besoin de théoreme

suivant :
Théorém 2.1. Le probleme (2.1)-(2.2) admet une unique solution stationnaire.

Ou la solution est donnée par :

R, sinh vV
sinh \/XR(] r '

Og =0

13



Comme le rayon de la tumeur dépend de la valeur de la frontiere libre alors I’équation (1.9)

montre que le rayon de la tumeur est gouverné par 1’équation suivant :

1 _,dR, R
~R? il = / (o —&)rdr
0

37 dt
dR, 3 [B B
= - i (0 —&)r’dr.

et pour étudier le rayon de la tumeur a 1’état stationnaire, nous posons dd% =0 on aura :

R2 Jg R2
3 (R 3 _[r31"
- ') ”dr‘ﬁz“Ho
3 [hs
= — osrodr — o R,
R? Jo
1 Rs
§6R§:/0 oy (r)ridr. (2.4)

Pour avoir la solution de probléme (2.1)-(2.2) notée par o4(r) on doit chercher le rayon de
la tumeur stationnaire Rg pour cela on introduit le probleme auxiliaire suivant :

Remplacant o4(r) dans ’équation (2.4) et une intégration par partie nous donne :

1 e inh
Lops — / - R,  sinhvr 2
3 o sinhVAR, T
/ R« R, sinhvr
= rYo d?“
0 sinh VAR, r

R fie /X
= G r sinh VA rdr.
sinh \/XRS /0
Rs
Ry cosh(v/Ar) R cosh(v/Ar) dr
= 7 r — —_
sinh VAR, Vi, 0 VA

14



= Rs

5_ S
sinh \/XRS VA A
R cosh(vVAR,) _ sinh VAR, |

R cosh(vVAR,) B [sinh Vr

40

= 7 - R,
sinh \/XRS I VA A |
16 _ cosh(v/AR,) B sinh(VAR,)
0 VAR sinh(vVAR,)  R2Asinh(vVAR,)

1 1

15
36 VOR,tanh VAR, (VAR,)?

d’ou, on obtient

(VAR,)

tanh VAR, = g .
1+ 32(VAR,)?

Par souci de simplification on pose n = VAR, on aura :

n
tanhn = ———.
anhn T+ A2

ou
A=iT
30
puisque on a
g>0> )\
donc

1

0< A<=

3

(2.7)

Donc la démonstration de théoreme 2.1 qui assure ’existence et 1'une unique de la solution

stationnaire revient a montrer lemme suivant :

Lemme 2.1. [ existe une unique solution stationnaire, i.e., il existe une unique solution

n de (2.5).

Démonstration de lemme

15



n
tanhn = 15 Ar?
L n
cothn 14+ An?
= 1+ An* — ncothn.
poson la fonction
g(n) =14+ An* —ncothn (0<A < %) (2.8)

on applique le théoreme de Rolle généralisé pour montrer que la fonction ¢g(n) a un unique

zéro n,n > 0 nous calculons

. 14+ An?> —ncothn
lim .
n—0 7’]2

An? N 1 —ncothn

- %1_% 2 ?
1— th
= lim A + RS
n—0 n?

¢’est indéterminé car pour le numérateur la limite :

lir%(l + An? — ncothn) = 0.
’r)*)

et pour le dénominateur la limite :

lim % = 0.

n—0

On applique la régle de L’Hopital deux fois on trouve :

— th 1
lim A —1cothn 1
n—0 n

16



d
£ (—ncothn+1
e — )
n—0 o (%)
_n__
Y ikl
n—0 2n
d
‘ pm (Sinﬁé(n) - coth(n))
= lim A+ v
=0 o (2n)
— h 1
B 1= ) B
1—0 sinh”(n) sinh”(n)
1
= A—-.
3
et A L
1 — t
lim&?:hm + AN 27700 T_ A
n—oo 1) 1—00 n

Posons la fonction

h(n) = »

gln) 1+ An? —ncothn
= )

772

et montrons que h(n) est strictement monotone croissante, pour cela on doit calculr la

dérivée de h on trouve :

(2An = (cothn — 54)) ° — 2n(1 + An? — 7 coth )

774

(2A77 - (cothn - #)) n —2(1 4+ An* — ncothn)

773

W(n) =
72
_ ncothn 4+ STy 2
/'73
7 cosh 7. sinh n+n2—2(sinh n)
o sinh? 7
= 773

W (n)

_ ncoshn.sinhn — 2(sinh ) + 7°

n3(sinhn)?

Notons le numérateur par k(n), et montrons que k(n) > 0 donc il suffit de montrer que
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K'(n) > 0et k™ (n) > 0. Calculons les dérivés de k(n) jusqu’a l'ordre 4 et montrons que
k9)(0) = 0 pour 0 < j < 3.

k' = (coshn + nsinhn)sinhn + n(coshn)? — 4 coshnsinhn + 2n
= n(sinhn)? + n(coshn)? — 3 coshnsinhn + 27.
Et K'(0) = 0.

kK" = (2sinhn+ ncoshn)sinhn + (coshn + nsinhn) coshn
— 3(coshn)? + 2nsinh 7 coshn — 4(sinh n)? + 2
= 2(—(sinhn)? — (coshn)?) + 47 coshn sinh n + 2.
Et K'(0) = 0.

k3) = (3coshn+ nsinhn)sinhn + 2(2sinh 7 4 1 coshn) coshn + (coshn 4 7 sinh ) sinh 7
— 14sinhncoshn + (2sinh 7 + 27 coshn) cosh i + 2n(sinh n)?
= 3coshnsinhn + n(sinhn)? + 4sinh 7 cosh 1 + 2n(cosh n)? + cosh nsinhn + n(sinhn)?
— 14sinh 7 coshn + 2sinh 7 coshn + 2n(cosh n)? + 2n(coshn)? + 2n(sinh ,)?
= 4n(sinhn)? 4 4n(cosh n)? — 4 coshnsinh .
Et K"(0) = 0.

18



k4) = (4sinhn 4 ncoshn)sinhn + (3 coshn + nsinhn) coshn
2(3 coshn + nsinh n) coshn + 2(2sinh n + 7 cosh 1) sinh n
(2sinh ) + 1 cosh ) sinh 1) 4 (coshn + nsinhn) cosh ) — 14(coshn)? — 12(sinh n)?

+ o+ o+

(4 coshn + 2nsinh n) cosh n + (2sinh n + 27 cosh n) sinh 7 + 47 cosh 1y sinh
4(sinhn)? + 4(sinh n)? + 2(sinh n)? — 12(sinh n)? + 2(sinh)? + 3(cosh n)?

6(cosh n)? + (coshn)? — 14(coshn)? + 4(cosh n)? + (1 cosh n sinh )
(nsinhn coshn) 4 (2nsinh n coshn) + (2n cosh iy sinhn) + (n cosh nsinh n)

+ o+ o+

(nsinhn coshn) 4+ (2nsinh n coshn) + (2n cosh nsinh n) + (47 cosh nsinh n).

16m cosh nsinhn

Puisque £9)(0) = 0 pour 0 < j < 3 donc k(n) est une fonction positive.

2.2 Existence d’une unique solution globale

Dans cette section, afin de montrer que le probleme (1.8)-(1.12) admet une unique
solution globale, on suppose d’abord qu’il admet une unique solution locale dans I'intervalle

de temps [to, ] .

2.2.1 Existence globale

Tout au long de ce travail,on suppose que :

0<oo(r)<a  pour 0<r<s(0) et oo(r) est une fonction continue.

(2.9)

Théorém 2.2. Le systéme (1.8)-(1.12) a une solution unique (o(r,t), s(t)),et

0<o(rt)<a si 0<r<s(t),t>D0. (2.10)
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5(0)e™ 7 < s(t) < 5(0)e"t si t > 0. (2.11)

—Gs(t) < &(t) < (7 —6)s(t) si t > 0. (2.12)

Démonstration : Par le principe de maximum on dérive les estimation(2.10)-(2.12) sort
que o(r,t) > 0si 0 < r < s(t) nous pouvons pas prendre un minimum negatif dans
I'ensemble r < s(t) de méme ne peut pas prendre un maximum positif supérieur ou égal a

o dans I'ensemble r < s(t) donc on obtien :

s(0) exp t[min(a,0) — &] < s(t) < s(0) exp [max(a,0) — 7]t.

s(t)[min(a,0) — a] < $(t) < s(t)[max(a,0) — 7).

Par @
1 2 dS(t) _ ° ~\ 2
35 (1) 7 —/0 (o(r,t) — a)rdr.
et
0<o(rt) <a.
On a
d s(t) 3 s() N
= t) — d
W= am [ -
3 s(¢) ) 3 s(t)
= t)rid 5rid
32(25)/0 o(r,t)r dr 32(t)/0 or<dr
s(t) s(t)
3 1, 3 [1,
pr— t —_— —_— —
a0 [7°], w57,
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D’apres (2.10) on a :
0<o(rt)<ao

alors

0—c<o(rt)—6<ad—a.
VO<r<s(t),t>0onaura:
—os(t) < s(t) < (6 —a)s(t) t>0.
d’ou
5(0)e < s(t) < s(0)e@! t>0.

Puis on dérivons une équation integrale pour s(t) et nous multiplions (1.8) par r? et

intégrons dans (r,t) on trouve :

¢ / » o(r,t)rdr — c / ts(t) F5(t)dt — / " oo(r)r2dr.

80
= t)dt — dt )rid
o r / / "
Utilisant la relation qui découle de ce calcul : Ona

s(t)
(0 — &)rdr

s(t) s(t)
o(r,t)ridr — / Gridr.
0

I
— S—
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on obtient

et

On affirme que

%cf’(t):/o 32@(s(t),t>dt+3f(t)—m/o F(t)dt— .

ou
1

s(0)
v = (= g0 —c [ ol

Noter que, selon le principe de maximum

o.(s(t),t) > 0 pour t > 0.

2.3 Comportement de la frontiere

2.3.1 limy . infs(t) > 0

Théorem 2.3. ] existe une constante o,,Ty telle que :

s(t) > 60, si t >Tp.

Démonstration : La Démonstration est donnée en deux étapes

Etape 1
supposons que

s(t) < dg sit > 1.

(2.13)

(2.14)

(2.15)

(2.16)

(2.17)

(2.18)

Montrons que si y est suffisament petit pour certains 7} > 0 alors on obtient une

contraduction. Soit la fonction
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s(t) sinh Mr

t>1T. 2.19
r sinh Ms(t) = (2.19)

v(r,t) =0o

ol M2 = X+ 2+ N et N est un nombre positif si dy est assez petit. On applique le

développement limité de la foction sinh on obtient :

M M ()

o
M + M282 + o(s%)

= &(1+o(s?))

d s(t) _d 1
dt \sinh Ms(t)) — dtM + MESQ + o(s%)

d 1 1
dt M1+ 222 4 o(st)

Mss M
- 388(1—1-0(32)) < S05°(L+o(s?)
inh Mr M
et v; < 5M?552(1+0(32))
T
o M?

IA

s*(1 + o(s%))
cvy—ANv+ M = cv— (M? — N =cv; —2v — Nv
coo M?

3

IN

2 (1 +o(s?)) — 26 (1 + o(s?)).

on va prendre un dg assez petit pour que :
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o M?>

1
\0(32)|§Z—15is§506tc S < 1.

on conclut que :

cvp—Av+ A <0sit<s(t),t>1T. (2.20)

Posons la fonction suivante :

w=0c—v+=z2

ou

2 = e N=T/e,

Il satisfait
cw—Aw+Aw >0 si r<s(t),t>T.

et c’est positif sur {r = s(t),t > 11} et sur{t = T1,r < s(1T1)}.

Par le principe de maximum w > 0sit > T} c.a.d :
o(r,t) > v(r,t) — z(t). (2.21)

Pour estimer $(¢) en utilisant cette inégalité :

s(t)
—s(t)%s(t) = /0 (o(r,t) — &)rdr

v

s(t)
/o (v(r,t) — 2(t) — &)rdr

Y
»
=
=

vV
No\
=
=
=
=
[N}
QA
<
|

s(t)
(v(r,t) — &)ridr — /0 2(t)rdr

s(t) s(t) s(t)
/ &)ridr — z(t) / ridr
0 0

1 1 1

> 333(75)5 - 583(75)5' - 66_’\(t_T1)/C§S3(t)
1 1

> 5(5 — )8’ +o(s”) — g&@‘A(t_Tl)/cs?’.

ou

| 0(s°) |< §(0—5)s® si dg. est assez petit. Donc pour un T > T7.
5(t) >0 si t>to.
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Donc s(t) est monotone croissante.ceci implique que o(r,t) converge vers la solution
stationnaire. Par le théoréme 2.1 on montre que lim;_., $(t) = R;, ce qui est contraductoir

si on prend d’abord g < R.

Etape 2

On choisit 0 < §; < dy < g et 0y = Vg, 61 = 925y, 0 < ¥ < 1,§; comme dans I'étape.1.
sans perte de généralité on suppose que pour tout ¢ > 0 s(¢) n’est pas > Jp. Dans la
premiére étape on a l'existence d'un t = t; tel que s(t;) = dy. Pour établir le théorem il

faut montré que :

S(t) > 51 Vt > t;. (222)

supposons que (2.22) n’est pas vrai. Alors 3t < ty < t3 tel que s(t3) = d3, s(t2) = Jo. €t
(51 < S(t) < 52 Sty <t <ts. (223)

$(t3) < 0. (2.24)

afin de dériver une contraduction, on doit construire une sous-solution a ¢ et pour cela

on doit d’abord obtenir une borne inferieure sur o(r,t2). Depuis % > —0;0na

1 do
tg—tl Z leg— =71.
o 1
et, de meéme
1 P
tg—tg Z jlog— = 72.
g 51

Soit le domaine
Dy = {(r,t);r <=0l M)ty —m <t < t2}
contient le domaine Dy = {r < s(t),to — 71 < t < t2}. On introduit la solution W de
cW =AW — AW dans D;

W<527t) =0, ta— 7 <t <ty W(r,ta — ) = 0,7 < b,
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leur cW, = AW

On peut représenter W = e/IV par la fonction de Green pour 'equation de la cha-

t2
W(r,t) = / / W%
to—m1 Jr=02 or

(qui peut étre obtenue Par comparaison avec la fonction de Green pour un domaine rec-

tangulaire construit par une série de réflixions [2; page.35]), on constate que :

o0l . ©

_6—04(|J,’—C|2/t)'
or — 3/2
(C, a0 c’est des constantes positifs)
Puis on trouve que :

W(r,ty) > €y > 0.
ol €y ne dépend que 7, b5 et A c.a.d sulement sur &, 2, G, ¢, A

(2.25)

Par le principe de maximum o > W dans D, et donc en pariculier

o(r,ty) > €

ensuite, on introduit le domaine

r < s(ta).

(2.26)

Dy = {’I" < S(t),tg <t < tg}
et une fonction de comparaison en Dy

t) sinh M
o(r ) = 68( ) sinh Mr
ol

r sinh Ms(t)
g(t) = Nt

(2.27)
1 a
to <1 <13, N = log —. (228)
ts —ta €
pour que 7(t3) = 7. de la méme maniére que dans la premiére étape on conclut :
o(t 0
cvy — Av + v = c&v +a(t) (
a(t)

o(t)

< —c—fv—

a(t)

cm—AJr)\) (#)

(M? =X —1)v+o(s*) < 0

(2.29)

si M2 = A+ 2+ N. Donc v est une sous solution ( on doit noter ici que si on prend
26



dy = 90y, §; = 925y avec ¥ fixé, 0 < ¥ < 1, alors 1,7, ils sont uniformément bornés par
le haut et ¢y est uniformément bornés par le bas. Par conséquent, N est uniformément
borné par le haut et il en va de méme pour M par conséquent le terme o(s?) dans (2.29)
est négligable si d§y est assez petit compte tenu de (2.26) et de la définition de &(t),0 > v
sur t = ty et sur r = s(t). Par conséquent, par le principe de maximum, ¢ > v dans D; et,

en particulier
_s(t3) sinh Mr

t3) > t3) = .
olrts) > virts) =o r sinh Ms(t3)

Utilisant v(r,t3) dans 'equation (1.8) on déduit que $(¢) > 0 ce qui est contraductoir
avec(2.24)

Remarque 2.1. Le théorém(2.3) ne donne pas la limite nette surd.. Pour obtenir une

telle limmite on a besoin de lemme suwivant :

Lemme 2.2. Soit § > 0 définie par :

— = — +coA. (2.30)
Alors l'inégalité
s(t) < 6. (2.31)

Ne peut pas tenir pour tout t suffisament grand

Démonstration On suppose que s(t) < & est valable V¢t > T} et dérive d’une contra-

duction, pour simplifier on prend 77 = 0. Soit v une fonction telle que :

s(t) sinh Mr

t) =20 t>1T.
virt) =2 r sinh Ms(t) =
on veut montrer que
cvy — Av + Av < 0. (2.32)
et
s 83
/ vridr > 6. (2.33)
0 3

a condition que (2.30) soit valable, cela conduira a une contraduction comme a ’étape 1.
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on a

v(r, t)r? (68<t> sinh MT)> 7 t>T.

r sinh Ms(t

sinh Mr
rP—.
sinh M s(t)

as(t)

/0 or? = ﬁ/{) rsinh Mrdr.

une intégration par partie implique que

_ gs  [[ cosh(Mr)]® [ cosh Mr)d
~ sinh Ms _[T M L /0 M T]
B s [ cosh(Ms) [sinh(Mr)]®
T smhMs T M _{ M2 u
B gs [ cosh(Ms) sinh(Ms)
T osmhMs | M M2 ]
On prend 5s° en facteur
~_ 3| cosh(Ms) 1
B Mssinh(Ms) (M3)2] '

s ~ g3 . . . .
fo vrldr > 0% est satisfait si seulement si

cosh M's 1 o
- > — = A 2.34
Mssinh Ms  (Ms)? = 3¢ (2:34)
mais puisque le coté gauche est strictement monotone décroissant (comparer h(n) = £3)

en s et

n coshn 1
, OU— — — =A.
1+ An?" npsinhnp n?

tanhn =

(2.34) est valabe si seulement si

Ms <n =Ry (2.35)

noter que la fonction
_ xcoshx ]

flx) =

sinh z
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cosh z sinh z + x sinh® z — z cosh? x

fle) = sinh? z

satisfait f(0) =0, f'(z) > 0 depuis aussi § > —as, etMs <,

. |sinh M's — Mscosh Ms . |mcoshn )
cvp = CSv cov —
! ssinh M s sinh ’
et L
cov {n(.:os n_ 1] = cavAn?.

sinh 7

car on a .
1
cqs n 1 _ 4
nsinhny  n?

on multiplie par n? on aura

pon 1)
nsinhn  n?

cvy — Av + A < (A + o An* — M*)v < 0

il s’ensuit que :

a condition de
A+ coAn? < M? (2.36)
donc il faut choisir un M qui satisfait a la fois (2.35)et(2.36) puisque s < §, c’est possible
si

2

A+ coAn? = %

qui est précisément la relation(2.30).

2.3.2 Bornétude de s(t) pour C petit

Théorem 2.4. si

3C5 +3Ce ™M <\, (2.37)

alors il existe une constante Cy telle que :

s(t) <coVt>0 (2.38)
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Nous avons d’abord besoin d’un lemme qui estime o,(s(t),t) compte tenu du théoréme 2.3,
nous pouvons supposer que s(t) > 0, >0V ¢t > 0. Prenonst > 1 et firons k = s(t). Depuis

$/s > —a. nous avons pour tout v > 0,
s(t)y < K+aK({t—t) et t—1<t<t.

ot o = (1+9)a, plus tard nous devrons prendre 9 > 0

Lemme 2.3. Pour tout 0 < 9 < 1 il existe une constante C; telle que :
0 <o.(s(D),8) < C(1+9)5(5+ e Ms(F) + Cy). (2.39)
Démonstration Soit les fonction W,V telle que :
Wy < AW — AV

cVi=AV = AV.

dans
D={r<K+({t—taK,t—1<t<t}

et
W=5,V=0our=K+(t—t)akK,

o(r,t—1) if r<s(t—1)

WV)rt-1) < { g sir>s(t—1)

V(ir,t—1) <0 sir<s(t—1).

Ensuite par le principe du maximum on aura
o>W+V dans Dof{r < s(t),t —1 <t <t}.
et puisque 0o =3 =W +V a (s(t),1).

or(s(t), 1) < (Wr + V)(s(1), 7). (2.40)
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on prend W sous la forme suivante :

W = 5€N(r+(t—f)aK—K) )

ou
caKkKN = N? — \.
ou
% N2 1/2
N= 9t [(Ca ) + A (2.41)
2 2
Soit

s(t) sinh Mxy
x1 sinh Ms(t)

v(xy,t) =

Qi

on compare V avec la solution v(xy,t) a

0? _ _
cvt:a—g)—)\v dans {0 <z < K+ (T —t)aK, t —1 <t <t}
3

v=0si2 =K+ (T —t)akK),
v<V sit=t—1¢et vix;,t—1)=0 si x1>s(t—1).

et v,,(0,¢) =0 alors v <V dans D et, puiseque v =V a (s(t),1).

Vi(s(t), 1) < v, (s(1),1). (2.42)

Pour éstimer v,, (s(t), ) on introduit une fonction z,

2(&,1) = v(xy, t)e D/ £ =+/cx.

d’ou
T = i
1 \/E'
Bt |
E) = 5\/55@) sinh Mf/\/ée)\(t—f-&—l)/c'
’ & sinh Ms(t)
alors

2 —zee =080 6> bt —t) + Kv/c,
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26 t—1)< Vet z(&t—1)=0si&>s(t—1)e
ou b = aK/c. Par le lemme 12 de [9]

| z(Ves(t ) |[< (b +c)sup | (,E—1)]. (2.43)

Pour montré ce lemme il est nécessaire de supposé que la distance entre le support de

z(&,t—1) et (b+ K+/c,t — 1) est iniformement bornée par le bas, c’est & dire :
Y5 K+/c > constante. = ¢; > 0. (2.44)

Donc on doit choisir 9 > 0.

de la méme maniére, on montre que :
| 2e(Ves(t),1) |< (b+cr)sup | V(T = 1) | .
ce qui imlique que :
| 02, (5(D), 1) |[< VelaK Ve + e)e e (2.45)
Démonstration de théoréme 2.4 De (2.15) on a
%cf’(t) _ /;gg( (), 1)dt + Bf (1) )\U/ F#)dt -~

donc pour 0 < t; <ty on aura :

3o/ 0) = gef'(0) = [ o (a(0). 01,0+ Blfe) — f(0)] =37 [ p(oas

t1

en utilisant (2.39) on aura :
%Cf/(tg) - %cf’(tl) < /30(1 +9)5(5 + e M) / f(t)dt+

+C /tz FO3dt + Bf () — f(t2)] — A6 / £(#) (2.46)

Sopposons que le théoreme n’est pas vrai. Alors pour M grand on peut trouver t = t, tel
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que :
f(tg) — MZ.

on prend le plus petit de ces t5 et définissons t; tel que :
M< fit)< M?sity <t<ty f(t)=M;

un tel ¢; existe si M > f(0). on a alors

t2
2/5

Remplagant cela dans (2.46) et en choisissant ¥ petit et un M grand et en rappelant (2.37),

on constate que :
1 1 b2
el (1) = e () < =6 [ f(o)it+ Bl - f0) (2.47)

pour un certains § > 0.Par hypothese B < 0) avec B = ¢(o — 6) — 3\. de sorte que le
coté droit soit :
<| B|(M?* - M).

par contre le coté gauche est

N SO i
—gcf (t1) = —3¢s (t1)5(t1) = —c(od — o)

= (o~ 5)f(1) = —c(o — &)M.

ce qui est une conraduction si M est assez grand.

2.3.3 Non bornétude de s(t) pour C non petit

Dans la section précédente on a montré que si ¢ est suffisament petit,c’est-a-dire si

(2.37) est vrai de sorte qu’en particulier

1
B<0.B=cz—-5)- 3\
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Alors s(t) reste borné en ¢t — oo. Dans cette section on montre que si B > 0, alors s(t)

peut ne pas étre borné. Plus précisément on montre que s(t) n’est pas bornée si :

B> 0.

(14 6%) cha

B? >
1 3

pour certains § > 0.

s(0)?
Théorem 2.5. Sous les hypothéses (2.48)-(2.50),

35°(0) > F(0)eH P/ vt > 0.
Démonstration Comme o,(s(t), (t)) > 0,(2.15) donne
1, ot
§Cf (t) > Bf(t) — /\0/0 f(t)dt — .
on affirme que l'inégalité :

Bf(t) > (14 9) (Aa /Otf(t)dt—i—v) .

s(0)
c/ (14 8)oo(r) — 6a)r*dr > ¢ — %(5}\.
0

(2.48)

(2.49)

(2.50)

(2.51)

(2.52)

(2.53)

est vrai Vt > 0.En effet pour t = 0 cela découle de(2.50) si (2.53) n’es pas valable pour

tout ¢ > 0 alors il existe un plus petit t = ¢y > 0 tel que (2.53) et valable pour tout t < ¢,

mais :

Bf(to) = (1+9) (Azf /Otf(t)dt +7> |

il s’ensuit que :

Bf'(to) < (14 8)Ad f(to).
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Cependant par(2.52)-(2.54) et(2.50),

%ch/(to) > B2f(ty) — B <)\&/Otf(t)dt+7)

2
— 2 _
o

= 1—_1_532/:(150)

CA\O

T(l +6) f(to)

f(to)

v

ce qui est une contraduction . Ayant prouvé (2.53) on déduit maintenant de (2.52) que :

et (2.51) suit.

2.4 Stabilité de la solution stationnaire pour C petits

Dans cette partie on montre que la solution stationnaire est globalement asymptoti-

quement stable si C' est suffisamment petit. On a le résultat suivant

Théorem 2.6. Soit (o(r,t),s(t)) la solution de (1.8)-(1.12) alors il existe un nombre Cy >

0 et des constantes positives (3 et vy telle que st C < Cy alors :
| S(t) — Ry |[< Be™

En particulier,la solution stationnaire est (non lineairement) stable

Lemme 2.4. Soit (o(r,t),s(t)) désigne la solution de (1.8)-(1.12) et (0s(r), Rs) la solu-

tion sationnaire. Supposons que :
| S(t) — Rs |[< a, | s(t) |[<a et |o(rt)—osr) |<a (2.55)

pour certains o > 0 et ¥Vt > 0.
Alors il eziste un nombre Cy > 0 et des constantes A et [ indépendantes de C' et «

telles que si C < (Y
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| S(t) — Ry |[< Aa(C'+ ™), | s(t) |[< Aa(C + ™)
et |o(rt) —oy(r)|< Aa(C + e ) (2.56)
Démonstration : Soit v = v(r,t) est défini par :

s(t) sinh(v/Ar)
sinh(v/As(t)) r

v(r,t) =a

pour que

dv  10v [ ,0v P (sinh(v/As(t))) — cosh(v/As(2)) (v As(t))
C% " 2ar ( E) v = Cos(t) Snb2(/s(0))
Puis en utilisant (2.55)

—ACa\ < C@ _lo (7"2@
or

< A
% 2or )—I—)\v_ ca

Ou ici, et dans le reste de la démonstration,A désigne une constante indépendante de C.

En ajoutant AcaA au membre de gauche, on a

0< O@(v +Aca)) 1 0 (r28(v —{—aAca)\)
T

Y i ) + A(v + AcaX)

puis en soustrayant AcaA au membre de droite, on a

O(v—Aca)) 1 0 (28(U—Aca)\)
= ~mu "

—A <
BT e ) + Av —Aca)) <0

Rapplant C' < X il s’ensuit que pour toutes les constantes K > 0,0 < <1

O(v—Aca+ Ke ™) 1 0 [ ,0— Aca+ Ke )
< -
00 ot r2or <T or *

+A(v — Aca + Ke ) (2.57)

Et

O(v—Aca— Ke ") 10 (7’2 I(v — Aca — Ke_“t))
or



+A(v — Aca — Ke™") <0 (2.58)

On a
_ Ry sinh(v/r)
os(r)=a
sinh(VAR,) T
Puisque
| os(r) —v(r,t) |[< A| S(t) — Ry | (2.59)
On a
| o(r,0) —o4(r) <
Et
| os(r) —v(r,0) [< A s(0) — Ry |
Et comme :
| s(t) — R |[< «
On aura

| o(r,0) —v(r,0) |[<| a(r,0) —os(r) | + | os(r) —v(r,0) |[< a4+ A | s(0) — Ry |< o + A«

et prendre K = A« dans (2.57),(2.58)nous obtenons par comparaison

| o(r,0) — v(r,0) |< Aa(C + e ) (2.60)

Ensuite, notez que

s(t) o O () sinh(VA) L,
R A

s 0 o
= J—Sinh(ﬁs(t))/o rsinh(vV/r)dr 0/0 redr

_ am /0 (A — 6 [%rﬂ .

0
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Une intégration par partie implique

sl /ww rmmv%w)“”_/wuthM 0
sinh(v/\s(t)) Jo VA o 0 VA 3

_ s(t) s(t) cosh v/As(t) sinh v/ S(t) _s3(t)
’ VY B R 773

0

- s(t) s(t) cosh v/ \s(t) _ sinh Vs(t) B 683(t>
VA A

a(v/2)2s%(t) cosh(v/As(t)) B v/ As(t) sinh(v/As(t)) s
AV Asinh(v/s(t)) M Asinh(vVAs(t)) 3

AW VAs(t) cosh(VAs(t))  sinh(VAs(t) VA $2(t)
A3/2 M/ Asinh(v/As(t)) M/ Asinh(v/As(t)) 30
on pose
n(t) = VAs(t) (2.61)
Et s
A=
On obtient :

s(t) o
/ (v(r,t) — &)ridr =
0

Puis,laissant

E(t) = \*/? /OS(t) (v(r,t) — &)r’dr (2.62)
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En utilisant la relation suivante

s(t)
L) = /0 (o(r,t) — &)r2dr

on obtient :

1

Dot (2.60)-(2.62)

’ E(t) |§ AO&(C+ eut)%ﬂg

Ainsi,I’equation différentielle (2.63)pour  peut étre écrite comme

(t) = Gn(t) + &)

Gn(t) = nt) = &)
1 : 3/2 *0 .2
On a gn(t)n(t) = A /o (o(r,t) —&)rdr
= ont)(n(t) cothn(t) — 1 — An(t)*) + E(t)

= i) = spW@@)cothn(®) —1 - Ant)") | SE()

n(t)? n(t)?
g0t cothn(t) — () = An()® | 3E()
n(t)? n(t)?
_ 3E(Q)
o= n(t)?
D’ou A
_ o= + An 2
Gn(t) = 35 (coth(n(t)) ST )
On a ) 3
et e M < gt < Aafe s e 1Y
et comme
E(t) = 3E(?)

s(t)
gn(t)ﬁ(t) = )\3/2/0 (o(r,t) — &)r*dr = an(t)(n(t) cothn(t) — 1 — An(t)*) + E(t) (2.63)

(2.64)

(2.65)

(2.66)



Donc

—n(t)Aa(C + e M) < &(t) =

Soit la fonction suivante

= 30 | coth(n) — 1 +77A?7 )) + Acan
Et G_c(n) = G(n)— Acan

= 30| co — (1 +A772) — Aco

= 30 ( th(n) p ) Acan

G4 et convexe Ve, A ce qui implique que G’L . <0
i 1
Gi.(0)=0et G (0) = 3~ A+ Aca
Et pour A > Aca :

lim G1.(n) = —o0

t—o0

(2.67)

(2.68)

On conclut donc; pour un ¢ suffisament petite, il existe un nombre unique 7]3“ > 0 tel que :

Gic(ng®) =0
On a aussi
G:tc(n(:)tc) <0

Et G4.(n) > 0 si et seulement si
0<n<mn®

De (2.5) on obtient :
" < = 1= VAR, <1
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(2.72)



Et pour une constante cy,
0<n5—mn° < Acx pour 0 < ¢ < ¢ (2.73)

Ensuite,comme G est convexe de (2.65)-(2.67) on aura

n(t) = G(t) + &)
Ona Gie(n) = G(n(t))+Acan
Donc G(n(t)) = Ge(n) — Acan
Donc n(t) = G.(n) — Acan+ &(t)
= G.(n)+ Aae Mn+ (£(t) — Acan — Aae M
< Ge(n) + Aae™'n < G(nf) (n(t) — 1) + Aae™'n
Clest
0= 1) < L) — ) + Aae "y — i) + A (274)

En integre (4.20)
d / —put c c\ ,—ut
[ =m0 < [ G n® — )+ Aae (= ) + Aarp)e
Et de (2.70) on obtient :
(1 15) < Aae™™,0 < = min{—CL05). 1} (2.75)
Rappelant les définitions den(t),n§ et uitilisant (??)-(2.73) on obtient
s(t) — Ry < Aa(c+ e ™)
Pour majorer le membre de droite de (2.74) en utilisant (2.75) on obtient
5(t) < Aafc+ e )
De méme, en utilisant la borne inferieure de&’(¢) dans (2.67) on prouve que :
—Aafc+e ) < s(t) — R, et — Aa(c+ e P < 5(t)
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On a ainsi établi la validité des deux premieres inégalités dans (2.56)
Finalement, la borne de

| o(r,t) — 0s(r) | est donnée en combinant (2.59)-(2.50) avec la premiére inégalité de(2.56)

Démonstration de théoreme 2.6 On peut maintenant établir la stabilité de la solution

staionnaire par ’application répétée de lemme précédent. En effet, en combinant
—Gs(t) < $(t) < (0 —a)s(t) st t>0

Et
s(t) <ecoVE>0

On sait que pour un c¢ petit les hypothéses du lemme tiennent vrai c’est a dire pour ¢ < ¢y,

il existe un a > 0 tel que (2.55) tien. Alors par le lemme 2.4 nous avons :
| s(t) — Ry |[< Aafc+ e ') < 24ca pourt > Ty
Ou pour tout ¢ donné tel que 2Aca < 1 nous déffinissons Tj par

e Pl — ¢

Des estimations similaires tiennent pour | §(¢) | et| o(r,t) — o4(r) | pourt > Ty En itérant

ce résultat, nous obtenons :
| s(t) — Ry |< A(2Ac)" (e + e PU-(=DT0)y < (2Ac)" pour t > nTy,
Avec des estimations similaires pour | §(¢) | et | o(r,t) — o5(r) | Enfin,définir v > 0 par :
(2Ac) = e (<)
Et,étant donné t > 0, soit n le plus grand entier satisfaisant n7y <t < (n+ 1)7}. Alors

| 5(t) — Ry |< a(24c)" = ae™ "0 = qe Ve (W0 < g Toe™ = Be
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons étudiés le modele construit par Byrne et Chaplain qui est
formulé comme un probleme de frontiere libre. Tout au long de ce travail, on s’est concentré
sur le cas ou a la frontiere de la tumeur le taux de natalité des cellules dépasse le taux de
mortalité (uo > p&). Bt on a montré 'existence d’une solution stationnaire non triviale
et unique de rayon r = Ry ou le processus de mitose et d’apoptose sont en équilibre. Puis
on a également montré que une fois engendrée la tumeur persistera dans le temps. et sous
I'hypothése supplémentaire on a montré la bornitude de la frontiere de la tumeur s(¢) en
t — oo pour un C suffisament petit. D’autre part on a montre que si C' est grand alors
la frontiere s(t) n’est pas bornée . Finalement, on a donné un résultat sur la stabilité de la

solution stationnaire.
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