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Introduction générale 

 

      Depuis les années 70 , les activités de recherche en Recherche Opérationnelle au niveau 
mondial n’ont cessé de se développer   tant  an  niveau de ses concepts théorique et de 
l’amélioration technique de ses outils d’optimisations qu’au niveau applicatif où elle 
intervient de manière cruciale dans  des secteurs de plus en plus nombreux et diversifiés 
comme : «la production industrielle, la planification, le transport, l’informatique , les 
télécommunications , l’énergie , mais aussi dans les banques et les assurances… etc ».  Les 
modèles traditionnels développés dans le cadre des méthodes quantitatives  de gestion 
considéraient en général un critère unique, pour lequel il existe une solution optimale. Les 
algorithmes mis au point consistent alors à définir un moyen d’atteindre, le plus rapidement 
possible, une telle solution. Cependant, dans de nombreux cas cette modélisation ne traduit 
pas exactement la réalité. 

      La plupart des problèmes réels intervenant en mathématiques de décision sont de nature  
qui impose la prise en compte de plusieurs critères qui sont souvent antagonistes. Tout 
décideur est obligé de tenir compte du maximum d’éléments  en sa possession, pour aboutir à 
la meilleure décision possible. 

      Ainsi pour mieux appréhender la réalité, l’approche multicritère devient incontournable. Il 
est utile dans ce cas de définir un concept d’optimalité, d’étudier les propriétés et les 
conditions d’existence des solutions et déterminer des méthodes pratiques de recherche des 
décisions relatives à ce concept d’optimalité. 

      La première notion d’optimalité en multi-objectif  a été introduite par Edgeworth   en 
1881. Elle a été utilisée de manière plus formelle par l’économiste italien Pareto [1]. Cette 
notion est appelée efficacité, optimalité selon par Pareto ou encore non dominance.         

      Mais aussi dans certaines situations les connaissances dont nous disposons sur une 
situation quelconque sont imparfaites  soit parce que nous avons un doute  sur leur validité , 
elles sont alors incertaines , soit parce que  nous éprouvons une difficulté à les exprimer 
clairement , elles sont alors imprécises. 

    Les connaissances imprécises n’ont été  prises en considération qu’à partir de 1965, lorsque 
L.A. ZADEH  ,professeur à l’université de Californie à Berkeley , a introduit la notion de 
sous-ensemble flou , à partir de l’idée d’appartenance partielle à une classe de catégorie aux 
limites mal définies dans une généralisation   dans la théorie   classique des ensembles 
admettant des situations intermédiaires  entre le tout et le rien. 

      La théorie des ensembles flous  offre donc   une structure mathématique dont laquelle des 
concepts vagues peuvent être précisément et rigoureusement étudiés. Elle peut également  être 
considérée comme un langage de modélisation convenable à  des situations caractérisées  de 
relations, critères ou phénomènes flou. 

      Dans ce mémoire nous avons reparti  le travail comme suit : 

 

 



 

 

Chapitre 1 : On s’intéressera à la programmation multi-objectif, aux différents théorèmes 
d’existence de solutions efficaces et présentera aussi la méthode du simplexe multicritère. 

Chapitre2 : On s’intéressera à l’étude des problèmes entiers. On présentera une méthode de 
résolution d’un problème (MOILP) , méthode Abbas et Moulai , ainsi qu’un   exemple 
d’application résolu par la méthode d’ Abbas et Moulai . 

Chapitre 3 : On abordera la programmation linéaire floue, on donnera la forme général d’un 
programme linéaire flou, on montrera la façon de défuzzifier  les contraintes linéaires et se 
ramener à un programme linéaire déterministe. 

Chapitre 4 : Application sur le logiciel Lingo.    
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Chapitre 1 
Programmation multi-objectif : 

1.1 Introduction : 

La programmation multi-objectif cherche à optimiser plusieurs composantes d’un vecteur de 
fonctions coût. Contrairement à l’optimisation mono-objectif, la solution d’un problème multi 
objectif (MOP) n’est pas une solution unique, mais un ensemble de solutions connues comme 
l’ensemble des solutions Pareto optimales (PO). Toute solution de cet ensemble est optimale dans le 
sens qu’aucune amélioration ne peut être faite sur un composant du vecteur sans la dégradation d’au 
moins un autre composant du vecteur. 

MOP: Multiple Objective Programming. 

MOLP: Multiple Objective L inear Programming. 

1.2 Concepts de base : 

Mathématiquement, un problème d’optimisation multi-objectif (MOP) peut être défini de la manière 
suivante : 

( MOP)                      max (min) Z(x)=(Z1(x), Z2(x),……, Zr(x))  

                                s.c  xS. 

 Où r ≥ 2 est le nombre de fonctions objectifs, x = (x1, x2, …, xn ) est le vecteur représentant les 

variables de décision, S = x  Rn / ɡj (x) ≤ 0, x ≥ 0 représente l’ensemble des solutions 

réalisables associées à des contraintes d’égalités, d’inégalités et de bornes explicites (espace de 
décision). Z (x) = (Z1 (x), Z2, (x), …, Zr(x) ) est le vecteur des critères à optimiser. 
 
Zi et ɡj, i≤ r et j≤m : sont des fonctions à valeurs réelles du vecteur de décision. 

L’ensemble  Y= Z(S)      représente les points réalisables dans l’espace des critères ( espace objectif), 
et Z(x) =(Z1(x), Z2(x),……, Zr(x))   avec    Yi= Zi(x)    représente un point de l’espace des critères. 
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Fig1: Représentation de l’espace des décisions et l’espace des objectifs correspondant où n= 2. 

1.3 Définitions : 

Remarque : Ces relations sont définies pour un problème de minimisation. 

1.3.1. Dominance : 

1.3.1.1. Définition : (Dominance) 

Soient deux vecteurs critères y = (y1 ,  y2, …, yr) et  z= ( z1, z2,…., zr) .                                               O 
On dit que  y  domine  z  si et seulement si : 

          j  [1,….,r]  , yj≤ zj 

                 i  [1,…., r]  ,  yi < zi 

C'est-à-dire :  

Si y domine z, alors y est au moins aussi bon que z sur tous les critères et meilleur que lui sur au 
moins un des critères. 

1.3.1.2. Définition : (Dominance forte)  

Soient deux vecteurs critères    y = (y1 ,  y2, …, yr)  et     z= ( z1, z2,…., zr).                                                         
On dit que y domine fortement  z  si et seulement si : 

                                                                i  [1,…., r]    yi < zi 

C'est-à-dire :  
Si y domine fortement z, alors y est meilleur que z sur tous les critères. 
 

                                                  Variables de décisions 

                                                               x=(x1,x2,….,xn)                                                                                              z2  

                                       x2                      Espace de décision 

                                                                                                                                                                             

                                                                                                                                                                          Espace objectifs 

                                                                                                                                           ou espace des critères : Y=Z(x) 

                                                                                                                                                                Z 

                                                                         x1                                                                                                                                                                                   z1     

                                                                                                                                                                                                        

                                                                                               z3 

                                                         

             S                                                         
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1.3.1.3. Définition : (Dominance faible) 

Soient deux vecteurs critères    y= (y1 ,  y2, …, yr)  et     z= ( z1, z2,…., zr)                                                                   
on dit que y domine faiblement  z  si et seulement si : 

                                          i  [1,…., r]    yi ≤ zi 

1.3.1.4. Définition : (non – dominance) 

Soit y* un vecteur critère  Y, on dit que y* est non dominé si et seulement s’il n’existe aucun autre 

vecteur critère y Y tel que: 

                              i  [1,…., r]    yi ≤ yi
*   , et , yi< yi

*   pour au moins un indice i. 

Dans le cas contraire, on dit que y* est  dominé. 

1.3.2. Efficacité : 

1.3.2.1. Définition : (Pareto optimale) 

Une solution x *  S est Pareto optimale si et seulement s’il n’existe pas une solution x  S, telle 

que Z(x) domine Z(x*)   , 

Et: Zi(x) ≤Zi(x
*)   i [1,2] . 

La définition de la Pareto optimalité découle directement de la notion de dominance. Elle signifie 
qu’il est impossible de trouver une solution qui améliore les performances sur un critère sans que 
cela entraine une dégradation des performances sur au moins un autre critère. Elles forment le front 
Pareto. Les solutions Pareto optimales sont aussi connues sous le nom de solutions efficaces, non-
dominées ou non inferieures. 

1.3.2.2. Définition : (efficacité faible) 

Une solution   x* S    est dite faiblement efficace, s’il n’existe aucun vecteur  x S      

Telle que    Zi(x) < Zi(x
*)   i [1,2]. 

Une solution est faiblement efficace si son vecteur critère est faiblement non dominé. 

1.3.3. Définition : (le point idéal) 

Le vecteur idéal       y*= (y1
*
 ,  y2

*, …, yr
*)    est le vecteur qui optimise chacune des fonctions objectif  

Zi. 
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i.e : yi
* = min ( Zi(x), x S).                                    

Il est clair que si le vecteur idéal est réalisable, il est la solution du problème(MOP), mais ce n’est 
pas en général possible à cause  des conflits qui existent entre les critères  

 

1.3.4. Définition: (point anti-idéal)  

Le vecteur  y*= (y1
*
 ,  y2

*, …, yr
*  )           défini par : 

                                                                   yi
*= max (( Zi(x), x∈ S) , est le point anti-idéal. 

 

 

 1.3.5. Définition : (vecteur de référence) 

Un vecteur de référence  y*= (y1
*
 ,  y2

*, …, yr
* ) est un vecteur  qui définit le but à  atteindre par 

chaque objectif   Zi. 

 

1.3.6. Définition : (Front  Pareto) 

C’est l’ensemble des vecteurs de décision qui ne sont pas dominé.                                  

1.3.7. Définition: (convexité) 

Un ensemble A est convexe si et seulement si l’équivalence suivante est vérifiée : 

x ∈ A  et y ∈  A   ⇔   segment (xy) ⊂  A  

La convexité est le premier indicateur de la difficulté du problème. En effet, plusieurs méthodes 
d’optimisation  sont incapables de résoudre d’une façon optimale des problèmes non convexes. Mais 
il existe d’autres indicateurs tout aussi important, notamment la continuité, la nature des variables de 
décision (entières ou réelles). 
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 1.4.  Test d’efficacité d’une solution : 

 Théorème 1 : Soit x ∈S est efficace s’il existe :  

                                     λ∈Λ = { λ∈Rr / ∑ ����	 j= 1, λj> 0} 

Respectivement : ∃ λ ∈� = { λ∈Rr / ∑ ����	 j= 1, λj≥ 0} telle que  x minimise le problème des 

sommes pondérées donné par :  

                                                                           Min  λ’C’x    
                                                                              s.c      
                                                                            x∈ S  

S = x  Rn / Ax=b , x ≥ 0  

Théorème 2 : Si S possède un point efficace, alors au moins un point extrême de S est efficace. 

 Preuve : 

Soit �̅  un point efficace de S, d’après le théorème 1, il existe    λ ∈Λ   tel que : 

λ’ c’ �̅  = min λ’c’x  
x  ∈  S 

Comme une fonction linéaire atteint son optimum en un point extrême, donc x est extrême efficace. 

Théorème 3 : Soit x ∈ S un point extrême associé à une base efficace B, alors  x  est efficace. 

Preuve : 

Puisqu’il existe un    λ∈Λ         pour lequel B est une base optimale par le théorème 1, x est efficace. 
 

Remarque : On dit que  x est un point extrême de  S  s’il ne peut pas s’écrire comme une 
combinaison convexe stricte de deux points de S. 

 x1, x2  ∈ S, ] 0.1 [pour les quels (1 −) x1 + x2 =x  / x1 ≠ x2. 

Théorème 4 : Soient B et �� deux bases efficaces adjacentes obtenues à partir d’un pivot efficace, et 
soient x et   �̅    les points extrêmes associés à B et à  ��   respectivement alors, l’arête (x, �̅) est 
efficace. 

Théorème 5 : 

Soit (x,v) l’arête efficace infini de S.  

Alors, x est un point extrême efficace associé à une base efficace B. 
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1.5. Méthode du simplexe multicritère : 

La méthode du simplexe multicritère consiste à générer un premier point efficace à partir d’une 
solution de base réalisable, puis à recenser (énumérer) tous les autres points efficaces. Cependant 
cette méthode ne teste pas toutes les bases car certaines sont dominées de manière évidente. 
Étant donné le problème : 

                                                   (P)             max  Z1 = c1x 

max  Z2 = c2x 

⋮ 
max  Zk = ckx 

Ax = b , x ≥0 

 

Le tableau du simplexe (en considérant séparément chaque objectif) est donné par le tableau (1). 

Dans ce tableau, on suppose sans perte de généralités que les m premières variables sont dans la 
base. 

Soient : 

JB : ensemble des indices basiques. 
JN: ensemble des indices hors base. 
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 C1 C1
1 …… C1

m C1
m+1 …… Cj

1 …… 
C2 C1

2 …… C2
m Cm+1

2 ….. Cj
2 …… 

…
…

…
 

       

CK C1
K …… ���  ���	�  …… ��� …… 

��	 ��� ��� ��� base B a 1 …… am am+1  …… aj …… 

�		 �	� �	� �	� a1 b1 1  0 x1m+1 …… x1j …… 

      0 
0 

 0 
0 

    

��	  ���  ���  ���  am bm 0  1 xmm+1 …… xmj …… 

 0 0 0 ∆��		   ∆��  

 0 0 ∆    
0 0  ∆��	�  …… ∆�	 …… 

 0      
0 0 0 ∆��	�  …… ∆�� …… 
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Z0=

�
�

��	 = �	 ��� = �� …��� = �� "
# 

 

De la théorie du simplexe  uni-critère  on a : 

 

1-  ∆i
j=  ∑r∈J B C

i
r  xr j  – Cj

i    , j∈ JN ,    ∀ i = 1,…, k 

 Et: 

                      Z0
i = ∑r∈JB C

i
r  br     , ∀ i = 1,…, k 

Si: ∆i
j≥ 0   , ∀ j∈ JN , alors    x0= t(b,0)  , (b∈Rm+, 0∈Rn-m) est une solution optimale pour le crtère i. 

 

2- Si on introduit la   jéme  variable dans la base , nous obtenons une nouvelle solution x1 et un 
vecteur :  %̂0= z0- θj∆j   ou : 

 

�'0=

�
�

%̂�	%̂��…%̂��"
#   =

�
�

��	���…���"
# – θj

�
(�

∆�	∆��…∆��"
)# 

 

3-  θj = min {   
*+

, + -   / xrj > 0}  ∀ j ∈JN   , r ∈ JB  . 

Remarque 1: 

1- Soit x° une solution basique réalisable. 

a- S’il existe un j∈ JN  tel que tous les ∆�(�) ≤ 0, avec au moins une inégalité stricte et si  θj>0, alors la 

solution courante x° est  dominée. 

 

En effet : 

Si on introduit la jéme  variable, on obtient un point extrême adjacent x1 pour lequel  Z� ≥�0 avec au 
moins une inégalité stricte, car :  
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θj∆j≤ 0, donc �'�= Z0- θj∆j   ≥Z0. 

 

b- S’il existe un j∈JN  tel que  ∆�(�) ≥ 0 , avec au moins  une inégalité stricte et si de plus θj > 0, 

alors  l’introduction de la jème variable a la base mène à une solution dominée. 

 

En effet :   

Si on introduit la  variable j dans la base, on aura un nouveau point extrême x1 pour lequel :  

 

                     �'�= ��- θj∆j   ≤ Z0  avec  au moins une inégalité stricte. 

2- Soit x0  une solution basique réalisable s’il existe j1, j2∈ JN  tel que : 

θj1∆j 1  ≤  θj 2∆j 2  avec au moins  une inégalité stricte, alors l’introduction de la variable d’indice  j2 
dans la base conduit à une solution dominée par celle résultante de l’introduction de la variable 
d’indice  j1 : 

 

En effet : 

θj1∆j 1 ≤  θj 2∆j 2    avec au moins une inégalité stricte, cela implique que :                                                     
Z0- θj 2∆j 2   ≤Z0- θj 1∆j 1    avec au moins une inégalité  stricte. 

Remarque 2 : 

1- S’il  existe un indice i∈{1,…,k} tel que  ∆�� ≥ 0 ∀ j ∈ JN ,  alors le ième critère est à son maximum 

et la solution basique correspondante est non dominée à condition qu’il n’existe pas de colonne k 

avec  ∆��  =0. 

 

2- D’après la remarque précédente, seules les colonnes (variables) non comparables à zéro et les 
variables j, k ∈ JN  telle que : θk∆k  incomparable à θj∆j   sont admissibles pour une introduction dans 
la base. 

Dans ce cas, on ne peut dire si la solution correspondante � est dominée ou pas. 

Pour cela on considère le test dit de non dominance énoncé par le théorème suivant : 
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Théorème 7 : (Test de dominance) 

Soit le problème : 

 

              max v = ∑ 0���	 i 

 

C’ x- ξ  = C’ � 

x∈ S = { x∈ Rn\ Ax = b, x ≥0} 

ξ ∈ Rn, ξ ≥ 0 et � ∈ S. 

Alors : 

� est efficace si et seulement si max v=0. 

�  est dominée si et seulement si max v >0. 
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Exemple : 

Max  �	(x) = 0.6x1 +0.2 x2  

Max  ��(x) =-2 x1 + x2 

(1)      x1+3x2 ≤ 100 

           2x1+x2 ≤ 200 

           x1≥0 , x2≥0  

 

(1)�   Max  �	(x) = 0.6x1 +0.2 x2  

            Max  ��(x) =-2 x1+ x2 

             x1+3x2 +x6 = 100 

             2x1+x2 +x7 =200 

             xj≥0 ,j=1,..,.4  

 

x1 =(0,0,100,200) solution de base réalisable  

(a3,a4)=I2, Z(x)= 89:(;)9<(;)= = >��? 

1er tableau du simplexe :  

 

 
C1 0,6 0,2 0 0 @ C2 -2 1 0 0 �	� ��� Base B a1 a2 a3 a4 

0 0 a3 100 1 3 1 0 100 
0 0 a4 200 2 1 0 1 100 

 
∆	 -0,6 -0,2 0 0  ∆� 2 -1 0 0  

 

∆	 = >A�,C� ? 
∆� = >A�.�A	 ? 
 

@1 = min ( 
	��

	  , 
���

�  )= 100 (r=4) 

@2 = min ( 
	��

6  , 
���

	  )= 33,33 (r=3) 

@	∆	 = 100>A�,C� ? = >AC����? 

@�∆� = 33,33>A�,�A	 ? = > AC,CCA66.66? 

@	∆	 EF @�∆� sont incomparables. 
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1er  cas : 
 
Introduisant  en premier lieu a2 dans la base  à la place de a3 , on aura le tableau suivant :  
 

 
C1 0,6 0,2 0 0 @ C2 -2 1 0 0 �	� ��� Base B a1 a2 a3 a4 

0 0 a2 100/3 1/3 1 1/3 0 100 
0,6 1 a4 500/3 5/3 0 -1/3 1 100 

 
∆	 -0.17 0 0,06 0  ∆� 7/3 0 0,2/3 0  

 

∃ G� FEH IJE ∆�� >0 ∀ K ∈ K ∈ LM cequi implique que le deuxieme critère est a son maximum 

Donc la solution (0,100/3) est efficace. 
Introduisons la base a1 à la place de a2 
On aura le tableau suivant : 
  

 
C1 0,6 0,2 0 0 @ C2 -2 1 0 0 �	� ��� Base B a1 a2 a3 a4 

0.2 1 a2 0 0 1 2/5 -1/5       0 
0.6 -2 a1 100 1 0 -1/5 3/5 / 

 
∆	 0 0 -0,04 0,32  ∆� 0 0 4/5 -7/5  

 

∆	 = 8A�,�77/O = 

∆� = 8A�.6�AP/O = 
 @1 = min (0)=  (r=2) @2 = min (500/3)= 500/3 (r=1) 

@	∆	 = 08A�,�77/O = = >��? 

@�∆� = 500/38A�,6�AP/O = = > AO6.66A�66.66? 

@	∆	 EF @�∆� sont incomparable 
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On introduit la base a3 a la place de a2  on aura le tableau suivant : 

 
C1 0,6 0,2 0 0 @ C2 -2 1 0 0 �	� ��� Base B a1 a2 a3 a4 

0 0 a3 0 0 5/2 1 -1/2       / 
0,6 -2 a1 100 1     ½ 0 1/2 200 

 
∆	 0 -0,7 0 0,3  ∆� 0 -2 0 -1  

 

 

∆	 = >A�,PA� ? 
∆� = >�,6A	? 
 @3 = min (200)=  (r=3) @1 = min (0,200)= 0 (r=1) 

@6∆	 = 200>A�,PA� ? = >A	7�A7��? 

@	∆� = 200>�.6A	? = > C�A���? 

@6∆	 EF @	∆� sont incomparable 
- 1er cas : on introduit a4 a la place de a1 on aura une nouvelle base (a3,a4) qui est déjà 

parcouru . 
- 2eme  cas : on introduit  a2 à la place de  a3 et on aura la nouvelle base (a2, a1) qui est 

aussi une base déjà parcouru. Alors  on s’arrête . 

2eme cas :  

 
C1 0,6 0,2 0 0 
C2 -2 1 0 0 �	� ��� Base B a1 a2 a3 a4 

0 0 a3 100 1 3 1 0 
0 0 a4 200 2 1 0 1 

 
∆	 -0,6 -0,2 0 0 ∆� 2 -1 0 0 

 

@	 = QGR(100,100) = 100 

Si on fait sortir de la base a4 on aura (a3.a1) qui est déjà parcouru. 
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Donc on fait sortir a3 et on aura la base  (a1,a4) 

 
C1 0,6 0,2 0 0 
C2 -2 1 0 0 �	� ��� Base B a1 a2 a3 a4 

0.6 -2 a1 100 1 3 -2 0 
0 0 a4 0 0 -5 -2 1 

 
∆	 0 1,6 0,6 0 ∆� 0 -7 -2 0 

  

On a une solution efficace (100,0) 

On aura deux possibilités de nouvelles bases : 

 (a2,a4)             Déjà parcourue. 

(a1,a4)              Déjà parcourue. 
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Chapitre 2 
Méthode multi-objectif linéaire en nombres entiers 

2.1. Introduction : 

Dans le problème multi-objectif, lorsque, les fonctions Zi(x) pour � = 1, … , � sont linéaires et que 
l’ensemble des solutions réalisable S est défini par des contraintes linéaires, alors, on parle de 
problème linéaire multi-objectif (MOLP).Ainsi, si les variables � prennent des valeurs entières dans 
le problème (MOLP). On parle alors de problème d’optimisation multi-objectif linéaire en nombres 
entiers noté(MOILP). 

MOILP: Multiple Objective Integer L inear Programming. 

2.2. Formulation du problème : 

Un problème (MOILP) est formulé comme suit : 

                                         (MOILP)                       Max��, �, … , �� 

                                                                                � = ��′��� 

                                                                                ��� 

Ou :� = {� ∈ ��/�� ≤ �, � ≥ 0, �  !"� �} 
� : Nombre d’objectifs à minimiser ou maximiser. 

Ci : Vecteur des coefficients pour      � = 1, … , �. 

A : la ($, !) matrice des contraintes, avec   �% � = $ ≤ !. 
� : Critère à maximiser ou minimiser pour � = 1, … , �. 
2.4. Résolution d’un problème multi-objectif linéaire en nombre entiers : 

 2.4.1. Méthode de Abbas et Moulai : 

C’est une méthode de coupes. Elle est appropriée à la résolution des problèmes (MOILP).La 
première itération consiste à déterminer une solution entière réalisable pour le problème relaxé.        
La seconde itération nous permet de trouver toutes les solutions entières alternatives à la solution 
optimale obtenue (si elle existe) et obtenir la première solution entière efficace du problème 
principal. Dans la prochaine étape, nous introduisons une coupe afin de calculer les autres solutions 
entières efficaces  restantes  en utilisant la méthode duale du simplexe. 

L’algorithme s’arrête quand tout le domaine de décision est exploré. 
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Soit le problème (P1) suivant : 
 

 
                                                         (P1)             $'����� = � ′� 

                                                                                sc. 

� ∈ � 

    �  !"� � 

Procédure : [2] 

Etape 1 : 

Résoudre le problème (P1) et trouver la solution optimale entière ��� sur S en choisissant un seul 
objectif. 

Construire   (�. 

   τ*={j Nk/ ∆*,� =0} 

Nk= Ensemble des indices hors base. 

Etape 2 :  

1) Si (� =∅,��� est l’unique solution optimale du problème sur  S1 et  �� est la valeur optimale 

de  . .Calculer les valeurs  �� de � donné  par���, i∈ {2, … , �}  
-Enregistrer le r-uplet efficace comme étant (��, … , ��) pour construire l’ensemble efficace 
Eff0. 
-Tronquer le point ��� par la coupe suivante : ∑ �1 1∈23 ≥ 1 

En appliquant la méthode duale du simplexe et, si nécessaire, des coupes successives de 
Gomory, on obtient une solution réalisable entière ���= (��.1� ) dans la région tronquée S2. 

Lire le r-uplet correspondant (��, … , ��) et l’ajouter à Eff0 s’il n’est pas dominé par l’un des 
r-uplets efficaces identifiés auparavant pour obtenir Eff1. 

2) Si (� ≠ ∅ , choisir un indice quelconque 4� ∈ (� et calculer le nombre 
 513 ≤ $�! { ��.�� /6�,�13

� ; 6�,�13
� > 0} I  ∈ 9� correspondant à  ��� 

a)Si 513 ≥1, déterminer toutes les solutions entière réalisables 

��
:,q ∈ {2,…, ;<} alternatives à ��� le long de l’arête =13.Chaque solution apporte une 

amélioration au r-uplet potentiellement non dominé à l’étape 2. 

-Tronquer l’arête =13par la coupe suivante : ∑ �1 1∈23>{13} ≥ 1 

Et ceci en appliquant la méthode duale du simplexe et de successives coupes de Gomory 
.Pour obtenir une solution réalisable entière ��� = ����,j) dans la région tronquée S2.            
Lire le r-uplet correspondant (��, … , ��) et l’ajouter a Eff0 s’il n’est pas dominé par l’un des 
r-uplet efficaces précédemment identifiés pour obtenir Eff1. 
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b) Si 513<1 pour tout les indices j1∈ (1, choisir un indice j1∈ (1 et appliquer la coupe ;  

? �1 
1∈23>{13}

≥ 1 

 
- En utilisant la méthode duale du simplexe et de successives coupes de Gomory, on 

obtient alors une solution réalisable entière : ��� = ( ���, j) dans S2. Lire le r-uplet 
correspondant ( Z1 ,Z2,….., Zr) et le rajouter à l’ensemble Eff0  s’il n’est pas dominé par 
l’un des r-uplets efficaces précédemment déterminés pour obtenir Eff1. 

Etape 3 : 

- Choisir un indice j2∈ (2 et déterminer toutes les solutions entières réalisables. 

��
:, q ∈ {2,…,p2} alternatives à ��� , lorsqu’elles existent sur l’arête Ej2,  

Lire les nouveaux r-uplets ainsi obtenus. Augmenter l’ensemble Eff2 par les nouveaux  r-uplets  non 
dominés pour construire Eff2. Eliminer de Eff2  tous les r-uplets dominés. Donc Eff2 est l’ensemble 
potentiellement efficace à l’étape 3. 

Tronquer  l’arête Ej2 en appliquant la coupe   

 

? �1 
1∈2@>{1@}

≥ 1 

Et chercher la solution  optimale entière dans la région tronquée courante pour passer à l’étape 4 de 
la procédure. 

            Etape k : 

- Choisir jk-1∈ (A>�  et explorer l’arête correspondante Ej k-1  pour d’éventuelles solutions 

entières réalisables  �A>�
:  , q ∈ {2,…, pk-1} alternatives à �A>��  . Augmenter Effk-2  par les 

nouveaux r-uplets non dominés pour construire Effk-1. 
- L’arête Ej k-1   est  tronquée par la coupe  

 

? �1 
1∈2BC3>{1BC3}

≥ 1 

en utilisant la méthode duale du simplexe et d’éventuelles successives coupes de Gomory . La 
solution optimale entière obtenue sur la région tronquée SK sera soit une solution réalisable de       
(P1) alternatives à �A>��  ou la prochaine meilleure solution �A� ou un point non entier. Ceci marque le 
début de l’étape k+1. 
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              Etape finale : 

La procédure se termine quand le pivot n’est pas réalisable, indiquant que la région courante contient 
des solutions réalisables non entières et que tous les points efficaces ont été déterminés. 

Exemple (Méthode Abbas&Moulai) : 

Soit le problème  suivant : 

                                      Max �(�)=��� = 2�� 

                                      Max  ���� = ��� = −3�� − 2�� 

                                                                       2�� + �� ≤ 3 

                                                    (P1)             2�� + 3�� ≤ 2     

                                                                       x1, x2  

Résolution du problème (P1) : 

                                Max  ���� = ��� = 2�� 

                               2�� + �� ≤ 3 

                                          (P1)      2�� + 3�� ≤ 2 

 Etape 1 :                                   xi    , i={1,2} 

 

B �G �� �� �H �I 
�� 
�H 

 

1 
1 
 

1 
0 
 

1.5 
-2 

0 
1 
 

0.5 
-1 
 

2 
-6 

J1� − K1� 
J1� − K1� 

 

0 
0 

3 
-2.5 

0 
0 

1 
-1.5 

                                                                          Tableau1 

9� = {1,2,3,4}, M� = {2,4}   , (� = {4/4�M�, �,1� − �1� = 0} = ∅ 

�� = ������ = 2, ������ = −3 

L’unique solution optimale ��� = �1,0� produit le premier r-uplet  potentiellement efficace (1,0).     
Par suite   : eff0 =(2,-3). 

 

 



Chapitre 2 : Méthode multi-objectif  linéaire en nombres entiers  

 

19 

 

Etape2 : 

(� = ∅, �� �   est l’unique solution .Ce point entier est tronqué en utilisant la coupe �� + �I ≥ 1 
En utilisant le duale du simplexe on obtient le tableau 2 suivant : 
 
B �N �� �� �H �I �O �P 

�� 
�H 
�O 

 

1 
1 
-1 
 

1 
0 
0 
 

 1,5 
-2 
-1 
 

0 
1 
0 

0,5 
-1 
-1 

0 
0 
1 

 

2 
-3 

1� − �1� 
1� − �1� 

0 
0 

3 
-2.5 

0 
0 

1 
-1.5 

0 
0 

 

�� 
�H 
�I 

 

0,5 
2 
1 

1 
0 
0 

1 
-1 
1 

0 
1 
0 

0 
0 
1 

0,5 
-1 
-1 

 

1 
-1.5 

1� − �1� 
1� − �1� 

0 2 0 0 1  

�� 
�H 
�I 
�P 

 

0,5 
2 
1 
-0,5 

1 
0 
0 
0 

1 
-1 
1 
0 

0 
1 
0 
0 

0 
0 
1 
0 

0,5 
-1 
-1 
-0.5 

0 
0 
0 
1 

1 
-1.5 

1� − �1� 
1� − �1� 

0 
0 

2 
-1 

0 
0 

0 
0 

1 
-1.5 

0 
0 

�� 
�H 
�I 
�O 

 

0 
3 
2 
1 
 

1 
0 
0 
0 

1 
-1 
1 
0 

0 
1 
0 
0 

0 
0 
1 
0 

0 
0 
0 
1 

1 
-2 
-2 
-2 

0 
0 

1� − �1� 
Q2 − �Q2 

0 
0 

2 
-1 

0 
0 

0 
0 

0 
0 

2 
-3 

Tableau2 

 �2
1 = �0,0� , produit le deuxième r-uplet . 

Le vecteur (0,0) ne domine pas le vecteur (2,-3). 

Donc : Eff1= {(0,0),(2,-3)}. 
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Etape3 : 

(2 ≠ , Ce point entier est tronqué en utilisant la coupe x2+x6 1.                                                       

En utilisant le duale du simplexe, on obtient le tableau  suivant : 

Tableau3 

 

 

On s’arrête car on ne peut pas pivoter 

 

 

 

 

 

 

B xB x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 
x1 

x3 

x4 

x5 

x7 

0 
3 
2 
1 
-1 

1 
0 
0 
0 
0 

1 
-1 
1 
0 
-1 

0 
1 
0 
0 
0 

0 
0 
1 
0 
0 

0 
0 
0 
1 
0 

1 
-2 
-2 
-2 
-1 

0 
0 
0 
0 
1 

  
0 
0 

2 
3 

0 
0 

0 
0 

0 
0 

2 
-3 

0 
0 

B xB x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 
x1 

x3 

x4 

x5 

x2 

-1 
4 
1 
1 
1 

1 
0 
0 
0 
0 

0 
0 
0 
0 
1 

0 
1 
0 
0 
0 

0 
0 
1 
0 
0 

0 
0 
0 
1 
0 

0 
-1 
-3 
-2 
1 

1 
-1 
1 
0 
-1 

  
0 
0 

0 
0 

0 
0 

0 
0 

0 
0 

0 
-2 

2 
-5 
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Chapitre 3     
Programmation floue  

 

3.1. Définition d’un sous ensemble flou : 

Dans la théorie des ensembles classiques, il n’y a que deux situations acceptables pour un élément, 
appartenir ou ne pas appartenir à un sous-ensemble. Le mérite de Zadeh a été de tenter de sortir de 
cette logique booléenne en introduisant la notion d’appartenance pondérée : permettre des 
graduations dans l’appartenance d’un élément à un sous-ensemble, c'est-à-dire d’autoriser un 
élément à appartenir plus moins fortement à ce sous-ensemble. 

Soit X un ensemble de référence et soit x un élément quelconque de X. Un sous ensemble flou  Ã  de 
X est défini comme l’ensemble des couples : 

Ã= {(x, µÃ(x)), x∈ X} 

Avec : µÃ : X →  [0,1] 

µÃ(x) : associe à chaque point  x  de  X  un réel  dans l’intervalle [0,1] ;                                       
µÃ(x) représente le degré d’appartenance de x à Ã.  

 

Où : 

• µÃ(x) =0   si  x   n’appartient  pas Ã ;  
• 0< µÃ(x)<1  si  x  appartient partiellement  à  Ã ; 
•  µÃ(x)=1 si  x   appartient  entièrement  à  Ã.   

 

 

 

La   fonction   d’appartenance  µÃ(x)  inclut ou  exclut  donc  à  ses extrémités, tout élément   x   au   
sous-ensemble  Ã , mais  entre les valeurs extrêmes le degré d’appartenance varie à proportion de la 
proximité  à l’ensemble. 
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Remarque : 

On  peut  faire remarquer que  si  A est un sous-ensemble classique, la fonction d’appartenance qui 
lui est associée ne peut prendre que les valeurs extrêmes 0 et 1. 

On a dans ce cas : 

 

                   0 si   x ∉ A 

µÃ(x) = 

                  1 si   x ∈A 

 

 

3.2. Caractéristiques d’un sous-ensemble flou :[3] 

Un  sous-ensemble  flou  est  complètement  défini  par  la  donnée  de  sa  fonction d’appartenance.  
A partir d’une telle fonction, un certain nombre de caractéristiques  du sous-ensemble  flou  peuvent 
être étudiées. 

 

3.2.1. Support et Hauteur 

- Le  support  d’un  sous-ensemble  flou  de  Ã  de X , noté  Supp(Ã) , est  l’ensemble de  tous 
les éléments qui lui appartiennent au moins un petit peu.  

Formellement: 

supp(Ã) ={ (x∈ X/µÃ(x)>0 } 

- La hauteur du sous-ensemble flou Ã de  X, notée h( Ã) , est le plus fort degré avec lequel un 
élément de X appartient à Ã.  
 

Formellement: 

h(Ã)=  sup�∈� μÃ(x) 

 

3.2.2. Noyau : 

Un  sous-ensemble  flou  Ã  est normalisé si  sa hauteur h(Ã) = 1. Le noyau d’un sous ensemble  flou  
Ã de X, noté Noy(Ã), est l’ensemble de tous les éléments qui lui appartiennent  totalement (avec un 
degré 1).  
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Formellement : 

Noy (Ã) = {x∈X/ µÃ(x)= 1}. 

3.2.3. Cardinalité : 

La cardinalité d’un sous-ensemble flou Ã de X , noté |Ã| , est le nombre d’éléments appartenant à Ã 
pondéré par leur degré d’appartenance. 

 Formellement, pour Ã fini : 

|Ã| = ∑  μ��(x)�∈�  

 

Si  A  est  sous-ensemble ordinaire de  X, sa cardinalité est le nombre d’éléments qui le composent,  
selon  la  définition classique. 

 

3.2.4. �-coupe : [3] 

Le sous-ensemble  ordinaire  ��   de  X  associé  à  Ã  pour  le seuil  � [0,1]  est  l’ensemble  des 

éléments  qui  appartiennent  à  X  avec  un  degré  au  moins égal  à �  .  On  dit  que  � est            

l’ � - coupe de Ã.  

Formellement : 

                 ��= {x  X / ���(x)≥�} 

Et  �� est un sous-ensemble ordinaire de fonction caractéristique : 

 

                  

                      1   si   µÃ(x) ≥ � 

��(�) =       

                      0   sinon  
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3.3. Opérations sur les sous-ensembles flous :[3] 

Etant donné que le concept de sous-ensemble flou peut-être vu comme une généralisation du concept 
d’ensemble classique, on est conduit à introduire des opérations sur les sous-ensembles flous qui sont 
équivalentes aux opérations classiques de la théorie des ensembles lorsqu’on a affaire à des fonctions 
d’appartenance à valeurs 0 ou 1. On présente ici, les opérations les plus couramment utilisées : 

3.3.1. Egalité : 

Deux sous-ensembles flous Ã et �� de X sont égaux, si leurs fonctions  d’appartenance prennent la 
même valeur pour tous les élément x de X . 

Formellement : 

 �� = ��      si et seulement si :    x∈X, ���(x) = ��� (x). 

 3.3.2. Complémentaire : 

Le complémentaire d’un sous-ensemble flou   Ã de   X noté  �� est  défini  par :                             

x∈X,         ���̅(x)=1-µÃ(x) . 

3.3.3. Inclusion : 

Soit Ã et ��  deux sous-ensembles flous de X.  Si pour n’importe quel élément x de     X,  x  appartient  
toujours moins à  A qu’à B, alors  on  dit  que  Ã  est inclus dans 

��( Ã⊆ ��).  

Formellement :  

 Ã ⊆ ��  si  et  seulement  si :  ∀ x ∈ X,  ���(x) ≤ ��� (x) . 
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3.3.4. Union: 

L’union  de  deux  sous-ensembles  flous  Ã  et  ��   de  X est  le sous-ensemble flou constitué des 

éléments  de X  affectés  du  plus  grand  des  degrés  avec  lesquels  ils  appartiennent      à  Ã et ��  .  

Formellement : 

 Ã∪ ��   est donné par    �Ã∪�� (x)= max (���(x), ���  (x)) 

3.3.5. Intersection : 

L’intersection  de  deux  sous-ensembles  flous  ��  et ��  de X est  le  sous-ensemble  flou constitué  

des  éléments  de  X affectés  du plus  petit  des  degrés  avec  lesquels  ils appartiennent  à   ��  et  ��  .  

Formellement :  

Ã ∩ ��est donné par     �Ã∩�� (x)= min (���(x), ��� (x)) 
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3.4. Propriétés de l’union et de l’intersection :[3] 

Comme pour les ensembles classiques, toutes les propriétés de treillis distributif et les relations de 
Morgan restent valables, ainsi que l’idempotence. 

• Commutativité : Ã∪ ��  = ��  ∪ Ã ; Ã∩ ��  = ��  ∩ Ã 
• Associativité: Ã∪(��  ∪!�) = (Ã∪��  )∪ !� ; Ã∩( ��∩!�) = (Ã∩ ��)∩ !� 
• Idempotence : Ã∪Ã = Ã ; Ã∩ Ã = Ã 
• Distributivité: Ã∪(��  ∩!�) = (Ã∪ ��) ∩(Ã∪ !�) ; Ã∩( ��∪!� ) = (Ã∩ ��)∪(Ã∩ !�) 
• Les relations de Morgan : Ã ∪ ��"""""""= Ã#∩ ��" ; Ã ∩  ��""""""""= Ã#∪ ��" 
• Les lois d’absorption : Ã∪(Ã∩��  ) = Ã∩(Ã∪ ��) = Ã 
• Ã∩∅ = ∅ ; Ã∪ X = X 
• Identité : Ã∪∅ = Ã ; Ã∩ X = Ã 
• Cardinalité : |Ã|+&��&= &Ã ∩ ��  &+ &Ã ∪ B�& 
• Formule d’équivalence : ( Ã#∪ ��)∩(Ã∪��") = (Ã#∩��")∪(Ã∩ ��) 
• Formule de la différence symétrique : (Ã#∩ ��)∪(Ã∩��" ) = (Ã#∪ ��")∩(Ã∪ ��). 

 

 

3.5. Nombres flous :[5] 

Un nombre flou Ã  est un sous ensemble flou respectant les propriétés suivantes : 

1-  Il est normalisé  ⇒   h(Ã) = 1. 

2- Son noyau est unique. C'est-à-dire il existe un seul élément   x   de  ℝ pour lequel le degré 

d’appartenance  est égal à 1 ⇒        {x∈ℝ/µÃ(x) =1} 

3- Il est convexe  c'est-à-dire : 

• Ã  est dit convexe si quelque soit   x1  et   x2 ∈ X  et  ⋋∈[0,1],  on a                              
µÃ(⋋x1+ (1-⋋)x2)≥ min ( µÃ(x1), µÃ(x2)) 

• Autrement dit Ã est convexe  si µÃ(x) est quasi concave. 
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3.5.1. Exemple de nombres flous : 

-   Ensemble flou trapézoïdal : Ã = (a,b,c,d)   où c,d >0 et  a,b . 

 

 

 
 

 

 

 

  

 

 

Un nombre flou  est trapézoïdal si  sa fonction d’appartenance est :  

                        
   +,-  .,-     si    a≤ x≤ b 

                  

  µÃ(x)=        
   +,/  0,/      si    c≤ x≤ d 

             

                         1          si   b≤ x≤ c 

 

 

 

 

 

 

 

 

                   µÃ(x) 

                                         

                   1 

 

 

                                                                                                               x 

                                          a             b         c         d 
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- Nombre flou triangulaire : Ã = (a,b,d) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Un nombre flou est triangulaire si et seulement si son noyau est réduit à un seul point :  

                    0 si  x≤ a 

 

                    x- a  si    x  ∈] a, b] 

µÃ(x)=        d-x  si    x∈] b, d] 

 

                    0     si     x≥ d 

 

 

 

 

 

 

               µÃ(x) 

 

                        1 

 

 

 

                                                                                                          x 

                                           a            b          d  
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- Cas  général : 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

µÃ(x) = 1 23(�)                          45   � ∈ [7, 9]1                     45 � ∈ [9, <]                 =3(�)                           45      � ∈ [<, >]0                                75@@ABC4 
D 

 

3.6. Comparaisons (entre un nombre flou et un nombre réel) :  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                       µÃ(x) 

 

                                              1 

                       

                                          fa                                                        ga 

 

                                                                                                                                                                                         x 

                        a                                         b                 c              d                                                                                 

 

 

1) Nombre réel :                                                                  2) Nombre flou : 

Exemple :  2.5                                                                          Exemple : 2.5 

                                                                                                                           1 

            1 

 

                          2.5                                                                                                      2.2     2.5       3.0 

2) Intervalle réel :   [2.2,3.0]                                                2) Intervalle flou : 

 

          1                                                                                           1 

 

 

                      

                      2.2      3.0                                                                            2.2                        3.0 
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3.7 Nombres flous de type  (LR) : (G\D) (Gauche\ Droite)[4] 

Un nombre flou est de type  (LR)  s’il existe deux fonctions  L et R  et des réels : m,n,�,E  avec  �>0 
et E>0  tel que : 

                          LF�,G� H    si   x  m 

�Ã (x) =             RF�,IJ H    si    x n 

                           1              sinon  

L, R : fonctions de références. 

Tel que : L(x) = L (-x).    R(x)=R (-x).    R(0)= L(0)=1.    L,R  non croissantes sur [0, +∞ [.  

m : la moyenne à gauche. 

n : la moyenne à droite. 

� >0 : L’écart à gauche de m. 

E >0 : L’écart à droite de n. 

On note : Ã = ( m, n, �, E )M.O 

3.7.1. Définition : on dit qu’un nombre flou  de type L.R est positif si et seulement si : 

m-�  0 

3.7.2. Définition : on dit qu’un nombre flou  de type L.R est négatif  si et seulement si : 

n+E  0 

3.7.3. Operations sur les nombres flous de type  (LR) : 

Soient : ÃP = ( m1, n1, �P , EP)L.R 

              ÃQ = ( m2, n2, �Q , EQ)L.R 

1) Ã1⊕ Ã2=   (m1+ m2, n1+n2, �P + �Q, EP + EQ ) 

2) Ã1  Ã2=   (m1-n2, n1+m2, �P + EQ, �Q + EP ) 

3)  Si : Ã1 et Ã2  sont positifs    
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Ã1  Ã2 = ( m1m2, n1n2, m1�Q + �Pm2 - �P �Q , n1EQ + EPn2 - EP EQ ) 

4)  Si : Ã1 et Ã2  sont négatifs :    

Ã1  Ã2 = ( n1n2, m1m2, -n1EQ - EPn2 - EP EQ , - m1�Q - �Pm2 - �P �Q ) 

5)  Si : Ã1 est  négatif  et Ã2  positif:    

Ã1  Ã2 = ( m1n2, n1m2, n2�P - EQm1 + �P EQ , m2EP - �Qn1 - EP �Q ) 

6)  Si : Ã1 est  positif  et Ã2  négatif:    

Ã1  Ã2 = ( n1m2, m1n2, n1 �Q - EPm2 + EP �Q , m1�Q - �Pn2 - SQ EQ ) 

7) T Ã1 = U (λ mP, λ nP, λ �P , TEP)  si λ ≥ 0( λmP, λnP, −λ �P , − TEP) si λ < 0D 
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3.8. Programmation linéaire floue : 

On distingue deux cas : 

1- Le cas où les inégalités (ou égalités) sont relaxées (floues). (programmation fléxible) 

2- Le cas où les données imprécises sont représentées par des ensembles flous. (programmation 
robuste) 

3.8.1.  Programmation flexible : [6] 

Un problème dont l’objectif et les contraintes  sont vaguement définies. 

3.8.1.1. Résolution d’un programme linéaire flexible : 

 

Considérons le programme linéaire flexible suivant : 

 

                     [7�\   c’x 

      

(P fl)               Aix ]� bi     , i=1, 2 ….m 

 

                       x≥0 

Où:   ]�  ∈ {≥�  , ≤�  , =̀ }. 

et :  ≥�  , ≤�  , =̀   sont les versions flexibles (floues)  de : ≥ ,≤ ,= respectivement. 

 La notation  ~  désigne le fait que les objectifs et les contraintes ne sont pas précis. 

 

Selon Zimmermann le programme (P fl) devient :  

                      c’ x ≤�   z 

(P’ 
fl)               Aix ]� bi     , i=1, 2….m 

                      x≥0 

 

L’objectif flou et les contraintes floues sont représentées par les ensembles flous,                              
Ui, i= 1,2,….m dont les fonctions d’appartenances sont respectivement : �i : i= 1,2….m  est définie 
selon que :   ]� est  ≥�  , ≤�  , =̀ : comme suit : 
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b�  est  ≤�  :  

 

 

                                        1                    si    Aix≤ bi                   , i= 1,2….m    (satisfaite) 

                  �i (x) = �i (Aix)  =          θ∈]0,1]         si    les contraintes sont faiblement violées   

 

                                               0                   si    Aix> bi+di                , i= 1,2….m    

 

 

 

 

                                        1                    si    Aix≤ bi                   , i= 1,2….m                   

�i (x) = �i (Aix)  =          1-    
�c+,.c/c         si    bi< Aix≤ bi+di         , i= 1,2….m    

                                        0                   si    Aix> bi+di                , i= 1,2….m    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

     �d(Aix) 

 

 

 

 

             1 

 

 

 

 

 

                                                                                    bi                       bi+di                Aix                               
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b�  est  ≥�  :  

 

 

 

                                        1                    si    Aix≥ bi                   , i= 1,2….m    (satisfaite) 

                                                                 �i (x) = �i (Aix)  =          θ∈]0,1]         si    les contraintes sont faiblement violées  . 

 

                                        0                   si    Aix< bi-di                , i= 1,2….m    

 

 

 

                                        1                    si    Aix≥ bi                   , i= 1,2….m    

                    

�i (x) = �i (Aix)  =          1-    
.c,�c+/c         si    bi- di ≤ Aix< bi       , i= 1,2….m    

 

                                        0                   si    Aix<bi-di                , i= 1,2….m    

 

 

 

 

 

 

                                          

 

 

 

 

 

 

                  �d(Aix) 

  

                         1 

 

 

                                                  bi-di             bi                                                      Aix 
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 b�  est  =̀ :  

 

                                        1                    si    Aix= bi                   , i= 1,2….m    (satisfaite) 

                    �i (x) = �i (Aix)  =          θ∈]0,1]         si    les contraintes sont faiblement violées  . 

 

                                        0                   si    Aix> bi+di    , AIx<bi-di            , i= 1,2….m    

 

 

 

 

                                         1                    si    Aix= bi                                                  , i= 1,2….m    

                                         1-    
�c+,.c/c          si    bi< Aix≤ bi+di                                       , i= 1,2….m             �i (x) = �i (Aix)  =           1-    
.c,�c+/c          si    bi- di ≤ Aix< bi                                      , i= 1,2….m    

                                          0                    si    Aix<bi-di  ,  Aix> bi+di                        , i= 1,2….m    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                      

                   �d(Aix) 

 

 

 

                          1 

 

 

 

 

 

                                       bi-di                 bi                    bi+di                                                             Aix 



Chapitre 3 : Programmation floue 

 

36 

 

Le problème (Pfl)  devient :  

  

                   Max λ 

    (P’’
fl )       λ≤�i (x), i=0… m 

                    0≤λ≤1 

                    x≥0 

 

Exemple 1: On considère le programme (P)  flexible suivant : 

[7�\   Z(x) = 2x1 – x2 

s.c     -x1+2x2  -5 

          3x1+x2  1 

          x1≥0 , x2≥0  

1) On détermine les fonctions d’appartenance de l’objectif et de la 1ère  contraintes sachant que  
l’objectif excède la valeur  Z0 = 1 et que les écarts de tolérance de l’objectif et des  contraintes sont 
respectivement d0=1, d1=2,d2=1 :  

Transformation de l’objectif :  

Z(x)= 2x1-x2 = 1,     Z0=1,    

                        1                                    si         2x1-x2 = 1                                      

�e(x) =            1- 
P,f(�)P                     si          0≤ 2x1-x2< 1 

                         0                                   si           2x1-x2< 0. 

 

                        1                                    si         2x1-x2 = 1                                      

                      

   =                    
f(�)P                               si          0≤ 2x1-x2<1 

                         0                                   si           2x1-x2< 0. 
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Transformation de la 1ère contrainte : 

 

                        1                                      si          -x1+2x2 ≥ -5                                      

       

�P(x) =        1- 
,gh�i,Q�jQ                         si         -7≤x1-2x2 ≤ -5 

                            0                                   si           -x1+2x2< -7 

 

                        1                                    si          x1-2x2 ≥ -5                                      

�P(x) =            
k,�ihQ�jQ                         si         -7≤-x1+2x2 ≤ -5 

 

                         0                                   si           -x1+2x2< -7 

 

Transformation de la 2éme contrainte : 

 

                        1                                        si         3 x1+x2 ≤ 1                                     

                          1- 
l�ih�jmiP                       si      1≤3x1+x2 ≤2 

 �Q(x) =         

                       0                                         si           3x1+x2>2 

 

 

                        1                                    si          3x1+x2 ≤ 1                                      

       

�Q(x) =          
,l�i,�j hQP                         si         1≤3x1+x2 ≤ 2 

                            0                                 si          3x1+x2>2 
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2)  Le problème déterministe (DP) associé à (P) est : 

        Max T  

        T ≤  
f(�)P  

        T ≤  
k,�ihQ�jQ  

        T ≤
,l�i,�jnjP  

         0<T ≤ 1 

 

 

=> 

      Max T                                                                                      Max T 
    T -2 x1+x2≤ 0                                                                          T -2 x1+x2+ x3=  0 
    2T +x1-2x2≤ 7                                 =>                                        2T +x1-2x2+x4= 7 
    T +3x1+x2≤ 2                                                                          T + 3x1+x2+x5= 8 
                                                                                                    T + x6 = 1 
     x1≥ 0, x2≥ 0 , 0 ≤ T ≤ 1                                                          xj≥ 0, j≥ 1,7"""" . 0 ≤ T ≤ 1. 
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Résolution du problème (DP) par la méthode de simplexe : 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

( x1, x2 , T ) = (2/5, 0 ,4/5)  est une solution optimale de (DP). 

 

 

 

 

C 0 0 0 0 0 0 1 ] 

 Base b x1 x2 x3 x4 x5 x6 T 

0 x3 0 -2 1 1 0 0 0 (1)  0 

0 x4 7 1 -2 0 1 0 0 2 7/2 

0 x5 2 3 1 0 0 1 0 1 2/1 

0 x6 1 0 0 0 0 0 1 1 0 

 ∆q 0 0 0 0 0 0 
-1 

     
 

1 T 0 -2 1 1 0 0 0 1 / 

0 x4 7 5 -4 -2 1 0 0 0 7/5 

0 x5 2 5 0 -1 0 1 0 0 2/5→ 

0 x6 1 2 -1 -1 0 0 1 0 1/2 

 ∆q 
-2 

 
1 1 0 0 0 0  

1 T 4/5 0 1 3/5 0 2/5 0 1  

0 x4 5 0 -4 -1 1 -1 0 0  

0 x1 2/5 1 0 -1/5 0 1/5 0 0  

0 x6 1/5 0 -1 -3/5 0 -2/5 1 0  

 ∆q 0 1 3/5 0 2/5 0 0  
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3.8.2. Programmation robuste : [4] 

3.8.2.1. Résolution d’un programme robuste : 

Un programme robuste est un programme de la forme : 

 

(rs)          max !� 

                  Sc 

                  �P ⊙  ÃP ⊕ �Q ⊙  ÃQ ⊕ … ⊕……�I ⊙ ÃI[⊂]  9 �  

                  xj ≥ 0,   j=1,2…..n 

 

Où   ��q :j=1,2,…,n sous ensembles flous de R . 

⊕: Addition des ensembles flous. 

[⊂] : Inclusion entre ensembles flous. 
L’ensemble de contraintes de rs sont représenté par : 

E= {� ∈ yI /�P  ⊙ ÃP ⊕ �Q ⊙  ÃQ ⊕ … ⊕ … … �I ⊙ ÃI[⊂]9  ,{  �q ≥ 0}. 
Théorème 1: 

�e ∈ } est optimal pour ~s si est seulement si : �e ∈ } est optimal pour le programme suivant : 

                                                                 max !�     

                                   (~s) ‘                     �P��P�+�Q��Q�+…..+�I��I� ⊂ 9��  ∀� ∈ [0,1] 
�q ≥ 0, � = 1,2, … S. 

 

Preuve : [4] 

=>(CN)   �e ∈ } 7@�C4  �Pe��P+�Qe��Q+…..+�Ie��I ⊆  9� 

(�Pe��P + �Qe��Q + ⋯ . . +�Ie��I)� ⊆ 9��            ∀� ∈ [0,1] 
(�Pe��P)�+(�Qe��Q)� + ⋯ + (�Ie��I)� ⊆ 9��    ∀� ∈ [0,1] 
�Pe��P�+�Qe��Q�+…..+�Ie��I� ⊆ 9��                            ∀� ∈ [0,1] 
<=(CS) Soit �Pe��P�+�Qe��Q�+…..+�Ie��I� ⊆ 9��            (*) 

On pose : �e = (�Pe, �Qe, … , �Ie) 
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                 ��d� = (��P�, ��Q�, … , ��I�) 

                 �� = (��P, ��Q, … , ��I) 

(*)=>�e��� ⊆ 9��   ∀� ∈ [0,1] 

� ∈ [0,1]      7@�C4     ��e��� ⊆ 9��    

∪ ��e��� ⊆∪ �9��   � ∈ [0,1] 

�e ∪  ���� ⊆∪ �9��   � ∈ [0,1] 

D’après le théorème de ZADEH 

(*)  S’écrit �e� �  ⊆ 9{  

D’où  �Pe��P+�Qe��Q+…..+�Ie��I  ⊆ 9�� 

3.8.2.2.  Cas de nombres flous :   
Si les composantes 7�dq de �� et 9 � d  >A 9� sont des nombres flous dont les ensembles de niveau sont des 

intervalles compacts. 

Comme :         7�dq� =[ 7̀dq� , 7�dq� ] 
                             9�d�=[ 9�d� , 9�d�] 
Avec : 

 7̀dq� = inf {� ∈ y/�3���(�) ≥ �}. 
7�dq� = sup {� ∈ y/�3���(�) ≥ �}. 
9�d� = inf {� ∈ y/����(�) ≥ �}. 
9�d� = sup {� ∈ y/����(�) ≥ �}. 

En utilisant les opérations élémentaires de l’arithmétique des intervalles.  

(~s) Devient : 

 

                                          (~s)’’         max !� 

                                                             [ 7̀dP� , 7�dP� ]�P + � 7̀dQ� , 7�dQ� � �Q + ⋯ + � 7̀dI� , 7�dI� � �I  ⊂ [9d�, 9d�] 
                   �q ≥ 0, � = 1,2, … S. 
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�                                           7dP� �P + 7dQ� �Q + ⋯ + 7dI� �I ≥ 9d� , 5 = 1, … , [. 

                       (  ~s)’’               7dP� �P + 7dP� �Q + ⋯ +  7dI� �I ≤ 9d� , 5 = 1, … , [.  

    �q ≥ 0, � = 1,2, … S      
3.8.2.3. Cas des nombres flous de types L-R : [4] 

On a: 7�dq = �[dq , Sdq , �dq, Edq�L-R                                           �dq > 0 

            9�d = ([d , Sd , �d , Ed)L-R           ;   où                           Edq > 0 

                                                                                              �d > 0 

                                                                                          Ed > 0 

 

 

 

(~s) Deviendra : 

                               max � = !� 

                                Sc. 

                                         ∑ [dqIq�P �q = [d 
                                         ∑ SdqIq�P �q = Sd 
                                         ∑ �dqIq�P �q = �d 
                                         ∑ EdqIq�P �q = Ed 
                                                 �q ≥ 0     j=1,2……n. 
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Exemple (robuste) : En posant � = 0.5 et en utilisant l’algorithme du simplexe, on trouve la solution optimal 
du problème (P) : 
 
 
  (P)        Max Z(x) = x1 + 2 x2 
           Sc.   

           7�1x1 + 7�2x2    9� 

           x2  -1 

        x1>0 , x2>0  
 
Sachant que :  7�1 = { (1/0.7), (2/0.5), (3/0.6), (5/0.3)} 7�2 = { (5/0.2), (3/0.9), (1/0.7), (2/0.6)} 9� = { (6/0.7), (1/0.2), (-2/0.8), (5/0.4)} 
  
On aura : 
 
   (P’)              Max Z(x) = x1+2x2 

              Sc. 

                [1,3]x1 + [1,3] x2   [-2,6]             

                x2  -1 

                x1>0 , x2 >0 

 

 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

      Max Z(x) = x1+2x2 

 

        x1 +  x2  -2 

      3x1 + 3 x2   6           => 

        x2  -1 

        x1 ≥0 , x2  ≥0 
 
 

     Max Z(x) = x1+2x2 

 

      x1 +  x2 – x3 =-2 

     3x1 + 3 x2 +x4  =6         

      x2 –x5 = -1 

       xj ≥0 , j=1,..n 
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 (P)’’        Max Z(x) = x1+2x2 

                    -x1 -  x2 + x3 =2 

                3x1 + 3 x2 +x4  =6         

                     -x2 + x5 = 1 

                     xj≥ 0 ,j=1..n 
 

 
Résolution par simplexe :  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
La solution optimale du problème (P)  est : (x1, x2) = (0,2) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

c 1 2 0 0 0 ] 

 base b x1 x2 x3 x4 x5 

0 x3 2 -1 -1 1 0 0 / 

0 x4 6 3 3 0 1 0 2 

0 x5 1 0 -1 0 0 1 / 

 ∆q -1 -2 0 0 0  

1 x3 4 0 0 1 1/3 0 

 0 x2 2 1 1 0 1/3 0 

0 x5 3 1 0 0 1/3 1 

 ∆q 1 0 0 2/3 0  
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Exemple (multi-objectif) : 

Résoudre avec le duale du simplexe le problème multi-objectif suivant : 

                                             [7�\  2x1 

                                           [7�\  3x1+x2 

                                                              SC                              (P1) 

                                                      x1+x2≤2 
                                                      3x1+2x2≤4 
                                                        x1≥0,x2 ≥0 
 
Sachant que les objectifs ne peuvent excéder les valeurs Z0=1,Z1=2. 
Et les écart de tolérance sont : d0= 2  ,d1=3. 
 
(P1) => 
                        2x1⪍1 
                        3x1+x2⪍2 
                         x1+x2≤2 
                        3x1+2x2≤4 
                        x1≥0,x2 ≥0 
    
Transformation du 1Transformation du 1Transformation du 1Transformation du 1ererererobjectifobjectifobjectifobjectif ::::    
 
  1                                          si 2x1≤1 
   �e(x)=   

lQ - x1                                    si 1≤2x1≤3 
   0                                               si 2x1>3 
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Transformation du 2Transformation du 2Transformation du 2Transformation du 2emeemeemeeme    objectifobjectifobjectifobjectif ::::    
    
        1                                    si    3X1+x2≤2 
        �P(x) =  P,l�i,�jl          si     2≤3X1+x2≤5 
          0                                      si        3X1+x2>5 
 
 
Le problème (DP) associé à (P1) devient  
                          Max T 
                         T≤lQ   - x1                si 1≤2x1≤3 
                        T≤P,l�i,�jl              si 2≤3X1+x2≤5 
                          x1+x2≤2 
                      3x1+2x2≤4 
                         x1≥0,x2 ≥0 
                           0≤ T≤1                                         
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Résolution du problèmeRésolution du problèmeRésolution du problèmeRésolution du problème    (DP)(DP)(DP)(DP)    ::::        
Max T 
    2 T+2x1+x3=3 
   3T+3x1+x2+x4=1 
    x1+x2+x5=2 
    3x1+2x2+x6=4 
 
La résolution avec le simplexe se fera dans les tableaux suivant : 
 

C’ 0 0 0 0 0 0 1 
base b X1 X2 X3 X4 X5 X6 T 

X3 3 2 0 1 0 0 0 2 
X4 1 3 1 0 1 0 0 3 
X5 2 1 1 0 0 1 0 0 
X6 4 3 2 0 0 0 1 0 

∆q  0 0 0 0 0 0 -1 
base b X1 X2 X3 X4 X5 X6 T 

X3 7/3 0 -2/3 1 -2/3 0 0 0 
T 1/3 1 1/3 0 1/3 0 0 1 
X5 2 1 1 0 0 1 0 0 
X6 4 3 2/3 0 0 0 1 0 

∆q  1 1/3 0 1/3 0 0 0 
 
La solution du problème (DP) est :    X=(0,0,7/3,0,2,4,1/3). 
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Chapitre 4  

 Programmation sur  Lingo 

 

Lingo : Logiciel pour la résolution des programmes linéaires et non linéaires 

 

1 : Introduction : 

Lingo est un logiciel utilisé pour résoudre les modèles d’optimisation linéaire, entier et 

quadratique, il est aussi utilisé pour résoudre les modèles d’optimisation globale non 

linéaire. Une des caractéristique de lingo c’est qu’il offre des outille qui peuvent aider à 

l’analyse des modèles en utilisant la méthode du simplexe. 

 

2 : Installation du logiciel : 

Pour utiliser cette version de lingo il est conseillé d’avoir au moins un processeur 486 et 8Mo 

de mémoire RAM. Il faut aussi prévoir un espace disque dur de 2 Mo pour pouvoir l’installer. 

Les étapes de l’installation sont : 

         1 . Démarrer windows 

         2 . Insérer CD-ROM 

         3 . Cliquer sur l’icone  setup (Install)dans votre explorateur de Windows  

         4 . Suivre les instructions de l’écran. 

Pour plus d’information sur ce logiciel visiter l’adresse web www.lingo.com. 
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Application 1 : 

Programmation du problème robuste.  
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Application 2 : 

Programmation du problème flexible.  
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Application 3 : 

Programmation du problème multicritère (chapitre1).  

 



Conclusion Générale 

 
       Avant l’apparition de l’analyse multicritère, les problèmes de décision se ramenaient plus 
souvent à l’optimisation d’une seule fonction  économique. Cette approche avait le mérite de 
déboucher sur des problèmes mathématiques bien posés mais qui ne représentaient pas sur la 
réalité. 
 
       Dans ce modeste travail, nous avons donné une vue panoramique des méthodes de 
résolution de problèmes multicritères .On peut conclure que ces méthodes sont basées sur 
l’optimisation continue, vu l’utilisation successives des algorithmes de la méthode du 
simplexe multi critère  et la méthode de Abbas et Moulai. 
 
       Egalement, nous avons proposé pour résoudre un programme linéaire flou  deux 
méthodes : flexibles (fonctions caractéristiques) et robuste  et cela en transformant ce 
programme en un programme linéaire déterministe qui sera résolu par la méthode du 
simplexe. 
  
       Les deux méthodes exactes (simplexe, Abbas et moulai)  concernant l’optimisation 
linéaire en nombres entiers à objectifs multiples représentent un résultat important dans la 
littérature, compte tenu des propriétés spécifiques du problème (MOLIP).   
Donc le problème reste ouvert aux autres chercheurs pour développer de meilleures méthodes 
de résolution de ce type de problèmes. 
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