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Chapitre 1

Introduction

La théorie du point fixe est un domaine a part entiere de I’analyse mathématique. Elle
constitue aussi un outil essentiel dans de nombreuses branches des mathématiques ainsi
que leurs applications, notamment en analyse non linéaire ou elle fournit les méthodes pour
les questions d’existence de solutions dans de nombreux problemes.

Soit X un ensemble et f : X — X, une application. Un point fixe de f est un élement
x € X pour lequel on a f(x) = x.

Il existe dans ce sens deux résultats pionniers fondamentaux, le théoreme de Banach et
celui de Brouwer. Ces deux résultats sont de natures différentes et sont a la base de la
classification des méthodes de points fixes en approche métrique et approche topologique.
Le théoreme de ’application contractante prouvé par Banach en 1922 dit qu’une contrac-
tion d’'un espace métrique complet dans lui-méme admet un point fixe unique. De plus,
il fournit un algorithme d’approximation du point fixe comme limite d’une suite itérée.
Mais d’une part, montrer que la fonction et contractante peut entraine de laborieux cal-
culs, d’autre part, les conditions sur la fonction et 1'espaces étudié restreignent les Imites
d’application de ce rsultat.

Le théoreme du point fixe de Brouwer est un résultat de topologie algebrique, sous sa forme
la plus simple, ce théoreme exige uniquement la continuité de 'application d'un intervalle
fermée borné dans lui-méme. De fagon plus générale, ’application continue doit étre définie
dans un convexe compact d'un espace euclidien dans lui-méme.

Les applications des résultats de points fixes sont nombreuses et variées. Les points fixes
de type métrique (Banach et extensions) sont d'un apport tres fréquent dans I’étude des
équations fonctionnelles ( équations différentielles et aux dérivées partielles, équations

intégrales, équations algébriques ... ).
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Les points fixes de nature topologiques ( Brouwer et extensions ) sont étendues au cas
des fonctions multivoques qui constituent le modele adéquat a la théorie de la décision (ou

de I’équilibre en économie ). Une extension célebre est celle de Kakutani.

Le présent de mémoire se propose de faire une synthese de résultats essentiels de cette
théoreme. Nous donnons le méme quelques applications illustrant leurs champs d’applica-
tion.

Le document est compose d'une introduction et de trois chapitres dans le premier chapitre
sont présentes les notions et résultats utile en théorie du point fixe Le deuxieme chapitre

présente les résultats importants de cette théorie et quelques extensions.

Le dernier chapitre est dédit aux quelques applications de ce théorie dans différents

domaines
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Chapitre 2

Rappel

2.1 Espaces métriques, Espaces topologiques.

Dans ce chapitre, nous présentons toutes les notions et résultats necessaires intervenat

dans ce mémoire.

2.1.1 Espaces métriques

1.1.1 Définitions

Définition 1: Soit X un ensemble. Une distance sur X est une application d : X x X —

R vérifiant pour tout z,y,z € X :
i) (d(zy) =0) = (z = y);
ii) d(y,x) = d(z,y) (symétrie) ;
iii) d(z,z) < d(z,y) + d(y,z) (inégalité triangulaire).
- Le couple (X,d) est appelé espace métrique .
- Il decoule de définition qu'une distance d vérifie 'inégalité importante suivante :

Vl}y,z € X7 ‘d(.ﬁC,’y) - d(.ﬁE,Z)’ < d(y72)

1.1.3 Boules
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Définition : Soit (X,d) un espace métrique, x € X et r € R’. On appelle boule ouverte

(resp. boule fermée) de centre x et de rayon r I’ensemble
B(z,r) ={y € X d(z,y) <r} resp. By(z,r)={ye Xd(zy) <r}.

Pour 0 < r < 7/ les inclusions B(z,r) C By(z,r) C B(x,r’) sont des conséquences

directes de la définition.
1.1.4 Parties bornées, fonctions bornées

Définition 1: Soit (X,d) un espace métrique. On dit qu'une partie A de X est bornée

s'il existe une boule fermée By(xo,r) telle que A C By(zo,r),
En d’autres termes:

Vo € Ad(zg,x) <.
Définition 2: Soit X un ensemble et (Y,d) un espace métrique. on dit qu'une fonction
f: X — Y est bornée si son image f(X) est bornée. On note Fy(X;Y") le sous-ensemble
de F(X;Y) =YX formé par les fonctions bornées .
1.1.5 Distance entre deux parties
Définition : Soit (X,d) un espace métrique. Soit A et B deux parties de X on appelle
distance entre A et B la quantité
d(A,B) = inf{d(z,y),x € Ayy € B}.

1.1.6 Normes, espaces normeés

Définition 1: On appelle norme sur F, une application de £ dans R, habituellement

notée || . || vérifiant, pour tout z,y € E et tout A € K

i) || Az [|= |\l || z || (homogénéité),
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i) (I« |=0) = (z=0),

iil) [z+y ||I<|| =z || + || v || (inégalité triangulaire).

Propriétés: . Un espace vectoriel normé est un couple (E, || . ||) ou E est un espace
vectoriel sur K = R ou C et || . || est une norme sur E.
.Si(E, || .||) est un espace vectoriel normé alors la quantité d(x,y) =|| y—z || définit

une distance sur E.

2.1.2 Espaces topologiques

1.2.1 Topologie des espaces métriques
Définition : On appelle ouvert de (X,d) toute partie O de X qui est vide ou qui vérifie

Ve € O,3r > 0,B(z,r) C O.

Propriétés:
- Une boule ouverte est un ouvert.
- Un ouvert de (X,d) est une union quelconque de boules ouvertes.
1.2.3 Fermés
Définition : un ensemble F' C X sera dit fermé dans (X,d) si son complémentaire est
ouvert
Propriétés:

i) Toute intersection de fermés est un fermé,

ii) Une réunion finie de fermés est un fermé,
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iii) O et X sont des fermés.
- Dans un espace métrique (X,d), toute boule fermée est un fermé.
1.2.4 Voisinages
Définition : Soit (X,d) un espace metrique et x € X. On appelle voisinage de x dans
X, toute partie de X contenant un ouvert contenant x. On note V(z) l'ensemble des

voisinages de x, nous avons de maniére claire :

V(z)={VcX, Ir>0, Blxy)CV}.
De cette définition nous déduirons une caracterisationn simple et utile des ouverts d’un
espace métrique (X,d):
- une partie A C X est ouvert ssi elle est voisinage de chacun de ses points c.a.d:

Vee A, IB(z,r) C A

2.1.3 Adhérence, intérieur, extérieur

Dans ce paragraphe on travaille avec un espace topologique (X,T)
1.3.1 Adhérence
Définition 1: Soit A une partie de X et x € X. On dit que:
i) x est adhérent a A, si tout voisinage V' de x dans X contient un point de A.

ii) x est un point d’accumulation de A, si tout voisinage V' de = dans X contient un
point de A différent de x.

iii) = est un point isolé de A s’il existe un voisinage V' de x tel que V(A = z.

Définition 2: Pour une partie A de X on appelle adhérence de A et on note A l'en-

semble de tous les points adhérents a 1’ensemble A.
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L’adhérence A d’une partie A de X est un ensemble fermé, c’est le plus petit fermé de
X contenant A.

1.3.2 Intérieur

Définition : Soit A une partie de X. On dit qu’un point x de A est intérieur a A si A
est un voisinage de z dans X.

" intérieur de A ” on le note A.

L’ensemble des points interieurs a A est appelé’
A est la reunion de tous les ensembles ouverts contenus dans A, c’est donc aussi le plus
grand ouvert contenu dans A.

1.3.3 Frontiére

Définition : On appelle frontiére d'une partie A de X Iensemble Fr(A) = AN C,A.

Nous avons Fr(A) = A\ A.

2.1.4 Continuité dans les espaces normés

Soient (E, || . ||) et (E', || . ||') deux espaces normés, et f: E — E’ une application.

f est continue en xy € E si et seulement si:

Ve>0, 30>0, VeeE : |x—z|<0=| flx)— flzo) |I<e.
C-a-d:

limg—q f(x) = f(x0).

Elle est dite continue sur F si elle est continue en tout point de F.
Définition : On dit que f est uniformément continue sur £ si

Ve>0, 30>0, VeweE : |z—yll<do=| f(z)— fly) |<e.

Définition :(Semi-continuité supérieure)
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On dit que ¢ est semi-continue supérieurement en g si:

pour tout € > 0, il existe un voisinage U de xq tel que

Vo € Up(z) < ¢(z0) + ¢

Dans un espace mérique cette proprieté est équivalente a:

limsup, ., ¢(z) < ¢(x0),0u limsup désigne la limite supérieure d'une fonction en un

point.

2.1.5 Compacité

1. Définition générale
Définition 1: Soit (X,T') un espace topologique. Il est dit compact ssi il est séparé et
que de toute recouvrement de X par des ouverts on peut extraire un sous-recouvrement
fini. Une partie d’un espace topologique est dite compacte ssi elle est compacte pour la

topologie induite.

Proposition 1:
1. Un espace compact est fermé
2. On a identité entre les fermés d’'un compact et les compacts d’'un compact.
3. Toute suite d’'un compact admet une valeur d’adhérence

4. Un espace compact est complet

Théoréme 1: (Tychonov). Tout produit d’espace compact (muni de la topologie pro-

duit) est compact.

Définition 2: Une partie d'un espace topologique est relativement compact ssi son

adhérence est compacte.

2. Compacité dans un espace métrique

Proposition 2: Dans un espace métrique tout compact est borné.
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Proposition 3: Les fermés bornés d'un evn de dim finis sont exactement les compacts.
Théoréme 2: (X,d) compact ssi toute suite admet une sous-suite convergente.

Corollaire 1: Une partie A de (X,d) est relativement compacte ssi toute suite de A

converge dans X.

Définition 3: Un espace est dit précompact ssi on peut le recouvrir par un nombre

fini de boules de rayon aussi petit que I'on veut.
Proposition 4: précompact + complet < compact.
Remarque 1: Dans un espace complet, précompact équivaut a relativement compact.

Définition-proposition 1: Un espace topologique est dit localement compact ssi tout
point admet un voisinage compact. Ceci equivaut a dire que tout point admet une base de

voisinages compacts.

Théoréme 3 (Riesz). Un espace vectoriel normé (ou plus généralement un evt) est

localement compact ssi il est de dimension finie.

théoréme d’Ascoli-Arzela Soient K un espace compact et (E,d) un espace métrique.
L’espace C(K,E) des fonctions continues de K dans E, muni de la distance uniforme, est
un espace métrique.
Une partie A de C'(K,E) est relativement compacte (c’est-a-dire incluse dans un compact)
si et seulement si, pour tout point x de K :
e A est équicontinue en x, c’est-a-dire que pour tout € > 0, il existe un voisinage V'

de x tel que

VieA VyeV d(f(z),fly) <eVfeA VYyeV d(f(z),f(y) <e;

e I'ensemble A(x) = {f(z)|f € A} est relativement compact.
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2.1.6 Convexité

Définition : On dit que C' C E est un ensemble convexe si:

vt € [0,1),¥(a,b) € C?, ta+ (1—t)beC.

2.2 Espaces métriques complets

2.2.1 Suites de Cauchy, espaces métriques complets

4.1.1 Suites de Cauchy
Définition : On dit qu'une suite (x,,),ey d'un espace métrique (X,d) est de Cauchy si elle

vérifie:

Ve >0, dN. €N, Vmmn> N, d(x,z,) <e.

Propriété:

- Une suite de Cauchy est toujours bornée.

- Toute suite de Cauchy admettant une sous-suite convergente converge.

- Toute suite de convergente est de cauchy, I'inverse n’est pas toujours vrai.
4.1.2 Espace métrique complet

Définition : On dit que I'espace métrique (X,d) est complet si toute suite de Cauchy

converge.

4.1.3 Union de complets et complétude des compacts
Pour ces deux cas, la complétude s’obtient en montrant la convergence d’une sous-suite

d’une suite de Cauchy.

Proposition 1: Soit (X,d) un espace métrique. Une union finie de sous-espaces com-

plets de (X,d) est compléte.
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Proposition 2: Tout espace métrique compact est complet.

Preuve: Soit (x,),eny une suite de Cauchy d’un espace métrique compact (X,d). On
peut en extraire une sous-suite qui converge dans (X,d) et on conclut que la suite (z,),en

sera aussi convergente .

2.2.2 Espaces de Banach

Définition Un espace normé (X, || . ||) est dit de Banach,s’il est complet pour la dis-

tance induite.

Proposition: Si (X, || . ||) est un Banach et Y C X. Alors (Y, || . ||) 'est aussi ssi YV’

est fermé dans X.

Démonstration : Supposons que (Y, || . ||) est complet, et soit [ € Y. Il existe donc
(yn) suite de Y telle que y, — [ pour n — oco. Comme la suite (y,) est convergente dans
X, c’est une suite de Cauchy ; comme (Y,d) est complet, (y,,) converge dans Y : ainsil € Y
, d’ou Y est fermé.

Réciproquement, supposons Y fermé dans X et soit (y,) suite de Cauchy dans Y'; comme
c’est une suite de Cauchy dans (X,d) complet, elle converge vers une limite [ € X. Comme

Yn €Y et Y est fermé, [ € Y.

Compacité dans les espaces de Banach:
Dans les espaces de Banach (X, || . ||) de démenssion finies , les parties compactes sont
exactement les parties fermées et bornées.
Si dimx = 400 , cette proprieté trés pratique ,n’est plus vraie.
Dans un tel espace les boules unités ne sont jamais compactes. En fait, on montre que dans

ce dernier cas ,les parties compactes ont un intérieur vide.

2.2.3 Espace de Lebesgue L?(12)

Définition : Soit p € R, 1 < p < oo. On appelle espace de Lebesgue LP(2) 'espace

P ={f:Q— R, ,f mesurable et |flF e L'(Q)}
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LY(Q) = {f définie sur Qaunensemblenégligeablepres, [, | f(x)|dr < +oo}

et Qestunemesure.

Pour toute fonction f € LP(2), on pose
1
17 1= (f 1 £) P duta).

2.2.4 Espace de Hilbert

Définition 1 : On appelle produit scalaire sur E toute forme bilineaire, symétrique non

dégénérée, définie positive autrement dit, toute application ¢ de F x F dans R vérifiant :
-Vr e E, v, :y — @(z,y) est linéaire ,

- \V/(l’,y) S E27 ¢<x7y> = 90(3/7‘%)7
-Vz e E {0},p(x,z) > 0.

Définition 2: Un espace de Hilbert est un espace vectoriel H muni d’un produit

. . 1
scalaire < u,v > et qui est complet pour la norme < w,u >2.

2.2.5 Espaces uniformément convexes

Définition : On dit qu'un espace de Banach F est uniformément convexe si: Ve > 0,

30 > 0 tel que

r+y

(wyeBp et |y—zl>e) = (| —

|<1—9).

Remarque : On vérifie aisément que si

r+y
2

Ve>036>0, (zyek, [zl=llyl=1 e [z-yl>2) = (] < 1=9).

alors F est uniformément convexe.

Théoréeme (de représentation de Riesz-Fréchet). Soit H un espace de Hilbert. Alors

H' = H. Plus précisément, étant donné f € H’, il existe u € H tel que
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< fou>=(uw) YveH.

De plus, || f|= ful.

Théoreme (Milman-Pettis). Tout espace de Banach uniformément convexe est réflexif.

2.3 Espaces de Sobolev

2.3.1 Dérivation au sens faible et espaces de Sobolev

Définition : (Dérivée faible et espace de Sobolev). Soit © un ouvert de R". On dit
qu'une fonction u € L?(Q) admet une dérivée au sens faible dans L?*(€2) par rapport a la

variable z; si il existe v € L*(Q) telle que

[ ,9 o
/Qvgbdx— /Qua dz, V¢ e CP(Q).

Lj
On note v = g—;j ou simplement 9d;u.
L’espace de Sobolev H'(f2) est I'ensemble des fonctions u appartenant a L?(£2) et qui

admettent des dérivées au sens faible 9;u dans L*(Q2) pour tout 1 < j < n.

Proposition : L’espace de Sobolev H'(Q) est un espace de Hilbert pour le produit

scalaire < .,. > défini par

<uw>= Y /Q (O5u) (Dv)dx + /Q wvdz.

1<i<n
On a donc < u,v >= (Vu,Vv) + (u,v) ol, par abus de notations, on note de la méme

facon (.,.) le produit scalaire usuel sur L*(R") et sur L*(R")".
Nous allons définir la notion de solution faible de 1’équation

—Au=f

Définition : (Solution faible). Soit Q un ouvert de R" et f € L (). Une solution

loc

faible de I'équation —Awu = f est une fonction u € H'(Q) vérifiant
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wedh@). Y [@u@aod = [ fodr

1<i<n
Définition : (Espaces de Sobolev d’ordres supérieurs). On dit qu'une fonction a appar-
tient & I'espace de Sobolev H?(2) si a appartient a H'(Q) et si les dérivées au sens faible
L? de a appartiennent a H'(Q).

Plus généralement, on peut définir par récurrence des espaces H*(Q) pour tout entier
k € N*: on dit que a appartient & H¥(2) si a € H*"1(Q) et si les dérivées (au sens faible)

de a appartiennent & H*~1(Q). L’espace H>(f2) est l'intersection de tous ces espaces.

Remarque: Cette définition est similaire & celle de I'espace des fonctions C*: une

fonction C* est une fonction C' dont les dérivées sont aussi des fonctions C*~1.
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Chapitre 3

Quelques résultats de la théorie du
point fixe

Soit X un ensemble de f : X — X une application, un point fixe de f est un element
x € X pour lequel f(x) = z. la notion de point fixe est d’'une importance triviale dans
présque tous les domaines des mathématiques. En fait des questions nombreuses et de na-
ture différentes peuvent se ramener a 1’étude de l'existance de points fixes .
La théorie de ponts fixe s’est développée autour de deux résultats fondamentaux, le théoreme
de Banach et le théoréeme de Brouwer. Le théoréme de Banach (ou de ’application contrac-
tante) est un résultat de nature métrique ,c.a.d. utilise la structure géométrique de I'espace.
Le théoreme de Brouwer est de nature topologique , il est en particulier stable par passage
a une topologie équivalente.
Dans ce chapitre, nous présentons ces deux résultats aussi que leurs extensions et généralisations

respectives.

3.1 Théoréme du point fixe de Banach

Dans ce paragraphe, nous présentons le théoreme de Banach sur le point fixe et son

extension qui atteste de sa nature géométrique.

3.1.1 Théoreme de ’application contractante:

Définition:

Soit (E,d) un espace métrique complet et T : £ — E une application. On dit que T

est une application lipschitzienne, s’il existe une constante positive k£ > 0 telle que 'on ait,
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pour tout couple d’éléments x,y de F, I'inégalité

d(T'(z),T(y)) < kd(x,y)

e Si k=1, T est appelée non expansive

e Si k< 1,T est appelée contraction

3.1.2 Théoréme: (Théoréme du point fixe de Banach(1922))

Soit(E,d) un espace métrique complet et T': £ — E une application contractante avec
la constante de contraction k, alors T a un unique point fixe x € E. De plus nous avons la
propriété suivante qui est importante :

xr1 =Tz et pourn >1, z, =Tz, 4, alors lim,, ..o x, =
d(zn,2) < k™(1 — k) 'd(z1,20),n > 1

x étant le point fixe de T.
Preuve:

L’existence:

Soit y € E un point arbitraire dans E. Considérons la suite (z,,)5°; donnée par:

To =Y )
T, =Tx,1n>1 .

On doit prouver que (z,) est une suite de Cauchy dans E.

Pour m < n, on utilise I'inégalité triangulaire :
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d(xm7xn) S d<xmyxm+1> + d<xm+17xm+2) + ...+ d<xn717xn>

Puisque T' est une contraction, on a:
d(zp,xp1) = d(Txp_1,T2,) < kd(zp—1,7,) pour p > 1.
En répétant cette inégalité, on obtient :
(@) < (K™ 4+ E™H 4+ 4+ BN d(xo,20)
<E"1+k+ ...+ k" d(xg,10)
< E™(1 — k)~ td(xg,x1).

On déduit que (z,), est de Cauchy dans E qui est complet, donc (z,), converge vers
x dans F.

Par ailleurs puisque 1" est continue, on a:

x=lim z, = lim Tz, 1 =T(lim z, 1) =Tz

n—oo n—oo n—oo

Donc x est un point fixe de T' (i.e. Tx =z ).

L’unicité:

supposons Tx = x et Ty = y alors:

d(zy) = d(Tz,Ty) < kd(x,y)
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ce qui implique que d(z,y) = 0 i.e z =y (puisque k < 1).

Remarque: L’intérét de ce résultat vient aussi de sa nature constructive: Il assure
I’existance d’'un point fixe unique et donne son schéma de construction.
3.1.3 Théoreme de point fixe pour application non expansive

Une application non expansive entre espaces normés est une application k-lipschitzienne
de module £ < 1. Il s’agit donc du cas limite des applications contractantes, pour lesquelles
k<1

Définition : Soient £ un espace normé, dont la norme est notée || . ||, et P une partie

fermée de E. On dit qu’une application T : P — FE est non expansive si

V(zy) e Px P:f| Te =Ty [|<||z -y ||

Théoréme (Browder-Kirk)
Soit H un espace de Hilbert, C' un convexe non vide fermé et borné de H. On suppose que

f : C — C est une application 1-lipschitzienne. Alors, f admet un point fixe.

Démonstration : Désignons par 6(C) = sup, yec || —y || le diametre de C. La preuve

se construit en 4 étapes.

1. On montre que pour tout z,y € C, sia = S et oo = max(|| z— f(z) |, | y—F ) |1),

alors

I = fla) |<2vad(C)

Par I'inégalité triangulaire, on a:

a+ f(a) a+ f(a)
lz—yll=lz— I+ 1y - I
2 2
Donc, on peut supposer que
a+fla) , _llz—yl
|z — 1>
2 2
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Pour majorer la quantité || a — f(a) || , on va utiliser 'identité du parallélogramme

(c’est ici que l'on utilise le fait que 'on est que la norme soit issue d’un produit scalaire).
On a:

la—fa) *= |l (= f(a)) = (z = a) |I?

=2(lz—fl@) P+ [z —al?)= | 22— (a+ f(a)) |I”

Or,
[z = fla) | <[z —f) [+ f(z) = fla) |
< a+ ||z —al car f est 1-lipschtzienne
<o+l
Ainsi,

z—yl|? z—yl|? a+f(a
la— fla) |* < 2((o+ 220 4 Iy g g — S0 )p2)

< 2((o + \\36—21/||2 + II:D—4y||2) _ 4||:c—4yH2)
<2024+ 2a ||z —y ||
Or, @ = max(|| z — f(z) ||, | y = f(y) ||) = 6(C). D'on,

I'a— f(a) [I< 4ad(C)

i.e

2. Intéressons nous maintenant a la famille (C,). Commengons par montrer qu’elle est

non vide. Pour cela, on fixe ¢ € C, et on pose pour tout n € N*,
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fn:C—=C
T teg+ (1—2)f(z).

fn(z) est une combinaison convexe de points de C, qui est un ensemble convexe, donc

fn est bien a valeurs dans C'. De plus, pour tout x,y € C,

I (@) = faly) = (L= ) | f(2) = fw) |

1
<@-")le-yll.
——
<1
Donc, f, est contractante. De plus, C' est fermé dans H complet, donc C' est complet.

Dongc, le théoreme de point fixe de Banach s’applique et il existe un unique point fixe

r, € C de f,.
Montrons que z, C C,. On a:

|20 = f(@n) 1= falzn) = ) |

=l seo+ (1= 2)fulwn) = flan) |

Donc, C,, est non vide. De plus, (C),) est décroissante. En effet, si x € C,44, alors

3(C) _ 3(C)
n+1~ n

|z — f(z)[I<

donc x € C),. D’ou, C,,.1 C C,.
Enfin, C,, est fermé puisque C,, = @’1([0,%0)}) avec

d:C—-R
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z =z — f(x) |

et @ est continue comme composée d’applications continues (|| . || est continue et f est
continue car lipschitzienne). On a évidemment envie d’appliquer le fait qu’une intersection
décroissante de fermés non vide dans un espace complet, dont le diametre tend vers 0, est
réduite a un point. Le probleme est que la diametre de C),, n’a aucune raison de tendre
vers 0. Pour palier a ce probleme, on introduit des nouveaux ensembles B, fermés non
vides, décroissants, dont la diametre tend cette fois vers 0, et qui sont contenus dans les
C,,. L’idée pour construire les B,, est d’intersecter (), avec une boule fermée judicieusement

choisi.

3. Posons pour tout n € N*, m, = inf{|| x —¢o | 2« € C,. Puisque C,,y; € C,,
on a (my,) qui est croissante. De plus, (m,) < §(C). Donc, (m,) est une suite croissante

majorée, donc convergente. Notons m sa limite. On pose alors

— 1
B, = Cy,2 ﬂ B(co,m + E>

(le choix de prendre Cy,2 et non C,, se justifiera au moment de calculer le diametre des
B,,). Pour tout n € N*, B, est I'intersection de 2 fermés de C' donc c¢’est un fermé de C'. De
plus, (B,,) est décroissante puisque les C,, décroissent et que le rayon des boules décroit.
Montrons que B, est non vide. Par définition de I'inf, pour tout n € N*, il existe z € Cy,,2
tel que
1

1
| x—col|=manz+— <m+—
n n

Donc, B,, est non vide.

Il nous reste a montrer que le diametre de B,, tend vers 0. Soient z,y € B,,. Par I'identité
du parallélogramme,
Iz =y |*=[ (co —y) — (co — ) ||
=2(lco—a 1>+l co =y [I*)= I 20 — (z + ) |I?
<4((m+ )%= [l eo — 52 %)

T+y

Pour majorer |lcy — %5

| , il nous suffit de montrer que a = ¥ € C,,.
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D’apres le 1), on a [ja - f(a)||< 24/ad(C

Or, o = max(|| @ = f(2) |, | y = f(y) ) < G carzy € Cue.

Donc, || a — f(a) [|< @, i.e a € Cy.

Ainsi,

1
Iz =y [P< 4((m + —)* = m3)

n

Donc,

3B < 2y (fm + 12— )

Et donc, 0(B,) tend vers 0 quand n — +oc.

4. Ainsi, il existe xg € C tel que ﬂneN B, = xo. Comme B, C C, pour tout n € N* ,

on a xg € (,en Cnyi-exg = f(xo).
Ainsi, f admet un point fixe.

Remarque 1
On n’a pas forcément unicité du point fixe de f, et cela vient justement du fait que le
diametre des (), n’a aucune raison de tendre vers 0. En effet, I'intersection des C), corres-

pond exactement a ’ensemble des points fixes de f.

Remarque 2
Le théoreme de Browder-Kirk reste vrai dans un espace de Banach uniformément convexe
(ce sont des espaces pour lesquels la boule unité est suffisamment ”ronde” les espaces de

Hilbert sont uniformément convexes, les espaces LP sont un autre exemple moin trivial).

3.1.4 Extension du principe de ’application contractante

Dans un premier temps on va voir une extension qui consiste a prendre un autre type

de contraction aboutissant au méme résultat.
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a. Extension de Boyd et Wong

Elle consiste a remplacer la contraction de constante k € [0,1] par une ¢-contraction

définie comme suit :
Théoréme:[9] soient (X,d) un espace métrique complet et 7' : X — X une application

. Supposons qu’il existe une fonction ¢ : R, — R, semi-continue supérieurement telle que

¢(t) <t pour tout t > 0 et vérifiant:

d(Tz,Ty) < ¢(d(v,y))

pour tout z,y € X.

Alors T admet un point fixe unique x*, en outre, pour tout x € M, on a lim,,_. T"z =
Dans ce cas, T est dite ¢-contractive ou contraction non linéaire .

b. Extension d’Edelstein

Théoreme :[10] Soit (M,d) un espace metrique complet et 7' : M — M une application
telle que

d(T(z),T(y)) < d(z,y) Ve € M,x #y.

Supposons qu’il existe y € M tel que les itérations de x,, données par

To =Y )
T, =Tx,1n>1 .
possedent une sous suite x,, avec lim;_., x,; = v € M | Alors z est un point fixe unique
de T .
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Ce résultat a une importante conséquence qu’est :

Théoréme : Soit (M,d) un espace metrique complet et T': M — M telle que:

d(T(x),T(y)) < d(zy),Vey € Mx #y

Si de plus on a T(M) C K, avec K compacte, alors T' possede un point fixe unique
dans K .

c. Extension de Meir Keeler

Elle consiste en une extension du résultat & des contractions dites faiblement stricte de

maniére précise :

Théoréme :[11] Soit 7" une application d’'un espace métrique M dans lui-méme. On

dit que T est une contraction uniformément faiblement stricte si:
Ve > 0,30 >0 tel que e < d(z,y) <e+0=d(T(z),T(y)) <e.

- Si T est une contraction uniformément faiblement stricte alors 7" admet un point

fixe unique z. De plus = = lim,, .. T"(y), Yy € M.
d. contraction de Geraghty

Definition: Soit (M,d) un espace metrique complet. Une application 7' : M — M
est dite de Geraghty si et seulement si il existe une fonction 5 : Ry — [0,1] satisfaisant

B(t,) — 1= t, — 0 et pour tout x,y € M on a:

d(Tx,Ty) = B(d(x,y))d(z,y)

Théoreme :[12] toutes contraction de Geraghty d’un espace métrique complet dans lui

méme admet un point fixe unique.
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e Contraction de Matkowski

Définition : une application T : M — M d’un espace métrique (M,d) est dite contrac-
tion de Matkowski ( ou ¢ — contraction ) si et seulement si il existe une fonction ¢ : R, —

R, strictement croissante vérifiant :

lim ¢(t) = OV € R,

n—oo

et
d(Tz,Ty) < ¢(d(z,y))

Théoréme :[13] toutes ¢-contraction 7' d'un espace métrique complet (M,d) dans lui

meéme admet un point fixe unique z*. de plus, pour tout zo € M, on a lim,, ., 1"y = *.
d. contraction de Caristi

Théoréme:[14] Soient (M,d) un espace métrique complet et 7' : M — M une appli-

cation satisfaisant la condition suivante: il existe une fonction ¢ : M — R, semi-continue

inférieurement telle que:

d(x,Tx) < ¢(x) — ¢(Tx)

pour tout x € M. Alors T admet un point fixe .

Remarque: Dans le cas ou 1" est une contraction de constante 0 < k < 1, on peut

prendre ¢(x) = t1d(z,T(x)). De maniere claire ¢ est continue, de plus

¢(x) = ¢(T(2)) = [d(z.T(2)) — d(T(x),T*(x))] > H[d(z,T(x)) — kd(2,T(x))] >

On voit donc que le point fixe de Caristi est bien une généralisation de celui de Banach.
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e. Contraction de Branciari

Théoréme: [15] Soit T" une application d’'un espace métrique (M,d) dans lui méme,

satisfaisant :

d(Tz,Ty) d(z,y)
/ e(t)dt < k/ o(t)dt.
0 0

pour tout z,y € M ,ou 0 <k <1let p: Ry — R, est une fonction intégrable au sens

de lebesgue vérifiant :

/ e(t)dt > 0,Ve > 0.
0

Alors T admet un point fixe unique z*. De plus, pour tout zo € M on a lim,,_,., T"xq =

3.1.5 Le théoréme de Browder

SiT : X — X est non expansive, on ne peut affirmer ni existance , ni unicité d'un
point fixe. Un exemple triviale est Uapplication T': R — R, T'(z) = = + k, il est clair que
pour k£ = 0, tous les points sont des points fixes , alors que pour k£ # 0 il n’y a aucun point
fixe pour T.

Les méme remarques sont observées si on considere 17" non expansive stricte , il suffit pour
le voir de prendre T": [0,1] — [0,1],T(z) = 2>+ k, 0 < k < 1. pour k =0, T possede un

unique point fixe unique x = 0, si £ # 0 alor, il n’y a aucun point fixe de T'.

La question naturelle dans ce sens est de voir si en renforcant les conditions sur X, on
peut obtenir une propriété du point fixe pour I’application non expansive 7' : X — X.

Le résultat majeur dans ce sens est le théoreme de Browder suivant:

Théoreme de Browder : Si X est un espace de Hilbert et B un sous ensemble convexe,
fermée, bornée de X, alors: une application 7' : B — B non expansive posséde toujours au

moins un point fixe.
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Ce résultat reste vrai dans le cadre plus général ou X est un espace de Banach unifor-
mement convexe.
Ce théoreme affirme I'existence d’un ou plusieurs points fixes, il ne donne pas de schéma
numérique ou méthode permettant d’expliciter ces points. Une réponse partielle a ces ques-

tions est donner par Krasnoselskii:

Théoreme de Krasnoselskii: Si B est un convexe fermée bornée d'un espace de

Banach X et T': B — B est une application non expansive avec T'(B) compacte, on a:
- T posséde un point fixe.
- La suite des itérées (T% )™(z) converge vers un point fixe de 7.
( Ty est défine par Ty = T (x) + )
On notera aussi que les points fixes de T et de T% sont les mémes.

3.2 Le théoreme du point fixe de type Brouwer et
Schauder
3.2.1 Théoreme de Brouwer

Le théoreme du point fixe de Brouwer est un résultat de topologie algébrique. Il fait par-
tie de la grande famille des théoremes du point fixe. Il existe plusieurs formes du théoreme

selon le contexte d’utilisation. La plus simple est parfois donnée sous la forme suivante :

Dans le plan: Toute application T continue du disque fermé dans lui-méme

admet au moins un point fixe. Il est possible de généraliser a toute dimension finie.

Dans un espace euclidien: Toute application continue d’une boule fermée

d’un espace euclidien dans elle-méme admet un point fixe.

Il peut encore étre un peu plus général .
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Convexe compact : Toute application continue 7" d’un convexe compact k d'un

espace euclidien a valeur dans k£ admet un point fixe.

Démonstration :

Dimension un
En dimension un, le résultat est a la fois intuitif et aisé & démontrer. On note [a,b] le
domaine de définition de f. La fonction f est continue et a valeurs dans le méme segment.
Dire que cette fonction f admet un point fixe, revient a dire que son graphe croise celui
de la fonction identité définie sur [a,b].
Une démonstration n’est pas difficile a établir. Considérons la fonction continue g définie

par:

g(x) = f(z) — .

Elle est positive en a, négative en b. Le théoreme des valeurs intermédiaires assure que

la fonction g possede un zéro dans [a,b]. Ce zéro de g est un point fixe de f.

Dimension deux
En dimension deux, un raisonnement intuitif permet de montrer que le résultat est proba-
blement vrai. La démonstration est néanmoins plus délicate. Si K, le domaine de définition
de f est d’intérieur vide, c’est un segment. Sinon, K est semblable a une boule unité fermée.
Le terme semblable signifie qu’il existe un homéomorphisme ¢ de la boule unité vers K.
L’équation définissant le point fixe peut encore s’écrire, si h est égal a fop, h(zx) = x.
Autrement dit, on peut supposer que K est la boule unité fermée. On peut de plus choisir
la norme de maniere quelconque. Si on choisit celle qui associe la valeur absolue de la plus
grande coordonnée, cela revient a dire que 'on peut choisir pour compact K, ’ensemble

[—1,1] x [—1,1], sans perte de généralité.

Si l'on définit la fonction g comme celle qui & x associe h(z) — z, cela revient & montrer
que la fonction g atteint le vecteur nul sur [—1,1] x [—1,1]. Si gx, pour k égal a 1 ou 2, sont
les deux fonctions coordonnées de g, cela revient a montrer 'existence d’un point xzg, tel

que g; et go admettent toutes deux pour zéro la valeur xg.
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La fonction g; est une fonction de [—1,1] x [—1,1] dans [—1,1]. Elle peut s’interpréter
comme une carte d'une région, qui en chaque point donne l'altitude. Sur la zone {—1} x
[—1,1], cette altitude est positive, en revanche sur {1} x [—1,1], elle est négative. Ceci laisse
penser que la courbe de niveau 0 est une ligne qui part d'un point [—1,1] x {1} pour finir
sur un point de [—1,1] x {—1}. Le méme raisonnement appliquée a g, laisse penser que la
courbe de niveau 0 est cette fois-ci une ligne qui part d'un point de {—1} x [—1,1] pour

terminer sur un point de {1} x [—1,1].

Intuitivement, il semble évident que ces deux lignes de niveaux doivent nécessairement,

se croiser et ce point de croisement est un point fixe de fog.

Dimension finie

L’approche intuitive du paragraphe précédent se généralise a toute dimension finie. Pour
s’en persuader, étudions le cas de la dimension 3. L’objectif est toujours de montrer ’exis-
tence d'un zéro de la fonction g, qui maintenant possede trois coordonnées. La premiere
coordonnée est positive sur la face gauche du cube et négative sur la face droite. Il y
a tout lieu de penser que la zone des zéros contient une nappe. Cette nappe coupe le
cube en au moins deux composantes connexes, I'une contenant une portion de la face de
droite 'autre celle de gauche. Si I'axe des y décrit la direction devant-derriere le méme
raisonnement laisse penser a l’existence d’une nappe, qui coupe encore en au moins deux
composantes connexes le cube. L’intersection des deux nappes contient probablement une
ligne, partant de la face du haut pour rejoindre celle du bas. La troisieme composante de
g décrit cette fois-ci une nappe . Cette nappe semble croiser nécessairement la ligne. Ce
point d’intersection est un point fixe recherché.

Corollaire : Toute application continue f : C' — C', ou C est un convexe compact de

R", admet un point fixe.

Démonstration : Il existe R > 0 tel que C' C Bf(0,R). Puisque C est un convexe com-
pact, il existe une projection 7 : By(0,R) — C. On note i I’ injection de C' dans Bf(0,R),
alors 'application i o f o m: B(0,R) — By(0,R) est continue, donc il existe z € B;(0,R) tel
que (io fom)(z) =z ie f(n(r)) = 2. Comme f est a valeurs dans C, on a donc z € C

i.e. x = m(x) et f admet donc bien un point fixe.
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Théoréme][17] (Théoreme Kakutani)Soit E un e.v.n, K un compact convexe de E et
T; : K — K une famille quelconque d’applications affines continues qui commutent deux a

deux. Alors il existe un point fixe commun a tous les T%.

Théoréme [18] (Ky Fan)
Soit K un convexe métrique compact, et F' : K — K une multi-application fermée a va-
leurs convexes non-vides, c’est a dire que, pour tout x € K, F'(x) est une partie convexe et
non vide (et, par la fermeture de F', compacte) de K. Alors F' admet un point fixe, c’est

a dire qu'il existe un point x € K tel que = € F(x).

3.2.2 Théoreme du point fixe de type Schauder

Ce théoreme prolonge le résultat du théoreme de Brouwer pour montrer I'existence d’un
point fixe pour une fonction continue sur un convexe compact dans un espace de Banach.
Le Théoreme du Point fixe de Schauder est plus topologique et affirme quune application
continue sur un convexe compact admet un point fixe, qui n’est pas nécessairement unique.

Et nous avons le résultat suivant :

Théoreme :(Schauder) Soit K un sous ensemble non vide, compact et convexe d'un
espace de Banach X et supposons T': K — K une application continue. Alors T admet

un point fixe.

Preuve:

Soit T': K — K une application continue. Comme K est compact, T" est uniformément
continue; donc, si on fixe ¢ > 0, il existe 6 > 0 tel que, pour tout x,y € K, on ait

| T(x) =T(y) < edes que [z —y[|<0

De plus, il existe un ensemble fini des points z1,29,...,x, C K tel que les boules ouvertes

de rayon d centrées aux z; recouvrent K , i.e. k =, <, B(%;,0).

. Si on désigne | := vect(T(z;))1<j<p, alors L est de dimension finie, et K* := KL

est compact convexe de dimension finie.
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Pour 1 < j < p, on définit la fonction continue: 9; : ' — R par:

PN S P N PR L
J 0 sinon )

Et on voit que );, est strictement positive sur B(x;,0) et nulle dehors.

On a donc, pour tout x € K a2§:1 Y;(x) > 0, et donc on peut définir sur K les fonc-

tions continues positives ¢;, par:

PR 1 C)
%) = S G )

Pour lesquelles on a > 7 _; ¢x(x) = 1 pour tout = € K.

On pose alors, pour z € K,g(x) := >0, ¢;(x)T'(z;), g est continue (car elle est la
somme des fonctions continues) et prend ses valeurs dans K* (car g(x) est un convexe
compact des T'(z;)).

Donc, si on prend la restriction g, : k* — k¥, g possede un point fixe y € k*.

De plus:

= 25— W) (T(y) — T(x;)).

Or si ¢,(y) # 0, alors || y — z; ||< 6, et donc || T'(y) — T'(xj) ||< €. Donc:

I1T(y) =y 1< 22520 | 65 ()(T(y) = T(xy)) I
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< Z?Z‘ﬁj(y)za-

Donc, pour tout entier m, on peut trouver un point y,, € K tel que || T(ym) — ym) ||<
2 — m. Et puisque K est compact, de la suite (¥, )mez, On peut extraire une sous-suite
(Ymx) qui converge vers un point y* € K. Alors f étant continue, la suite (7'(yx)) converge

vers T'(y*), et on conclut que T'(y*) = y*, i.e. y* est un point fixe de T sur K .

Théoréme [19] (Théoreme de Rothe)
Soit X un espace normé, K une partie convexe fermée de X . Alors toute application
compacte et continue de K dans K telle que T' (0K) C K admet un point fixe.
Le résultat suivant est une autre conséquence du théoreme de Schauder qui donne lieu a

de nombreuses applications dans les équations aux dérivées partielles:

Théoreme: Soit 1" un opérateur compact de I’espace de Banach X dans lui-méme.
Supposons qu'il existe un réel r > 0 tel que 1’égalité u = oTu implique | u ||< r, ot u € X,
o € [0,1], alors T" admet un point fixe dans B(0,r).

- Le théoreme de Schauder reste vrai dans le cas des espaces localement convexes (e.l.c),
nous allons le confirmer par les théoremes suivants:

Théoréme [16] (Théoreme de Tychonoff et Singball)
Soit E un e.l.c, et K un compact convexe de E, alors toute application T' continue de K

dans K admet un point fixe.

Théoréme (Théoreme de l'alternative non linéaire de Leray Schauder)
Soit X un espace de Banach, {2 un sous ensemble ouvert borné de X, avec 0 € et
T : Q — X une application compact. alors

1) T a un point fixe sur  ou bien

2) il existe A € (0,1) et u € 02 tel que: x = AT'(x).
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3.2.3 Théoreme du point fixe de Krasnoselskii
Nous donnons un théoreme d’existence du point fixe concernant les applications de la

forme T'=U + C.

Théoréme (de Krasnoselskii):
Soit X un espace de Banach et D un ensemble non vide de X fermé borné et convexe. U,C
deux applications de D dans X telles que: U est une contraction (de constante k) C' est

compact et continue.

Ur+Cye DNzye D,

Alors il existe z € D tel que Ux + Cz = x.
Démonstration :

Soit y fixé dans D, comme U est une contraction, I’équation x = Uz + C'y admet une

solution unique x dans D.

On définit 'application:

L:D—D
Ly=ULy+ Cy (y € D) (1)
Ly==x

On montre que L est compacte et continue et d’apres le théoreme de Schauder, on

pourra conclure qu’il existe y € D tel que Ly =y, d’ou Uy + Cy = y.

Soit y, un point arbitraire de D, alors de (1):

Ly,+ = ULy, + Cy,,

Ly - Lyn = ULy - ULyn + Cy - Cyna
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I Ly = Lyn ||=I| ULy = ULyy || + || Cy = Cyu ||
Et puisque U est une contraction on a:
I Ly = Lyn |= K || Ly = Lyn | + | Cy — Cy ||
<15 1 Cy—Cuu (2)
d’ou la continuité de L .

Il reste a montrer que LD est relativement compact.

En effet, comme C'D est relativement compact,

Ve > 0,3(1—k)—réseau Cyy,...,Cy, c’est-a-dire les boules B(Cyy,,(1—k)—e)(1 < k < n)
telles que CD C |J;_; 1B(Cyi,(1 — k) — ¢).

Alors de (2), Ly,...,Ly, est un e—réseau de LD.
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Chapitre 4

Application

dans ce chapitre nous allons présenter quelques unes des noubreuses applications de

tous ces théoreme en commencant par :

4.1 Les théoremes de Cauchy-Lipschitz et de Cauchy-
Peano

4.1.1 Théoreme de Cauchy-Lipschitz

le théoréme de Cauchy-Lipschitz (ou de Picard-Lindel6f pour les anglophones) concerne
les solutions d'une équation différentielle. Sous certaines hypotheses de régularité de la fonc-
tion définissant I’équation, le théoreme garantit 1’existence d’une solution répondant a une

condition initiale dite de Cauchy et I'unicité d’une solution maximale.

Théoréme :[20] Soit I un intervalle ouvert de R, €2 un ouvert de R™ et f : I xQ — R™
une application continue et localement lipschitzienne en la seconde variable.
Alors, si tg € I et yg € €2 sont donnés, le probleme de Cauchy suivant admet une unique

solution maximale.

Démonstration:

e Cylindre de sécurité: Comme [ et € sont ouverts, il existe Cy = [to — To,to + To] %

By (yo,r0), un cylindre inclus dans I x Q. Comme f est localement lipschitzienne en la
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seconde variable, on peut choisir ry assez petit pour que f soit k-lipschitzienne sur Cj.
De plus, sur Cy, f est bornée par une constante M.

Soit T' < Ty, et y une solution du probleme de Cauchy definie au moins sur Iy C [to —
Tty + T. Supposons qu’elle sorte du cylindre C' = [ty — Tp, to + To] X Bf(y0,70) au temps
T € [to — T',to + T alors, par continuité,

o=l y(r) —w = [ vwdu |< 7M.
to

Donc si T' < min(Tp,55), alors toute solution definie sur Iy € [tg — T'to + T reste dans
la boule B¢ (yo,r0).

On nommera cylindre de sécurité I'ensemble C' = [ty — To.to + To] X Bf(yo,r0)-

e Existence locale de la solution: On note F = C/([to — To,to + 1o}, Bf(v0,70)), et pour
y € F, on appelle ¢(y) la fonction définie sur [tg — Tto + T comme suit :

B () = yo + / fluwy(u))du

Comme F muni de la norme uniforme est une partie complete, et comme ¢ : F — F,
on va appliquer un théoreme de point fixe.

Soient y1,y2 € F,

t
| ¢(y2) — d(y1) | (¢) =| [, (f(wyi(u) — f(wyz(w)))du |
t
<k /[, lyi—y|du
<ET | yi =y |-
Donc || ¢(y1) — ¢(y2) ||< kT || y1 — y2 ||. Et en particulier, si on choisit 7' < 1, alors
¢ est contractante. On a donc existence et unicité d’une solution au probleme de Cauchy

sur [to — Thto + T).

e Unicité locale: Soient y; et ys deux solutions définies sur des intervalles ouverts
I et I contenant [ty — Tty + 1. Soit J =t € I;[)I2,y1(t) = ya(t), on va montrer que
J = I () I, par connexité.
On sait deja que [to — T',tg + T C J par 'unicite vue precedemment, donc J est non vide.
Comme J = (71 — 92) " (0) (en notant g; la restriction de y; & I () I5), J est fermé.

Soit t; € J, alors y; et ys sont solutions du nouveau probleme de Cauchy
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W) { y'(t) = flty) ;
y(t1) = yi(t)
En adaptant le début de la preuve, on voit qu’on a égalité de y; et y, sur un voisinage
[ty — 1"ty +T"] de t;. Donc J est ouvert.

Comme I () Iy est connexe, on a J = I ) I, ce qui donne 'unicité locale.

e Construction de la solution maximale: On considere J = U(P y)es:f avec S l'en-

semble des (/,y) solution du probleme de Cauchy. On définit alors y* sur J par y*(z) = y(z)

si (I,y) est solution et x € I. On peut faire ¢a par unicité locale.
La solution y* est ainsi maximale.

Remarques : Si la condition local-lipschitz n’est pas vérifiée, on n’a plus 'unicité.

4.1.2 Théoreme de Cauchy-Peano

Le théoreme de Cauchy-Peano-Arzela est un théoréeme qui garantit qu’un probleme
de Cauchy possede toujours au moins une solution locale, sous réserve que la fonction
définissant I’équation différentielle soit continue.

Théoreme (Cauchy-Peano) Soit I un intervalle non vide de R,U un ouvert de R",
(to,z0) € I x U et f: 1 x U — R™ une application continue. On considere le probleme de

Cauchy

X' =ftX) ;
{ X(to) :(ﬁo') (4.1)

Alors (4.1) admet une solution locale.

Démonstration : On commence par remarquer que (1) est équivalent a

X(t) = xo +/t f(s,X(s))ds

car f est continue.
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On va se placer sur un cylindre de sécurité : soit r,M > 0 tels que
By(zo,r) CU,J = [to — g75to + 37] C 1 et SuDy pyesxBaon || f(6:2) < M.
On note
A :={x:J — Bg(xg,r) M- lipschitzienne telle que z(ty) = zo}

et on définit 'opérateur T sur A par

T(x)(t) = xo +/t f(s,X(s))ds

Le but est donc de montrer que T admet un point fixe. On commence par montrer que
T est bien défini: pour x € Aett € J, on a

I T(x)(t) — 2o [|=] /t f(s,X(s))ds |[< Mt —to| <

et pour ty,ty € J,

I T()(t2) = T(x)(t2) =]l /:2 f(s,X(s))ds [|< Mlty — 1],

donc T' est bien défini.
A est bien convexe, fermé et on montre par le théoreme d’Ascoli que A est compact. En
effet, pour t € J, z(t)|r € AC Bjf(xo,r) donc A est ponctuellement bornée (on est en

dimension finie) et pour x € A,

| 2(t1) — x(t2) [|[< Mty — to

donc A est bien équicontinue.

Montrons que T est continu pour pouvoir appliquer le théoreme de Schauder. Soit

z,y € Aete >0, alors f est uniformément continue sur J x By(zo,r) donc il existe n > 0
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tel que

Iz =y lloo<n =l f(t,2(t)) = Fty(t)) [[<e.

Do, pour ||z — ¥ ||o< 7,

7)) =T 1< [ 1 Fsals) = flsas) I ds < e

donc T est continu.

Finalement, A est un convexe fermé non vide, T" est continu de A dans A et A est
compact donc T'(A) 'est aussi, on peut donc appliquer le théoreme de Schauder qui donne

I’existence d’un point fixe pour 7.

4.2 Théoreme d’inversion locale

Le théoreme d’inversion locale est un résultat de calcul différentiel. Il indique que si
une fonction f est continument différentiable en un point, si sa différentielle en ce point est

inversible alors, localement, f est inversible et son inverse est différentiable.

Théoréme:[21] Soit f : U C R™ — R" une application de classe C' définie sur un
ouvert U de R" contenant 0. On note a = f(0), et on suppose que Df(0) est inversible.
Alors il existe un voisinage V' de 0 dans R"™ et un voisinage W de a dans R" tels que f soit

un C'-difféomorphisme de V' sur W.

Démonstration: La démonstration comprendra deux étapes principales. Dans un pre-
mier temps, on établira 'existence locale d'un inverse pour f a l'aide d’'une méthode de
point fixe, puis on étudiera la régularité de cet inverse.

Pour tout y € R", on définit la fonction F, par, pour z € U,

Fy(z) =2 = Df(0)"'(f(z) — ).
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Soit £ €]0,1[. Fixons dans un premier temps y € R" . La fonction F, est de classe C!

sur U, et

DF,(x) = I — DF(0)"' Df(x).

En particulier, DF,(0) = 0, et par continuité de DF, il existe 7 > 0 tel que, si || z ||< 7,
alors |[DFy () ||< € (on peut choisir 7 tel que B;(0,7) C U). On en déduit, par le théoreme
des accroissements finis, que || Fy(z) — F,(0) [|[< ¢ ||  ||[< e7. Notons que 7 est indépendant

de y, puisque c’est le cas de DF.

On a F,(0) = Df(0) '(y —a). Soit W =y € R", || Df(0) "' (y —a) ||< (1 —&)7; cest

un voisinage ouvert de a. Soit y € W. Alors I'inégalité précédente montre que

| Fy(z) |<er+(1—¢e)T =1

Ainsi, si x € Bf(0,7), alors F,(z)(0,7), et par conséquent, F' se restreint en une appli-

cation de Bf(0,7) dans elle-méme ; la boule Bf(0,7) étant un fermé de R™, elle est complete.

On a montré de plus que F' est e-lipschitzienne sur Bf(0,7), et comme ¢ < 1, F' est
contractante. Par le théoréme du point fixe, il existe un unique =z € Bf(0,7) tel que
F(z) = x, autrement dit, f(z) = y. On a méme = € B(0,7), car on peut appliquer ce
qui précéde & un 7/ < 7 tel que || Df(0)"}(y—a) ||< (1—¢)7’, et obtenir z;(0,7') C B(0,7).

Posons V' = B(0,7) () f~'(W). Alors ce qui précéde montre que f est une bijection de
V sur W. En effet, si z € V, f(z) € W (puisque = € f~1(W)), et pour tout y € W, il

existe un unique x € B(0,7), nécessairement dans V| tel que f(x) =y.

Nous avons donc montré I'existence d’'un inverse local pour f. Nous allons maintenant

nous intéresser a la régularité de cet inverse.

Montrons dans un premier temps que f~!: W — V est lipschitzienne. Nous allons pour
cela réutiliser les applications F), définies plus haut. Soient y,yo € W, et posons z = f~(y)

et 29 = [ (yo). On a alors F,(x) = z et F,(x¢) = zo. Ainsi
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v — z0 = F,(x) — F,y(0)
= (Fy(z) — Fy(zo)) — (Fy(w0) — Fyy(20))
= (Fy(x) = Fy(w0)) + Df(0)~(y — wo)-

Comme F), est e-lipschitzienne, on obtient

lo—aoll<ellz—ao |+ DFO -1y —yoll

et ainsi,

D -1
77 w) — 1) =l — o < P20y g

Donc f~! est lipschitzienne, et en particulier continue.

Afin d’établir la différentiabilité de f, montrons d’abord que D f(z) est inversible si
| z ||[< 7. Fixons un tel z et notons, pour simplifier, A = Df(0) et B = D f(z). On a, pour
y quelconque, DF,(x) = I, — A™'B, et rappelons que || DF,(z) ||< e pour || z ||[< 7. En

particulier, || I,, — A7'B ||< 1, et par conséquent, la série

> (I, - A7'B)

keN
est convergente, et converge vers un inverse de I,, — (I, — A™'B) = A7'B. Donc A™'B

est inversible, et donc c’est également le cas de B = D f(x).

Soient x,z9 € V', y,yo € W tels que y = f(z) et yo = f(20). Comme f est différentiable

en xp, on a

Yy = yo = Df(xo)(x — xo) + of[| x — o |)-
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Or, on a montré que f~! est lipschitzienne c’est-a-dire que || z —zo [|< C || v — vo ||

pour une certaine constante C. Donc o(||  — z¢ ||) = o(|| y — w0 ||) et ainsi

z — 9= Df(zo) " (y —yo) +olll y = wo Il):

ce qui signifie que f~! est différentiable en yo, de différentielle D f(f~1(y0))~!. De
plus, y — Df(f~(y))~! est continue (composée des applications continues y — f~1(y),
z— Df(z), et A— A'). Donc f~! est de classe C' sur .

4.3 Application aux équations aux dérivées partielles

4.3.1 Les théoréemes de Stampacchia et de Lax-Milgram

On rappelle d’abord le théoreme de projection sur un convexe fermé dans un Hilbert :

Théoreme: Soient H un espace de Hilbert et K C H un convexe fermé non vide.

Alors, pour tout x € H, il existe un unique y € K tel que

[z =yll<lz—z]

pour tout z € K. Si on note y := Pxux, alors y est caractérisé par:

l.y e K,
2. pour tout z € K, <z —y;z—y ><0.

De plus, pour tous u,v € K,

| Pxu— Pgv [|<||u—v| . (4.2)

On introduit maintenant une définition générale dans un espace de Hilbert :

Définition : Soit H un espace de Hilbert. Soit A : H x H — R une forme bilinéaire.
On dit que:

1. a est continue si, et seulement si, il existe C' > 0 tel que, pour tous u,v € H,
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[a(uo) [<Clull - [lo];

2. a est coercive si, et seulement si, il existe ¢ > 0 tel que, pour tout u € H:

a(uu) > ¢l u |

Théoréme: [Théoréeme de Stampacchia][22] Soient H un espace de Hilbert et a
une forme bilinéaire continue et coercive sur H x H. Soit K C H un fermé convexe non

vide. Alors, pour toute forme linéaire continue ¢ sur H, il existe un unique v € K tel que
a(uw —u) > p(v —u)

pour tout v € K.

Preuve: il existe un unique f € H tel que, pour tout v € H, p(v) =< f,v > . De plus,
pour tout u € H, la forme linéaire v — a(u,v) est conitnue sur H, donc il existe un unique
Au € H tel que a(u,v) =< Au,v > pour tout v € H.

Pour tous u,v € H,

[<Aup >[<Cull - [[v]

donc, pour tout u € H,

| Au[< C |l u |

ce qui montre que A est continue. De plus, pour tout v € H,

<Auu>>cl|ul|?. (4.3)

On cherche u € K tel que, pour tout v € K,

< Auw —u>>< fo—u >, (4.4)

Soit p > 0. On voit que (4.4) est équivalente a

<pf—pAu+u—uv—u><0 (4.5)

pour tout v € K. D’apres le théoréme , (4.5) est équivalente a
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u= Pg(of — pAu+ u). (4.6)

On définit maintenant S : K — K par

Sv = Pg(pf — pAv +v).

On va montrer que, pour un choix convenable de p, S est lipschitzienne de rapport

strictement inférieur a 1. Soient vy,ve € K. D’apres (4.1),

| Svi — Svy [|[<]| v1 — v2 — p(Avy — Avg) |[|;

donc, en utilisant (4.2) et (4.3),
| Svy — Svy |2 <|| v1 — w2 |2 =2p < v1 — vo,Avy — Avg > +p? || Avy — Avy ||?
< (L=2cp+p*C?) | v1 — vz |,

et il suffit de choisir p > 0 assez petit pour avoir 1 — 2¢cp + p*C? < 1. Le théoréme du
point fixe montre alors qu’il existe un unique v € K tel que Su = u, ce donne exactement
(4.6) donc (4.4).

Un corollaire essentiel du théoreme de Stampacchia est le théoreme de Lax- Milgram :

Théoréme : [Théoreme de Lax-Milgram| Soient H un espace de Hilbert et a une

forme bilinéaire continue et coercive sur H x H. Alors, pour toute forme linéaire continue

@ sur H, il existe un unique v € H tel que, pour tout v € H,

a(u,w) = ¢(v).
Preuve:

Définissons en premier lieu un opérateur A : H — H de la maniere suivante: pour tout

u € H, I'application

H—R v — a(u,v)
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est linéaire et continue (car a est linéaire en la seconde variable et est continue). Il existe
un unique élément, noté A(u), dans H tel que, pour tout v dans H, < A(u)|v >= a(u,v).
la vérification que A est une application linéaire. Pour u dans H, on a

< A(u) |v > < a(u,v)

>
H A(U) |= SUPuech\{0} = SUpueh\{O}W <C || ul .

o

car a est continue. Ceci montre que A est continue de norme < C'.
Comme, pour tout u dans H,a || u ||< a(u,u) =< A(u)|u ><|| Au ||. || v ||, 'on obtient

I Au |z o [l ul, Vuc H

En particulier A est injectif. Cette méme majoration permet de montrer que l'image
A(H) C H est un sous espace fermé: en effet, si (u,)neny est une suite de H telle que
(Auy,), est une suite convergente, alors la majoration, pour tout n,m € N, || u, — u, ||<||
Au,, — Au, || /o, montre que la suite (uy,), est de Cauchy ; elle converge donc vers u € H,

et la suite (Au,,), converge vers Au.

Montrons enfin que I'image A(H) est dense: en effet, soit v € A(H)*, on a alors, pour
tout u € H, a(u,w) =< A(u)|lv >= 0 et en particulier a(v,v) = 0. On en déduit que v = 0
et donc que A(H*) = 0. Ceci est 'une des caractérisations de la densité d’'un sous-espace
vectoriel.

Puisque A(H) est a la fois fermé et dense, il vient que A(H) = H, autrement A: H — H

est surjectif.

On a ainsi démontré que A : H — H est une application linéaire bijective et continue.

Les inéaglités || u ||<|| Au || /a permettent de montrer que A~! est continu de norme < 1/a.

Soit maintenant f € H tel que ¢(v) =< flv > pour tout v € H. L’équation est alors
équivalente a A(u) = f. L’existence et I'unicité cherchées suivent donc du fait que A est

une bijection.
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4.3.2 Application aux équations aux dérivées partielles

On va maintenant appliquer la théorie des espaces de Sobolev pour résoudre le probleme

suivant. On notera A l'opérateur Laplacien

Soit U C R™ un ouvert borné. On se donne une fonction f : U — R et on cherche les

solutions u : U — R du probleme suivant :

{—Au—i—u:f dans U ; (4.7)

u=0 sur OU

Un tel probleme, ou on prescrit la valeur de u sur 0U, s’appelle probleme de Dirichlet.

Il faut d’abord préciser le sens exact de (4.7).

Définition : Une solution classique de (4.7) est une fonction u € C?(U) vérifiant (7)

au sens usuel, ¢’est-a-dire que

—Au(x) + u(x) = f(x) pour tout x €U ;
u(z) =0 pour tout x € OU

Définition : On suppose f € L*(U). Une solution faible de (7) est une fonction u €
Wy *(U) telle que, pour toute v € W, *(U);

/U Vu(z).Vo(z)dz + /U w(@)o()dz = /U F@)o(a)da.

On précise que, pour tout x € U,

On montre alors:
Théoreme :
1. Toute solution classique de (4.7) est une solution faible.

2. Pour toute fonction f € L*(U), il existe une unique solution faible de (4.7).
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Preuve: pour 1. soit u une solution classique de (4.7). Alors u € W12(U) (N C(U),
donc tr u = 0, donc u € W, *(U) (théoréme de trace ). De plus, pour toute v € C®(U),

/Vu ).Vu(x )dx~|—/ dx_/f

et, par densité de C®°(U) dans Wy *(U), cela reste vrai pour toute v € Wy (U).

Pour 2. on applique le théoreme de LaX—Milgram avec H := I/VO1 2(U), a )i fy Vu(z
Vo(z)dz + [, u(z)v(z)ds et o(v) = [, f( x)dzx. Le caractere coercif de a provient de
la définition de la norme W1 2(U )

On peut en fait montrer que, si f € L*(U), I'unique solution u € Wy *(U) de (4.7) est
en fait plus réguliere. Pour préciser ce résultat, on définit un espace de Sobolev d’ordre 2:

Définition : Soient U € R™ un ouvert et 1 < p < +oo. Soit u € L}, (U).

loc

1. Soient 1 < i; j < met v € LL.(U). On dit que 52 = v au sens faible si, et
10

seulement si, pour toute fonction ¢ € C°(U),

/Uu(x)af;;&w] (x)dx = /Uv(x)gp(x)dx :

2 On dit que u € W*P(U) si, et seulement si u € WP(U) et, pour tous 1 < i; j < n,
€ L?(U). On pose alors

Bx Ox;

1
(Jy | ulz) P dz + D 1<icn fU e () [P de + 3004 i< Jor | 6@6%( x) [P dx)v

) < 400
H u HWQﬂP(U) P

H u ”L‘”(U +Zl<z<n ” ax ”L‘X’(U +Zl<z]<n ” axlax HL"O(U) st p=+00

On définit également la notion d’ouvert de classe C?.

Définition : Soit U C R™ un ouvert. On dit que U est de classe C? si, et seulement si,

pour tout xy € AU, il existe r > 0 et une fonction v : R* ! — R de classe C? telle que

U B(xo,r) = x € B(xg,r); xn > Y(T1,0 ey Tpo1).
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Alors:

Théoréme : Soit U € R™ un ouvert borné de classe C2. Soit f € L*(U) et u € Wy *(U)
la solution de (4.7). Alors u € W22(U) et il existe C' > 0 ne dépendant que de U tel que

| llw2e@n< C | f 2y - (4.8)

Preuve : on rappelle que la solution v € W, *(U) de (4.7) vérifie

/UVu(x).Vgp(x)dx+/Uu(x)go(:v)dx:/Uf(x)go(x)dx. (4.9)

pour toute ¢ € W,(U).
On prend d’abord le cas U = R"™. On utilise une méthode de translation. Pour tout h € R"

et toute fonction u sur R"™, on définit

ThU — U
| A
Soit h # 0. Comme u € WH2(R"™), Dyu € WY2(R™) et aussi D_j(Dyu) € WH2(R™).
Appliquant (9) avec ¢ := D_,(Dpu), on obtient

Dhu =

Vu(x).VD_h(Dhu)(x)dx+/ u(x)D_pDpu(x)dx = . f(x)D_pDpu(z)dx.

n

R"

ou encore

/ | VDpu(z) | dx +/ | Dpu() |* doe = f(x)D_p,Dpu(z)de.
n n Rn

L’inégalité de Cauchy-Schwarz implique

| Dyu HIZ/VLQ(R")S” / ||L2(R")|| D_pDpu ||L2(R")5

Or,

H D,hDhu HLQ(R")SH VDhu HLQ(Rn);

si bien que

I Dre (2 ey <N F izl VO (2
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donc

| D [[wregzmy <|| f [|22gmy -

Cela signifie que, pour tout 1 <7 < n,

ou
| Do Ir2rmy <l f lz2(gn) -

et comme cela est vrai pour tout A, alors

ou
I . [wrzgn) <[ f ||lz2(rn) -

ce qui donne bien (8) dans ce cas.
On suppose maintenant que U = R’ . On raisonne de fagon analogue, mais seulement
pour h € R"1x0. Soit un tel h # 0. On vérifie que D_,Dyu € WOI’Q(R?_), donc, comme

précédemment,

I Dy (522 <I f 2y | DonDau || 2 gy -

ce qui donne

H D,hDhu HLQ(R")S“ VDhu HLz(Rn);

donc, comme précédemment,

| Dyt |lwrezmy <\l f llz2eam)

pour tout h € R"1x0.
Soient maintenant 1 <i<netl1<j<n—1. Onprend h=|h|e;et ¢ € CX(R}). Ona

| = [ w(@) D-n(52) (@)de |=] [ Di(52)(@)p(@)de |
<I f lz2en)ll @ lz2(my) -
Faisant tendre | h | vers 0, on obtient donc
D?p

| - U(Qi)axiaxj (@)dz |<|| f ll2a) || @ lz2crn)
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Cela signifie bien que || W

D5; z2(ry<Il f [lz2(rr) pour tout 1 < i < n et tout
1<5j<n—-1.

Comme —Au+ u = f dans U, on peut donc écrire

| Sy ) 5E (x)de |< S | S w(@) 55 (@)d | + | [ (f(2) = u(z))p()de |

SO ezl @ Nz,
ce qui termine la preuve de (8) dans ce cas.

Pour le cas o1 U est un domaine borné de classe C!, soit & > 1. Il est possible de définir
les dérivées faibles d’ordre k de fagon analogue aux dérivées faibles d’ordre 1 et 2, puis
I'espace de Sobolev WH*?(U) pour tout 1 < p < +o00. On définit également les ouverts de

classe C* pour tout entier ¥ € C*. On peut alors prouver :

Théoréme: Soit U C R™ un ouvert borné de classe C™"2, avec m € N. Soit f €
W™2(U) (on convient que W2(U) = L*(U)). Alors 'unique solution u € Wy*(U) de (7)
appartient & W™ 22(U) et

| w lwmtz2@) < C || f lwmew)

On peut énoncer des théorémes de plongement pour les espaces W*? analogues & ceux
vus pour W'?. En particulier, si m > 2, W™+22(U) — C*(U).
On déduit du théoreme que, si U est de classe C™2 et f € W™2(U) avec m > 5, alors la
solution u € W, *(U) de (7) appartient & C?(U), c’est donc une solution classique de (7).
En effet, comme u est de trace nulle, on a bien u = 0 sur QU. De plus, pour toute fonction

p e Cx(U),

[(-2u() + ulw) - f@)el)ds =0,

ce qui montre que —Au(z) + u(x) — f(x) = 0 pour presque tout z € U. Mais comme

—Au+u — f est continue sur U, —Au + u — f est identiquement nulle sur U.
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