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Introduction Générale

La Programmation Linéaire (PL) est un instrument générique qui peut résoudre un
grand nombre de problémes d'optimisation en apparence différents dans des contextes divers.
La Programmation Linéaire releve des mathématiques de la Recherche Opérationnelle (RO) et

a des applications en gestion ainsi qu'en économie, en statistique, en physique,... etc.

En mathématiques, le probléme de Programmation Linéaire est un probleme qui
consiste a optimiser (maximiser ou minimiser) une fonction linéaire de plusieurs variables qui
sont reliées par des relations linéaires appelées contraintes. La Programmation Linéaire est
une technique mathématique permettant de déterminer la meilleure solution d'un probleme
dont les données et les inconnues satisfont une série d'équations et d'inéquations linéaires, il
existe plusieurs méthodes qui assurent la résolution du probleme de maniére exacte comme la
méthode du simplexe (Dantzig 1947), la méthode duale, la méthode duale-simplexe, la
méthode de Khachyan, la méthode adaptée (Gobasov 1970) et la méthode Karmatar , ... etc.

Parmi les méthodes les plus connues pour résoudre les problemes de la

Programmation Linéaire en nombres réels sont la méthode du simplexe et la méthode du dual.

La méthode du simplexe a été concue en 1947 par George Dantzig [3] pour résoudre
des problémes de grande taille. 1l s'agit d'une méthode algébrique robuste et efficace basée sur
la résolution de systemes d'équations linéaires mais elle est plus compliquée et exige plus de
temps. Le fondement mathématique de cette méthode garantit une grande précision des
résultats. Les fondements de la méthode du simplexe ont été énoncés en 1949 et publiés en
1959 par G. Dantzig.

Si les données du probleme sont mal connues ou imprécises de nature floue, on
parlera alors d'un programme linéaire flou qui est considéré comme le meilleur outil pour

traiter des études de prise de décision dans un environnement imprécis.

Les connaissances imprécises n’ont €té prises en considération qu’a partir de 1965,
lorsque L. A. Zadeh [17], professeur a 1’université de Californie a Berkeley, a introduit la
notion de sous-ensemble flou a partir de 1’idée d’appartenance partielle & une classe de
catégorie aux limites mal définies, dans une généralisation de la théorie classique des

ensembles admettant des situations intermediaires entre le tout et le rien. Les premieres

-
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publications sur la théorie des ensembles flous datent de 1965 (Zadeh) suivies par les travaux
de Goguen en 1967 et 1969. Ces travaux démontrent I’intention de leurs auteurs a généraliser
la notion classique d’un ensemble et d’une proposition afin d’accommoder les données floues.
Dans le méme contexte, Bellman et Zadeh 1970 ont développé la Programmation Linéaire
Floue qu’ils ont appliqué a un processus de décision dans un environnement flou.

La théorie des ensembles flous offre donc une structure mathématique dans laquelle
des concepts vagues peuvent étre précisément et rigoureusement étudies.

Elle peut également étre considérée comme un langage de modélisation convenable a

des situations caractérisees de relations, critéres ou phénomenes flous.

Cette thése de Master est organisée en trois chapitres.

Dans le premier chapitre, nous parlerons de la Programmation Linéaire déterministe,
nous donnerons un exemple d'un probleme réel et sa modélisation en reliant un programme
linéaire. Puis, nous exposerons les différentes formes d'un probléme primal et ses liens avec
son probléme dual correspondant. Puis nous exposerons une methode de résolution a savoir la

méthode du simplexe.

Dans le deuxieme chapitre, nous allons introduire la théorie des ensembles flous,

donner les définitions et les concepts de base facilitant la compréhension du chapitre trois.

Le troisieme chapitre, abordera la Programmation Linéaire Floue dont le caractere flou
est caractérisé par des nombres flous trapézoidaux puis nous détaillerons le concept de
probleme primal flou et le probléme dual flou avec toute la théorie correspondante. Ainsi,
notre modeste contribution dans notre thése, consiste a généraliser ou faire une extension des

résultats étudiés au chapitre un du cas déterministe au cas flou.




Chapitre | Programmation Linéaire

1.1 Introduction

La programmation mathématique a comme objet I'étude des problemes d'optimisation
en dimension finie. Ces problemes ou modeles représentent généralement une abstraction

mathématique réelle.

La Programmation Linéaire, introduite par G.B. Dantzig en 1947au lendemain de la
deuxiéme guerre mondiale, constitue le domaine de la programmation mathématique le plus
étudié. Elle concerne I'optimisation d'un programme mathématique ou la fonction objectif et

les fonctions définissant les contraintes sont linéaires.
1.2 Exemple réel de probleme linéaire

Une usine produit deux types de ciment rapportant 50 $ et 70 $ par tonne. Pour faire
une tonne de ciment de type | il faut 40 min de calcination dans un four a chaux et 20 min de
broyage. Pour fabriquer une tonne de ciment de type Il il faut 30 min de four a chaux et 30

min de broyage. Le four et I'atelier de broyage sont disponibles 6h et 8h par jour.

Combien de ciment de chaque type peut-on produire par jour pour maximiser le

bénéfice ?

Ce probleme se modélise aisément par le programme linéaire suivant, en notant x; et

x, les quantités a produire des deux ciments.

max F (x4, x;) = 50x; + 70x, (D
40x; + 30x, < 360 2)
20x; + 30x, <480 3)
x1=20,x, =20 4)

La ligne (1) représente le profit total F qui est le critere a optimiser, appelé aussi
fonction objectif, fonction de codlt ou fonction économique. max signifie que le critére doit
étre maximisé, (on mettrait min pour minimiser). Les autres lignes représentent les

contraintes.

Les lignes (2), (3) et (4) désignent le domaine des solutions réalisables. La contrainte

(2) concerne la disponibilité du four:

-



Chapitre | Programmation Linéaire

elle stipule que le temps total de calcination requis par les ciments ne doit pas dépasser les

360 minutes ou 6h. La contrainte (3) décrit de méme la disponibilité du broyeur.

La contrainte (4) précise le domaine des variables, appelée aussi contrainte de non-
négativite.
|.3 Forme générale d’un programme linéaire

Un probléme de Programmation Lineéaire peut se représenter sous forme des trois
modeles [2], [6], [11], [13] et [16] suivants :

1.3.1 Forme canonique mixte

Il s’agit d’un probléme de Programmation Linéaire (encore appelé programme

lineaire) écrit sous la forme suivante:

n

) F(xq, ., Xp) = C1%1 + -+ cpxpy = z Cj Xj
j=1

max
(X1, mXn

n

,
Contraintesinégalités: Vi € I, z a;jx; < b;
j=1
n
) Contrainteségalités: Vi € I, z a;jxj = b; (1.1)
j=1
Contraintesdesignes: Vj€J,xp =0
\ Vj € J;, x; de signe quelconque.

L’ensemble I = I; U I, est I’ensemble des indices des contraintes avec card(l) = m.

Autrement dit, il y a m contraintes.

L’ensemble ] = J; U J, est I’ensemble des indices des variables avec card(J) = n.

Autrement dit, il y a n variables.

<
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1.3.2 Forme canonique pure

Un Programme Linéaire (PL) est dit sous forme canonique pure s’il s’écrit de la

maniere suivante :

max[F(x) = c¢Tx = cyx; + -+ ¢, x,]

(PL) A;-i ) (1.2)
x>0
ou

x = (xqg,..,x,)T € R,
c =(cqg) ., cy)? €RY,
b= (b, ..., by)" €R™

Et la matrice A de taille m X n est telle que :

Sous cette forme, il n’y a pas de contraintes d’égalité c'est-a-dire I, = @ avec], = Q.
1.3.3 Forme standard

Sous cette forme I, = @ et J, = @. Un Programme Linéaire (PL) est dit sous forme

standard s’1l s’écrit :

max[F(x) = cTx]

Py (13)

x=0
1.4 Solution de base réalisable [4], [13], [16]
Définition 1

On appelle solution réalisable tout vecteur x qui satisfait les contraintes du (PL) tel

que Ax =betx = 0.

-
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Définition 2

Soit B c {1, ...,n} un ensemble d'indices avec card(B) = m tels que les colonnes

a;(j € B) de A soient linéairement indépendantes. Autrement dit, la matrice carrée Az formee

des colonnes a; est inversible. On dit alors que I'ensemble B indices est une base.

e Lesvariables xz = (x;, j € B) sont appelées variables de base.

e Lesvariables x; = (x;, j € B) sont appelées variables hors-base.

Définition3
On dit que x = (xp, xy)Test une solution de base associée a la base B si xy = 0.
Remarque 1

Si x = (xp,xy)T est une solution de base réalisable alors x; = 0 et x; = (45)"~.b
1.5 Propriétés geométriques des solutions de base réalisables

Onnote Dy ={x €R™, Ax =b, x =0},
I’ensemble des solutions réalisables d’un (PL) sous forme standard.

Commencons par rappeler les notions de polyedre et d’ensemble convexe :

Définition 4

_ L'ensemble {x € R", a’'x = b} représente un hyperplan de R";

L'ensemble {x € R", a'x < b}représente un demi-espace fermé de R™ dont

I'nyperplan correspondant constitue la frontiere.
Définition 5 Polyédre

Un polyeédre S est l'intersection d'un nombre fini de demi-espaces fermés et /ou
d'hyperplans. Un polyédre est un ensemble convexe ferme.

- Un polyedre Q de R™ est défini par Q = {x € R", Ax < b} ou A est une matrice
mXn.
- Unensemble E est dit convexe si :

Vx,y € E,Ax + (1 —A)y € Epourtout0 <A< 1.

v
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Proposition 1
L’ensemble Dydes solutions réalisables de (PL) est un polyédre convexe, fermé.
Définition 6

Un point x € Dy est un sommet (ou point extréme) si et seulement s’il n’existe pas

dey,z € Dp,y # ztelsquex = Ay + (1 —A)zavec0 < A < 1.
Théoréme 1

x est une solution de base réalisable si et seulement si x est un sommet de Dj.
Remarque 2

L’optimum de la fonction objectif F sur Dy, s’il existe, est atteint en au moins un

sommet de Dyg.

Pour résoudre un probleme linéaire(PL) sous forme standard, il suffit de se restreindre
aux solutions de base réalisables (c¢’est-a-dire les sommets de D). Tout se passe donc avec les

solutions de base.

L’ensemble Dy n’est pas nécessairement borné. En fait pour un(PL), trois situations

(et seulement trois) peuvent se produire :

1. Dp = @:le (PL) n’a pas de solution,
2. Dp # @ mais la fonction objectif F n’est pas majorée sur Dy : le maximum de F vaut

+00. Si Dy est borné, ce cas est exclu;

3. D # @ et la fonction objectif F est majorée sur Dy : le (PL) admet une solution

optimale (non nécessairement unique).
Définition 7 Solution dégénérée et non dégénéree [6]
Une solution de base réalisable x est dite non dégénérée si xz > 0.

Si, au moins, une composante xz = 0 alors x est appelée une solution de base réalisable

dégénérée.

<!
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I.6Méthodes de résolution du (PL)

Dans notre travail nous allons dérouler la méthode la plus utilisée qui est la méthode
du simplexe. L'algorithme du simplexe, introduit en 1947 par G.B Dantzig, nous permet de se
déplacer d'une solution de base réalisable a une autre améliorant la valeur de la fonction
objectif, jusqu'a trouver une solution optimale en un nombre fini d'étapes. Malgré une
complexité théorique dans le pire des cas exponentielle, il permet de résoudre rapidement la

plupart des problemes.

1.6.1 Variable d'écart et la transformation a la forme standard

La méthode de résolution que nous employons nécessite que les contraintes
fonctionnelles du modéle soient exprimées sous forme d'équations linéaires (forme standard)
au lieu d’inéquations. Cette transformation s'effectue facilement en introduisant dans le

modele de nouvelle variable appelée variable d'écart.
1.6.1.1 Transformation d'une inéquation de signe (<)
Toute contrainte de la forme
a;jxj < b;
j=1
peut étre remplacée par un systéeme de contrainte suivant:

n

Zaijxj +ei =bi

j=1
e; € Rete; = 0.

ou
n
e; = bi - z aijxj (14)
j=1

est appelée variable d’écart.

v



Chapitre | Programmation Linéaire

1.6.1.2 Transformation d'une inéquation de signe (=)

Toute contrainte de la forme

n
Z aijxj > bi
j=1

peut étre remplacée par un systéeme de contrainte suivant:

n

Zaijxj — € = bi

j=1
e, €Rete; =0

ou
e; = z al-jxj — bi (15)
j=1
est aussi appelée variable d’écart.
1.7 Algorithme du simplexe de maximisation [13], [16]

On dispose d'une solution de base réalisable x d'un (PL) sous forme standard , la

matrice A peut s'écrire :
A= (Ap,An)

avec Ag une matrice carrée de taille m x m, inversible , correspondant aux variables de base
et Ay une matrice de taille m X (n —m), correspondant aux variables hors -base. On

décompose, également a la méme permutation prés les composantes de
— T
X = (thxH)
avec xp les variables de base et x; les variables hors base.

Le but de I’algorithme est de trouver une autre base B* et une solution de base

x*associee telle que :

F(x*) > F(x) (x"est meilleur que x)

<
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La méthode du simplexe consiste a faire rentrer une variable hors-base dans la
nouvelle base (variable entrante) et faire sortir a la place une variable de base (variable
sortante).

1.7.1 Détermination de la variable entrante et calcul des colts réduits [13]
On écrit la fonction objectif F avec les variables de base et hors base. On a

b = Ax = (Ag, Ay) (jﬁf{) = Apxp + Ayxy avec Ag inversible donc xp = Az1(b — Ayxy).
Ce qui implique que :
F(x) = cTx = ckxp + chxy avec ¢ = (cg, cy)T

= cpAg' (b — Ayxy) + chxy

= chAg'b + (¢ — cF A5 AR). xy
Or x} = Ag'b (car x;; = 0) etdonc csAz'h = cTx* = F(x*) donc

F(x) = F(x") + (cfy — cgAp' Ap)- x4

Le vecteur L} = ¢ — cE Azt Ay, s’appelle vecteur des cofits réduits.

— Si les colts réduits sont tous négatifs c'est-a-dire L} < 0, il n’est alors pas possible
d’augmenter la fonction objectif F donc 1’algorithme se termine c'est-a-dire qu’on a trouvé

une solution de base réalisable optimale.

— Dans le cas contraire (il existe (Ly); = 0), on a intérét a faire rentrer dans la base, la

variable hors -base qui a le colt réduit positif le plus grand possible.

On note e ¢ B I’indice de variable entrante. on choisit e tel que :

(Lp)e = mj‘?‘X{(LH)j' Ly)j > 0}
Ce qu’on note par

e= mjax{(LH) i (Ly); > 0} (1.6)

<
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Remarque 3

Si on traite d’un probléme de minimisation c'est-a-dire avec minF(x), alors la

variable entrante x, est déterminée par 1’indice
e= mijn{(LH) j»(Ly); < 0} (1.7)

1.7.2 Détermination de la variable sortante [11], [13]

Une fois l'indice e choisi, il faut déterminer quelle variable doit quitter la base. En
maintenant la relation Ax = b, on augmente x, jusqu'a annuler une des variables de base.

Cette variable sera alors la variable sortante.
Ax =b & Agxg + A°x, = b
OuA¢désigne la e-ieme colonne de A
& xp = Agt(b — A%x,)
& xp = x5 — AgtA®x,
S Xp = Xp — ZX,
oul'onanoté z= Az'A% € R™.

— Si z <0, on peut augmenter x, autant qu'on veut, on aura toujours la positivité de la
variable de base xz. La fonction objectif n'est pas majorée sur Dy, c'est a dire le maximum de

F vaut +o0. Dans ce cas, l'algorithme s'arréte.

— Sinon (il existe z; > 0), pour avoir la positivité (xz); — z;x, = 0 pour tout i, on choisit la

variable sortante pour laquelle le rapport

(xp)i/z; pouri =1, ...,mavec z; > 0, soit le plus petit possible. On choisit

Xg)i
s=mjn{( B)l, zi>0}

i Zj

On a, dans ce cas, x; = 0 et xg = 0. La valeur de la variable sortante est donnée alors par :

<
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7> o} (1.8)

Remarque4
Solution optimale unique
Une solution de base réalisable est optimale et unique si, pour les variables hors base :

- Dans le cas d'une maximisation tous les LT, < 0,

- Dans le cas d'une minimisation tous les LT, > 0.
Solution optimale multiple
Il existe une infinité de solutions optimales pour (PL) si :
- Pour une variable hors base L% = 0.

En effet, s'il y a un terme Ly, > 0 sous le vecteur a;,on peut introduire a; dans la base

et obtenir une autre solution de base optimale.
1.7.3 Procédure de I'algorithme du simplexe
Etape0:
- Calcul des variables de base réalisables :
étant donné A = (4g, Ay), on calcule les variables de base réalisables
xp = Ag'b = 0.

- Calcul des codts réduits : L = ¢} — cTAz'Ay

- Si Ly < 0alors xgest une solution optimale (— arrét de I'algorithme.).

Etapel: Variable entrante:
e= m:j;x{(LH) i (Ly); > 0}

Etape2: Variable sortante : Calcul de z = Az A puis

S = min
2

{(xé)z

, Zi>0}
Zj

<
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Etape 3: On obtient une nouvelle base B* et une nouvelle matrice Ag- dans laquelle la

colonne A¢ remplace la colonne AS. Calcul de Az et retour a I’étape 1.
1.7.4 Méthode des tableaux [13]
Les calculs précédents peuvent se simplifier si on s’arrange pour avoir toujours

Ag = 1;. On dit qu’on maintient I’identité sous la base. De cette facon, la résolution d’un
systeme Agxp = b est immédiate, puisquexz = b. On va donc chercher a travailler avec la

forme simpliciale de(PL).

On suppose que la matrice A se décompose en A = (I,,, Ag)oul,, est la matrice

identité d’ordre m et on dispose d’une solution de base réalisable x = (x5, xy)T avec
xg =betxy =0.
Dans ce cas, les codts réduits se simplifient en :
LY =ch —chAy
et les indices e et s des variables entrantes et sortantes sont donnés par :

e= m}é_iX{(LH)j' (Lw); > 0}

b:
S = min {—l,oitaie = (A)ie > O}
4

ale

b
avec x, = —

Ase

On réécrit les expressions ci-dessus, sous forme d’un tableau , comme suit :

Tableaul
Base Xp Xy S.B.R
LY 0 LY =ck —ctay ctAg'b
Xg L, AgtAy Ag'b
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Le tableau , ci-dessus, nous donne toutes les informations dont on a besoin pour procéder a la

méthode du simplexe.
1.7.5 Finitude du simplexe [13]

A chaque étape de I'algorithme du simplexe, on peut distinguer des cas remarquables

qui conduisent & I'arrét de I'algorithme.

1. Si les colts réduits Ly < 0, alors la solution de base réalisable courante est l'unique

optimum.

/ Optimum unique
F(x) = Enax

~

2. Si les codts réduits Ly < 0, alors il ya deux cas remarquables:

i) Si(Ly). = 0etx, > 0,alors I'optimum n'est pas unique.
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Optimums

F(x) = Fnax

“—

ii)Si (Ly)e =0 et x, =0, alors l'optimum est unique. Dans ce cas, la base est dite

dégenérée c'est a dire qu'il existe une variable de base nulle.

Optimum unique dégénéré

F(x) = Fnax

—

3. Si(Ly)e > 0 et x, est non borne alors la fonction objectif F n'est pas majorée.
Théoréme 2

Si au cours de I’algorithme du simplexe, aucune base rencontrée n’est dégénérée, alors

’algorithme se termine en un nombre fini d’itérations.
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1.7.6 Organigramme de I'algorithme du Simplexe (maximisation)

Modeéle de programmation linéaire (PL)

A\ 4
Ecrire le modéle dans sa forme standard

\ 4
Obtenir une solution de base réalisable de
départ et mettre en évidence cette
solution dans un tableau du simplexe

Tousles (Ly); <0 , jEN

Jww,

Le tableau actuel

Appliquer l'opération

L .
de pivotage, pour (L) >0

construire un nouveau

tableau du simplexe

A

"| donne la solution

optimale

Il n'existe pas de
solution optimale
avec une valeur finie

v

pour Z

Jau  moins un a;;>0

Choix de la variable entrante:

e = m’ax{(LH)j, (Ly)j > 0}

v

Choix de la variable sortante:

b;
_ —, avec
s = mjn Qe

i
Aie = (AH)i,e >0

A 4

Le pivot est I'élément a,

.
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1.8 Exemple numérique
Soit le probleme linéaire suivant:

( max [F(x1,x,) = 6x1 + 4x,]
(x1.x2)

sous les contraintes:
(PL) 3x; +9x, <81
4x; + 5x, <55
2x1 +x, < 20
\ X1 =20,x,=20

Transformons le probleme en forme standard en ajoutant des variables d'écart x5, x,, xs.

r max [F(xl, XZ) = 6x1 + 4‘X2]
(xl'XZ)

sous les contraintes:
(PL), 4 3x; +9x, +x3 =81
4x, + 5x, + x4 =55
2x1 + x5 + x5 = 20
k XjZO,j:].,...,S

Une solution de base réalisable évidente est donnée par x; = 81, x, = 55,

x5 = 20 (variables de base) et x; = x, = 0 (variables hors-base), ce qui donne une

valeur de la fonction objectif F,,, = 0.

Etapel.
Tableaul—solution de départ
Base X1 X, X3 X4 X5 S.B.R
X3 3 9 1 0 0 81
X, 4 5 0 1 0 55
Xs 2 1 0 0 1 20
—6 —4 0 0 0 Fope = 0

Appliquer le critére d'entrée et de sortie d'une variable.

min{(LH)j‘ Ly)j > 0} =-6—> )él) = x, = variable entrante.
j

= x5 — variable sortante.

81 55 20 20
- )= 2 xh

= X1 = Imin (?,7,7 = 7—)
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Etape2.
Tableau2
Base X1 Xy X3 X4 X5 S.B.R
X3 0 15 1 0 -3 51
2 2
X4 0 3 0 1 -2 15
X1 1 1 0 0 1 10
2 2
0 1 0 0 -3 Fope = 60
min{(LH)j, (Ly)j > 0} =-1- 9&2) = x, = variable entrante.
j
@) (51 15 10 15 @ _
Xg = X = min 3T = 3 - x;’ = x4 — variable sortante.
2 2
()
- . N ) -1 _ 1
L'inverse de la matrice de base est donnée par: Az; = 0 /3 0.
o ~1/ 1
Cette étape correspond a I'examen du sommet.
x = (x; = 10,x, = 0) de I'ensemble Dy des solutions réalisables.
Etape3.
Tableau3
Base X1 Xy X3 X4 Xs S.B.R
X3 0 0 1 -5 7 27
2 2 2
X, 0 1 0 1 -2 5
3 3
X1 1 0 0 -1 5 15
6 6 2
0 0 0 -1 -7 Fopt = 65
3 3
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Tous les nouveaux codts réduits sont négatifs. L'optimum est donc atteint avec
maxF = 65.

La solution optimale x* de (PL) par la méthode du simplexe est :

1.9 Dualité

Le concept de dualité est un concept fondamental en programmation linéaire. En fait,
il faut considérer que deux programmes linéaires duaux ne constituent pas deux problémes
distincts mais deux aspects du méme probleme sachant que quand on résout un programme

linéaire, on résout simultanément son dual.

En programmation linéaire, la dualité est un élément tres important pour plusieurs
éléments. A tout programme linéaire (PL) que I’on qualifiera de primal, on peut associer un
programme linéaire dual (PLD) dit dual de fagon telle qu’il existe des relations trés fortes

entre les solutions (variables et objectifs) de I’un de 1’autre.
Définition 8

Au programme linéaire primal suivant:

max [F(x) = cTx]
x€ER™

(PLP) Ax < b
x>0

On associe le programme linéaire dual correspondant suivant:

min [G(y) = b"y]
yER™M
(PLD) ATy > ¢
y=0

S
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1.9.1 Comparaison entre Primal et Dual [13]

Primal Dual
- max(F) -min(G)
- coefficient c de F - second membre ¢
- second membre b - coefficient b de G
-m contraintes inégalités(Ax < b) - m contraintes de positivité(y > 0)
-n contraintes de positivité(x = 0) - n contraintes inégalités (ATy > ¢)

Si le probléme primal est sous forme standard avec les contraintes Ax = b alors on
\ - 7 - - _ A b
passe a la forme canonique pure en ecrivant les contraintesdx = b & (_ A) < (_b). De facon

géneérale, on a la définition suivante lorsque le probléme primal est sous forme canonique

mixte :
Primal Dual
- — T i — T
max [F(x) = ¢ x] yrgﬂlggn[G () =b"y]
-Vi € 11, Z}Ll al‘ij < bl' -Vi € Il,yi >0
Vi €1, ¥j.iai%; = b; - Vi € I,,y; de signe quelconque
Vj€J, x5 20 Vj €Jy, Xio iy = ¢
-Vj € J,, x; de signe quelconque V) € J2, Xio iy = ¢
Exemple 1

Soit le probléme primal (PLP) suivant:

max F = 6x; + 4x,
3x1 +9x, <81
(PLP)<{ 4x; + 5x, <55
2x1 +x, <20
X1,%X, =0
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Son probleme dual (PLD)correspondant s’écrit :

min F = 81y; + 55y, + 20y,
3y, +4y, +2y; =6
(PLD) 9y, + 5y, +y; =4
yity,+y; =20
k Y1, Y2,Y3 =0

1.9.2 Utilisation algorithmique de la dualité

La premiére utilisation, évidente, du probléeme dual (PLD) est de le résoudre

directement s’il est plus simple que le probléme primal(PLP).

Ce sera le cas, en particulier, lorsque (PLP) n’a pas de solution admissible évidente

mais qu’il est facile d’en construire une pour le probléme dual (PLD).
1.9.3 Propriétés du dual

-On remarque que la condition d’admissibilité d’une solution de base pour (PLD) est ¢ = 0,

qui est la condition d’optimalité de (PLP).

De fagon analogue (duale), la condition d’admissibilit¢ d’une solution de base pour le

probléme primal est b > 0, qui est la condition d’optimalité du probléme dual.

- On résoudra donc plutét (PLD) au lieu de (PLP) s’il est plus simple ou (et) si I’on

parvient plus facilement & construire une solution avec ¢ > 0 qu’avec b = 0.

Exemple 2
Soit le probléeme(PLP) suivant :

min F =4x; + 6x, + 18x3
X1 +3x3 =3
X, +2x3 =5
X1,X2,%X3 =0

(PLP)

L’introduction des variables d’écart x, et xg donne :

min F =4x; + 6x, + 18x;
—x1 —3x3 +x4, =3
—X, — 2X3 + X5 = =5
X1,X2,X3 =0

<
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Les termes de b sont négatifs donc la solution de base construite n’est pas admissible

dont le premier tableau simplexe est donné par :

base X1 Xy X3 Xy Xs SB.R
X4 -1 0 -3 1 0 -3
X5 0 -1 -2 0 1 -5

4 6 18 0 0 0

Comme les colts réduits sont tous positifs donc la solution de la base associée est

admissible pour le probleme dual.

Le probleme dual (PLD) s’écrit :
(maxw = 3y: + 5y,
s.C.

y1 =24
(PLD)i Y2 =6

3y + 2y, =18
Y1y, =0

(PLD) est résolu facilement par la méthode du simplexe dont la solution optimale est donnée
par

YV 01=2y;=6y3 =2, ¥4 =0; y5 =0)
etw* = 36.

1.9.4Théorémes de Dualité [11], [13]

Théoréme 3

Le dual du dual est le primal.
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Preuve

Le dual d’un (PLP) sous forme canonique pure s’écrit :

min [G(y) = b"y]
yeERM
(PLD) ATy > ¢
y=0

max [~G(y) = (=b)"Y]
(PLD) -ATy < —¢
y=0

On prend le dual du dual et on a:

min [(—=cTx]
(PLD) (—AT)TX > (—b)T
x=0

max [c7x]

X
(PLP)y Ax<b
x>0

On s’intéresse a présent aux liens qui existent entre les solutions de programmes

linéaires en dualité
Théoréme 4: Théoreme Faible de Dualité

Soit x une solution réalisable d’un (PLP) sous forme canonique mixte et y une solution

réalisable du probléme dual (PLD). Alors :
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1- F(x) < G().
2- siF(x) =G(y) alors x et y sont des solutions optimales du (PLP) et (PLD)

respectivement.

Preuve

1- Onad’une part Ax < b,x = 0 et d’autre part ATy > ¢,y = 0. Par conséquent,
Fx)=cTx< (ATy)'x =yTAx <y"h= G(y)cary =0

2- Soient x et y deux solutions réalisables du primal et du dual respectivement, telles
queF (x) = G(y). D’aprés le théoreme (4.1), pour toute solution réalisable x de(PLP),

ona F(x) < G(y*) = F(x*) donc x*est une solution optimale.
Soient x et y deux solutions réalisables du primal et du dual respectivement, telles que
F(x) = G(y). D’apres théoréme (4.1), pour toute solution réalisableyde(PLD), on a
G(y) < F(x*) = G(y*) donc y*est une solution optimale.
Théoreme 5: Théoréme Fort du Dualité

Si le probléme primal (PLP) admet une solution réalisable optimale x* alors le

probléme dual (PLD) admet lui aussi une solution réalisable optimale y* et on
F(x*)=G{").
Preuve

On suppose que (PLP) est sous forme standard. Si (PLP) admet une solution
réalisable optimale, il admet une solution de base réalisable optimale. On note B*la base
optimale et on désigne par x* la solution de base réalisable optimale : x* = Az*h. On choisit

alors
y* = (45) cpr
Montrons que y* est une solution realisable optimale pour le dual (PLD). On a
ATy = AL (A9 cp

= (Ap+ Ap) cpe

<
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=cy+ — Ly

Or, a Poptimum tous les cofits réduits sont négatifs ou nuls

(Ly- < 0)donc Af.y* = cy-. Par définition, on a AZ.y* = cg- et donc on obtient:
ATy* > c avec y* de signe quelconque.

Par conséquent,y™ est une solution réalisable du dual (PLD).On remarquera que le
probléme primal (PLP) étant mis sous forme standard, il n’y a pas de contrainte de positivité

sur les variables y du dual.
F(x*) =cTx* = cL. AR
= (A5 ep)"h
= G
Remarque 5

On a vu d’aprés la remarque (2) qu’il avait trois cas possibles pour le probléme primal

(PLP) :

(1) Il existe (au moins) une solution optimale.
(2) L’ensemble Dy des solutions réalisables n’est pas borné et I’optimum est infini.

(3) Pas de solution réalisable (D = @).

Les mémes situations se retrouvent pour le probléeme dual. Plus précisément, le lien

entre les deux problémes en dualité est donné par le résultat suivant.
Théoréme 6

Etant donnés un probléme primal (PLP) et son dual (PLD), une et une seule des

trois situations suivantes a lieu:

a)-Les deux problémes possédent chacun des solutions optimales (a I’optimum, les codts

réduits sont égaux).

b)-Un des problémes posséde une solution réalisable avec un optimum infini, I’autre n’a pas

de solution.

c)-Aucun des deux problémes ne possede de solution réalisable.

N1
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Il'y adonc 3 situations (au lieu de 9) qui peuvent se résumer dans le tableau suivant :

Dual
1) Solution | (2)  Optimum | (3) pas de
optimale infini solution
1) Solution @ impossible Impossible
optimale
(2)  Optimum | impossible impossible (b)
Primal infini
(3) pas de | impossible (©) Impossible
solution

Théoréme 7 (Ecarts complémentaires) [11]

Deux solutions optimales réalisables x* et y* respectivement du primal et du dual sont

optimales si et seulement si :

(Z?i1 aij yi — Cj)xj* =0,j=1,n()

(=Xfoiayx —b)y; =0, i=T,m (2
Preuve

e Condition nécessaire :(=)
Soient x* et y* deux solutions optimales du primal et du dual respectivement. Les

relations de la dualité donnent,
cTx* =bTy* =y b =y TAx"
*T * T ..x
2yt Ax —c'x" =0
DY (BB ay i —¢) % = 0.

On a obtenu une somme de termes positifs
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(x >0,X0,a;yf —¢ = 0), qui est égale a zéro, donc chaque terme est nul :
(T, a;jy; —¢)x = 0,j = T,ndou la relation (1).

On aussi 1y*Th = y*' Ax*

I:>Zm1yl ZmlylZ _1a;x =0

] 1yl (b ] 1aij x;) =0.

Comme Ax* = b, alors y; (¥}, 0, i = 1,m d’ou la relation (2)

aij J bi)

e Condition suffisante :(<)

SO'ent (Z‘{il aij yl* — Cj)x; = O’ ] = 1"n

Et( Z] 1@4ij X ] b)yl =0,

i
3

En sommant la premiére équation par rapport a j et la deuxiéme par rapport a i, on

obtient :
i1 Xitq ayi xf — Xi=q ¢ %7 = 0,(3)
221 byl — Xt Y- aijyi x{ = 0(4)

Des deux équations (3) et (4) on obtient ¢c"x* = bTy*, et on vertu du théoréme(4), on

déduit que x* et y* sont des solutions optimales de (PLP) et (PLD) respectivement.
Remarque 6
De maniére générale, la solution optimale du probléme dual (PLD) est donnée par :

(—codts réduits) des variables d’écart obtenus appelés aussi multiplicateurs optimaux au
dernier tableau simplexe de la résolution du probléme primal (PLP) pour un probleme a

maximum.

(4cotts réduits) des variables d’écart obtenus appelés aussi multiplicateurs optimaux au
dernier tableau simplexe de la résolution du probléme primal (PLP) pour un probleme a

minimum.

<
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Remarque 7

Ainsi dans I’exemple numérique la solution optimale du probléme dual (PLD)

correspondant est donnée directement du dernier tableau simplexe du (PLP) par:

* * * 1 * 7 *
y (y1 =0;y2 =3:¥3 =§) et G(y*) = 65
1.10 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons présenté et détaillé deux méthodes de résolution des
problemes de programmation linéaire (la méthode du simplexe et la dualité). Dans un premier
temps nous avons parlé brievement sur la programmation linéaire, puis nous avons montré
I'application de cette méthode et aussi la dualité pour la résolution des problémes de

programmation linéaire.
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I1.1 Introduction

La théorie des ensembles flous est en fait, selon Zadeh, un pas vers un rapprochement
entre la précision des mathématiques classiques et la subtile imprécision du monde réel. La
théorie des ensembles flous a été développée par Zadeh (1965) [17] pour représenter
I’incertitude due a I’'imprécision dans 1’information ne pouvant étre modélisée par la théorie
probabiliste.

Aujourd’hui, les domaines d’application dans lesquels il existe des utilisations de la
logique floue sont tres variés : médecine, biologie, écologie, économie, recherche
scientifique...etc. Bien que la recherche ait renforcé la théorie des ensembles flous, il n’existe

toujours pas de consensus sur la détermination des fonctions d’appartenance.

11.2 Préliminaires sur les ensembles flous

Dans la théorie des ensembles classiques, il n’y a que deux situations acceptables pour
un élément, appartenir ou ne pas appartenir a un sous-ensemble. Le mérite de Zadeh a été de
tenter de sortir de cette logique booléenne en introduisant la notion d’appartenance pondérée,
permettre des graduations dans I’appartenance d’un élément a un sous-ensemble, ¢’est-a-dire

d’autoriser un élément a appartenir plus ou moins fortement a ce sous-ensemble [17].

 Contour « flou »
ou « graduel »

'

in
x nappartientniaAniaB
y appartient totalement 4 A
- Z appartient totalement B
t appartient partiellement 4 B

Contour « net » /

A :ensemble classique B : ensemble flou

FIG1.1  -Ensemble classique et ensemble flou

Définition 1 : Soit X un ensemble de référence et soit x un élément quelconque de X.

Un ensemble flou 4 de X est défini comme I’ensemble des couples
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A={(x,pz(x)),x € X}
ol pz:X = [0,1]

Ainsi, un sous ensemble flou A de X est caractérisé par une fonction d’appartenance 5
qui associe, a chaque point x de X un réel dans I’intervalle [0,1] ; wz(x) représente selon le

contexte le degré d’appartenance de x a 4, le niveau de similarité de x avec un prototype ou le

degré de comptabilité de x avec un concept donne.

Exemple de sous ensemble flou

On se propose de mesurer 1’acuité visuelle (moyenne des deux yeux) des individus d’une
certaine localité.
Soit A I’ensemble des individus ayant une bonne acuité visuelle. Cet ensemble a un contour
mal défini.

En effet, il y’a des individus dont I’acuité visuelle est égale a 1, 0.8, 0.6 ou toute autre

valeur comprise entre 0 et 1.

Remarque 1

Dans un environnement flou, on observe les trois cas possibles suivants :

ui(x) =0 sixn’appartient pasa A4,
0 <uz(x) <1 sixappartient partiellementa A4, (2.1)
pui(x) =1 sixappartient entiérementa A.

On peut faire remarquer que si A est un sous-ensemble classique, la fonction

d’appartenance qui lui est associée ne peut prendre que la valeur extréme 0 ou 1.

On adans ce cas :

paGo={ 0 six &4 (2.2)
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*  Nombre réel:

Exemple: 3.5

v

3.5
* Nombre flou:
Exemple: 3.5
1
3.2 35 4.0

Figure 2.1 - Comparaison entre un nombre flou et un nombre réel

11.2.1 Caractéristiques d’un ensemble flou [5], [12], [17]
Un ensemble flou est complétement défini par la donnée de sa fonction d’appartenance.

A partir d’une telle fonction, un certain nombre de caractéristiques de I’ensemble flou peuvent

étre étudiées.

Définition 2 : Support d’un ensemble flou 4
Le support d’un ensemble flou A de X, noté supp ( A), est I’ensemble de tous les

éléments qui lui appartiennent au moins un petit peu. Il est défini par :
supp (A) = {x € X/ uz(x) > 0}. (2.3)

Définition 3 : Hauteur d’un ensemble flou 4
La hauteur d’un ensemble flou A de X, notée h( 4 ), est le plus fort degré avec lequel

un élément de X appartient a A. Elle est définie par :

h(A) = supuz(x) (2.4)

xeX
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Définition 4 : Noyau d’un ensemble flou A
Le noyau d’un ensemble flou A de X, noté Noy(ﬁ ), est I’ensemble de tous les

éléments qui lui appartiennent totalement (avec un degreé 1). Il est défini par :

Noy(A) ={x € X/uz(x) = 1} (2.5)

Définition 5 : Ensemble flou normalisé

Un ensemble flou A est normalisé s’il existe x, € X tel que puz(x,) = 1.

Définition 6 : Coupe de niveau a
Une coupe de niveau a d’un ensemble flou 4, notée A%, ol
a €]0; 1], est I’ensemble ordinaire des éléments qui appartiennent & A avec un degré au moins

égal @ a. Il est défini par :
A ={x e X/ uz(x) = a} (2.6)

Définition 7 : Cardinalité
La cardinalité d'un ensemble flou A de X, noté |4|, est le nombre d'éléments appartenant

a A pondéré par leur degré d'appartenance. Formellement, pour A fini,

= > 27)
x€eX
Définition 8 : Ensemble flou convexe
Un ensemble flou A € X est dit convexe si et seulement si:  Vx;,x, €EX et VA€
[0,1],0na:
na(Axy + (1 = Dxz) = min(uz(x1), pa(x2)) (2.8)

Proposition 1
— A est convexe si seulement si A% est convexe V a € [0,1].

— Si A est convexe et a; < a, alors A% c A%,
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11.3 Nombre flou
Définition 9 : Un nombre flou est un ensemble flou A normalisé et convexe de R dont la
fonction d’appartenance est continue par morceaux.

Définition 10 : Un nombre flou 4 est non négatif si:
ui(x) =0;vx <0 (2.9)
Remarque 2 : Si le Noy( 4 ) est un intervalle de R, on parle alors d’intervalle flou.

11.4 Opérations sur les nombres flous [15], [17], [18]
Soient A et B deux sous-ensembles flous d’un méme référentiel X. Les opérations les
plus couramment utilisées sur les ensembles flous sont données par:
— Inclusion
Onditque A < B sietseulementsi Vx € X ona: uz(x) < uz(x).
— Egalité
Onditque A4 = B sietseulementsi Vx € X ona: uz(x) = uz(x).
— Intersection
A NB est le sous-ensemble flou de X dont la fonction d’appartenance est définie
par puzng(x) = min(uz(x), up(x)), vx € X.
— Réunion
A UB est le sous-ensemble flou de X dont la fonction d’appartenance est définie
par uzy p(x) = max(uz(x), uz(x)), vx € X.
— Complémentaire
A est le sous-ensemble flou complémentaire de A dont la fonction d’appartenance est donnée
par uz(x) =1— uz(x), vx € X.
— Produit cartésien

Soient 44, 4,, ..., A,,n sous-ensembles flous de X;,X,,...,X, respectivement. Le produit

cartésien de 4; x A, x ... X A,, est le sous-ensemble flou ayant pour fonction d’appartenance :

W iy x.xdy, (X1, s xn) = min(ug, (1), uz, (62), oo ha, (%n))
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11.4.1 Propriétés de I'union et de I'intersection
Soient 4, B et C trois sous ensembles flous, on représente quelques propriétés par :

— Commutativitt: AUB=BUA4d et AnB=Bnd

— Associativité : AU (BUC)=(AuB)uC et
An(BnC)=@AnB)nC

— Idempotence: AUA=A et And=A4

— Distributivit¢: Au (BnC)=(AuB)n (A u()et
An(BuC)=(AnB)u(AdnC)

—ldentité: Aup=4; Anx=4

— Cardinalité : |4| + |[B| = |An

=
+
=
C
=

11.5 Nombre flou de type L-R, [5]
Définition 10
Un nombre flou A est de type L-R s’il existe deux fonctions L, R telles que sa fonction

d’appartenance est donnée par:

L(m_x) si x<m aveca >0,

(2.10)
R(x—) si x=n avec > 0.

L(Left) et R(Right) sont des fonctions dites "fonctions de référence” du nombre flou A vérifiant
les propriétés suivantes :
e L et R fonctions non croissantes sur [0, +oo],
e L et R sontsymétriques : L(x) = L(—x); R(x) = R(—x) Vx,
e L(0)=R(0)=1.
Onnote A= (m,a,B)r
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Exemple

L(x) = e ™

L(x) = max (0,1 — |x|?),p € N*

ME 4

I .

B
=]
g p------mmmmme
B
+
0

Figure 2.3 - Représentation d'un nombre flou de type L-R

Remarque 3

1. Il existe plusieurs types de nombres flous de type L-R, lorsque les fonctions de référence

L et R sont linéaires, on parle alors de nombres flous de type triangulaire ou de type
trapézoidal.

2. Dans notre travail, nous nous intéresserons principalement au type trapézoidal de
nombres flous.

11.5.1 Nombre flou de type triangulaire [5], [7]

Un nombre flou A est dit de type triangulaire noté (a,a, ) (voir figure 1.2) si sa
fonction d’appartenance 1 z(x) est donnée par:

x—a+ta .

—Q si a—a<x<a,aveca >0,
pi(x) = 1 si. x=a,

a+f —x )

T si a<x<a+p, avecf > 0.
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0 a-o a a+ X

FIG 1.2- Nombre flou triangulaire (a, a, 8)

11.5.2 Comparaison et arithmétique de nombres flous triangulaires

Soient deux nombres flous de type triangulaire A = (a, ay, B;) et

B = (b, az, B>).

)} Comparaison de deux nombres flous triangulaires

1. Unnombre flou triangulaire A est non négatif si et seulement si a; > 0,
2. A=Bo a=b, a;=a, B;=7P
3. A<Bo as<h a—a;<b—a, a+p,<b+p,.
i) Opérations arithmétiques sur les nombres flous triangulaires
1. A@B=(a+b,a,+aypBi+pB),
2. -A= —(a,a,p1) = (—a,By, 1),

3. AOB=(a—b,a, + B, 51 + ay),
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:_ ((Aa,day, AB,) sil>01€ R,
o AQA= {(Aa, —ABy,—Aay) si A<0,1€ R

11.5.3. Nombre flou de type trapézoidal
Un nombre flou A est un nombre flou trapézoidal noté (a*, a’, a, B) (voir figure (1.3))

si sa fonction d’appartenance est donnée par :

x—al+a ,
[ - sial —a <x <at
pz(x) =4 1 sial <x <d, (2.11)
a’ +p—x
l 4 siay <x<d’ +5.
B
yjr\

W

0 - .
I L I [J
a-a a a a+p X

FIG1.3- Nombre flou trapézoidal (at,aY, a, B)

11.5.3.1 Comparaison et arithmétique de nombres flous trapézoidaux

Soient deux nombres flous trapézoidaux A = (a*,a¥, ay, B;) et

E = (bL, bU, a’z,ﬁz).

i) Comparaison de deux nombres flous trapézoidaux

1. Un nombre flou trapézoidal A est dit négatif si et seulement si a’ + 8, < 0,
2. Un nombre flou trapézoidal A est dit positif si et seulement si a* — a; > 0,

3. A=Bea=bt a’ =bY, a; =a,, By =P
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at —a; < bl —a,, aV+ B, < bV + B,.
ii) Opérations arithmétiques sur les nombres flous trapézoidaux
1. A®B=(a"+bLa’ +bY, a; + ay, By + Ba),
2. A= —(a*,av, as, Br) = (—a?, _aL'ﬁpOﬁ)'
3. A©OB = (a*—-bY,aV — bt a, + By, a, + B1),

4_ A ® A“ — {(A‘al‘l Aaul Aal: Aﬁl) Si A 2 O,A € R,
' ~ (MY, Aat, —AB,, —Aa;)) si A<0,1€ R

Notation
On note par F( R) I'ensemble des nombres flous de type trapézoidal.

11.6 Conclusion

Ce chapitre avait pour objectif d’introduire dans un premier temps, les concepts
fondamentaux de la théorie des nombres flous. Puis nous avons introduit 1’arithmétique des
nombres flous de type L-R qui nous servira comme support pour la résolution de notre probléme

principal au chapitre trois.
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I11.1 Introduction

En Programmation Linéaire, les données sont supposées étre connues avec précision.
Dans le cas ou ces derniéres sont mal connues ou imprécises de nature floue, nous parlons
alors de la Programmation Linéaire Floue. Dans notre cas, le flou est caractérisé par des
nombres flous trapézoidaux. En utilisant les fonctions « Ranking » et l'arithmétique des
nombres flous de type trapézoidal, nous pouvons reésoudre les problémes linéaires flous par la
méthode du simplexe flou et aussi par le dual flou qui n'est rien d'autre qu'une extension du

simplexe et dual classique étudiés au chapitre un.

111.2 Fonction Ranking R [1], [7], [8], [9], [14]

Une approche efficace pour comparer les nombres flous est l'utilisation des fonctions
Ranking ou fonctions de classement. Une fonction Ranking R est définie de I'ensemble des
nombres flous trapézoidaux F(R) dans R(R : F(R) —» R). De différents types de
fonctions Ranking ont été introduits dans la littérature et certains ont été utilisés pour résoudre

des problémes de programmation linéaire avec des parametres flous.

Propositionl
Soient @ eth deux nombres flous trapézoidaux, on définit un ordre sur F( R ) comme suit :
e Onditqued > bsietseulementsiR (@) = R (b),

R
e Onditquea > bsi et seulement si R (&) > R (b),

e Onditqued = bsietseulementsiR (d) = R ().

Lemmel
Soient a@ etb deux nombres flous trapézoidaux dans F(R) et soit R une fonction
Ranking. Alors
e d>beb < g,
R

R
>hboda—b
R

e q > > —d,
R R
e Sid > b eté > dalorsi+¢ = b+d,
R R R
e R (ka+b)=k R(@+ R(b) pour tout @ be F(R) et tout ke R (R est
linéaire).

.
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Chapitre 111

Remarque 1
Comme suggestion d'une fonction linéaire Ranking R d'un nombre flou trapézoidal

a = (a*,aV,a,p) old € F(R) est:
R (a) = at +a’ +5 (B — a)(3.1)

Ainsi en utilisant (3.1) pour les deux nombres flous trapézoidaux

a= (aL, aU, al,ﬁl) et E = (bL, bU, az,ﬁz) on adonC

~ 1 1
a % b<:>aL+aU+E(ﬁ1—a1)2bL+bU+§(ﬁ2_a2)

111.3 Programmation Linéaire Floue
Un probleme de Programmation Linéaire en Nombres Flous Trapézoidaux noté (PLF),

dans le cas ou le vecteur des colits ¢, la matrice des conditions A et le vecteur des contraintes

b sont des nombres flous trapézoidauxest défini comme suit :

§
maxF(x) = Z C; xj
j=1
(PLF) S.cC. (3.2)
c"luxj %Bl, i=1m
kx] 2 01 ] = 1,n

Ou
a; = (afj, af}, 6:,6;j) € F(R), b; = (bf, b}, 6;,6;) € F(R) et

& = (¢, cf,pj,u;) € F(R) pour touti=T,metj =1,n.

Théoréme 1
Le probleme (PLF) et le probleme suivant sont équivalents :

j=1
(3.3)

(Pe) A

.
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Preuve
Soient P; et P, les ensembles de solutions réalisables des problémes (PLF) et (P;)

respectivement.
Montrons que P, = P,

Soit

n
xEPl(:)szx] %{bl, i=1,..,m.
=1

n
L U L :
(=4 Z(aij, al-j, Hl],6l])x] % (bi,bg/t, 01161)' i=1,..m
Jj=1

n n n n
L U L pu
(=4 ij.al-j, xj.aij, ij.é?ij, x]61] % (bi'bi ,9]',6]'),
j=1 j=1 j=1 j=1
i=1,..m.

D’aprés larelationd < b ©R(a) < R(b), on obtient :

=
n n n n
R xj.aiLj, xj.al-Uj, xj.0i, ) x.8; ¢ < R(bE, b, 6;,6;)
=1 =1 =1 =1
i=1,..m.
n
& {af] +af +%(6U - Gij)}xj < bF + b} +%(6i - 6,),
=1
i=1,..m.

n
o Z R(a,)x; < Ry,
=1

.
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<=>x€P2dOnC P1=P2

Comme P, = P, et que toute solution réalisable optimale de (PLF) est solution

réalisable optimale de (P;) donc on conclut que les deux problémes sont équivalents.

111.4 Résolution d'un probléme linéaire flou a contraintes déterministes
Un probléme de Programmation Linéaire en Nombres Flous Trapézoidaux (PLNFT) a

contraintes déterministes est défini par :

max F(x) = ¢Tx
R
(PLNFT) s.c.
Ax=b
k x>0

OudAe R™M*" pe R™ T e (F(R))™ etxe R™ avec R une fonction Ranking

linéaire.

Définition1 Solution réalisable [7], [8]
On dit qu'un vecteur x € R™ est une solution reéalisable du probleme(PLNFT) si et

seulement si x satisfait les contraintes du probléme c’est a dire Ax = b et x > 0.

Définition2 Solution optimale [9], [10]
Une solution réalisable x* est une solution optimale pour le probléme(PLNFT) si pour

toute solution réalisablex, on a<x* % éx.

.
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111.4.1 Solution de base realisable
Nous introduisons la définition d'une solution de base réalisable pour un probléme de
programmation linéaire en nombres flous trapézoidaux (PLNFT). Considérons le systéme

suivant :

(V2o

Hypothése
Supposons que rang(A) = m.

Définition3 : Ensemble des indices de base
Soit B < {1, ...,n} un ensemble d'indices avec card(B) = m tel que les colonnes a;,
j € B, de A sont linéairement indépendantes. Autrement dit, la matrice carrée Ag formée des
colonnes a; , j € B, est inversible. On dit alors que I'ensemble B des indices est une base.
e Lesvariables x5 = (xj,j € B)sont appelées variables de base.

e Lesvariables xy = (xj,j ¢ B)sont appelées variables hors-base.

Remarque 2
On peut toujours écrire les décompositions par blocs suivantes :
A = (B,H) ou B est appelée matrice de base et H matrice hors base

et x = (xg, xy)T.

Définition4 : Solution de base réalisable
On dit que x = (xp, xy)Test une solution de base associée a la base B si elle vérifie :
Ax =bavecxzg =B 'hetxy =0

Si, en plusxg = 0, alors x est une solution de base reéalisable.

Définition5 : Solution dégénérée et non dégénérée
Une solution de base réalisable x est dite non dégénérée si x5z > 0.
Si, au moins, une composante xz = 0 alors x appelée une solution de base réalisable

dégenérée.

.
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111.5 Méthode du simplexe flou [1], [4], [8], [15]

On dispose d'une solution de base réalisable x d'un programme linéaire flou sous

forme standard, la matrice A peut s'écrire
A = (Ap,Ay)

avec Ap une matrice carrée de taille m x m, inversible , correspondant aux variable de base et
Ay une matrice de taille m x (n — m), correspondant aux variable hors -base. On décompose
également a la méme permutation prés des composantes x = (xg,xy)? avec xp les variables

de base et xy les variables hors base.
Le but est de trouver une autre base B* et une solution de base x*associée telle que
F(x*) > F(x)

La méthode du simplexe flou consiste a faire rentrer une variable hors-base dans la
nouvelle base (variable entrante) et faire sortir a la place une variable de base (variable

sortante).
111.5.1 Détermination de la variable entrante et calcul des codts réduits

On écrit la fonction objectif F avec les variables avec les variables de base / hors —
base. On a b = Ax = Agxy + Ayxy avec Ag inversible donc xz = Az (b — Agyxy). On

obtient donc :

F(x) = éTx = Elxp + éhxy avec ¢ = (Eg, )T

=
R CpAg" (b — Apxy) + Chxy
= CpAp'b + (Cy — CpAp' Ap)xy
Or x}, = Ag'b (car xj; = 0) etdonc ¢LAz'b = éTx* = F(x*) donc
F(x) 5 F(x*) + (¢} — cEA5" Ap)

Le vecteur L} = el — LAz Ay (3.4)

S’appelle vecteur des codts réduits.

.
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— Si les codts réduits sont tous négatifs c'est-a-dire L] % 0, il n’est alors pas possible

d’augmenter la fonction objectif F donc 1’algorithme se termine c’est-a-dire qu’on a trouvé

une solution de base réalisable optimale.

— Dans le cas contraire oU il existe j € H tel que (L ); § 0, on a intérét a faire rentrer dans la

base, la variable hors -base qui a le colt réduit positif le plus grand possible.

On note e ¢ B I’indice de variable entrante. On choisit e tel que

@we 5 max{@y);, Lu); > 0}

Ce qu’on note par :

e = m}ax{(ZH)j, (Ly); > 0}(3.5)

Remarque 3
Si on traite d’un probléme de minimisation c'est-a-dire avec

minF (x), alors la variable entrante x,est déterminée par I’indice

e 5 mjin{(ZH)j; (Ly); < 0}(3.6)

111.5.2 Détermination de la variable sortante

Une fois l'indice e choisi, il faut déterminer quelle variable doit quitter la base. En
maintenant la relation Ax = b, on augmente x, jusqu'a annuler une des variables de base.

Cette variable sera alors la variable sortante.
Ax =b & Agxg+A®x,=0b
ou A¢désigne la e-nieme colonne de A

& xp = Azl (b — A%x,)

.
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S xp = xp — AgtAx,
S Xp =Xp — ZX,
ou I'on a noté
z = AglA® € R™.

— Si z <0, on peut augmenter x, autant qu'on veut, on aura toujours la positivité de la
variable de base xg. La fonction objectif n'est pas majorée sur Dy, c'est & dire le maximum de

F vaut +o0. Dans ce cas, l'algorithme s'arréte.

— Sinon (il existez; > 0), pour avoir la positivité (x5 ); — z;x, = 0 pour tout i, on choisit la

variable sortante pour laquelle le rapport
(xg);/z; pouri =1,..,mavec z; > 0, est le plus petit possible.

On choisit

S = min
L

{(xE )i

Zj

) Zi>0}

On a, dans ce cas, x; = 0 et x5 > 0. La valeur de la variable entrante est donnée par :

X, = min
4

{(XE )i

i

7> o} (3.7)

Remarque 4

Solution optimale unique : Une solution de base réalisable est optimale et unique si , pour

les variable hors base :

- Dans le cas d'une maximisation tous les L} < 0,
- Dans le cas d'une minimisation tous les L} § 0.

Solution optimale multiple : Il existe une infinité de solution optimale.

- Si pour une variable hors base L} = 0.

=

.
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En effet, s'il y a un terme Ly § 0 sous le vecteur a;, on peut introduire a; dans la base et

obtenir une autre solution de base optimale.
111.5.3 Procédure de 'algorithme du simplexe flou d’un probléme (PLNFT) [1], [7], [8]

La methode du simplexe flou pour un probleme de maximisation est composée des

deux étapes suivantes :
Etape initiale : La solution de base réalisable de départ est donnée par :
xg = B~'b = b, xy = 0 et l'objectif flou Z = ézB~'b = égb.
Etape principale :

1.- Calcul de L

- Calculer R(Ly), pour toutes les variables hors base.
Soit

R(L)e = max{R(Ly);, R(Ln); > 0}

dans lequel N est I'ensemble des indices hors base actuels.
- SiR(Ly). < 0, alors Stop ; la solution actuelle est optimale.
- Sinon, on passe a I’étape (2).

2.-Sia; <0,alors Stop ; le probléme a une solution infinie.

- Sinon, déterminer la variable s qui va quitter la base de la maniére suivante :

b
S = min {—l ) avec a;, = (Ap)ie > O}
U Qe

3. - Mettre a jour en pivotant sur a,,,

Mettre & jour b; en remplagant par (b; — Z—S a;, > 0) pouri #s,

Mettre a jour F en le remplagant par (F + 2—5 (L)e).
se

Puis, mettre a jour la matrice de base B en remplacant a, par a, et passer a I'étape 1.

.
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111.5.4 Méthode des tableaux du simplexe flou d’un probléme (PLNFT)
Les calculs précédents peuvent se simplifier si on s’arrange pour avoir toujours

Ag = I;. On dit qu’on maintient I’identité sous la base. De cette facon, la résolution d’un
systeme Agxg = b est immédiate, puisquexz = b. On va donc chercher a travailler avec la
forme simpliciale de (PLNFT).

On suppose donc que la matrice A se décompose en A = (I,,,, Ay), ou I,,, est la matrice
identité d’ordre m, et on dispose d’une solution de base réalisable x* = (x5, x5;)T avec xj; =

betx; =0.
Dans ce cas, les colts réduits se simplifient en :

FT _ AT _ T
LH;{ n — CpAn

et les indices e et s des variables entrantes et sortantes sont données par :

e = max{(Lw);, (Lu); 3 0
(b
S = min {—,avecaie =,(A)ie > O}
t e '

bs
avec X = —

Ase

On réécrit les expressions ci-dessus, sous forme d’un tableau, comme suit :

Tableau simplexe flou

Base Xg Xy S.B.R
R(LE) 0 | R(ULYH =R (¢} —cEAp) R(ETAZ'D) = R(Z)
L 0 Lis & — Ay Z = ¢fA5'D

*B ! Ap' Ay b =A5'b

Le tableau, ci-dessus, nous donne toutes les informations dont on a besoin pour

procéder a la méthode du simplexe flou.

.
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111.5.5 Organigramme de I'algorithme du Simplexe Flou d*un probléme (PLNFT)

(maximisation)

Ecrire le modéle d'un probleme

(PLNFT)

'

Ecrire le modéle dans sa forme standard

Y
Obtenir une solution de base réalisable de
départ et mettre en évidence cette solution
dans un tableau du simplexe flou

‘l

- TouslesR(Ly). <0 ,jEN
R(Ln), g
_— -

Appliquer l'opération
de pivotage , pour

construire un nouveau

A
tableau du simplexe a;; a; <0, i=1,..
flou

,m

Le tableau actuel
donne la solution
optimale

Au moins un a;;>0

A 4

Choix de la variable entrante :

e = max{(Ly); (Ly); > 0}

A

Choix de la variable sortante :

b;
. —,avec
s = mjn Qe

i
Aie = (AH)i,e >0

A

Le pivot est I'élément a,

v

Il n'existe pas de
solution optimale
avec une valeur finie
pour Z

@
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111.6 Exemple numérique pour résoudre (PLNFT)

Résolvons le probleme de programmation linéaire en nombres flous trapézoidal

(PLNFT) suivant en utilisant la méthode du simplexe flou.

( max F (x) = (5,8,2,5)x; + (6,10,2,6)x,
R

S.C.
(P){ @410.2)x; + (1,2,1,1)x,

(23,10 + (2462)x; <

\ X1,X, =0

IA

(2,3,1,3)
5,10,20,10)

—~ 8

( maxF (x) = (5,8,2,5)x; + (6,10,2,6)x,
S.C.
(P R((24,10,2)x; + (1,2,1,1)x;) < R(2,3,1,3)
L%((Z,S,Ll)xl +(2,4,6,2)x;) < %R(5,10,20,10)
X1,%X =0

(maxF (x) =(58,2,5)x; + (6,10,2,6)x,
R

S.c.
(P3) 2x;+3x, <6
L 5x; + 4x, <10
X1, X =0

Le modele sous sa forme standard s’écrit :

max F (%) = (58,2,5)x + (6,10,2,6)x,
R

s.c.
(Py) 2x1 + 3x, + x3 =6

5x1 + 4x, +x, =10

k X1, X3, X3, x4 =0

On obtient alors un systemes d'équations comportant n = 4 inconnues et m = 2
contraintes. On obtient une solution de base en annulant (4 — 2) = 2 variables. On assure une

solution de base réalisable en annulant les variables x; et x,:
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X1=x2=0, X3=6, x4=10.

1du simplexe

Tableaul - Solution de départ

C'est la solution de base réalisable de départ qui est mise en évidence dans le tableau

Base X1 Xy X3 X4 S.B.R
R(LT) 29 -18 0 0 0
2
L't (-8,-5,5,2) (-10,-6,6,2) 0 0 0
X3 2 3 1 0 6
X4 5 4 0 1 10

Les variables hors base sont x; et x, .

On applique les criteres d'entrée et de sortie d'une variable :

min (B @R Ty < 0f = min{RENLR L2}

29
= min (—7,—18) =-—18

— la variable entrante est x,.

i1

b; b;
et min {—l ,(Ap)ie > 0} =min {—l ,(Ap)in > O}
A aie 2

— la variable sortante est x5.

En pivotant sur az, = 3, on obtient le tableau 2 suivant :
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Tableau 2
Base Xq Xy X3 X4 S.B.R
RLT) 5 0 6 0 | 36
2

T 5 19 5 10 3
bio (4350 0 2532) ° (12:20412)
Xy 2 1 1 2

3
X4 7 0 4 2

3 3

On applique les criteres d'entrée et de sortie d'une variable

R(LT) = min{R L)),
]

4

e

— la variable sortante est x,

ER(ZH)]-§O}

. bi . bi
min {2 (4y);e > 0f =minf" , (4,);, > 0}
a L)

. . . 7
La variable x; entre dans la base et la variable sortante est x, et le pivot est a,; = s
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Tableau3
X1 X X3 X4 S.B.R
R 0 0 32 15 267
7 14 7
0 0 ( 2 30 30 38) 512 18 19 (90 148 32 90
E’L 7)7)317 (7;71717) 7!.7;7;7
[0 |1 5 _Z 10
7 7
a1 |0 _z 3 6
7 7 7
Comme R(L'T,) > 0 pour toutes les variables hors base alors la
solution x* = (gg) est optimale et
F(x" —ﬁ(6 10) = (5825)><6+(61026)><10
X - 7! 7 - W& 7 ) )&y 7
_ (90 148 32 90)
7’ 7"’ 7’ 7
~ 90 148 1 /90 32
aveciR(F(x )) =7+T+5(7_7)
= 267
iR(F(x )) =
I11.7 Dualité Floue
111.7.1 Forme du probleme dual flou
Au Programme Linéaire Primal Flou (PLPF) suivant,
max | F(x) = ETx]
(PLPF)y  Ax < b (3.8)
R
x>0
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On associe le Programme Linéaire Dual Flou (PLDF) suivant :

(PLDF) { ATy & (3.9)

111.7.2 Comparaison entre Primal flou et Dual flou

Primal flou Dual flou
-max(F) -min(G)
-coefficient ¢ de F -second membre ¢
-second membre b -coefficient b de G
- m contraintes  inégalités (Ax % b) -m contraintes de positivité(y = 0)
- n contraintes de positivité (x > 0) - n contraintes inégalité (A"y =0)

Exemple Numérique
On considére un programme linéaire flou (PLPF) suivant :

max Z(x) = (2,3,1,1D)x; + (3,4,1,2)x,
s.c. (1,2,1,1)x; +(2,3,1,2)x, % (5,6,2,2)
(2,3,1,3)x; + (1,2,1,1)x, % (4,6,2,1)

(PLPF)

Ou (at, a¥, a, B) est un nombre flou de type trapézoidal.

En utilisant comme fonction Ranking R (a@)= a! + a¥ + % (B —a)le

programme(PLPF)devient :
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max z(x) = 5x; + 7.5x,
s.c. 3x;+55x, <11
6x; + 3x, < 9.5
X1, X, =0

(PLPF),

On écrit ce programme sous forme standard

max z = 5x; + 7.5x,
s.c. 3x; +5.5x, + x3 =11
6x1 + 3x, + x4 =9.5
X1,X2X3,X4 =0

(PLPF),

La solution optimale par la méthode du simplexe obtenue est :

xlzg’ xzzg et
s+ = (2311 ><77+(3412)><25—(151 277 227 377>
Z_(!y)) 96 » 4 16_ 24"32’96’96
‘ 151 | 277 , 1(377-227\ _ 3019 _
et m(z*)_g+§+z( 56 )_ s ~ 15.72.

Le dual du programme flou linéaire flou (PLPF) s’écrit :

( min w ; (5,6,2,2)y, + (4,6,2,1)y,
s.c. (1,2,1,D)y;+(2,3,1,3)y, % (2,3,1,1)
(2,3,1,2)y, + (1,2,1,1)y, % (3,4,1,2)
Y1,¥220

(PLDF)

D’aprés la fonction Ranking R (d)= al + a¥ + % (B — ), on obtient :

min Z 5 11y, + 9.5y,

(PLDF)l{ s.c. 3y;+6y,=>5
5.5y, +3y, =275

k y1,y2 20

La solution optimale du (PLDF) par la méthode du simplexe, est
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w* = (5,6,2,2) x % + (4,6,2,1) X % = (ﬂ &, 7 E) d’aprés la fonction Ranking, on

247 247 24’ 24

obtient :

@) =+ 24 2(E1) =2 ~ 1572
24 24 2 24 48

Remarque 5
Les deux problemes primal et dual ont des solutions optimales et
R(Z*) =R(W") = 15.72.
111.7.3 Théorémes de dualité [10]
Théoréemel
Le dual du dual flou est le primal flou.
Preuve
le dual d'un (PLPF) sous forme canonique pure s'écrit:

(min [G0) = b7y

ye R™
(PLDF) { ATy
Uy

%

(9}

=
R
>0

On prend le dual du dual et on obtientF (x)

rnxin[(—ft)x]
(PLDF) (_At)tx % (_E)t

x=0
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max[¢Tx]
X
(PLPF){Ax < b
R
x=0
Théoreme2

Si x, et y,sont deux solutions réalisables du primal flou et du dual flou

respectivement, alorséx, % Vob.

Preuve
On multiplie Ax, = ba gauche par y, = 0 ety,A = ¢a droite par x, = 0Oet on trouve

Cxg < YolAxg =< Yo
R R

S

d’ou
Flxo) < G(3o)

Théoréme3
Soient x, et y, deux solutions réalisables du primal flou et du dual flou

respectivement, siF (x,) = G (y,) alors x, et y,sont deux solutions optimales du primal flou
et du dual flou respectivement.

Preuve
Soient x, et y, deux solutions réalisables du primal flou (PLPF) et du dual flou

(PLDF) respectivement, telles queF (x,) = G (y,). D’apres le Théoréme (2) pour x solution

réalisable de(PLPF),ona:

F(x) < G(¥o) = F(x,) donc x,est une solution optimale du primal flou.

Soientx, et y, deux solutions réalisables du primal flou et du dual flou respectivement,

telles queF (x,) = G (y,). D’aprés le Théoréme (2) pour y solution réalisable de(PLDF),

-
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on a.

G(y) < F(xo) = G (y,) donc y,est une solution optimale du dual flou.

Remarque 6

Etant donnés un probleme primal flou (PLPF) et son dual flou (PLDF), une et une

seule des trois situations suivantes a lieu:

1)- Les deux problémes possédent chacun des solutions optimales x, et y, avec ¢x, = Yob.

2)- Un des problémes posséde une solution réalisable avec un optimum infini, ’autre n’a pas

de solution.
3)- Aucun des deux problemes ne posséde de solution réalisable.

Par exemple pour vérifier la remarque (3.3), considérons I’exemple suivant :

( max?% = (1,251, +(=1,0,2,6)x,

R
S.C.
(pLpFy 4 (L2505 +(-L13Dx, < (-1142)
(0162)% — (~113Dx, § (~2-137)
\ X1,Xp =0
(=4

( max Z § (1,2,5,1)X1 + (—1,0,2,6)XZ

S.C.

(PLPF);{  R((1,25,1)x, + (=1,13,1)x,) < R(—-1,1,4,2)
R((0,1,6,2)%; — (=1,1,3,)x,) < R(=2,—1,3,7)
k X1, X2 =0
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max Z = (1,2,5,1)x; + (—1,0,2,6)x,

(maxZ 5
S.C.
(PLPF)24 X1—x, < —1
I —X1 + Xy < -1
k xX1,%X; =0

( min Z ?{ (_1)1)4;2))/1 + (_ZI _1;3;7)}]2
S.C.

pLoryd  (L251)y: +(0,1,62)y, > (1,251)
(-1,1,3,D)y; — (-1,1,3,1)y, > (-1,0.26)

\ y1,Y2 =0

( min Z = (-1,1,4,2)y, + (=2,—-1,3,7)y,

S.C.
eLoF),{  R(A25Dy1+(0,162)y,) = R(1,251)

R((-1,1,3,D)y; — (—=1,1,3,1)y,) % R(-1,0,2,6)
\ Y1,y2 =0

(min Z = (-1,1,4,2)y, + (—2,—-1,3,7)y,
s.c.
(PLDF), iy, =1
—yi+y, 21
k 1,220

Les deux problemes (PLPF) et (PLDF) n’ont pas de solution réalisable.
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Théoreme4 :(Ecarts complémentaires)

Deux solutions réalisable x, et y, respectivement du primal flou (PLPF) et du dual

flou (PLDF) sont optimales si et seulement si

(VoA — E)xg + yo(b — Axy) 0.

R
Preuve

Condition nécessaire (=)

Supposons que x, et y, sont deux solutions réalisables du primal flou(PLPF) et du

dual flou(PLDF) respectivement ainsi,

Axy < bet
R

R () xo <R () 1)
En utilisant la fonction Ranking R, on obtient
R (D) = (R (@jDmxn et R(B) = R (b)) mx1,
avec d;;,b; € F(R), pouri=1,...m, j=1,..,n
En ajoutant a (1) la variable d’écart u, on obtient
R (A) xo + u =R (b) (2)
Puisque y, est une solution réalisable du dual flou (PLDF) alors
Vo A = get Ry, A)= R(©) o
yoR (4) = R (8).
En ajoutant la variable d’écart v on obtient 1’égalité suivante (3)

YoR(A)—v=RE (3)

On multiplie (2) & gauche par y, = 0 a gauche et (3) a droite par x, = 0, on obtient :

yoR (4) xo + you = yoR (), (4)
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YoR (A) xo — vxo = R (D). (5)
En faisant la soustraction de (5) et (4), on obtient :

YolU + vxy = YoR (5) — R () x,. (6)
D’aprées la remarque (6.1) et I’optimalité de x, et yy, ona:

¥o R (B) = R (€) x, et d’aprés I’égalité (6),

on deduit que : you + vx,=0 (7)
Finalement, en remplacant I'égalité (7) dans (6), on obtient:

@R (A) =R (@))xo+y0 (R (D) — R(A)x) =0 (8)
Ce qui implique

VoA — ©)xg + yo(b — Axy) 0. )

e
La condition suffisante (<) se fait de maniere similaire .
111.8 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons montré que tous les résultats existants en programmation
linéaire et dualité peuvent étre généralisés aux probléemes linéaires flous en utilisant la

fonction Ranking R.

Le caractére flou des coefficients des problémes primal et dual sont caractérisés par

des nombres flous de type trapézoidal.




Conclusion Générale

Depuis plusieurs annees, on considére que les deux sources d'incertitude principales
sont le manque d'information et la variabilité des phénomenes. On modélise, alors, les
informations soit par des distributions de probabilité (informations aléatoires) soit par des
ensembles flous (informations incomplétes). La théorie des ensembles flous apparait comme

un outil bien adapté pour modéliser un concept vague.

Dans notre travail nous avons aborde, en premier lieu, des programmes linéaires dont
les données sont supposées étre connues avec précision qui sont appelés des problémes
linéaires d'optimisation déterministes dont la résolution s'est faite par la méthode du simplexe
classique de Dantzig et la dualité. Nous avons exposé les théoréemes de dualité qui permettent
de donner les liens existants entre le probléme primal et le probléme dual correspondant dans

la programmation linéaire.

Ensuite nous avons traité des programmes linéaires, dont les données sont
approximatives ou vagues, qui sont appelés des problemes linéaires d'optimisation flous. Dans
notre cas, le flou est caractérisé par des nombres flous trapézoidaux. En utilisant les fonctions
Ranking et l'arithmétique des nombres flous de type trapézoidal, nous avons résolu les
problemes linéaires flous par la méthode du simplexe flou et aussi par le dual flou qui n'est

rien d'autre qu'une extension du simplexe et dual classique étudié au chapitre un.
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