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Notations

L: la fonction cotit.
F': la matrice de transition.
A(t) : le vecteur des estimations ou la co-commande.
: le vecteur des potentiels.
: la fonction dual.
: la valeur de suboptimalité.
: le pas de changement de commande.
: le pas de changement de support.
- la solution du systéme conjugué:p = — A’y
: la solution de ’équation G = —G(t)A.

: instant ou ensemble des instants de commutation.
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: le champ de vecteurs.

X : espace d’état continu.

Q) : espace d’état discret.

Tsup : ensemble des instants du support.

Ty : 'ensemble des instants de non support.

u : la commande constante par morceaux.

w(t) : la pseudo-commande.

[(t) : la direction de changement de commande.

Ad(t) : les variations de la co-commande.



Introduction générale

Historiquement, les premieres recherches et les premieres applications se sont
développées dans le contexte de I’économie. C’est ainsi que G.B.Dantzig propose en 1947 le
terme de Programmation Linéaire [15, 16], pour I’étude des problemes théorique et algorith-
mique liés a 'optimisation des fonctions linéaires sous contraintes linéaires. L’apparition
de systemes a structure complexe a motivé le développement de la théorie du calcul des
variations [10], devenue plus tard, la théorie du controle optimal [12, 20, 31].

Cette théorie, a connu un véritable essor depuis les années cinquante avec la
découverte d’outils puissants tels que le principe du maximum de Pontriyaguin, formulé
par L.S.Pontriyaguin en 1956 [30], qui généralise les équations d’Euler-Lagrange du calcul
des variations, et le principe de programmation dynamique de R. Bellman [5]. L’objectif
peut étre est de stabiliser le systeme pour le rendre insensible a certaines perturbations,
ou encore de déterminer des solutions optimales pour un certain critere d’optimisation.

Avec le développement des systemes automatisés, les problemes issus de I'industrie sont
de plus en plus riches en problemes de controle. Les applications de la théorie du controle
optimal sont de ce fait extrémement nombreuses dans des domaines tres différents tels que
I’aéronautique, I'automatique, la robotique, la biologie, etc.

L’automatique s’est intéressée dés ces origines a I’étude et la commande des systemes
physiques généralement représentés par un modele dynamique continu [17], modélisé par un
ensemble d’équations différentielles, ou par un modele a événements discrets [13, 29|, défini
par une séquence d’événements qui provoque la transition entre un nombre fini d’états.
Chacun de ces domaines a créé un ensemble de théories et de méthodes et développé
des solutions performantes pour régler les problemes qui se posent [1, 20, 44, 47, 48].
Les progres de la technologie tels que, les ordinateurs plus rapides et les capteurs plus
fiables ont conduit I’homme a construire des systemes plus complexe. Cependant, ’appli-
cation de méthodes rigoureuses pour traiter les aspects continus d’une part, et les aspects
événementiels d’autre part, ne saurait garantir la qualité du systeme global tant que les
interactions entre ces deux aspects ne sont pas prise en compte. Donc, la combinaison des

deux aspects continu et discret dans un méme modele est indispensable, d’ou la notion de
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modele hybride. De maniere générale, les systemes dynamiques faisant intervenir explici-
tement et simultanément des phénomeénes ou des modeles de type dynamique continue et
événementielle sont appelés systemes dynamiques hybrides (SDH)[7, 29, 34, 57].

L’intérét porté a ce type de systemes a grandi ces dernieres années, du fait de leur
présence dans un nombre important de domaines d’applications, comme par exemple, ceux
de I'aéronautique, la robotique, 1’électronique de puissance, les systemes de transport, les
systemes flexibles de production, etc.

Le controle optimal des systemes dynamiques hybrides est un domaine de recherches
relativement récent et en plein essor. Cependant, contrairement au controle des systemes
continus, pour lesquels les problemes sont bien identifiés, celui des systéemes hybrides
manque a l’heure actuelle d’'un cadre théorique unifié. Une difficulté majeure est d’ar-
river a concilier le caractere a la fois continu et discret de ces systemes. En effet, méme
si la dynamique continue dans un mode donné de I'automate hybride est bien connue, les
transitions discretes entre les modes peuvent engendrer des phénomenes inattendus, sur
lesquels les solutions au sens classique ne sont pas définies.

Un certain nombre de travaux ont été effectués dans ce domaine, en utilisant les
méthodes issues de la commande optimale des systemes dynamiques continus, tels que
le principe de maximum de Pontriyaguin [20, 30], le principe de la programmation dy-
namique [5, 4, 3] et le calcul des variations [31, 42]. Cependant, cette théorie clas-
sique pour les systemes continus, ne peut s’appliquer directement aux problemes hy-
brides, les résultats doivent étre adaptés pour prendre en compte les discontinuités ap-
paraissant dans les systemes hybrides, ce qui rend sa résolution tres complexe, voir
2, 6, 8,9, 14, 27, 39, 40, 54, 55].

Une autre approche pour la résolution des problemes de controle optimal, a été pro-
posée par R. Gabasov et F.M. Kirillova dans les années 80, appelée méthode adaptée de la
programmation linéaire. Cette méthode est une généralisation de la méthode de simplexe
[15, 16], a 'opposé de celle-ci, la méthode adaptée atteint 'optimum du probléme en pas-
sant par l'intérieur de I’ensemble des solutions réalisables. Elle a été utilisée avec succes
pour résoudre des problemes de programmation linéaire [21], ensuite & la résolution des
problemes de controle optimale des systemes continus [22, 36, 37, 38, 49].

Dans notre travail, nous proposons d’adapter cette méthode a la résolution d’un
probleme de controle de systeme dynamique hybride. Nous nous intéressons plus par-
ticulierement a une classe de systemes hybrides dont la partie continue est représentée
par une structure de systeme continu linéaire évoluant sur un espace d’état délimité par
des spécifications de fonctionnement (contraintes sur I’état). Ainsi, I’évolution du systéme

peut étre décrite par une équation différentielle linéaire et par des commutations entre les
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différentes dynamiques continues.
Ce mémoire s’articule autour de quatre chapitres:

Le premier chapitre consiste a étudier la mise en oeuvre de la méthode adaptée. L’origi-
nalité de cette approche est d’utiliser la notion du support, 'outil principal de la méthode
pour résoudre des problemes classique de la programmation linéaire.

Dans le deuxieme chapitre, on étudie le probleme de commande optimale d'un systeme
dynamique continu, en utilisant le principe de la méthode adaptée de la programmation
linéaire. Le probleme peut étre soumis a un certain nombre de contraintes: sur I’état et sur
la commande.

Le troisieme chapitre consiste a présenter les systemes dynamiques hybrides. Une classi-
fication de ces systemes est proposée par M.S.Branicky en fonction des types de phénomenes
hybrides considérés. Chaque classe est illustrée par un exemple. Ensuite, différents moyens
de représentation des systemes dynamiques hybrides ont été présentés, ainsi que les prin-
cipales approches utilisées pour résoudre les problemes de commande optimale.

Le quatrieme chapitre a pour objectif d’étendre la méthode étudiée dans le chapitre I et
IT a la résolution de deux problemes de controle optimal d'une classe de systeme dynamique
hybride & commutation de modele autonome. Le premier consiste a résoudre un probleme
a cout final et le deuxieme, est un probléeme a erreur terminale. Il s’agit de déterminer la
commande constante par morceaux et les instants de commutation permettant d’approcher
au mieux un état désiré a l'instant final donné. Deux exemples de systemes mécaniques
ont été traités, en supposant le premier exemple a plusieurs instants de commutation et le
deuxieme a un seul instant de commutation.

Nous cloturons ce mémoire par une conclusion générale sur ce qui a été fait et des

perspectives de continuation de ce travail.



Chapitre 1

Résolution d’un probleme de
programmation linéaire par la
méthode adaptée

1.1 Introduction

En mathématique, les problemes de programmation linéaire sont des problemes d’op-
timisation ou la fonction objective et les contraintes sont toutes linéaires. En 1947, G. B.
Dantzig a proposé la méthode de simplexe pour résoudre les problemes de programmation
linéaire [15, 16], en construisant tout d’abord une solution réalisable qui est un sommet d’un
polytope puis on se déplace selon les arrétes de ce polytope pour atteindre des sommets
pour lesquels la valeur de I'objectif est de plus en plus grande jusqu’a atteindre ’optimum.

En 1979, Leonid Khachiyan a proposé un algorithme polynomial [32] pour la program-
mation linéaire, basé sur la méthode de I'ellipsoide en optimisation non linéaire. Cependant,
Iefficacité pratique de cet algorithme est décevante : I’algorithme de simplexe est pratique-
ment toujours plus performant. En revanche, ce résultat a encouragé la recherche dans
les méthodes de points intérieurs. En 1984, Narendra Karmarkar propose un algorithme
de point intérieur [35]. C’est le premier algorithme polynomial efficace a la fois en théorie
et en pratique. Depuis lors, plusieurs méthodes de points intérieurs ont été proposées et
étudiées.

Une généralisation de la méthode du simplexe a été faite par R.Gabasov et F.M.Kirillova
dans les années 80 [21], appelée méthode adaptée, ¢’est une méthode de point intérieur per-
mettant une résolution particulierement rapide des problemes linéaires, en tenant compte
des contraintes générales et simples, et sans introduire des variables d’écart pour transfor-

mer les contraintes simples. Cet algorithme évolue a 'intérieur de ’ensemble des solutions
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admissibles et ne rejoint son bord qu’a la convergence.

Dans ce chapitre, nous rappelons le principe de la méthode adaptée, en étudiant un
probleme classique de la programmation linéaire avec contraintes. L’avantage principal de
cette méthode est le fait de définir un plan d’appui comme étant la paire constituée d’un
plan admissible quelconque et un appui du probleme, ce qui permet de résoudre le probleme

en deux étapes: le changement du plan et le changement du support (d’appui).

1.2 Position du probleme:
Considérons le probleme de maximisation de la fonctionnelle:
L(z1,x9,....x,) = 121 + 22 + ... + Cp2p

sous les contraintes suivantes:

a1y + aes + ... + A1pnTy = bl,

a21T1 + A92xo + ... + Aonly = bg, (1 1)
Am1T1 + ApmaZ2 + oo + QppTn = bma '
d*l S x S dTa;d*n S T S d;,

Ou J = {1,2,....,n} est 'ensemble d’indices des variables x1,z9,....2,; I = {1,2,....,m} est
I'ensemble d’indices des parametres by,bs,...,by,. Introduisons le vecteur z(J) = (x;,5 €
J) = (21,22,..,x), ¢ = ¢(J),b = b(I),dx = d.(J),d* = d*(J)et la matrice A = A[I,J] =
(a;j,i € 1,5 € J), avec rangA =m, m = n.

Alors le probleme (1.1) prend la forme suivante:

{ L(r) = v — maz, (1.2)

Ar =0, d, <z < d*,
Le domaine admissible est défini comme suit:
X={zeR": Az =0, d. <z <d"}

Le vecteur x de I'ensemble X est dit plan du probleme (1.2) s’il vérifie a la fois la contrainte

générale (Az = b)et la contrainte simple(d, <z < d*)

Définition 1.1. Un plan z° du probleme (1.2) est dit plan optimal s'il vérifie:

L(z%) = mazL(x).
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Définition 1.2. Un plan x¢ est dit epsilon-optimal si et seulement si:

L(z) — L(2°) < e.

Ou € est un nombre réel positif.

Définition 1.3. L’ensemble Jy, C J,|Jsp| = m est dit support des contraintes du

probleme (1.2), et la matrice P = A[l,Js,,] la matrice du support, si P est inversible

La contrainte générale Ax = b peut étre donnée sous la forme suivante:
Proy,+ Al J oy =b, an ={zj, j€ InhJInv =T\ Jsup,
Tsup = P Yb— Ayxy), An = A(I,Jy). (1.3)
Nous pouvons introduire la notation suivante:
Q = Q(Joup,I) = P71

Le principe de la méthode adaptée de la programmation linéaire est que le support change

avec le changement de la solution admissible, d’ou la définition suivante:

Définition 1.4. La paire {z,J,,,} formée d'un plan x et du support Jy,, est dite support
plan du probleme (1.2).
Définition 1.5. Un plan d’appui {z,Js,} est dit non-dégénéré si d.; < z; < dj,j €

Jsup, Tj, J € J étant la j—eme composante du vecteur

1.3 Formule d’accroissement de la fonctionnelle:

Soit {x,Js,,} un plan d’appui du probleme, considérons le nouveau plan = = = + 0z

Calculons la formule d’accroissement de la fonctionnelle:

AL(z) = L(Z) — L(z) = T — dz = Oz, (1.4)
Comme x est un plan d’appui du probleme, alors on a:

Adx =A(T —2)=AT - Az =b—-b=0, (1.5)

Or
P@msup -+ AN(?xN = O,

Et
al’sup = —QANa.TN. (16)
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Ainsi, pour tout dzy = (0x;,j € Jn) et 0xgy = (0x,5 € Joup), on obtient le vecteur

0r = (0% up,0xn) De la, la formule d’accroissement de la fonctionnelle:

AL(z) = €, 0Tsup + Oy = —(4, QAN — )02, (1.7)
Le vecteur
A= (4, jelJ)=d,,QA-C. (1.8)

est appelé co-plan ou vecteur d’estimation, il est évident qu’il est égal a zéro pour les

composantes du support ou d’appui:

/ _ / ! /
A Cop@P — ¢ c c 0,

sup sup — Csup T Csup —

Pour calculer les composantes de non-support du co-plan, il est nécessaire d’utiliser le

vecteur des potentiels:

u = ClsupQ’ (1.9)
Alors nous avons:
Ay =u' Ay — cy, (1.10)
Or
Aj=da; —cjj € Jy, (1.11)

Avec a; = A[l,j] est la j—eme colonne de la matrice A.

De (1.7) et (1.8) I'expression de 'accroissement de la fonctionnelle s’écrit:

AL(x) = —Aydzy = — Y Ajox;. (1.12)

J€IN
1.4 Critere d’optimalité et de suboptimalité:
1.4.1 Critere d’optimalité:

Théoréme 1.1. [21] Les relations:

X = d*j St A]’ i 0,
d*]’ <.Tj <d;k, St AJ:O

sont suffisantes,et dans le cas de non-dégénérescence, elle sont nécessaires pour 'optimalité

du plan d’appui {z,Js,} du probléme (1.2).
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Preuve. Condition suffisante:
Supposons que les relations (1.18) sont vérifiées pour un plan d’appui {x,Js,,} du probléme
(1.2), de (1.12) on tire: AL(x) = 0 ce qui implique que {z,Jsp} est un plan d’appui du
probleme.
Condition nécessaire:
Soit {x,Jsup} un plan d’appui non-dégénéré du probléme (1.2), Supposons que x est optimal
et que les relations (1.13) ne sont pas vérifiées, c’est a dire qu’il existe au moins un indice
Jo € Jn, tel que:
Ajy =0, xjy # dijy, ou Ay, <0z, # dj,
Construisons un nouveau plan T de la maniére suivante: T = x + 01 ou 6 est un nombre
réel positif non nul et | est un vecteur défini par:
) ) dyiy — T, st A; =0
L=0J € JIn\jo, Ly = { d;zo— x]Z(,) S Ajz <0

Et comme Al =0, on aura:

I[Jp] = —QA[LJN]I[IN].

Comme le plan d’appui {z, sy} est non dégénéré, on peut trouver 6 = 0 tel que T = v+ 0l
soit un plan d’appui du probléme (1.2). Et posant T = x + 0, on remplace dans la formule
(1.12), on obtient: L(x + 0l) — L(x) = —0A'l = —0A” 1;, = 0 ce qui contredit l'optimalité
du plan x

1.4.2 Critere de suboptimalité:

Le maximum de la fonction AL(x) sous les contraintes suivantes:
d*j jl'_]:IJ—i-aLB] jd}k, jE Jn.

est atteint pour:

et est égal a

B=0Jaw) = Y, Ajz—dy)+ D Ay —d))) (1.14)

A0, jeJn A;<0, jeJn

appelée valeur de suboptimalité du plan du support {x,Js,,}. De la, on a toujours
L(2%) = L(x) < B2, Jup)- (1.15)
Théoréme 1.2. [21] Si f(x,Js,) = € alors x est e— optimal.

Preuve. i 3(x,J,) < ¢ = L(z°) — L(x) X €,c’est a dire que 2° est e— optimal.
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1.4.3 Le probleme dual

Soit {z,J

des potentiels tel que u

sup

0 _

Q, correspondant au support J°

sup sup”

En utilisant (1.11) et (1.13) nous avons:

!
0 — .
a;u’ —c¢j = 0 pour x; = d,;j,

auo—chO pour x]—d*

a;-uo—cjzo pour dij < x; <d;, j€ Jn,

Nous avons aussi

a;-uo —¢c¢; =0, j€ Jsoup,
Nous introduisons le vecteur:

50 =06) = Au’ —c.
A partir de (1.17) on peut écrire:

0 - 0 o / /
5 07 5N — csupQAN - CN’

sup

Construisons les vecteurs v¥,w” avec

0 0,0 0
Uj:5j, w; =0 pour 5ji0,

v =0, wj——(S pour6 <0, 7€ J.

0

Selon (1.18)-(1.20) le vecteur A\’ = (y = u®,v = v°,w = w°) satisfais les relations:

Ay—v4+w=c, v=0, w=0.

Nous calculons la valeur
d(\0) = b’ — d° + d "’

=C,@Qb— Y dydi— > o),

8920, jEIN 89=<0, jEIN
- ! 0 0 - ! ’ ! 0
- Csupr - E :Ej(sj - Csupr - (CsupQAN - CN)Q;'N7
Jje€JIN

_ ) 0 o ) 0 0 .0
- Csup(Qb_QANxN> +CN'TN - Csupxsup+cN'TN =cx,

Alors
d(\°) = L(2").

} plan d’appul satisfaisant le critere d’optimalité (1.13). Soit u" le vecteur

(1.16)

(1.17)

(1.18)

(1.19)

(1.20)

(1.21)

(1.22)
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Soit A\ = (y,v,w), satisfaisant (1.21), et = une solution admissible arbitraire:
dN) =by—dv+dw=azAy—zv+zw,
=z (Ay—v+w) =ce,
c’est a dire:
P(N\) = L(z). (1.23)
Comparons (1.22)et (1.23) nous constatons que \° = (y°,0°,w°) est la solution du probléeme

suivant:
dN) =by — dyv+d*w — min

Ay—v+w=c, v=0, w=0 (1.24)

C’est un probleme de programmation linéaire. Ou le probleme (1.2) est appelé primal, et

le probleme (1.24) est appelé dual

Définition 1.6. Le vecteur A = (y,v,w) satisfaisant les contraintes du probleme (1.24) est

appelé plan admissible dual. Le vecteur \° = (y°,0%,w°) est appelé plan optimal dual.

Le vecteur \° = (y°,0% w") solution du probléme dual correspond au support J?

sup- 11OUS

introduisons une méme construction correspondant au support arbitraire Jy,,. A partir de

la formule v’ = ¢, @, le vecteur 6 = A'u — ¢ est appelé co-plan correspondant au support

Jsup- Utilisant le co-plan 4, et construisant v,w avec
vj =0, w; =0, pour 0; =0,

v; =0, w; =—0;, pour 6; <0, j€&J (1.25)

Considérons le vecteur A = (y,v,w) plan admissible du probléme dual, A = (y,0,W) est un

autre plan. Alors ®(\) < O(N).
De plus, on a Jg, un support et § un co-plan correspondant. Le vecteur x = x(J) =
(Xsup,Xn) avec

xj=d. st 0; =0, x;=d;, si §; <0,

xj =dy ou dj, si 6;=0, j€ Jy, (1.26)
Xsup = Q(b — ANXN).
est appelé pseudo-plan correspondant. On peut considérer ’ensemble des indices suivant:
Jw={j € Jy:sid; =0},

S ={j€Jy:sid; <0}, (1.27)
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Le pseudo-plan correspondant est dit plan optimal du probleme:
dr — max

Les conditions (1.26) permet de satisfaire les conditions d’optimalité (1.13) si

d*sup j L sup = d; (129)

— Ysup-®

c’est a dire que x est le plan admissible du probleme primal (1.2), alors, c’est un plan
optimal.
Le vecteur 0xy = x — xy maximise ’accroissement de la fonctionnelle quand on calcul la

valeur de suboptimalité
5(I7Jsup> - AEV(xN - XN)- (130)

Pour tout support nous avons

dx = D(N). (1.31)

Ou A est le plan admissible dual correspondant au support Jg,, et x est le pseudo-plan

admissible correspondant.

1.4.4 Décomposition de la valeur de suboptimalité

Considérons la paire {z,.Js,;, } plan d’appui, 5(z,Js,) la valeur de suboptimalité calculée

dans (1.14), A = (y,v,w) le plan admissible dual correspondant. Alors
B, Jsup) = Ay(an — xn) = '(x — x) = (A = ) (z — %),
=cdx—dz=®\) — L(z) = d(\) — d(\°) + L(2°) — L(x),
= B(Jeup) + B(),
C’est a dire
B(x,Jsup) = B(z) + B(Tsup)- (1.32)
Ou f(z) = L(2") — L(x) est le degré de non optimalité du plan z.8(Js,) = ®(A) — P(A\°)

est le degré de non optimalité du support Jg,,.

Nous avons donc, le plan z° est dit optimal si §(2%) = 0, le support Jg,, est dit optimal si
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1.5 Méthode de résolution

Considérons le plan de départ {x,Js,,} pour lequel le critere d’optimalité n’est pas
vérifiée, et que B(x,Jgp) > 0. L'itération de la méthode adaptée de la programmation

linéaire consiste a chercher un autre plan d’appui {7, J ., ui améliore {x,J,,, } afin d’avoir
) D ) P

ﬂ<f7jsup) = ﬁ<x>Jsup)>

et cela peut étre réalisé en deux étapes:
— Changement de plan x — T qui permet de diminuer le degré de non optimalité du
plan du probleme (7)) < 5(z).
— Changement de support Jy,, — 75up qui permet de diminuer le degré de non opti-
malité du support 5(Jsup) = B(Jsup)-

1.5.1 Changement de plan

Soit {z,Js,} un plan d’appui du probleme, calculons le vecteur d’estimation A =
A'u — ¢, (u = Q'csyp), les composantes non support de pseudo-plan x sont donné comme

suit: N
d.;, pour j € Jy,

X; = 5 . Y 1.33

J { dj, pour j € Jy, (1.33)

Et la valeur de suboptimalité:

B, Jaup) = Ay (zy — xN).

Si
Si

B(x,Jsyp) = €, Alors arréter le processus avec x e—optimal.
B(x,Jsup) > €, On va construire la direction:

l=x—u, (1.34)
et le nouveau plan = z(6) tel que:

z(0) =z +6l, 6 =0,

Ou @ est le pas de changement.

Selon (1.34), la direction peut étre construite comme suit:

d*j_$j7 si A]‘ =0
ds — x. siA; <0
. — J I J
lj 0, si Aj =0, € Jy (135)

Z[Jsup] = _QA[[ajN]l[JN]a
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Les propriétés suivantes sont importantes:

— La contrainte générale s’écrit:
Az(0) = Az + 0A(x —x) = (1 — 0)Ax + 0Ax = b.
— L’accroissement de la fonctionnelle suivant le pas et la direction:
dL(x(0))/d0 = 'l = —=Ayln = B(x,Jsup) = €, €= 0

Le pas peut étre calculé de telle sorte que les contraintes simples soient vérifiées. pour

0 <0 < 1 les composantes non support sont vérifiées d.y < zn(0) < d};, contrairement

aux composantes de support d,, = Tsp(0) =X d,,. A partir de la, nous calculons le pas

maximal 6° qui vérifie la contrainte simple de support:

Notons que 6; est le pas maximal determiné pour chaque composante d’appui {j € Jgp}

Les trois cas suivant sont possible pour toute composante {j € Jgyp}:

1. I; = 0, la composante x;(f) augmente et peut atteindre la valeur critique dj pour
9 _ 9 _ (d;_xj)
=0, =

Lj
2. 1; < 0, la composante x;(#) diminue et peut atteindre la valeur critique d,; pour

_ . Gy
0=10,= T

3. [; =0, la composante z;(f) ne change pas x;(0) = z; et § =60; = o0

Alors, on obtient:

@, pour [; > 0,
0;=q %%, pourl; <0, (1.37)
J
00, pour [; = 0.

Donc, le pas maximal #° en respectant les composantes de (), j € Jgp, est egal a:
0° = 0;, = minb;, j € Jup (1.38)

indice jo € Jgp indique la premiére composante x5, (0°) qui peut atteindre 'une des bornes
de la contrainte simple.

Si {@,Jsup} est un plan d’appui non dégénéré, Alors ° - 0 puisque 6; = 0, j € Jgyp
Ainsi, le nouveau plan Z = z() = z + 6°] peut étre construit. Nous calculons la valeur de

suboptimalité de plan d’appui {Z,Js,, }:

ﬁ(f,Jsup) = A/N(i’N — XN) = A/N(IN + HOZN — XN)7
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= AIN(1 - 00)(£N - XN) = (1 - 90)ﬁ(‘rut]sup> j ﬁ(xw]sup)v
Si
B(Z,Jeup) = (1 — 0")8(2,J5up) =< €.

Alors, la résolution du probleme est arrétée, avec T est plan e—optimal. Sinon, on passe au

changement de support.

1.5.2 Changement de support

Définition 1.7. Le plan d’appui {z,Js,} est dit dualement non dégénéré, si toutes les

composantes du non support de co-plan correspondant sont pas égal a zéro:

0; =0;#0, 7€ Jn, (1.39)
Le plan d’appui {z,Js,} qui & la propriété:

dij <5 < d5, § € Jsup (1.40)

est dit primalement non dégénéré.
D’autre part,Le plan d’appui {z, /s, } est dit non dégénéré, s’il vérifie (1.39),(1.40).
Pour tout support Jg,, est associé un plan dual correspondant A qui permet de calculer

le degré de non optimalité du support:
B(Joup) = ®(A) — ®(AY). (1.41)

Considérons A un nouveau plan dual, vérifiant les conditions:

1. ®(\) X D(N).
2. X est le plan dual associé & un nouveau support fup

Pour tel changement, le degré de non optimalité doit diminuer:

Afin de calculer A nous construisons le vecteur A\(o) = (y(o),v(c),w(c)), o = 0. Comme les
composantes du plan dual A = (y,v,w) sont trouvées a partir de la premiére composante
y, alors, méme \(o) , o > 0, doit étre calculé en commengant par y(c). D’abord, nous

déterminons le changement des composantes de support de co-plan:

Osup(0) = dsup + 000 5up, (1.42)
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Ou
a(ssup = —sign (ljo)v ljo = Xjo — Ljo- (1'43)

Selon (1.42) et (1.43),la seule composante de co-plan qui va changer est d;,, c’est a dire

Jo»
celle correspondant & T, = x;,(0°),et selon (1.42) et (1.43) les propriétés suivantes sont

vraies:
Pour 1, < 0 nous avons dj,(0) = 0, =0, Tj, = dujp-
Pour [, = 0 nous avons 6;,(c) = 9;, =0, Tj, =dj,.

Pour ds,p(0),0 = 0 donné, et 'équation: &, = y'P — ¢, On a:

y,P = 5;up + C;up = y, = (6;up + C;up)Q7

y, = (dlsup(a) - O_aégup + C,sup)Q = y/ = (5;up(0) + C{sup)Q - O—aégupQ7
Y (0)PQ — 000,,,Q =y =y (0) =0y = y'(0) =y + 00y,
Ou
y, = CsupQ7 ay/ = 858upQ = _QSign (ljo>~

Aprés détermination de y(o), nous calculons les composantes de non support de co-plan:
(o) =y (0)Any — y =Y An — &y + 00y Ay = 0 + 000, (1.44)

Ou
D0y = 0y’ An = —Ansign (). (1.45)

Dans le premier lieu, nous considérons le cas ou le plan d’appui {x,Js,,} est dualement

non dégénéré, Alors:
vj(0) =d;(0) = 6; + 00d;, wi(o) =0, si d; > 0,
vj(0) =0, wj(o) = —0;(0) = —0; — 0d6;, si 0; < 0,5 € Jy,
vj(o) =w;i(c) =0, j € Jsup\Jos (1.46)
vj,(0) = 6;,(0) = 0, wj,(c) = 0 pour 0d;o =1 (¢ —a—dl;, <0),
Vjy = 0, U)j0<0') = —5j0<0') = —0 pour 8(5j0 = -1 (C— a—d le - 0),
Le comportement de la fonction objective duale ®(\) pour (o) est égal:
O(A(0)) = Vy(0) — div(o) +d *w(o),

= by(o) — xydn(0) — d

*J0

vio(0) + djgw(0),
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=Vy+ ob' Ay — xlyon — 0xyAdN — 0T, Adjy,
=O(\) + o(V'Ay — xyAdn — T;,Ad5,), (1.47)
= O(\) + o(b'Ay — XN ANAY — T, Ad;,,
=P(\) + oV — xyAN)QAIN — Ty A,
= O(A) + 0(x},,Ady — Z;,Ad5, = B(A) — o]xj, — Ty, |.
On pose:
a = —|xj, — ;| <0, (1.48)
Selon (1.47), (1.48), la fonction objective dual ®(A(¢)) diminue, jusqu’a ce que 'une de
composantes de §,(c),j € Jy s’annule, et la valeur de o' peut étre déterminée par:

1

0 =045 = ]12}2 gy,
o — —5j/65j, St 6j65j <0, (1 49)
7] oo, sinon '

Notons que dans le cas de la dégénérescence dual les composantes o;, j € Jy peuvent

prendre la valeur nulle. D’apres (1.27), nous considérons:
505,{ < 0,81 j €Jy, 00; <0 ouj € Jy, ;-0
T =0, si € TN, 00, = 00uje Jy, 06 <0
Alors, nous avons:
o* =o' =0, A= MN0"), Jep = (Jeup\Jo) U 51
Par construction, nous avons:
P(N\) = d(\) = o*a. (1.50)
La matrice P = A(I,J,,,) obtenue & partir de P = A(I,J,,) par le changement de la
colonne aj, en a;, est inversible, par conséquence J est un support. Alors, on obtient
Osup = 0(Jsup) = 0.
0jr = 0,0(Jap\J1) = 0(Jeup\Jo) = 6 (Jaup\Jo);

La valeur de suboptimalité diminue de |a|o*:

ﬁ(fajsup) = ﬁ(jajsuzi) +ao” < ﬁ(ja‘]sw)a (1'51)
A Titération de la méthode, la valeur de suboptimalité change comme suit:
B(Z,J qup) = (1 — 0°)B(2,Jgup) + 0™ (1.52)

Elle est strictement décroissante si le plan d’appui {z,.Js,,} est primalement non dégénéré.
Si B(%,Jsp) = €. Alors T est un plan e—optimal. Sinon, on passe a la nouvelle itération

avec un plan d’appui {Z,Jeu}-
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1.5.3 Algorithme

La méthode adaptée de la programmation linéaire est décrite de la maniere suivante:
1. Prendre un plan d’appui de départ {z,Js,}

— Calculer le vecteur des potentiels v/ = [ J5]Q/Q = A (I, Jsup).

— Calculer le vecteur des estimation A" = u'A — (.

— subdiviser ’ensemble Jy en deux partie
J]T[ - {] E JN . Aj i 0},:]7 - {j E JN,AJ' =< 0},

JEUJy = Jn,JyNJy =2,
— Determiner les composantes non support du pseudo plan xy:

{ d.j, pour j € Jy
XN = " . —
d;, pour j € Jy
2. Test d’optimalité du plan d’appui {x,Jg, }
— Calculer la valeur de suboptimalité 5(z,Jsup)
B, Jap) = Y Az — %5).

Jje€JN

— Si B(x,Jsup) = 0 alors arréter le processus avec {z} solution optimale.
— Si f(x,Jsup) < € alors arréter le processus avec {z} solution e—optimale.
— Si B(z,Jsup) > €, alors aller a 3

3. Changement du plan x — &
T=x+01 avec B(Z,Jep) = B(,Jqup)-

— QCalculer le vecteur | =x — x

— Calculer le pas 6° = 0, = minje,,, 6; ou

(d;;xj), pour [; > 0,
0; = @, pour I; < 0,
0, pour l; = 0,7 € Jyp.

— Calculer 7 = x + 6°1.

— Calculer 8(Z,J5) = (1 — 6°)8(z,Jsup)-
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4. Test d’optimalité du nouveau plan x

— Si B(Z,Jsup) = 0, alors arréter le processus de résolution avec Z la solution

optimale.
— Si B(Z,Jsup) = €, alors arréter le processus avec T solution e—optimale.
— Sinon, aller a 6
5. Changement de support (appui) Juup — Jsup

— Calculer la direction 0oy de changement des composantes non support du co-

plan 5]‘ = Aj.
— Calculer la direction 06y = —An sign l;, avec 0dsy,y = —sign 1,
— Calculer o = —|x;, — 7, |

— Calculer 0! = 0, = minjey, 0,

05 =

{ —5]'/85]‘, si 5j8(5j <0

00, sinon

Et le nouveau support: J, = (Jsup\Jjo) U j1

— Calculer la valeur de suboptimalité correspondant a {E,jsup}
/B(j.773’l,l,p) = ﬂ(i'ﬂ]sup) + OKO'*

— Si B(%,J 4up) = 0, alors arréter le processus avec {Z,J ., } support plan optimal.

— Si B(Z,Jep) = € alors arréter le processus avec {Z,J,,} support plan
e—optimal.

— Si B(%,J4up) = 0, Aller & 3 avec le nouveau plan d’appui {Z,J s}

1.6 Exemple 1.1:

Soit le probleme suivant:
L(z) = x1 + 229 + x3 — max

Sous les contraintes suivantes:

$1+$2—$3+$4:10,
—I1+2$2+l’3+$5:20,

0 =21 2200 2 2p =20;0 2 23 < 20;
0= x4 =30;0 2 25 X 40;,
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Ou

20

cdf =1 20 | ; J={1,2,345}; I ={12}; m=2; n=5.
30
40

le plan admissible de départ: 2/ = ( 5 0 5 10 20 ) o Iy ={1,2,3}
1 0 1 1 -1
Jsup:{4a5}7 Asup:P:Q:<0 1)) AN:(—l 2 1 )

Calcul de la valeur de suboptimalité:

0 20
0
0
0
0

On passe au changement du plan:

On calcul la direction et le pas:

In=(15 20 15 ); lwp=(—20 —40)

Nous choisissons ° = 6, = 3, donc j, = {4}

Et le nouveau plan:

La nouvelle valeur de suboptimalité:
B(z,Jeup) = (1 — 0°)3(2,Jgup) = 35 = €

Donc, on passe au changement de support:
Calcul de 9§ et o
Doup=(10); dy=(11 —1)

o' = 0j =min(o;) =1
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Alors, la valeur minimale de o; correspond j; = {1} Et le nouveau support Jg,, =

(Jsup\jO) U jl'
La valeur de suboptimalité:

ﬁ(j’7jsup) - (1 - 00)5(1',1]51“,) + a0, = 25 = ¢

Ona (f,jsup) > 0 alors en passe de nouveau au changement du plan, puis, au changement
du support jusqu’a obtenir un support plan optimal.

Apres 4 itérations, on obtient la solution optimale = = (20, 10, 20, 0, 0) et la valeur
maximale de la fonctionnelle L(z) = 60.

La résolution de ce probleme en utilisant la méthode du simplexe nous a donné la solution
optimale en 7 itérations, ce qui veut dire que la méthode adaptée de la programmation

linéaire converge rapidement vers la solution optimale.

1.7 Conclusion

Ce chapitre est consacré a la résolution d’un probleme de programmation linéaire, en
utilisant la méthode adaptée. Cette derniere, est basée sur la notion du support, qui est
I’outil principale de la méthode. L’application de cette méthode pour résoudre les problemes
de programmation linéaire montre 'efficacité de la méthode par rapport a 'algorithme du
simplexe, du fait qu’elle converge rapidement vers la solution optimale. Par conséquent,
La méthode adaptée a trouvé un champ d’application beaucoup plus large incluant aussi

bien les problemes de controle optimal.



Chapitre 2

Résolution d’un probleme de controle
optimal par la méthode adaptée

2.1 Introduction

Le probleme général de la détermination d’une commande optimale d'un processus
peut se résumer comme suit: Etant donné un processus défini par son modele, trouver
parmi toutes les commandes admissibles celles qui permettent de satisfaire des conditions
initiales et finales données, de satisfaire diverses contraintes imposées et d’optimiser un
critere choisi. L’objectif de ce chapitre, est de résoudre un probleme de commande opti-
male d’un systeme dynamique linéaire. La résolution de tel probleme peut éventuellement
se faire par la méthode adaptée de la programmation linéaire [36, 37, 49]. Apres avoir for-
mulé le probleme et donner quelques notions de support controle, on démontre les criteres
d’optimalité et de suboptimalité sur lesquels est construit ’algorithme de résolution. Cette
méthode peut étre en effet utilisée efficacement pour déterminer une solution en boucle

ouverte.

2.2 Position du probleme

Soit T' = [to,ts], h = (t; — to)/N, ou N est un entier positif, T}, = {to,to + h,....t; — h},
u(t), t € T une commande constante par morceaux prenant des valeurs constantes sur des
intervalles de longueur h, si u(t) = u(to+sh), t € [to+shto+ (s+1)h], s = 0,N — 1, cette
commande est bornée supérieurement par d* et inférieurement par d,, tout en sachant que
d* et d, sont des réels.

Dans la classe des commandes constantes par morceaux, on considere le probleme de com-

mande optimale suivant:
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Maximiser le critere:

L(u) = dz(ty) — mazx
d’un systeme continu:
&(t) = Az(t) + Bu(t), x(0) = zo,

sous les contraintes:

{ Hax(ty) = g,

d, 2 u(t) 2 d*, t €T = [to,ty],

ou x(t) € R™ est n—vecteur représentant I’état du systeme au temps ¢.

8

A = A(J,J) est une n x n—matrice caractérisant le systéme.
B = B(J) est un n—vecteur.

H = H(I,J) est une m X n—matrice et rangH = m < n.

¢ = c(J) le vecteur des cotts.

xo est la position initiale du systeme.

I={1,..m}, J={1,...n} les ensembles d’indices.

La solution du systeme différentiel (2.2) est donnée par:

x(t) = F(t)xo + / F(t — s)Bu(s)ds,

to

ou F(t) est la solution du systeme:

AF(t), teT

——
M.
S
S~—

Il

avec I la matrice identité.

La solution a t = ¢t est:

ty
x(ty) = F(ty.to)xo +/ F(tst)Bu(t)dt, t € T.

to

On a

u(t) = u(ty + sh), t € [to+shto+(s+1)h], s =0,N—1.
Alors z(ty) peut s’écrire de la maniere suivante:

to+2h

to+h
(ty) =F(tf,to)xo+/ F(ty,9)Bu(to dz9+/ F(t;,9)Bu(ty + h)dd

to to+h

to+3h
+/ F(t;,9) Bu(to + 2h)di + . . +/ F(t;.9)Bult; — h)do,
to+2h

(2.4)
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x(tf) fo to Ty + Z / (t)dl? (25)
teTy
en remplacant (2.5) dans (2.1) et (2.3), on obtient:
L(u) = ¢ F(tg,to) $0+2/ ¥)Bu(t)dd,
teTy
HF(tgto)zo + Z/ HF(t;,9)Bu(t)dd = g.
teTy
On pose:
t+h
p(t) = / dF(tg,0)BdY, ot / HF(t;0)Bdd, (2.6)
t
g=9—HF(tyto)zo, Flty,0) = F(ty)F(9) = e,
Le probleme de départ devient:
Zp(t)u(t) — max
teTy
> e(ult) = g, (2.7)
teTy

Le probleme (2.7) est un probleme de programmation linéaire a m contraintes générales

et N variables. Lorsque le nombre de variable est tres grand, il est difficile de résoudre

le probleme par les méthodes classiques de la programmation linéaire. Nous avons alors a

résoudre le probleme en utilisant les concepts de la méthode adaptée de la programmation

linéaire.
Soit 1.(t), t € T, la solution du systeme conjugué:
Y= —A(); Pt =c

Y(ty) = c est la condition initiale.

Soit G(t), t € T, une m x n—matrice , solution de I’équation:
G =-G(t)A, G(t;) = H,

avec G(ty) = H la condition initiale.

Alors le vecteur p(t) prend la forme:

t+h
_ / ' (9) B,
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Et la matrice ¢(t) prend la forme:
t+h
¢@:/ G(0)BdY, t €T,
t

Définition 2.1. Toute commande vérifiant les contraintes du probleme (2.7) est dite com-

mande admissible.
Définition 2.2. Une commande admissible u°(¢) est dite optimale si et seulement si

L(u’) = [ max L(u)].

ds« Su=d*

et la trajectoire correspondante x°(t) est dite ”trajectoire optimale”

Définition 2.3. Une commande admissible u¢(t) est dite e—optimale si et seulement si

L(u®) — L(u) < e,

avec € un positif donné

2.2.1 Support controle (Commande appui)

Dans lensemble T}, nous choisissons un ensemble Ty, = {t;, | = 1,m}, formé de
points isolés appelés des moments d’appui, ensuite, nous construisons la m x m—matrice
Osup = {p(t), t € Tyyp}. L'ensemble Ty, = {t;, | = 1,m} est appelé support (appui) du
probleéme si la matrice de support ou d’appui s, = {¢(t;), | = 1,m} est inversible, c’est
a dire det(psup) # 0
La construction de la matrice ¢4,, peut se faire par deux méthode:

1. La premiere méthode consiste a construire m—états X;(t7), { = 1,m du systeme (2.2)

correspondant a 1’état initial z(¢y) = 0, et la commande:

w(t) = 1, telt, ti+h)
T 0, teT\[t, ti+h), I=Tm

Puis, nous multiplions X;(t) par la matrice H, et on aura @y, = HX/(tf), | =1m

2. La deuxiéme méthode consiste & construire m solutions &;(t), ¢ = 1,m du systéme
conjugué (2.8), dans des intervalles [t, ¢+ h|, t € Ty, avec des conditions initiales

Y(ts) = h;, et nous obtenons la matrice:

t+h o
Feup = / fé(ﬁ)Bdﬁ’ te Tsup7 1= l,m
t

yeme

avec, h; est la 1" colonne de la matrice H.
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Remarques

— Si le point initial zy n’est pas controlable, alors, il n’existe pas de commande wu
admissible ni donc de trajectoire du systéme considéré reliant z a la cible, (la notion

de controlabilité est abordée dans ’annexe).

— L’écriture suivante (par exemple): 7'\ Ty, signifie tout ¢ appartenant a 7' et n’appar-
tient pas a Ty,p, T\{t;} tout ¢ appartenant a T" et différent de ¢,.

Définition 2.4. La paire {u,Ty,,} formée de la commande admissible v = {u(t), t € T}

et du support Ty,, est appelée support controle (commande appui).

2.3 Formule d’accroissement de la fonctionnelle

Soit {u,Ts,,} un support controle de départ, x(t) sa trajectoire correspondante.

Construisons le vecteur des potentiels y qui est solution de ’équation:

ylgosup = Psup>

Donc
Y = DoupPoapy Dsup = (0(t), t € Taup), (2.9)
la co-commande:
A(t) = p(t) —y'o(t), t € Th.
La co-trajectoire 1(t), t € T est la solution du systéme conjugué, avec la condition initiale
U(ty) =c—Hy.

connaissant la co-trajectoire ¥(t), t € T, la co-commande peut étre écrite sous la forme

suivante:

A(t) = /t t+hz//(z9)Bd19, teT, (2.10)

Soit @(t) = u(t) + du(t), t € T une autre commande admissible, et Z(t) = z(t) + dz(t) sa

trajectoire correspondante. Déterminons 1’accroissement de la fonctionnelle:
AL = L(u) — L(u) = dz(t) — dz(t),

= F(tyto)mo+ »_ plt)u(t) — ¢ Fltsto)wo — »_ plt)ult),

teT), teT),

=Y p)ult) = Y pltyult) =Y pt)(a(t) - u(t)) = Y _ pH)du(t),

teTy teTy, teTy teTy



Chapitre 2. Résolution d’un probleme de CO par la méthode adaptée 30

D’autre coté, on a u(t) et u(t) sont admissible, alors:
D e(alt) = 3 p(tult) =0 = p(H)du(t) =
teTy teTy, teTh
De la:
> e)ou(t) + > @t)ou(t) =0, Ty =Ti\ Tup.-

teTsup tETN

Comme @g, = {@(t), t € Ty} est inversible et u(t) constante par morceau, alors:

8u( SUP gpsup Z 90 au
teTnN
Avec

Toup = {ti,l = 1,m} et Ou( Tsup) = {0u1,...,0Uy, }.

Ainsi:

AL= " pt)ou(t) + > p(t)ou(t) = paupOu(Tey) + Y p(t)du(t),

tGTsup teTN teTN
AL = —pappan, Y o0)0u(t) + > p(t)du(t),
teTn teTn
- - Z psup(psupgo p( ))au( )
teTN

L’accroissement de la fonctionnelle devient:

AL ==Y A(t)du(t). (2.11)

teTn

2.3.1 Valeur de suboptimalité

La co-commande A(t) a la propriété suivante:
A(t) =0, si te Ty,

Maintenant, nous construisons une pseudo-commande w(t), t € T

Tout d’abord, il suffit de construire une pseudo-commande w(t), pour t € Ty, ou Ty =

Th\Tsup

Donc
w(t) = d, si A(t) <0
wt)=d* s A®) =0,
w(t) € [dod] siA(t) =0, t € Ty.
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En utilisant la contrainte générale du probleme (2.7), les valeur w(t) t € T,, peuvent étre

trouvées par ’équation:

Y wltyw(t) + Y ebw(t) = g. (2.12)
tETsup teTN
Une méthode dynamique pour construire wsg,, = {w(t), t € Ty,,} consiste a calculer ae((t)
solution de 'équation (2.2) avec une commande u(t) = w(t), t € T, u(t) =0, t € Ty,
et une condition initiale z(ty) = 0.

Alors, wgyy = {w(t), t € Ty} est obtenu par la résolution de 1'équation:

PsupWsup = g - H%O(tf)

Sid, 2 w(t) < d*, t €Ty, alors u’(t) = w(t), t € Ty, est la commande optimale.

La solution @(t), t € T, de I’équation (2.2) avec la commande constante par morceaux
u(t) = w(t), t € Tj, et la condition initiale xz(ty) = x est appelée une pseudo-trajectoire.
La valeur:

B = B(u,Tup) = deelty) — dx(ty) = Y At —u(t)), (2.13)

teTn
est appelée valeur de suboptimalité du support controle {u,Ts,,}.
De la on a:
AL = L(u) — L(u) 2 B(u,Tsup),

et pour % = u’ on a

L(u’) = L(u) = B(w,Tsup)-
De cette derniere inégalité on tire les résultats suivants:

2.3.2 Critere d’optimalité

Théoreme 2.1. [36] Les relations:

u(t) = d*, si A(t) = 0,
u(t) = d,, si A(t) =0, (2.14)
d. < u(t) < d* si A(t) =0, t €Ty,

sont suffisantes et dans le cas de la non-dégénérescence, elles sont nécessaires pour lopti-

malité du support controle {u, Ty}
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Preuve. Condition suffisante:

Si les relations (2.14) sont vérifiées alors de (2.13) on aura u(t) = w(t), donc B(u,Tsy,) = 0.
Comme AL = L(u)—L(u) = B(u,Tsyp) = 0. Alors {u,Ts,,} est un support contréle optimall.
Condition nécessaire:

Procédons par ’absurde:

Soit {u,Tsup} un support controle optimal non dégénéré et supposons que les relations (2.14)

ne sont pas vérifiées, c’est a dire: il existe un moment t, € T), tel que
Aty) =0 et u(t,) =d. ou A(t,) <0 et u(t,) <d".

Construisons la commande u(t) = u(t) + du(t) tel que

d, — u(t,) si At) = 0,

Ou(t) =0, t € Tn\ts, Ou(t) = { d* — u(t,) si A(ty) < 0.

L’accroissement de la fonctionnelle:

AL = L(w) — L{u) = = Y A(t)du(t),

AL = —A(t)ou(t,) — Y A()u(t).
teTN \tx

Et comme Ou(t) =0, t € Tn\t., alors
AL = —A(t.)0u(t,) > 0,

= L(u) > L(u), et ceci contredit l'optimalité de support controle {u(t),Tsup}
Notons qu’un support controle {u,T,,} est dit dégénéré, si la valeur de la fonction cott

correspondante ne change pas en appliquant I'algorithme.

Principe de maximum

En utilisant I’équation (2.10) correspondant a la co-commande A(t), t € Tj, et la co-
trajectoire ¥ (t), t € T, nous pouvons écrire le critére d’optimalité sous forme du principe
du maximum:

Pour qu'une commande admissible u(t), t € T}, et sa trajectoire correspondante x(t), t €
T}, soient optimales, il est nécessaire et suffisant de trouver un tel support 7, satisfaisant

la condition :

t+h t+h
/ ' (9) Bddu(t) — max / W (0)Bddu(t), t € T,
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la condition de transversalité:

yHux(ty) = maxy' Hz.
Hzx=g

2.3.3 Ciritere de suboptimalité
Principe e-maximum

Théoréeme 2.2. [36](principe e—mazimum)
Soit € = 0 donné. Pour que la commande admissible u(t), t € Ty, et sa trajectoire cor-
respondante x(t), t € T), soient e—optimale, il est nécessaire et suffisant de trouver un tel

support Ty, pour lequel, la condition e—mazimum soit vérifiée:

t+h t+h
/ ' (9) Bdvu(t) — max / W (9) Bddu(t) — e(t), t € Ty,

avec

D elt) e (2.15)

Preuve. Condition suffisante:
En wutilisant 'accroissement de la fonctionnelle, la valeur de suboptimalité G du support

controle {u,Ts,,} est égale a:
BuTup) = Y At — u(t)].
teTn
D’aprés la relation (2.10) on a:

S = 3 [ 0B~ u(ola,

teTn

-y / w(t) = '(9) Bu(t)]dv,

teTn

—Z/ W' (9) Bw(t)dd — Z/ W' (9)Bu(t

teTn teTn

—maXZ/ V' (9)Bu(t)dy — Z/ V' (9) Bul(t

teTN teTN
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= 3 max /t " 0 But)dd — 3 /t " ) Bu(t)d,

teTn teTy

= 3 fmax / ¥/(9) Bu(t)d9 — / ¥/(9) Bu(t)av),
= Z €(t) < e

teTn

L(u) — L(u) < B(u,Tsup), alors pour i = u°, on obtient:
L(UO) - L(u) = 6(U7Tsup) =€,

donc u(t) est e—optimale.
Condition nécessaire:
Soit u(t) une commande e—optimale. On va faire une décomposition de la valeur de subop-

timalité 3(u,Ts,y). Pour cela introduisons le probléme dual:

D(k(t)w(t) = gr— Y v(t)d. + Y w(t)d” — min (2.16)

tETh tETh
v(t) =0, w(t) =0, teT '
L’ensemble (k,v(t),w(t)), t € Ty défini de la facon suivante:
K=Y,
v(t) = At), w(t)=0 st A(t) =0, (2.18)

v(t) =0, w(t)=—A{) si Alt) <0, teT.

vérifie les contraintes (2.14) c’est a dire que c’est une solution admissible du dual, et
désignons par (y°0°(t),w°(t)), t € Ty, une solution optimale.
On remplace les relations A(t) = y'p(t) —p(t) dans la valeur de suboptimalité 3, on obtient:

B= Altult) =Y Alt)yw(t),

=) [e(t) = p)u(t) = Y v(t)d + Y w(t)d",
= Z y'o(t)ul(t) — Zp(t)U(t) — Z v(t)d, + Z w(t)d*

D’autre part on a:

> etyu(t) =g — HF(tp)zo =g = Y y/e(t)ult) = gy

teTy, teT)
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A Uoptimalité on a:
L(u") = D(y° 0" w°),

donc
Zp u-gy—Zv d+2w
teT), teT), teT),
d’ot
B=>> pty(t) — gy’ + > (t)d. — > ()
teT), teT), teT),
= pu(t) + gy = > ot)d, + Y w(t)d
teTy teTy, teTy,
=D pmu’(t) = p(tyu®)] +[gy' = D v(t)d.
teT), teT), teT),
—l—Zw(t)d* qu t)d, +Zw
teT), teT), teT),
= [L(u®) = L(u)] + [D(y(t),0(t)w(t)) — D(y° 0" )],
= ﬁu + ﬂsup'
ot

— Bu = L(u®)—L(u) est appelée la mesure de la non optimalité de la commande u(t), t €
Th.

~ Bsup = D(y(t),v(t),w(t)) — D(y* 0 ,w°) est appelée la mesure de la non optimalité du
support Tgyp.

Si on associe d la commande u(t), t € T, un support optimal TS, alors on aura By, = 0.

sup
De la, la valeur de suboptimalité devient §(u,T3,,) = Bu.

Comme u(t) est e—optimale = L(u°) — L(u) = 3, = B(u,T3,,) = €. Posons:
€(t) = A)(w(t) —u(t), teT,

On a A(t) = f”th (9)BdY, t €Ty, on obtient alors:

/ W 0)Bw(t) — u(t))dd, t€ T,

/ W (9) Bu(t)dd — / W(9)Bu(t)dd, te Ty,

e(t) = muax/t W' (9)Bu(t)dy — /t P'(9)Bu(t)dy, t e Ty,
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D elt) = Z[mgx /t N W' (9) Bw(t)d9 — /t a Y (9)Bu(t)dd], te Ty

teTy teTy
d’ot
BuTop) =Y €t) Ze.
teTy

Ce qui implique la condition e—mazimum (2.15).

2.4 Meéthode de résolution

Le support est utilis¢é non seulement pour déterminer la commande optimale ou

e—optimale, mais il est considéré comme étant ’outil principal de la méthode. Comme
il change durant les itérations suivant le changement de la commande, il est naturel de les
considéré comme une paire.
Soit {u,Ts,,} un support controle de départ pour lequel la condition e—maximum n’est
pas vérifiée. une itération de I'algorithme consiste a effectuer le changement de support
controle {u, Ty} — {U,Tsp} de sorte que B(,Tsup) = B(u,Thyp). Cela se fait en deux
procédures:

1. Changement de commande u(t) — u(t).

2. Changement de support Ty, — Tsup-

Le support controle {u,Ts,,} est dit primalement non dégénéré si:
de <u(t) < d*, t € Ty
Le support controle {u,Ts,,} est dit dualement non dégénéré si:
A(t) #0, t €Ty, Ty =Tp\Tsup-

Remarque: Les instants Ty, € Ty, sont appelés les zéros du non support Ty si A(Ty,) =
0.

Supposons que pour un € > 0 donné, la condition e—maximum et les inégalités d, =
w(t) 2 d*, t € Ty, ne sont pas vérifiées pour un support controle de départ {u,T,,}. Une
itération de la méthode consiste a faire un changement de commande puis un changement

de support.



Chapitre 2. Résolution d’un probleme de CO par la méthode adaptée 37

2.4.1 Changement de commande:

On construit une nouvelle commande admissible sous la forme:
a(t) = u(t) + ou(t) = u(t) + 0°l(t), t € Ty,

Ou I(t) est la direction d’amélioration de la commande u(t), ¢t € T}, et 6° le pas maximal
admissible le long de cette direction.
Détermination de la direction admissible:
I(t) sera définie de sorte qu’elle maximise I'accroissement de la fonctionnelle. Pour cela,
posons:

[(t) =w(t) —u(t), t €. (2.19)

On a u(t), u(t) sont admissible, alors:

0 @lt)(t) =0,

— 3 i) + 3 et =0,
— 3 i) = - 3 elt)ie).

Nous avons {(Tsup) = lsup, €t Ysup est inversible donc

lsup = _(P;ulp Z Qp(tﬂ(t)‘ (2'20)

teTn

Détermination du pas maximal:
u(t) = u(t) +0(t)l(t), t €T une commande admissible donc elle doit vérifier

d, = a(t) < d*, teT),
C’est a dire
d, < u(t) +0@)(t) 2 d*, t €Ty
Sur T on a 8 =1 et sur Tj,;, on doit avoir:
de —u(t) 20()(t) 2 d" —u(t), t€ Tsy.
De la, on a 6(ty) = min#(t) on

(d” ~u(t)) si 1(t) = 0,
o(t) = ¢ L ul) si 1(t) <0, (2.21)
00 st 1(t) =0 t € Ty
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d’ou le pas maximal:

0° = min(1,0(ty)).

Calculons la valeur de suboptimalité de la nouvelle commande @ avec le support de départ

Toup:

Top) = 3 AW w(t) - a(t)],

=A@ w(t) —u(t) — 6°1(1),

= 3 AWl — u(t)] — 3 AD#I)
— B T) — 0° 3 A@(E) — u(t)],
= B, Toup) — 0°B(u,Toup),
=(1- 00)6(U,Tsup).

De la

— Si 6° =1, alors 3(4,Tsy,) = 0 d'olt @ est une commande optimale.
~ Si (1 —6°)p8(u,Tsup) < € alors u est e—optimale.

— Si (1 —6°)8(u,Tsp) = €, alors on passe au changement du support.

2.4.2 Changement de support:

De la procédure du changement de commande, nous avons §° = 0(t"), t° € Ty,
B(t,Tsup) = € . Alors, le moment ¢ doit sortir de la base et le remplacer par un autre
moment qui va permettre de diminuer la mesure de non optimalité de support 3s,,. Cette
procédure est basée sur le passage de T§,, — Tsup.

La premiere étape pour construire un nouveau support Tsup, consiste a déterminer les

variations du vecteur des potentiels Ay par la résolution d’un systeme d’équations linéaires:
_prsupAy = Aa(t)a te Tsupa

Ou A(t%) = sign u(t®) et Ad(t) =0, ¢ € Tuup\t°.
Notons que Ad(t), t € Ty, est la variation de la co-commande engendrée par les variations
Ay, elle est définie par:

AS() = —Ayp(t) = —Ay / G(9)Bdd, t € Ty.
t
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Le nouveau vecteur des estimations est donné par:
At) = A(t,o) = A(t) +cAs(t), t €Ty, o=0. (2.22)

Ainsi, le probleme dual est donné comme suit:

D(y(o),v(t,0)w(t,o)) = gy(o) — Z v(t,o)d. + Z w(t,o)d" — min, (2.23)
(0) —v(t,o) +w(t,o) = p(t),
{ o(10) = 0. w(to) = 0. LE T (2:24)

L’ensemble (y(o),v(t,0)w(t,0), t € T}) est donné par:
ylo) =y + oAy,

v(t,o) = At,o), w(t,e)=0, siA(to) =0, (2.25)
v(t,o) =0, w(te) =—-A(t,o), siA(t,o) <0, t €Ty

Notons que D(y(o),v(t,0),w(t,0)) est La fonctionnelle du probleme dual, tel que:
D(y(a),v(t,a),w(t,a)) = D(y,v(t),w(t)) - Ulw(t0> - 7“_L(t()>|

On pose:
a=—|w(t’) —a(t®)| < 0. (2.26)

Selon les valeurs de o = 0, la valeur de la fonctionnelle D(y(o),v(t,0),w(t,0)) diminue de
la quantité o jusqu’a ce que I'une des valeur des composantes de non support de A(t,0*)
s’annule.

*

Maintenant, pour déterminer la valeur de o*, il est nécessaire de calculer o(t) a chaque

instant t € Ty .

o si A(t)AS(t) <0, t €T,
_ )0 si A(t)=0, et u#d, Ad(t) >0 ou
t) = ’ ) 2.27
o(®) A(t) =0, et u#d*, Ad(t) <0, teTy, (2.27)
00 s1non.

Et o* est défini par:

0" =min o(t) = o(t") (2.28)
De la, le nouveau support sera:
Toup = (Tap\{t"}) U {t"}. (2.29)

La valeur de suboptimalité pour le nouveau support controle {u,T,,} est:

B0, T gup) = (1 — 0")8(u,Teup) + o™ (2.30)
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Dans le cas ot 3(1,Ts,,) = €, alors la résolution du probléme (2.7) est terminée, et la

commande @(t) est e—optimale.

Si B(u,T'syp) > €, alors on passe a l'itération suivante.

2.4.3 Algorithme

1. Prendre un support controle de départ {u,Ts,,}
— Calculer le vecteur des potentiels y' = pl,,, 0o, /Q = A~ (I, Jgup)-
— Calculer le vecteur des estimations A(t) = p(t) — y'p(t), t € Tp.
— Determiner les composantes non support de la pseudo commande w(t), t €

TN; TN = Th\Tsup:
dy, si A(t) <0,
w(t) =< d, si A(t) = 0,
€ [di,d*], st A(t)=0, t € Ty.
2. Calculer wgyy.
3. Test d’optimalité du support controle {u,Ts,,}.
— Calculer la valeur de suboptimalité 5(u,Ts,,)

B, Taup) = Y A)[w(t) — u(t)].

teTn

— Si B(u,Tsyp) = 0 alors arréter le processus avec {u} commande optimale.
— Si fB(u,Tsyp) < € alors arréter le processus avec {u} commande e—optimale.
— Si B(u,Tsyp) > €, alors aller a 3

4. Changement de commande u —
i=u+01 avec B(U,Twp) = B, Toyp).

— Calculer le vecteur I(t) = w(t) —u(t), t € T, et lsy, = %up ZteTN o(t)I(t)
— Calculer le pas 0" = 6,0 = min (1,0(t)), t € Ty o1t

(@ —u®) g [(t) = 0,
0(t) =< =) g (1) <0,
00, sil(t) = 0,t € Tyyp.

— Calculer @ = u + #°]
— Calculer (11, Typ) = (1 — 0%)3(u,Tyup)-
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5. Test d’optimalité du nouveau plan «
— Si B(u,Tsp) = 0, alors arréter le processus de résolution avec @ la commande
optimale.
— Si B(u,Tsyp) < €, alors arréter le processus avec @ commande e—optimale.
— Sinon, aller a 6
6. Changement de support (appui) Thup — Tsup
— Calculer les variations du vecteur des potentiels Ay.
— Calculer la direction 94(t) avec 95(t°) = —sign u(t°) et 95(t) =0, t € Ty, \t°.
— Calculer a = —|w(tY) — a(t?)].
— Calculer ¢* = o(t*) = minger, o(t).
o(t) = { —6(t)/95(t), si §(t)As(t) < 0,
00, sinon.
Et le nouveau support: T, = (T \{t°}) U {t*}.

— Calculer la valeur de suboptimalité correspondant & {i, T, }
6<a7TSUp) = ﬁ(TL?Tsup) + CYO'*.

— Si B(14,T sp) = 0, alors arréter le processus avec {i,T,,} support controle opti-
mal.

— Si B(4,Tsp) = ¢ alors arréter le processus avec {i,T,,} support controle
e—optimal.

— Si B(w,Tsup) = 0, Aller & 3 avec le nouveau plan d’appui {,T s,y }-

2.5 Exemple 2.1:

Pour mieux expliquer la méthode, nous allons partir d'un probleme concret simple: le
controle optimal d’un ressort.
Considérons une masse ponctuelle m, astreinte a se déplacer le long d’un axe (Ozx), attachée
a un ressort (voir figure 2.1).
On applique a cette masse ponctuelle une force extérieur horizontale u(t).

Le probleme donc, est de trouver la commande constante par morceaux u(t), qui permet
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d’amener la masse ponctuelle a sa position d’équilibre.

»>
U

0 vAv/\\//\ \/’_J

Fi1G. 2.1 — Le ressort

N

En tenant compte des contraintes |u(t)| < 1, et Hx(10) = ¢ trouver la commande qui

minimisant la fonction cott: "
/ u(lf)dt — min
0

Le systeme différentiel correspondant a 1’équation du mouvement est:

{ a1 (t) = wo(t),

x1(0) =2, 25(0) =0
21(10) =0, x9(10) =0 (2.31)

a=(40) m=(1) m=(a ) = (0)

On a rg(B,AB) = 2. Donc, le systeme est controlable.

Posons

Si 'on applique aucune force extérieur, c’est a dire que u(t) = 0, on dit que le ressort est
libre, et la masse ponctuelle oscille, et ne s’arréte jamais, donc ne parvient pas a sa position
d’équilibre en un temps fini.

Ci-dessus, mnous utilisons Matlab pour tracer dans le plan de phase (z1,23),

les trajectoires solution associé, ainsi que x;(t), z2(t) en fonction du temps ¢.
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x1 en fonction de x2 Les trajectoire x1 et x2

=
N

0
F1G. 22 —u(t) =0

X2
o
x1 et x2

1

L’idée que nous proposons consiste a utiliser la méthode adaptée de la programmation
linéaire, présentée au début de ce chapitre, pour trouver la commande constante par mor-
ceaux u(t), t € [0, 10] qui permet de ramener le ressort a sa position d’équilibre, supposée
a l'origine x(10) = (0;0) en minimisant le cott donné.

La fonction objective peut s’écrire sous la forme canonique donnée par ’équation (2.1),
en introduisant une nouvelle variable @3 = u, x3(0) = 0. Alors, la fonctionnelle, prend la
forme —x3(t;) — max.

Dans la classe des commande contantes par morceaux avec un pas h = 0.01, le probleme
est équivalent a un probleme de programmation linéaire, qu’on va résoudre avec la méthode
adaptée.

Pour construire la commande optimale en boucle ouverte, nous allons procéder de la
maniere suivante:

Tout d’abord, on prend comme support initial T, = {3.75,7.5}, correspondant a la ma-

D _ —0.0003  0.0059
sup 0.0100  —0.0080

trice du support:

Nous calculons ensuite le vecteur des potentiels et la co-commande A(t), qu’on présente

par la figure ci-dessous:
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o.03

o.oz

o.01

-0.01

delta

-0.02

-0.03

-0.04a

-0.05
o

F1G. 2.3 - la co-commande A(t)

On calcul w(t), t € [0, 10], On trouve que w(Tsyy) = 1 et B(u,Tsyy) = €.
Apres 12 itérations, la trajectoire optimale présentée ci-dessous correspond au support
optimal T, = {3.06,6.56}, et le critere optimal est de 2.8963.

La trajectoire x1 en fonction de x2 Les trajectoire x1 et x2 en fonction de t
2

X2
xLetx2

F1G. 2.4 — Les trajectoires x1 en fonction de x et x(t)

Les résultats obtenus montrent 'efficacité de la méthode. Le temps mis pour la construction
de la commande constante par morceaux en boucle ouverte n’est pas vraiment important,
vu que ce temps dépend de la taille du systeme. Si on prend un autre exemple de dimension

supérieure a 2, nous allons voir que le temps de calcul est plus grand que celui-ci, (exemple
dans [37]).

2.6 Conclusion

Dans ce chapitre, Nous avons résolu le probleme de commande optimale en boucle
ouverte d'un systeme dynamique continu. Tout d’abord, nous avons transformé le probleme
sous la forme d’un probleme de programmation linéaire. Ensuite, I'utilisation de la méthode
adaptée conduit a obtenir des résultats intéressants dans le cas des systéemes continus.
Nous verrons dans le chapitre 4, que cette méthode peut étre étendue a la résolution des

problemes de commande en boucle ouverte, des systemes dynamiques hybrides.



Chapitre 3

Généralités sur les systemes
dynamiques hybrides

3.1 Introduction

En automatique, un systeme physique est traditionnellement représenté par un modele
a dynamique continu [17] ou par un modele a événements discrets [13, 29]. La nature de
chacun de ces deux modeles dynamiques est définie par rapport aux variables utilisées pour
décrire I’état du systeme et celles caractérisant le temps. Nous allons voir qu’a partir de la
notion de variable d’état, on peut classer ces systemes en différents types.
Les systemes a dynamiques continues sont modélisés par des variables d’état continues qui
prennent leurs valeurs sur ’ensemble des réels R. En ce qui concerne les variables utilisées
pour décrire le temps, ils peuvent étre séparés en deux catégories, celles des systemes conti-
nus ou le temps est une variable continue, dans ce cas le modele est souvent représenté par
un ensemble d’équations différentielles, et celles des systemes échantillonnés ou le temps
est une variable discrete, et le modele est donné sous la forme d’équations récurrentes.
Les systemes a événements discrets sont des systéemes qui prennent leurs valeurs dans un
ensemble dénombrable et évolue d’une maniere discontinue en fonction des changements
discrets appelés événements. Deux types de modeles sont a distingués: les modeles non
temporisés ou seul 'ordre de 'occurrence des événements intervient et les modeles tem-
porisés ou la variable temps, de nature discrete ou continue, sert d’horloge sur laquelle
I'occurrence des événements est synchronisée. Ces systemes peuvent étre modélisés par des
automates, les réseaux de Petri,etc.

Ainsi, il est suffisant dans certains cas et pour des objectifs spécifiques d’utiliser 'une
de ces deux catégories de modeles dynamiques pour présenter un systeme physique donné.

Cependant, dans la pratique, il est nécessaire d’utiliser un modele dynamique permettant
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la prise en compte des évolutions a la fois continues et événementielles, ce type de systemes
appelé systemes dynamiques hybrides (SDH)[7, 29, 34, 57], couvrent plusieurs domaines
d’applications tels que les systemes électroniques, les systemes de transport, les réseaux de
communication, les systemes flexibles de production, la robotique, etc.

Dans ce qui suit, nous donnons une définition et une classification des systemes dy-
namiques hybrides, dont les principes ont été proposés par Branicky [7, 34, 57|, suivi des
exemples venant de domaines variés puis les différents moyens de représentation de ces
systemes. Ensuite, nous présenterons brievement quelques travaux consacrés a la com-

mande des systemes hybrides.

3.2 Définition d’un systeme hybride:

Les systemes dynamiques hybrides peuvent étre définis comme des systemes faisant in-
tervenir explicitement et simultanément des phénomenes ou des modeles de type dynamique
continu et événementiel, ce terme hybride se réfere au couplage essentiel de phénomenes
continus et discrets au sein d'un systeme dont ’évolution au cours du temps est décrite par
un ensemble de lois mathématiques qui peuvent étre de natures continues au sens classique
d’équations différentielles ou équations aux différences soumis au éléments décisionnels dis-
crets ou événementiels.

La premiere formulation unitaire des concepts concernant les systemes hybrides a été pro-
posée par M.S Branicky [7, 34]. Ses travaux ont permis d’établir une classification de ces

systemes.

3.3 Classification des systemes hybrides :

Nous présentons dans ce paragraphe la classification de Branicky des systemes dyna-
miques hybrides

Phénomenes hybrides :

Soit z(t) la trajectoire d'un état continu du systeme hybride avec une valeur initiale
fixée et arbitraire x(ty) € X et @(t) la vitesse de I’état continu pour le méme systeéme
hybride.

Avant d’étudier comment se produisent les interactions entre les deux parties qui forment le

systeme hybride, nous allons d’abord présenter les actions discretes qui peuvent intervenir
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lors de I’évolution d’un systeme continu décrit par une équation différentielle de la forme:
x(t) = f(x,t), pour t = 0. (3.1)

ou f est le champ de vecteurs.
On note 7 I'instant ou intervient une action discréte dont nous verrons ultérieurement com-

ment elle peut étre déclenchée. I’ensemble action et déclenchement est appelé phénomene
hybride.

Action des phénomenes hybrides

Les action des phénomenes hybrides sur le systeme continu sont de deux types:

— Les phénomenes hybrides agissent sur la dynamique du systeme continu, modifiant
ainsi cette dynamique. Le systeme hybride se situe alors pour ¢t > 7 dans un autre
mode de fonctionnement. On appelle ce phénoméne commutation de modele et 7
instant de commutation. Un exemple simple de modele formel avec deux modes de

fonctionnement est le suivant:
z(t) = fi(z,t) pour t=<T, (3.2)
z(t) = fo(m,t) pour t = T.
— Les phénomenes hybrides agissent également sur le vecteur d’état du systeme, le
faisant évoluer de maniere différente pour t = 7. C’est-a-dire qu’a l'instant 7, I’état
saute de z(77) & x(7") sans changement de modele (z(77) # x(77)). On appelle

ce phénomene saut de I'état. Un exemple de modele formel est représenté par les

équations suivante:
z(t) = f(x,t) pour t>=0 et t#T, (3.3)

() =a(17)+yg g #0.
— Les deux actions peuvent étre couplées. En effet, on peut considérer qu’a l'instant 7,

on a une commutation de modele et saut du vecteur d’état. Un exemple de modele

formel est le suivant:

z(t) = fi(z,t) pour t=<T, (3.4)
2(t7) =2(77) +g g9 #0,
z(t) = fo(w,t) pour t>T.

L’état continu du systeéme, est alors ré-initialisé de x(77) a z(71). Notons que 7~
et 77 correspondent respectivement aux limites & gauche et & droite de 7, et g la

constante provoquant une discontinuité a l'instant 7.
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Déclenchement des phénomeénes hybrides

L’action du phénomene hybride, comme le passage d’un mode de fonctionnement a un

autre est déclenchée par un événement. Ces événements sont alors classés en deux types:

— Les événements déctenchés lorsque le vecteur d’état continu atteint certaines valeurs,
provoquant ainsi un phénomene hybride dit autonome.

— Les événements déctenchés par une commande discrete externe, provoquant un

phénomene hybride dit controlé.

Classification des phénomenes hybrides

A partir de ces considérations, Branicky a proposé la classification suivante:
— Systemes hybrides a commutation autonome.

— Systemes hybrides a saut autonome.

— Systemes hybrides a commutation controlée.

— Systemes hybrides a saut controlé.

Les paragraphes suivants développent les caractéristiques de chaque catégorie avec des

exemples illustratifs.

3.3.1 Systeme hybride a commutation autonome:

Ces systemes sont représentés par des équations différentielles définies par morceaux,
I'espace d’état X est un sous ensemble fermé de R™. X est découpé en sous domaines

{X,, q € Q}, fermé, d’'intérieur non vide et deux a deux disjoints, et tel que:

Ux,=x

q€eQ

Sur chaque domaine X, on définit un champ de vecteurs f,.
D’un autre point de vu, ¢’est un systeme qui est caractérisé par un changement discontinu

du champ de vecteur f(z(t),u(t)) lorsque I’état atteint certains seuils. ceci peut étre illustré
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par la figure suivante:

qu
X =1, (@), u(0)

\

v x(T)

’
’

-

"4

Fic. 3.1 — Trajectoire du systéme dynamique a commutation autonome

La trajectoire du systeme dynamique a commutation autonome, se construit de la maniere
suivante (voir figure 3.1). Si z() appartient a l'intérieur du domaine X, alors z(t) est
solution de I'équation différentielle associée au champs de vecteurs fy,(x(t),u(t)) jusqu’a
'instant 7 ot z(t) atteint la frontiere séparant le domaine X, du domaine X, , z(¢) devient

alors solution de 'équation différentielle associée au champs de vecteurs f, (z(t),u(t))

Exemple 3.1:

Considérons I'exemple classique d’un thermostat utilisé pour maintenir la température
dans une chambre. Le systeme étudié est composé d'un systeme de chauffage et d'un
capteur de température. Les seuils inférieur et supérieur du thermostat sont fixés a des
valeurs 6, et respectivement 0, tel que 0,, < 0,,. Le systeme de chauffage est en marche
tant que la température dans la chambre est inférieure au seuil 6,,. Le chauffage est arrété
lorsque le capteur détecte le seuil supérieur 0y, et il reste en arrét jusqu’au moment ou
la température chute au dessous du seuil inférieur 6,,. La température de la chambre et le
thérmostat peuvent étre vue comme un systeme dynamique dont 1’évolution continue est
définie par la variation de la température x dans la chambre et 1’évolution discrete par le
passage de ’état en marche du systeme de chauffage dans 1’état d’arréet.

L’évolution de la température peut étre modéliser par les équations différentielles suivantes:

i { fi(z) = —x + a, si le chauffage est en marche. (3.5)

fo(x) = —x, sinon.
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Ou a € R, est une constante réelle positive.

la figure suivante représente le modele du thermostat et la trajectoire de la température

Marche

Marche'  Arrét ' Marche \ Arrét :

~¥

tl tz t3

Fia. 3.2 — Modele du thermostat et trajectoire de la température

3.3.2 Systeme hybride a saut autonome:

Dans ce cas, lorsque 1’état atteint une certaine région de l'espace d’état, il effectue un
saut, c’est a dire qu’il passe de facon discontinue de sa valeur courante a une autre.
Généralement, dans le cas des systemes a saut autonome, le systeme possede un seul
mode de fonctionnement et une seule transition autorisant la ré-initialisation de la variable

continue.

Exemple 3.2:

On considere une balle de masse m soumise a ’action de la gravité g. On la laisse tomber
d’une altitude 2y avec une vitesse initiale nulle. La trajectoire z(¢) de la balle suit donc
I'équation différentielle issue de la mécanique classique mZ(t) = —mg. Quand z(t) = 0, la

balle touche le sol et rebondit en perdant une fraction de son énergie.
() = —ci(t7), avec ¢ =1

En posant z1(t) = z(t), x2(t) = 2(t), le modele hybride de la balle rebondissante est donné

par '’equation différentielle suivante:
jjl = T2,

x1i07
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Le modele de la balle rebondissante est représenté par la figure ci-dessous:

x ot

Fi1G. 3.3 — Modéle de la balle rebondissante

3.3.3 Systeme hybride a commutations controlées:

Un systeme dynamique a commutations controlées ou switched system est systeme
hybride ou la variable discrete ¢(t) n’est pas vue comme une variable d’état mais comme
une variable de controle. Ainsi, I’évolution de ¢(¢) n’est pas contrainte par un systeme de

gardes mais donnée par un individu extérieur (commande).

Exemple 3.3:

Considérons un systeme constitué d’un réservoir avec une vanne d’alimentation et une

vanne d’évacuation (figure 3.5)

Vi —— u (0/1)
_——U 0
i 0}
X &
L Te

Fi1G. 3.4 — Réservoir avec une vanne d’alimentation et vanne d’évacuation

x représente le niveau du liquide dans le réservoir et u est le signal de commande de la
vanne d’alimentation V; qui peut avoir les valeurs 0 (fermée) ou 1 (ouverte). la vanne

d’évacuation V5 est supposée ouverte. L’équation d’état est alors © = —ax 4+ bu, ou a,b sont
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des parametres réels, positifs constants liés aux grandeurs physiques du réservoir. Quand
le signal u commute de 1 & 0, la vitesse d’état i(t) permute de —ax + b & —ax, avec un

saut négatif d’amplitude b.

3.3.4 Systeme hybride a saut controlé:

Dans ce cas, la valeur de I’état change de facon discontinue, en réponse a une commande.
Ce type de comportement est présent dans les systemes electrotechniques, avec des entrées

de types impulsionnels.

Exemple 3.4:

Considérons un systeme hybride a saut commandé, constitué d’un integrateur pur avec

une entrée en impulsion de Dirac, éventuellement retardé. L’équation de la dynamique est:
(t) =0(t —t1), t1>0; x(0)=0

La trajectoire d’état est alors la fonction échelon unitaire, éventuellement retardée, comme
I'indique la figure 3.6.

Ce systeme hybride est défini par les équations suivantes:
z(t)=T({t—1t), t=0

#(t) =0, z(t) =0 pour 0=t <t

©(t) =0, z(t) =1 pour t; <t

5(t—ty)

x(t) t

ty

FiG. 3.5 — Comportement du systéme hybride a saut controlé
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3.4 Modélisation des systemes dynamiques hybrides:

La modélisation des systemes dynamiques hybrides est une étape importante qui permet
I’étude et la mise au point d’une loi de commande. Elle consiste a proposer des modeles
précis qui peuvent décrire le comportement riche et complexe des systemes dynamiques
hybrides.

Ce domaine a regu 'attention des chercheurs, et plusieurs formalismes ont été proposés
afin d’établir un modele homogene permettant la conciliation entre les parties discretes et
continus. Les modeles les plus utilisés pour la représentation des systemes hybrides sont

décrits ci-dessous:

3.4.1 Modélisation des SDH par les réseaux de Petri hybrides:

Les réseaux de Petri sont proposés pour la premiere fois par Petri (1962), dans le
but de représenter des systemes a événements discrets. Une limite pratique de réseaux de
Petri intervient lorsque le nombre de jetons est tres grand. En effet, cela provoque une
augmentation du nombre d’états atteignables, ce qui conduit a la définition des réseaux
de Petri continus. Dans ce modele, les marquages de places sont des nombres réels mais
strictement positifs, et le franchissement de transition est un processus continu [18, 46, 57].
La modélisation des systemes hybrides conduit naturellement aux réseaux de Petri hybrides
[46], contenant des places et des transitions continues, et des places et des transitions
discretes, le marquage d’une place continues est représenté par un nombre réel, dont I'unité
est appelée marque, et le marquage d’'une place discrete est représenté par un nombre entier
dont 'unité est appelée jeton. Afin de mettre en évidence le couplage entre la dynamique
discrete et la dynamique continue du systeme, Le graphisme des RDP hybrides est réalisé

en adoptant les conventions suivantes:

@ Place continue

—1 Transition Continue

Q Place discréte

- Transition discréete

F1ac. 3.6 — Places et transitions d’un RDP hybride
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Exemple 3.5:

Considerons une vanne notée Vi, qui commande le remplissage du bac R,, cela fait
intervenir une variable discrete dont 'action peut étre modélisée par un RDP généralisé.
Enfin, une fois le bac Ry est rempli, 60% du produit va dans un bac R3 commandé par la
vanne V5 avec un débit vy, ensuite, le reste du produit va dans un bac R, commandé par la

vanne V3 avec un débit vs. Ce systeme peut étre modélisé par le RDP hybride de la figure:

Rl
Vl_H_v] =1/s
R2
v Fl_l
2y, =1/s Vi v,

Fi1G. 3.7 — Ezemple modélisé par un réseaux de Petri hybride.

3.4.2 Modélisation des SDH par les automates hybrides:

L’automate hybride a été présenté par [26], est une extension des automates a états
finis.
Rappel sur les automates a états finis: Un automate a états finis noté AEF, est une

machine qui peut prendre un nombre fini d’états. Il est défini par le quintuple suivant:
AEF = (Q, X', F)

ou
- Q = {49,q1,---,q-}: Ensemble fini d’états discret correspondant aux états de fonction-
nement de la machine

- ¥ ={00,01,---,0m } ensemble de symboles représentant les transitions d’états



Chapitre 3. Généralités sur les systemes dynamiques hybrides 55

— I" est la fonction qui associe a chaque état et a chaque symbole de transition un

ensemble d’état, c’est la fonction de transitions d’état.
[Qx%—Q Cq,

(q,0) — Q' CQ,

— I C @ est 'ensemble des états initiaux.
— F C @ est 'ensemble des états finaux.

Exemple: Soit un serveur donné par la figure suivante:
Commencé

Terminé
FiG. 3.8 — Modélisation d’un serveur a deux états

Le serveur est libre lorsqu’il est dans I’état passif, et il est occupé dans 'état actif. La figure
(3.8) est une représentation graphique d'un AEF a deux états, tel que:

- Q = {Actif, Passif}.

— X = {Commencé, Terminé}; = {Passif}

— I{Passif, Commencé} = {Actif}; F = {Actif}

— I'{Commencé, Passif} = {Passif}

Automates hybrides:

Les automates hybrides sont issus des automates a états finis classiques, ils com-
binent les parties continues et discretes dans une méme structure. Les sommets du graphe
contiennent les informations sur 1’état continu et discret du systeme et les arcs reliant les
sommets sont franchis lorsqu’une condition spécifiée sur les valeurs des variables continues
et/ou discretes est vérifiée. Nous pouvons dire qu’un automate hybride évolue par une al-
ternance de pas continus, ou les variables continues et le temps évoluent de facon continue,
et de pas discrets ou plusieurs transitions discretes et instantanées peuvent étre franchies
(25, 14, 24].

Considérons 'automate représenté dans la figure 3.2 modélisant un thermostat utilisé

pour maintenir la température dans une chambre, I’évolution continue est représentée par
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des équations différentielles associées aux sommets du graphe et 1’évolution événementielle
est modéliser par les arcs étiquetés du graphe.

Les sommets Marche et Arrét représentent les états discrets du systeme ou 1’évolution
continue a lieu. Les prédicats (x = 0y) et (x = 6,,) sur les arcs traduisent les

conditions pour l'occurrence dun évéenement.

3.4.3 Modélisation des SDH par les systemes a interface:

Cette méthode de modélisation est une représentation purement analytique des
systemes hybrides basée essentiellement sur un ensemble d’équations différentielles ou
d’équations aux différences.

Les différents modeles interface proposés en littérature sont:

— Le modele proposé par Antasklis [43], est divisé en trois parties. La premiere contient

le systeme continu, la deuxieme contient le SED et la troisieme l'interface.

Le contréleur (SED)

&~

u,el, X; € X,

h 4

L’interface

I 3

u(t) e U, (e X,
Y

Le systeme continu

Fi1G. 3.9 — Modeéle a interface d’Antasklis

— Le modele de Brockett [11], qui a utilisé d’'une maniere simultanée les commandes
continues et discretes en introduisant une horloge ou un compteur variable.

— Le modele a interface généralisée, qui a une particularité d’inclure toute les particu-
larités des modeles cités ci-dessus. Ce qui fait que le modele est capable de décrire
I'influence de la partie discrete sur la partie continue et vice versa. Il est constitué
d’un systeme hybride en boucle ouverte controlé par un controleur hybride, comme

le montre la figure suivante:
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Systeme hybride en boucle ouverte

- . . v
- IE = ..,f_: {-"T.': ‘q_: '”‘1'1} =
> y= h: ("T.':‘g:'u‘v} Zs
oz =g (x,.uv) !
Vs
9,
< Z:
o, SED., <
.1 o,
Y
< ag,
o SED,
q.
Vs
Z‘ i_r' zﬁ{:xe'(?c‘.}!‘r} N
u= h: {"‘-c‘Qr‘.v'r] <

Fy

i z, =g (x_.y.r)

Controleur hybride

F1G. 3.10 — Schéma détaillé d’un modéle de systeme hybride a interface généralisé

3.5 Commande des systemes dynamiques:

Contrairement au cas des systemes continus ou des systemes a événements discrets pour
lesquels la notion de commande et les problemes de synthese associés sont bien identifiés et
clairement définis, la commande des systemes hybrides est une notion beaucoup plus large.

En effet, le fait que ces systemes font intervenir deux types de dynamiques, une continue
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et une autre discrete, favorise la diversité des formulations du probleme de commande hy-
bride rencontrées dans la littérature. D’autre part, la théorie classique pour les systemes
continus [5, 10, 4, 1, 30], ne peut pas s’appliquer directement aux problemes hybrides: Les
résultats doivent étre adaptés pour prendre en compte les discontinuités.

Plusieurs approches issues de la commande optimale des systéemes continus sont pro-
posées pour résoudre les problemes de commande optimale des systemes dynamiques hy-
brides.

Une premiere approche générale de la commande optimale des SDH est proposée par
Branicky dans [9]. Cette approche repose sur le principe de la programmation dynamique
de R.Bellman [33, 5]. Pour un probléme simplifié ne comportant que des sauts commandés,
S. Hedlund et A. Rantzer [27] présentent une méthode de discrétisation du probleme de
controle formulé en termes d’équation d’Hamilton-Jacobi-Bellman [4, 3]. Une version hy-
bride du Principe du Maximum de Pontryaguine est proposée dans[39, 9, 41]. Ce principe
permet pour un probleme de commande classique (systéme continu) d’énoncer des condi-
tions nécessaires vérifiées par la commande optimale. La prise en compte des discontinuités
de modeles provoquées par les événements discrets est intégrée et garantit alors une optimi-
sation globale du critere. Citons également les travaux de Sussmann [54] qui a énoncé une
version hybride et tres générale du principe du maximum, et les travaux de P. Riedinger,
C. Lung et F. Kratz qui énoncent et démontrent un principe du maximum hybride valable
pour une classe tres générale de systemes hybrides [51, 50]. Une autre méthode basée sur le
formalisme du calcul des variations [14, 24], consiste a déterminer les expressions des gra-
dients des fonctions cout, utile a la mise en oeuvre des méthodes de descente. Des calculs
formels ont ainsi déja été utilisés dans [2, 23].

Nous allons présenter brievement les trois approches adaptées a la résolution des

problemes de commande optimale des SDH.

3.5.1 Formulation du probleme de commande:

En toute généralité, il est possible de définir un systeme hybride de la maniere sui-
vante: Pour un ensemble fini d’états discrets @ = {q1,q2,...,¢-+1}, on associe une famille

d’équations différentielles:
B(t) = fo,(x(t)u(t),t) (3.6)
Ou
~¢EeQ, i=1r

T+
— L’état continu x(¢) prend ses valeurs dans R™.

1.
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— La commande continue u(t) prend ses valeurs dans I’ensemble U inclus dans R™.
— Le champs f,, est supposé défini sur R™ x R™ X [tg,tf], Vg; € Q.
Nous supposons donc de maniere tres générale qu'un changement d’état discret ¢; est

déterminé par la donnée d’une fonction de transition discrete :

q(t7) = p(z(t™)q(t™),v(t)t) (3.7)

Ou
— o(t) € Q représente la commande discrete.
— La variable discrete ¢(t) est une fonction du temps constante par morceaux.
— Les notations t* et ¢t~ dans (3.7) correspondent respectivement aux limites & gauches
et a droites de t.
La valeur de la fonction de transition discrete o dépend de deux sortes de phénomeénes
discrets qui affectent ’évolution de ¢(t):
— Un changement provoqué par la commande discrete v(t) est appelé saut commandé.
— Un événement issu de la partie continue correspondant a la validation d’une condition
frontiere sur (x,t). Ces conditions aux frontieres peuvent représenter des seuils, des sa-
turations, des hysteresis, des délais entre deux commutations...,etc. Elles déterminent
comment la dynamique continue agit sur la fonction de transition discrete.
— Un ensemble de fonctions de saut @, 4, ,) associées aux transitions d’état discret
est également considéré:
Jj(t+) = O, qz‘+1)($(t7>7t> (3.8)
Avec l'occurrence d’une transition de ¢; vers g1, ol 4 = 1,r I’état continu est alors
ré-initialisé de z:(t7) € R" vers z(t) € R®
Les équations (3.6),(3.7) et (3.8) permettent de modéliser les différents phénomenes hy-
brides: saut sur I'état et discontinuités sur le champs provoqués de maniere volontaire ou
involontaire.
Posons [to,T1,...,TiyesTr Trp1 = tf] et ¢ € Q = {q1,92---, Gi,--,qr4+1} les suites respec-
tivement des instants de commutation et des modes associés a la commande (u,v)(t) sur
intervalle [to,tf].

On peut alors définir un critere hybride par:

to

T(u,0) = / qu(t)(:c(t),u(t),t)dt:Z / + Ly ((t)u(t) £)dt (3.9)

Une commande optimale (u,v)(t) est alors une commande qui minimise J sur l'inter-

valle [to,tf].
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La formulation du critere que nous venons de donner n’est pas la plus générale, nous au-
rions pu ajouter au critere des cotits associés aux transitions d’état discret et des cotits ini-
tial et terminal. Nous sommes maintenant en mesure de présenter trois résultats théoriques

énongant des conditions nécessaires.

3.5.2 La programmation dynamique et les équations HJB

La programmation dynamique a été utilisée pour la résolution d’un probleme de com-
mande optimale hybride [8, 27, 39, 55]. La formulation que nous donnons est une adaptation
du résultat original au probleme que nous venons de décrire.

Théoreme 3.1. Si une trajectoire admissible (x,q)(t) déterminée par la donnée de la condi-
tion initiale (x9,q0)(t) de la commande (u,v)(t), est optimale alors les conditions suivantes
sont vérifiées:

a. Pour presque tout t € [to,tf].

av(x(t)7Q(t)>t’tf)
ot

= —int (Lo a(0).u(t).0) + (ZEIOLED 1y o) )

b. Pour tout t et pour tout v €
V(‘T(t)v%atatf) j V(I/>Qi+1>t7tf) (311)

avec
qi+1 = @@(t) 7Q<t) 7V7t)

x’ = (I)(qz', qz‘+1)(x(t)7t)

Cette approche repose sur le principe d’optimalité de Bellman et les équations
d’Hamilton-Jacobi-Bellman. Des résultats intéressants sont obtenus en petite dimension,
mais cette formulation nécessite soit une discrétisation complete du probleme avec un risque
d’explosion combinatoire, soit la résolution des équations aux dérivées partielles d’'HJB, qui

sont difficiles a résoudre efficacement.

3.5.3 Principe du maximum pour les SDH:

Le principe du maximum de Pontryaguine, est un outil puissant pour rechercher les tra-
jectoires optimales d'un systeme. L’idée principale est d’exploiter les conditions nécessaires
d’optimalité dans chaque mode de fonctionnement d’un systeme hybride [9, 39, 54]. Une

difficulté de la mise en oeuvre d’une telle méthode réside dans le calcul de 1’état adjoint a
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un instant donné, indispensable pour résoudre le probleme de minimisation de I’hamilto-

nienne.

Théoreme 3.2. On introduit I’hamiltonien H, associé au systéme hybride:

H, O zust) = N f, (zu,t) — ALy, (2,u,t) (3.12)

Si le contréle u est optimal sur lintervalle de temps [to,tf], alors il existe une application
non triviale A : [to,tf] — R"™ absolument continue par morceauz telle que:
. Pour tout t € [to,ts], (N, A" z*,u*)(t) vérifie la condition du mazimum:

H, (XA %t t) = sup Hy, (A Y 2% u,t) (3.13)

uelU

(1) = Lo (AN 2u,t)

AT = —%()\,)\O,x,u,t) (équation d’Euler-Lagrange).

. H, (M zu,t) = 0 Le long de la trajectoire optimale.

. A chaque instant de transition T; entre deux modes q; et q;11, les conditions de transver-
salité s’écrivent:

- Si 1; est un instant de transition depuis le mode q; vers le mode q;11 alors:

qi,qi+1

L 0CE . (D).0)

A7) = A7) or 7li=r,
oCT — (x(t)t
H, A\ zu,7) = Hy, AN zu,77) + qz,ngt( ) )7r|t:n. (3.14)

avec ™ un vecteur de dimension p.

- Si 1; est un instant de transition non contraint depuis le mode q; vers le mode q;y1

alors:
)‘(T;r) = )‘<Ti7)

H, M zu,7") = Hy (WA 2,u,77) (3.15)

i

. A(t) doit vérifier auz instants initial et final les conditions de transversalité:

8¢’Qr+1 (x(tf)’tf)

Mto) € Ney(olta))  Alty) € Noy(w(ty) = ="

(3.16)

Ou Ne(x) représente le sous espace normal a C' au point x, Cy et Cy définissent

respectivement les frontiéres des ensembles Xy et X,



Chapitre 3. Généralités sur les systemes dynamiques hybrides 62

L’utilisation du principe du maximum permet une caractérisation des solutions opti-
males. Elle peut sembler conduire a des résultats directement. Les conditions de transver-
salité nous fournissent a chaque instant de commutation une relation entre les limites a
gauche et a droite de la fonction Hamiltonienne et de la variable adjointe. Mais aucune
information n’est disponible sur I'instant et le lieu ou se produit la commutation, alors
la dynamique discrete conduit a des bifurcations sur les trajectoires continues a chaque

instant ou une transition discréte est autorisée.

3.5.4 Calcul des variations:

Le calcul des variations a été adapté a la commande optimale des systemes dynamiques
hybrides [2, 14, 24, 23]. Ce qui permet de déterminer les expressions de ’état adjoint ainsi
que des gradients des criteres par rapport aux différentes grandeurs de commande, ce qui
rend possible la mise en oeuvre de méthodes de descente.

On formule le probleme de maniere générale, en considérant les changements de modele
intervenant dans l'intervalle de temps [to,ts], & des instants 7;. On note & = z(7;), i =
1,...,r.

Le probleme de commande que 1’on pose consiste a chercher une commande u*, les instants

de commutation 77" et le temps final ¢} qui minimisent le critere:
7 Ti+1 T
J(uﬂ—atf) = Z / qu‘ (i(t)au(t%x(t)’t)dt + Z Nl(gl?TZ) + K(a:fvtf) (317)
i=0 7 7i i=0

Ou
Lo, (&) u(t) w(t) £) = My, (x(t)u(t),) + AT () (@(t) — fo, (2(t) u(t).1)), a: € Q = {q1,-Gr1}

M, (z(t),u(t),t) est une fonction a valeur dans R de classe C', N;(&;,7;) le cofit de change-
ment de modele et K (xy,ts) le cout final.

L’Hamiltonien et le moment conjugué s’expriment par:

0L, 0L,
Hqi = _Lqi + xT_.% + UT_-qZ = _Mqi + )‘qum g; € Q = {Q17f127---a%~+1}
ot ot
0Ly,
P(t) =4 oL , . \
St état qdjoint du systeme.

En écrivant la stationarité de la variation générale du critere par rapport a ’état z, a la

commande u, aux instants de commutation 7; et a I'instant final ¢¢, on obtient le systéme
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adjoint et les gradients du critere par rapport a la commande u, les instants de commutation

7; et I'instant final ¢ suivants:

- Systeme adjoint:

) -5 =0, aeQ
. N, .
A7) — )\(Ti+) + 8_£Z(€“TZ) =0
oK
a—xf(fﬂfatf) + Aty =0)

- Gradient du critere par rapport a la commande u:

_8H‘Ii
ou

VJu: <t>7 QieQ

- Gradient du critere par rapport aux instants de commutation 7;:
_ ON;
v‘]ﬂ' = _qu' (Ti ) + qu‘+1 (Ti+) + W(&zﬂ—z)

- Gradient du critere par rapport a 'instant final ¢:

Vth = _qu'+1(tf) + ZTK(vatf>
f
Cette méthode permet d’obtenir suivant le type de commande, les expressions des gradients
d’un critere par rapport a la commande u, ou par rapport aux instants de commutation et
Iinstant final, de calculer 1’état adjoint du systeme hybride et mis en évidence sa disconti-
nuité lors d’'une commutation ou d’un saut. Des méthodes de descente ont été utilisées avec
les expressions des gradients et de 1’état adjoint, pour calculer les grandeurs de commande
optimales. Les résultats numériques ont montré I'efficacité de la méthode. Cependant, dans

le cas des systemes complexes le temps de calcul est important.

Conclusion

Les systemes dynamiques hybrides sont des systemes qui combinent une partie discrete
et une partie continue. Ceux-ci ont regu beaucoup d’attention et plusieurs formalismes ont
été proposés afin d’établir un modele homogene permettant la conciliation entre les parties
discretes et continues.

Dans ce chapitre, nous avons donné une définition et une classification des systemes

dynamiques hybrides suivant les caractéristiques des phénomenes hybrides. Ensuite, nous
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avons passé en revue les principales approches de modélisation et de commande des
systemes hybrides. Plusieurs modélisations hybrides ont été développées dans la littérature.
Cet étape importante regroupe un ensemble de techniques permettant de disposer d'une
représentation mathématique du systeme a étudier, et la mise au point d’une loi de com-
mande.

La commande des systemes dynamiques hybrides a pour objectif d’intervenir dans
I’évolution du systeme au bon moment, pour assurer le respect des spécifications imposées
tout au long de son fonctionnement. En effet, un certain nombre de travaux ont été ef-
fectués dans ce domaine dont le point commun est d’adapter les méthodes de ’automatique
continue aux systemes hybrides.

Le travail que nous allons présenter dans la suite a pour but de résoudre deux probleme
de controle optimal, on utilisant la méthode adaptée de la programmation linéaire, qui
consiste a trouver une commande constante par morceaux et les instants de commutation,
permettant de ramener le systeme d'un état initial donné a un état final désiré tout en

respectant certaines contraintes



Chapitre 4

Résolution d’un probleme de controle
optimal d’une classe de systemes
dynamiques hybrides par la méthode
adaptée

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons étudier deux problemes de commande optimale d'un
systeme dynamique hybride. L’étude sera centrée sur une classe de systemes hybrides com-
posée de sous systemes linéaires avec des commutations autonomes. Cette classe est 1'une
des plus importantes, pour deux raisons principales. D’abord, elle est suffisamment riche
pour permettre une modélisation réaliste de nombreux problemes. Ensuite, sa simplicité
relative permet la conception d’outils algorithmique pour ’analyse et la commande de ces
systemes.

On s’intéresse a deux problemes de controle optimal. Le premier consiste a résoudre
un probleme a cott final. Le deuxieme, est un probleme a erreur terminale. Il s’agit de
déterminer la commande constante par morceaux et les instants de commutation permet-
tant d’approcher au mieux un état désiré a l'instant final donné. Des mises en oeuvre

numériques des deux problemes sont proposées, afin de confirmer les résultats établis.

4.2 Probleme a cout final:

Nous nous intéressons a une classe de systemes ou les commutations interviennent

lorsque 1’état atteint une valeur donnée, appelée seuil. Cette classe de modeles pouvant
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étre considérés comme des processus continus évoluant dans un intervalle de temps [to,t ]
et dans lesquels des événements discrets provoquent des modifications de la structure de

leur modele.

4.2.1 Formulation du probleme de commande:

On formule le probleme de maniere générale. Les changements de modele interviennent
dans l'intervalle de temps 17" = [to,t¢] a des instants 79,7s,...,7, appelés instants de commu-

tation que 'on suppose en nombre fini et vérifiant:
t():To-<T1-<TQ-<...-<TT-<TT+1:tf.
Ce systeme est régi dans chaque intervalle de temps [7;_1,7;[ par une équation notée:

i(t) = Agx(t) + Byu(t), x(to) =z0, ¢ € Q = {q1,92,--sGr11} (4.1)

ou z(t) un n—vecteur représentant I’état continu du systeme a l'instant ¢ € [to,tf], zo est
la position initiale supposée controlable, A,,, i = 1,r +1 des n X n matrices constantes,
B,,, i = 1,7+ 1 des n—vecteurs, ¢ la variable discréte qui permet de selectionner entre
différents modes.

Soit h = (ty — ty)/N, ot N un entier positif, Ty, = {7,-1,7-1 + h,....,7i — b}, i = 1 + 1,
Th, UTy, U UTy =Ty

u(t), t € Tj une commande constante par morceaux prenant des valeurs constantes sur
des intervalles de longueur h, si u(t) = u(to+kh), t € [to+kh,to+ (k+1)h], k = 0,N — 1.
Et

r+1

d, < u(t) < d", teT. (4.2)

Le probleme de commande optimale que 1’on pose consiste a chercher une commande
constante par morceaux u*(t), t € T}, et les instants de commutation 7" = (77,75,...,7)

qui maximisent le critere:
L(u,r) = 'z(ty) — max, (4.3)

et qui vérifient les contraintes:

Ou (g;, i = 1,r + 1) des m—vecteurs, d,, d* sont des scalaires, ¢ le vecteur des couts, H;

des m x n—matrices de rang m (rang(H;) =m <n, i=1r+1), to =1y, tf = Tt1.
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Nous avons considéré une classe de systemes hybrides, ou il n’y a pas de ré-initialisation
de la variable continue, ce qui signifie qu’a tout instant de transition 7;, entre deux modes

de fonctionnement, nous avons:
() = a(r;) = o(ry), i=1r. (4.5)

Les notations 7~ et 7 dans (4.5) correspondent respectivement aux limites a gauche et a
droite de t.
Nous proposons de développer une méthode efficace pour la construction d’'une commande
optimale en boucle ouverte, basée sur le principe de la méthode adaptée de la programma-
tion linéaire.
Définition 4.1. On appelle commande du systeme (4.1), tout ensemble (u,7) formé de la
commande constante par morceaux u(t), t € Ty, et des instants de commutation 7;, i = 1r
Définition 4.2. On dit que la commande (u,7) est admissible si elle vérifie les contraintes
suivantes:

Hix(r) = ¢i, di Su(t) <d*, t €Ty

Définition 4.3. On dit que la commande admissible (u°,7°) est optimale si elle réalise le
maximum du critere:

L(u°, ") = max L(u,7).

(uw,7)

Définition 4.4. On dit que la commande admissible (u,7¢) est e—optimale si:
L(u’,7%) — L(u,7%) <€, €= 0.

La résolution du probleme (4.1)-(4.4) se fait en deux étapes:

— la premiere étape consiste a fixer les instants de commutation 7;, ¢ = 1,r, pour

résoudre le probleme de controle optimal d’un systeme continu par morceaux.

— la seconde étape, consiste a chercher les instants de commutation optimaux.

Premiere étape:

Tout d’abord, on fixe les instants de commutation 7; correspondant a une solution
réalisable du probleme, ensuite, on passe a la résolution du probleme en utilisant la méthode
présentée dans le chapitre II, sachant que durant 1’évolution, 1’état est décrit par des
modeles différents.

Soit u(t), t € Tj une commande constante par morceaux admissible associée a la trajectoire

x(t) solution de I'équation (4.1), et 7 = {7,73,...,7, } les instants de commutation admissible
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fixés.

Soit x(t) la solution du systeme différentiel sur 'intervalle [¢y,7]:

T1
z(m) = Fy, (11,t0) 0 —I—/ Fy, (11,t) By, u(t)dt.

to

Sur U'intervalle [11,7):

x(1) = Fy, (mo,m)x(m1) + /T2 F,, (72,t) Byu(t)dt.

T1

Sur 'intervalle [7,_1,7,]:
.T(Tr) = qu<7—ra7—7‘fl)w(7—7-71) +/ Fq,r(Tr,t)Bun(t)dt.
Tr—1
Sur 'intervalle [7,.,7,11]:

Tr41
x<7—7"+1) = qu+1<7—r+1=7—7")x(7—r> + / qu+1(TT-l-lvt)quHu(t)dt? Tr41 = tf'
Le cout & maximiser est :
T1 Tr+1
L(u) = c'/ Fo i (Tr1,m0) Fy (T0,7r21) . Fyy (11,8) By, u(t)dt+. . .—1—0'/ Fo (Trg1,t) By, u(t)dt.
to Tr

On a:
u(t) = u(ty + kh), t € [to + khyto+ (k+1)h], k=0N —1.

Et ¢.(t), t € T, la solution de systéme conjugué:

belt) = —AL ¥e(t),i = Tr + 1, (4.6)

avec .(tf) = c la condition initiale.
A chaque instant de transition 7; entre deux modes ¢; et g¢;;1 nous avons la condition

suivante:
be(ri") = Ye(ry7).- (4.7)
La continuité de vecteur adjoint aux instants de transition est une consequence du caractere

autonome du modele hybride considéré et de la non ré-initialisation de ’état continu x(t).

Gy(t), t € [1;,7i41] des matrices solution des équations:

G = —Gi(t)A,,, (4.8)
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avec G;(1;) = H; les conditions initiales.

Donc, si on pose:

t+h
palt) = / $L(0) By do),
t
+h

et .
eul)= [ Gi)B, o
t
Ou "
Pgy (t) = CI/ FqT+1(7—r+1aTr)qu (TraTPl) o Fy (Tl?t)BQI dt,
to
Tr+1
qu‘+1 (t) = C/ / FQT‘+1 (TT+17t)BQT+1dt'
Par (t) = Hl / qu+1 (TT+1>TT>FQT (7-7‘77-1“*1) s Fql (Tl7t)Bq1dt7
to
Tr+1
Pa; (t) = HZ/ qu+1 (Tr+17t)qu+1dt'
Le probleme devient:
r+1
L(u) =) pg(thu(t) — max,
=1 tEThi
Z qu@<t>u(t) = gi7 q S Q - {Q1,Q2’~'7QT+1}7 1= ]_,T' + 17 (49)
tEThi
d, < u(t) = d*, teTy,
Ou

G = 9 — Hiwo(m), Fy (i) = Fy (r) Fy ' (8) = e,

qi

xo(7;), t € Tp,, les trajectoires du systeme (4.1) avec une commande u(t) = 0, t € [r;_1,7;].
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4.2.2 Support controle:

Dans 'ensemble T}, nous choisissons un ensemble Ty, = {t;, | = 1,m}, formé de m

points isolés appelés des moments d’appui, ensuite, nous construisons la m x m—matrice

Osup = {0g,(t), t € Top, ¢ € Q = {q1,92,--,¢r+1}}. L'ensemble Ty, = {t;, | = 1,m}
est appelé support du probleme si la matrice de support ou d’appui @g., = {pg (t), | =
Im, ¢ € Q={q1,92,--,¢-+1}} est inversible, c’est & dire det(pgp) # 0

4.2.3 Méthode de résolution:

La paire {u,Ts,;,} constituée de la commande admissible u(t), ¢ € T}, et le support Ty,
est appelée support controle du probleme (4.9).

Le vecteur des potentiels y peut étre déterminé par la solution de I'équation y¢i,, = Psup,

ou Psup = (pqz (t)a L e Tsup7 q; € Q - {Q17Q27-~;Qv~+1})-
La co-commande est définie comme suit:

A(Iz(t) - sz(t) - y/gp%(t% te Thi) q; € Q = {Q17Q2,'.'7Qr+1}-

ou bien, en utilisant la co-trajectoire ¥.(t), t € T, solution du systéme conjugué:

¢C(t) = _A;i¢6<t>

avec les conditions initiales 1.(7;) = ¢ — Hy, la co-commande est définie donc par:

t+h
qu‘ (t) = / wé(ﬁ)qudﬁ7 t € Th,.
t

La pseudo-commande w(t), t € T}, est définie dans T = T}, \Ts,, par:

w(t) = d,, st A, (t) <0,
w(t) = d*, st Ay, (t) =0, (4.10)
w(t) € [-1,1], st A, (t) =0, teTy.

Et w(t), t € Ty, est déterminé par:

Z SDQi(t)w(t) + Z Qoqz'(t)w(t) =G, 1=1r+1, Ty, CTh, (4'11)
tETsup tETN,L'

Sid, 2w(t) 2 d*, t e Ty, alors u*(t) =w(t), t €T} est une commande optimale.

a(t), t €T, lasolution de 'équation (4.1) avec la commande discrete u(t) = w(t),t € Tj,

et la condition initiale x(tg) = o, appelée la pseudo-trajectoire.
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Remarque: L’existence et l'unicité d’une solution globale pour le systeme (4.1) sont
démontrées dans ’annexe.

la valeur de suboptimalité du support controle {u,Ts,,} peut étre définie comme suit:
B(u,Tsup) = 'ee(ty) — da(ty). (4.12)

Si B(u,Tsyp) = 0, on dit que le support controle {u,Ts,,} est e—optimal.
Maintenant, supposons que pour un € positif donné, la valeur de suboptimalité de support
controle [B(u,Tg,,) = 0 et linégalité d, < w(t) = d*, t € Ty, n'est pas vérifiée, une
itération consiste a effectuer un changement de support controle {u,Ts,,} en un nouveau
support controle {u,T,,}, cela se fait en deux procédures:

— Changement de commande u(t) — u(t)

— Changement de support Ty, — Tsup

4.2.4 Changement de commande:

On construit une nouvelle commande admissible sous la forme:
a(t) = u(t) + ou(t) = u(t) + 6°U(t), t € Ty.

Ou [(t) est la direction d’amélioration de la commande u(t), t € Tj, et €° le pas maximal
admissible le long de cette direction.

Détermination de la direction admissible:

[(t) sera définie de sorte qu’elle maximise ’accroissement de la fonctionnelle. Pour cela,

posons:
I(t) = w(t) — ult), t e Ty. (4.13)

On a u(t), u(t) sont admissible, alors:

= > e+ Y ea(Ol) =0,
= D ealt) == ) wu())

Nous avons {(Tsup) = lsup, €t Ysup est inversible donc

lup = —Paup Y, Par(DU): (4.14)

tGTNZ.
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Détermination du pas maximal:
u(t) = u(t) +0(t)l(t), t €T une commande admissible donc elle doit vérifier

d, < a(t) < d*, teT,.

C’est a dire
d. < ult) +0(1)I() < d*, t €Ty,

Sur Ty on a § =1 et sur T}, on doit avoir:
de —u(t) 20()(t) 2 d" —u(t), t€ Tsy.

De la on a 0(ty) = min6(¢) ou

(@ () si 1(t) = 0,
0(t) = ¢ Ll si 1(t) <0, (4.15)
00 st 1(t) =0 t € Ty

Le pas maximal sera:
0" = min(1,0(to)).

La valeur de suboptimalité de la nouvelle commande u avec le support de départ Ty, est:

ﬂ(aaTsup) = (1 - 90)5(”7T8up)'

De la
— Si 6° =1, alors 3(4,Tsy,) = 0 d’olt @ est une commande optimale.
~ Si (1 —6°)8(u,Ts,) < ¢ alors u est e—optimale.

~ Si (1—6°)8(u,Tsy) = €, alors on passe au changement du support.

4.2.5 Changement de support:

On définit la quasicommande w(t), ¢ € T}, comme suit:
—oy _ Jw(t), sid, < w(t) < d*,
ww{mmwwxﬁmu (4.16)

La différence entre la quasi-commande et la pseudo-commande est que la quasi-commande
satisfait la contrainte simple d, < w(t) < d*, t € T, mais la trajectoire correspondante
Z(t), t € T, ne peut pas vérifier les contraintes générales H;Z(t) # g;.

Considérons la norme:

G(Tsup) = mealx lg: — Hiz(m)||, I ={1,2,....r + 1},
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ou Z(t),t € Tj, est la trajectoire du systeme correspondant a la quasi-commande w(t),t € T,.
Pour € = 0 et 1 = 0, la commande réalisable u(t),t € T}, est dite eu-solution du probleme
(4.9) si la trajectoire z(t),t € T, satisfait I'inégalité ¢'z°(t;) — dz(t;) < €, et la norme
Gi(Toup) = maxer ||gi — H;Z(7;)|| satisfait U'inégalité §(Ts,,) =< p.

Si la pseudo-commande w(t),t € T}, satisfait I'inégalité d. < |w(t)| = d*(t € Tyyp), alors
w(t) est la commande optimale du probleme (4.9). Si pour p > 0, I'inégalité § < p est
satisfaite par la quasi-commande w(t),t € T}, alors, w,t € T}, est une Ou-solution du
probleme (4.9).

Soit t? € Ty,, I'instant obtenu apres la procédure de changement de commande, cet instant

correspond a 'une des valeurs de support vérifiant:
w(t’) = max |w(t)|, t € Tyup- (4.17)

L’instant t° € Ty, doit étre éliminé du support T,,, et le remplacer pas un autre instant.
La premiere étape pour construire un nouveau support Tsup consiste a déterminer les
variations du vecteur des potentiels. Pour calculer ensuite, la valeur de o*.

Soit T,,, = {t € Ty\7 : A, (t) = 0} les instants non support correspondant a A, (¢) nul.
Considérons Ty, = {Tsyup U T U T} U {t0,ts} = {ts,s € K}, ot S={0,1,....;s}.

On utilisons l'algorithme présenté dans le chapitre II, pour construire un support optimal
T9,,, du probleme (4.9), avec les instants de commutation fixes.

Les variations du vecteur des potentiels Ay peuvent étre déterminée de la méme maniere
que pour le cas des systemes continus. Et les variations de la co-commande Ad,,(t) est

définie par:

t+h
Aéqz‘ (t) = —Aygoqi = _Ay/ Gl<19)qud19
t
Le nouveau vecteur des estimations est donné par:
A, () = Ay (to) = A, (t) + oAb, (1), t €Ty, o= 0. (4.18)

Soit le vecteur suivant:

fi - %Z(_l)s Z Qoql'(t)ﬂ. =1r+1,

seS teTN
ol
[ sign(Ag(Tic1)), siTio1 € Tsyp,
T sign(Ag (Tic1 + h)), siTim1 € Teyp.

Pour tout point t € T, on calcule o(t) pour lequel Ay, (t,0) = 0.
— Si A, (t).A8,(f) <0, alors t =t, t € Ty,
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— sinont =t —h, t € Ty.

Ensuite on calcule

Soit sy l'indice de t° dans T,.

— Si (=1)%7;Ad, (t°) < 0, alors

=& — (=10, (), et =1+,
— Si (—1)%9;Ad,,(t°) = 0, alors

&=+ (=)0, (), et 1 =1t"—h.

Introduisons ¢° dans T, et on calcule:

et
O’(t ) — _qu' (to)/A5Qi (t0)7 51 A%‘ (to)'Aéqz (tO) =<0,
0 00, st Ay, (to).Ady, (to) > 0,
o(ty) = _qu'(tf>/A5qz'(tf)a s1 Afh(tf) A(qu'(tf) <0,
d o0, s1 Afh'(tf) Aéqz@f) -0,
On pose T\ = Ty U {to,t;} Choisissons
ot =o(t") = ?EuTga(t).
De la, le nouveau support est:
Tsup = (Toup\{t"}) U {t"}. (4.19)

Ce support, correspond aux instants de commutation fixés.
Soit la nouvelle valeur de suboptimalité de support controle {u,T,,} donnée par (2.30),
ne vérifiant pas le critere d’optimalité, et ﬁ(a,Tsup) > €, on construit alors un nouveau

support controle, en procédant en deux étapes. Une fois la valeur de la fonctionnelle pour
0

b] N -\ / .
Sup} n’augmente pas, on passe a la deuxieme étape, qui

le support controle trouvé {u°,T

consiste a améliorer les instants de commutation.
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Deuxieéme étape:

4.2.6 Optimisation des instants de commutation:

Apres avoir calculé le support optimal TSUP(T) correspondant aux instants de commu-
tation fixe, On passe a la correction des instants de commutation de tel sort a trouver une
solution optimale. A cet effet, On utilise la méthode du gradient pour déterminer les ins-
tants de commutation optimaux 7°. Ainsi, on calcule les dérivées partielles OL(u,7)/07;,i €

I ={1,2,...;r} de la fonction objective en respectant les instants de commutation 7,7s,...,7.

0
sup

u’(t), t € Ty, a des instants de commutation fixe 7 = {71,73,...,7,. }, et par x(¢t,u°(7)), t € Tj,

Notons par 4%, (1) = u’(t|7), t € Tgup les valeurs de support de la commande optimale

la trajectoire correspondante.
Considérons les petites variations A7; de 7; pour lesquelles les valeurs du support
=0
tefT

sup D€ change pas. La commande optimale correspondant aux perturbations 7; + A

differe de @°(t[7),t € Tj, seulement en des composantes de support @j,,,(7) + Aag,,, alors

Hix(; + Aryal, (1) + Awd, ) — Hix(r,al, (1)), i=1r,

Sup sup sup
ax i;ﬁo (9:13 i,ao
G N )
Gn 8usup
De la 5 Y
xXr T7usu T .
Ay, = —gps_ulp(T)Hiw, i€ l=1{12,.r}, (4.20)

8 Ti

Les dérivées partielles de la fonction objective:

6L(u,7) — C/ axN (tf|7—>7a(s)up(7-)) / axsup(tf’T)7a8up<T>>
87]‘ N 873 sup 87’1‘ ’

En remplagant (4.20), nous obtenons:

Oz (7i|m,ul, (7))

sup

87’1‘ '

aL(U,T) _ C/ ax(tfh—?agup(T)) . y/(T)

Nous utilisons la méthode de gradient, pour déterminer la direction de changement des
instants de commutation, nous obtenons enfin le nouveau vecteur 7* = {7/,75,...,7"}, cor-

respondant & la commande optimale globale {u*,7*}
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4.2.7 Exemple 4.1:

Considérons le systeme, représenté par la figure ci-dessous.
a

ky

k. !

=1

« ——

1
I
1
| X
1
—>
1

Fi1G. 4.1 — deux ressort

Une masse ponctuelle m, se déplace le long d’'un axe (ox), attachée a deux ressort de
coefficients de raideurs ki et ko (voir la figure 4.1). On applique a cette masse une force
exterieur horizontale u(t). Le probleme consiste a trouver la commande constante par
morceaux u(t) et les instants de commutation optimaux, qui permet de maximiser la vitesse
de T'objet:

&(ty) — max

Nous avons deux modes de fonctionnement:

Z’Q(t),
fa(t) = { —kiz(t) +u, sizra

ful = { 20
> —ky1xq(t) — ko(z1(t) + ) +u, siz <«
Soient k1 =1, ko =2, a = 0.5, g = (1;0); £ty =0, ty = 6 et h = 0.01.
Le probleme de commande optimale a résoudre consiste a maximiser la fonctionnelle sui-
vante:

L(u,m) = z5(ty) — max

Si on suppose qu’on a 3 instants de commutation 7; , ¢ = 1,2,3. C’est-a-dire que I’évolution

du systeme est de la maniere suivante:

fa(t), site [to,m)
t), sité€ [mn,m)
), site [7’2,7’3)
fe(t), site [m,ty]
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Alors, les contraintes sont:

x1(1;) = 0.5
et
u(t)] 21

Si 'on applique aucune force extérieur, c’est a dire que u(t) = 0, nous avons dans le plan

de phase, plusieurs trajectoires solutions. voir la figure ci-dessous.

15 e
1

0.5}

Fig. 4.2 —u(t) =0

Tout d’abord on fixe les instants de commutation 7 = {0.77, 3.3, 3.96}. Ensuite, Choisissons
le support de départ Ty, = {1.5} correspondant & Ds,, = —0.0028 # 0, pour construire la

co-commande A(t), voir la figure ci-dessous:

0.1 T
I

delta

Fi1G. 4.3 — la co-commande A(t)

On remarque que A(t) s’annule en instant de support et en deux autre points correspondant

aux instants de non support T,,, = {3.327 , 5.908}.
Apres 46 itérations, nous avons la fonction objective optimale correspondant aux instants



Chapitre 4. Résolution d’un probleme de controle optimal d’une classe de SDH 78

de commutation fixe est L(u*,7) = 0.8754, Les résultats sont illustrés par la figure ci-

dessous:
1

Fi1G. 4.4 — Trajectoire optimale correspondant aux instants fize.

et la commande constante par morceaux trouver est montré par la figure ci-dessous:

F1G. 4.5 — commande optimale u*(t) pour T

Maintenant, la correction des instants de commutation est faite en 9 itérations, et les
instants de commutation optimaux sont: 7 = {0.76 , 3.26 , 3.98}. Et la fonction objective

correspondante est L(u*,7*) = 0.9268.
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Les résultats obtenus sont illustrés par la figure suivante:
1.5

X1

-0.5

F1G. 4.6 — Trajectoire optimale correspondant auz instants optimauzx.

Dans ce cas, la commande u* change en instant de support optimal obtenu, quand on

a fixé les instants de commutation. Ce support optimal Ty, = {0.51}, en ce moment
©(0.51) = ugy, = 0.95, voir la figure 4.7
1 = ‘ !
N At O At
/I —
0.4 ook s A EEEES o
ool U T | IS IO
N I S AN N A
N N N
0 A N N A A
P S O A S 1 I N
081 e e AN I o
3 1 2 3 i 5 6

F1G. 4.7 — commande optimale u*(t) pour 7*

Les résultas obtenus montrent 'efficacité, de la méthode, mais elle demeure lente a cause

du temps perdu dans le calcul du support optimal.
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4.3 Probleme a erreur terminale

Dans cette partie, on s’intéresse a la méme classe de systemes hybrides. La dynamique
de ce systéme est donnée par I’équation (4.1).
On considere le cas d'une seule commutation de modele sur U'intervalle [to,tf], se pro-

duisant a un instant 7 lorsque 1’état du systeme atteint un certain seuil. supposant
tOZTO‘<T1"<tf:TQ

Dans ce cas nous avons r = 1.
Les équations d’état continues du systeme défini par 1'équation générale (4.1) se

réduisent alors au systéeme suivant:

i(t) = Ay x(t) + By u(t) pour t € [19,11),
t(t) = Agx(t) + Byu(t) pour t € (11,7, (4.22)
ZE(to) = 29

ou A, et By (¢ ={q1,¢2}) des n x n et n x 1 matrices constantes, x, la position initiale.

4.3.1 Formulation du probleme de commande

Soit h = (ty — to)/N, o N un entier positif. Ty, = {to,to + h,....n — h} et Tp, =
{m,m + h,...;ty = h}. Ty, = T, U Th,. u(t),t € T}, une commande constante par morceaux
prenant des valeur constantes sur des intervalles de longueur h, si u(t) = u(to + sh),
t € [to+ shyito + (s + 1)h], s = 0,N — 1.

Le probleme de commande optimale que 1’on pose, consiste a chercher une commande

u* constante par morceaux et 'instant de commutation 77, qui minimisent le critere:

L(u,m) = Z |C-x(ts) — Tar| — min. (4.23)
keK

En tenant compte des contraintes suivantes:

{ H’Lx(TZ) = gi’ tf = 7_2 7“ = 17T + 1’ (424)
Ou g; des m—vecteurs, d, et d* sont des scalaires, ¢ = ¢[K,J] une p X n matrice des
cotuts, zq les valeurs désirées, H; des m x n -matrice, u(t) est la commande constante par
morceaux définie sur un intervalle T = [to,t/].

En appliquant les résultats de la méthode adaptée de la programmation linéaire, nous



Chapitre 4. Résolution d’un probleme de controle optimal d’une classe de SDH 81

allons résoudre le probleme de commande optimale d’un systeme continu par morceaux, en
fixant I'instant de commutation 7;. Ensuite, on le corrige de tel sorte a avoir une solution
optimale globale du systeme considéré.

En utilisant les équations (4.6) et (4.8), on peut poser:

t+h t+h
Dk, (t) = / wék (ﬁ)qudﬁ = / C;i?FQi (Taﬁ)qu'dQ97
t t
et
t+h
©q(t) :/ V) B, dY = / H,F,, (1,9)B,dv.
t
On remplace cette solution dans (4.21) et (4.22),le probléme devient:

r+1

Llw) = > 13 > pry (Du(t) = Tae] — min,

keK i=1 teTy,

ST va®ult) =g a€Q={n.e} i=12 (4.25)

tETh
d, S u(t) 2 d, teTy,

ou

Tap = xap — hxo(ty),
i = 9i — Hiwo(r), Fy(r,0) = Fy(n)F, ' (0) = etailni™?)

xo(ts), t € T} La trajectoire du systeme global (4.1) avec une commande u(t) =0, ¢ €

[to,ts].
xo(7;), t € Tp,, les trajectoires du systeme (4.1) avec une commande u(t) =0, t € [7;_1,7;].

4.3.2 Support controle:

Dans 'ensemble T = [to,ts], choisissons m points distincts ¢;, | = 1,m. L’ensemble
Tsup = {t;, | =1,m} est appelé appui des contraintes si la matrice des contraintes g, =
(0g: (1), t € Toup), ¢ = {q1,q2} est inversible, c’est & dire detyg,, # 0.

En utilisant ’appui des contraintes, construisons la co-commande:

A, (1) = Py, (£) = Y, (1), (4.26)
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ou
Yk = DhanPoup + Phowy = Pho, (Toup)-
Soit Ty C T\Ty,, I'ensemble des points isolés et Ky C K tels que |Ky| = |1y
La paire Q; = (T7,K) est appelée appui de la fonctionnelle si la matrice Ay = A[K,TY]
est inversible.

Pour une commande admissible u(t), t € T}, construisons les ensembles suivants:
Ky (u) = {k € Kn/(cx(ty) = wra) = 0},

Ky(u) ={k € Kn/(c,x(ts) — xka) < 0},
Ky (u) = {k € Kn/(cix(ty) — zra) = 0}, Ky = K\Kj,
et le vecteur:
V'K = =V [KN]A[KN,THALY,
ou V' [Kn| =v;, ke Ky tel que:
1, sike Kf(u),

v =14 —1, sike Ky(u),
0, sikeKS(u).

Définition 4.5. L’appui Qs est dit régulier si le vecteur v'[K| = (V'[Ky|,V'[Ky]) vérifie:
lv;| =1, k € Ky, pour toute commande admissible u

Définition 4.6. La paire Qgyp = (Tsyp,Qf) est appelée appui du probleme.
Pour un instant de commutation 7 fixe, nous avons la paire (u,Qsy,) formée de 'appui

Qsup €t d’'une commande admissible u appelée commande appui (support controle).

Définition 4.7. Une commande appui (u,Qsyy) est dite non dégénérée si:
di <u(t) <d", te Ty, JUTy,

c;x(tf) — Tkd 7é 0, ke Ky.

4.3.3 Formule d’accroissement de la fonctionnelle:

Soit (u,Qsyp) un support controle de départ du probleme (4.24) et Z(t) la trajectoire
correspondant a une autre commande admissible u = u + Au.

Calculons l'accroissement de la fonctionnelle:

L(um) — Llum) = > [chZ(ty) — Zarl — D |cha(ty) — Zar|-

keK keK
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On pose:
@i (@) = @ (ty) — Tar = S (x(ty) + 0x(ty)) — Tar,

wi(u) = a(ty) — Taw, Mk = c,0x(ty),
wy (1) = wg(u) + 1.
La fonctionnelle devient:

L(u,m) Z\wk )| + Z wi(u) — Z w(u),

ey kERR (u) ke (u)

L(am) =Y |on(w) +ml + > we(u) +ml.

k’EKf keK N (u)
De la on a:
L(um) — Lum) = Y Jwe(w) + el + Y lwe(u) +mil,
keKy ke K (u)
=Y @)= Y ww)+ Y w(w),
keKy kEK % (u) kEK 5 (u)
= Z 0 (ty) — Z ¢&0x(ty) + R+ E,
kEK;\L,(u) keK y(u)
ou
R=Y"|w(w)+ml — ) lwonw)
k‘EKf k‘EKf
E= Y (lwew) +ml —wew)+ Y (onlw) +ml+@nw) + > |dox(ty)].
kEK T (u) keK y (u) kEKR (u)
On a: "
&0 (xy) Z Z Phy, t=1r+1
=1 tETh

En utilisant (4.26), on obtient:

Z Ay, (1 Z DPry, Ou(t) — yx Z Pq,0u(t)

tGTh tGTh tGThi

On a u(t) et u(t) sont admissible, alors:

> @, (t)dult) =0, (4.27)

tEThi
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et r+1 r+1
Z Z Ay, (1)Ou(t Z Z Pi,, Ou(t) = ¢ 0x(xy), (4.28)
=1 tETh =1 tETh
r+1 r+1
VIEN]DY DD A, (Doult) = VIEN]Y Y pr, 0u(t) =V [Ky]d [Ky]0x(r),
i=1 teTy, i=1 teTy,
donc:
r+1
Z ¢ 0x(ty) — Z ¢ 0x(ts) —VKNZZA [K n,t]0u(t)
kEK (u) kEK y (u) i=1 teTy,
r+1 r+1
ZZA (K t]ou(t —I/KfZZA [K ¢ ,t]0ul(t)
=1 tETh =1 tETh
r+1 r+1
(K1Y ) ALK HOult) — VKDY Y Ay [Ky t]ou(t)
1=1 t€T}, 1=1 €T},
r+1
K] Y ALK Hou(t) — v/ [K In[K;].
i=1 teTy,
De la, on obtient:
r+1
L(u,m) — L(u,m) Z Z A, (1) 0u(t Z vk + R+ E, (4.29)
=1 tET}L k’EKf
ol
A%‘ (t) = V,[K]qu' [K’t]' (430)

La pseudo-commande w(t), t € Ty peut étre déterminée, en utilisant les équations (4.10).
Et w(t), t € Tsyp U Ty est déterminé par:

Yo ety + Y e twt) =g, i=Tr+1, Ty, CTh, (4.31)
t€TaupUTy teTn,
Sid, 2 w(t) 2d*, te Ty, UTy, alors u*(t) = w(t), t € T) est une commande
optimale.
On utilise La pseudo-trajectoire &(t), ¢ € T correspondant a la pseudo-commande
w(t), t € Ty, pour calculer la valeur de suboptimalité du support controle (u,Qs,) (voir
(4.12)).
Maintenant, si le critére de suboptimalité n’est pas vérifié, pour un e positif donné, on

passe a 'amélioration de support controle (u,Qsup), €t ceci en deux étapes:

— Changement de commande u(t) — u(t).
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— Changement de support Qg — @Sup.

4.3.4 Changement de commande:

Soit u(t) = u(t) + 0l1(t) une autre commande. Construisons la direction [(t), et le pas 0
tels que u(t), t € T}, soit admissible.

Détermination de la direction admissible:

I(t) = w(t) — u(t). (4.32)
De (4.27), On obtient:

Z P (O)lsup = — Z Pq, (D)1 — Z Pq, (D)1(t)

t€Tsup teTy teTw,

donc:

SUP Spsup Z (pql lf - Z <)OQz (433)

tETf tGTN
De (4.28), nous avons:
r+1
= D> ALK tou(),
=1 tEThi
r+1 r+1
=D D ALK + ) Y ALK
i=1 teTy i=1 teTw,
d’ou:
r+1
lf:Af 77Kf A Z Z qu Kf, , (434)
=1 tGTN

Détermination du pas maximal:

L Ky(u) = Ky(a)
(cx(ty) — xar) = 0= (Ga(ty) — zar) = 0= (G2(ty) — Ga(ty)) = —(qa(ty) — zar)
Donc: ¢ (ty) = —(ch(ty) = xar) = = Y021 Yyery, Dby, (DU = —(c(ty) — zar)
= 03200 Yiery, D, (D) < () — zar)

= (Ebm(tf) Tk) . r+1
= 0 < Per ey, g, 00 D im1 2atery, Dk, (D)U(E) =0

2. Ky(u) = Ky(u)
(cp(ty) = xar) < 0= (qZ(ty) — zar) < 0= (qT(ty) — Gz (ty)) < —(cpa(ty) — Tar)
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Done: da(ty) < —(cha(ty) = zar) = — S0 Shemy Au, (O1(8) < ~(alty) — zar)

= 03200 Yiery, D, (DI() = (alty) — zar)

0 e (&w(tf) Tdr) . r+1
=0 =< i ety A, (D) S1 Z ZtETN

3. K¥(u) = K¥(u)
(Ckl’(tf) - xdk) =0= ( ;ﬂf(tf) - ZEdk) = 0, d’ou cﬁcax(tf) =0
It

k. (D)) <0

‘11

= 0> Ytery, Dy, D) =0=0=0 si S Y tery, Dk, (DI(E) =0

On pose:
Qk* = min Qk
kGKN(u)

ou:
o (gaty)—zar) : + r+1
o) e K e S S, e, (0100 0
o (rlts)—Ta) . - r+1

0, — Pt o o0 si ke Ky(u) et Z ZteTN Akq (t)I(t) <0,

0 sike KR,(U) et ZTH ZteTN Akq (t)l(t) =0,
00 sinon.

u(t) doit vérifier les contraintes simple d, < u(t) =< d*

On pose:
0;,, = min_ 6,
t€TsupUT
Ou: &t
O = S sil(t) <0,
00 sil(t)=0

De (4.35), (4.36), on aura le pas maximal:
6° = min(1,0,, 0, ).
La nouvelle valeur de suboptimalité est:

B(1,Qsup) = (1 = 0”)B(u,Qsup)-

De la:
— Si Y =1, alors @ est optimale.
— Si B(1,Qsup) = €, alors u est e—optimale.

— Si B(0,Qsup) > €, alors on passe a I'amélioration de support.

(4.35)

(4.36)
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4.3.5 Changement de support:

La procédure du changement de commande, nous a permis de déterminer 6°, pour lequel

la valeur de suboptimalité (3(u,Qs,,) n'est pas vérifié. Alors, on passe a 'amélioration de

support Qsyp — @sup.
Ce changement de support entraine le changement de vecteur des estimations:

A, (t) = Ay (t) + 0" A, (1), (4.37)
de (4.26) et (4.30), on a:
Ag,(t) = V' [K]pr,, () — 0pg, , 0 =V'[K]ys,
alors (4.37) peut s’écrire comme suit:
R, (t) = P[K]pk, (t) — 0, = (/1] + 000/ (K], (6) — (0 + 7°D0),

Dans ce cas:
Aby, (t) = OV [K]pr,, (t) — Dog, (),
d’ou:
Adsup = V' [K]pr,,, — 00Psup, (4.38)

et on obtient:
do = —A(Ssup@;ulp + 8V'[K]pksupg05_u1p, (4.39)

On remplace (4.39) dans Adg, (t):

NGy, (1) = 0V [K]p,, (t) + Adsuprupa, (t) — OV [K]pk.s, o Pac (1),
donc:

A, (t) = Adsupprppa(t) — OV [K]AG[K ], t € Ty UTy,

Adqz‘ (t) = Adsupgpgqugin (t) - aV/[Kf]qu‘ [Kf>t] - al/[KN]qu' [KNvt]>

d’out
Aby = NosupPrpps — OV KAy — OV [KN]AG[Ky,Ty).

D la, on obtient 0v'[K/]:

8y’[Kf] = —A(SfAJ:I + A(SsungS_ulngfAfl - 81/ [KN}A% [KN,Tf]Ail.

On calcul pour tout ¢ € Ty, les valeurs de o(?):

A(h‘ (t)
7)== 85,0)

| il (A8, () < 0.
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On prend:

01, = 0(te) = trer%e o(t). (4.40)

Et pour 7] =1, k€ Ky, on calcul oy:

10 si Oy, = 0,

811/k77
o = _a;:k7 si Oy, < 0,
0, siov, =0, ke Kjy.
On prend:
Ok, = Mmin oy,
kEKf
et

o = min(oy,,0y,, ).

Le changement de support se fera suivant deux cas:
1. Le premier cas 0° = 6,,
(a) Sit, € Tf

on aura:

Ady, (te) = sign(a(ty)) , Adg(t) =0,teT\{t.} UTy, et Ov[Ky|=0.

Donc:
81/[Kf] = —A(SfA;I 5 A(qu (t) = I//[Kf]Aqi (t) 5 t e TNi'

— Si o* = 0y, alors le nouveau support est:
Tsup = Towp » Tr =Te\{t.} . Ky =K;\{k}. (4.41)
— Sio* = oy, , alors le nouveau support est:

(b) Sit. € Ty

Ady, (te) = sign(u(ty)) , Adg(t) =0,t € Tep\{t:} UTy et Ov[Kn|=0.
Donec:
ay[Kf] = Acssupgps_ulpgpfA_l ) A(qu (t) = A(Ssupsos_ulpgoqz‘(t)_al/[Kf]qu' [Kf’t] S TNi'

~ Si 0" = op,, st It € Ty tel que Adgyppy,,py # 0, alors, on permute les

moments t, et ' comme suit:

Top =Tap\{t.} ULt} Ty =T\{fFU{t}, Ky=K;  (4.43)
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— Si o* = 0y,,, alors le nouveau support est:

Tsup = sup\{t*} U {t**} s Tf = Tf y Ff = Kf (444)
2. 60 = 0y,
r+1
Ovy,, = sign(> Y A, (DUE) , Abep =0, Ady =0, Iw[K\ko] =0,
i=1 teTy;, '
d’ot:

V' [Ky] = —V'[Kn]Ag[Kn Ty A7
A(Sqi (t) = —GV'[Kf]Aqi [Kf,t] - 81/,[KN]A%. [KN,t] N t e TN.
— Si 0" = 0y, alors:
Tsup = Tsup 5 Tf = Tf ) Ff = Kf\{kﬂ} U {k*} (445)
— Si 0" = 0y,,, alors le nouveau support est:

Apres avoir déterminer le nouveau support, on calcule la nouvelle valeur de suboptimalité

B(4,Q,,) donné par (2.30). Ensuite, on fait les test de suboptimalité:

~ Si 8(2,Q,,,) = € alors le support contréle {#,Q,,,} est e—optimale.

sup
— Sinon on refait I'itération.

Dans le cas ou les deux précédentes procédures ne diminuent pas la valeur de suboptimalité,

ou cette diminution est insignifiante, on passe a la correction des instants de commutation,

en utilisant la méthode de gradient qui permet de déterminer la direction de changement

de ces instants, jusqu’a obtenir les instants optimaux correspondant a la solution optimale

du systeme. cela ce fait de la méme maniere que la premiere partie de ce chapitre.

4.3.6 Exemple 4.2:

Considérons le systeme mécanique, représenté par la figure ci-dessous.
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u(t) e
1] %

O O

Fi1G. 4.8 — systéeme mécanique

Le procédé shématisé par la figure ci-dessus est constitué d’un chariot animé, et un ressort
de raideur k. Le coefficient d’amortissement est d.

Les équations différentielles qui caractérisent le fonctionnement du systéme dont I’entrée
est la force u(t) exercée sur le chariot, et la sortie est la position x(t) sont les suivantes:

Le premier sous systeme est décrit par I’équation suivante:

fi(x) = { o1 = 2,

l"QZU,

Le deuxieme sous systeme est décrit par:

fo(z) = { B = 22,

i’g = —k?l’l — dxz + u,

Le probleme a résoudre consiste a minimiser la fonctionnelle suivante:
J(u,T) = |z2(ts) — x2,) — min

sous les contraintes:

et

Ou 7 est l'instant de commutation, et u(t) la commande constante par morceaux.
Au départ, on pose Ky = Ty = 0, on fixe U'instant de commutation & 7 = 2.5, et nous
choisissons le support T, = {3} correspondant a la matrice de support Dg,, = 0.0141.

Pour une commande admissible de départ, nous avant obtenu la figure suivante:
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1L

F1c. 4.9 — La trajectoire correspondant a la commande de départ

Apres 53 itérations, nous avons obtenu la figure ci-dessous:

[

Fi1Gc. 4.10 — La trajectoire correspondant a 7 = 2.5

La derniere étape nous a permet de déterminer 'instant de commutation optimal, et la

trajectoire optimal correspondante est:

Fi1G. 4.11 — La trajectoire correspondant a T = 3.24



Chapitre 4. Résolution d’un probleme de controle optimal d’une classe de SDH 92

On remarque qu’a l'instant de commutation, I’état adjoint est continu, comme le montre

la figure ci-dessous, cela est due au fait que 1'état du systeme est continu en se point.
140 T T T T T

120 e e e R
100

80

psit)

60

40

20

Fi1G. 4.12 — les composantes de [’état adjoint continues

La continuité de vecteur adjoint aux instants de transition est une conséquence du caractere
autonome du modele hybride considéré et de la non ré-initialisation de ’état continu x(t).
L’instant de commutation correspondant a la trajectoire optimale est 7 = 3.24.

Cette méthode nous a permis d’obtenir la commande optimale et I'instant de commuta-
tion optimal. Il nous a également permis de calculer I’état adjoint du systeme considéré, et
ainsi mis en évidence la continuité de cet état adjoint lors d'une commutation de modele.
Les résultats obtenus, on montré 'efficacité de la méthode. Cependant, le temps de chaque

itération est important.

Conclusion

Ce chapitre, est consacré a la résolution algorithmique d’un probleme de controle op-
timal associé a la classe des systemes dynamiques hybrides a commutation autonome.
L’objectif est de mettre au point l'efficacité de la méthode adaptée de la programmation
linéaire, permettant de trouver une solution e—optimale. Nous avons constaté que cette
méthode de résolution de problemes continus, peut étre donc utilisée pour résoudre les
probléemes de controle optimal des systemes hybrides.

En effet, la résolution de ce type de probleme ce fait en deux étapes. D’abord, on fixe
les instants de commutations, ce qui nous ramene a résoudre un probleme de commande
en prenant en considération les différents modes de fonctionnement. Ensuite, on passe a
la correction des instants de commutation en utilisant la méthode du gradient, jusqu’a

I’'obtention d’une commande et des instants optimaux.



Conclusion générale

L’objectif du travail présenté dans ce mémoire a été d’étendre la méthode de R. Ga-
basov et F. M. Kirillova a la résolution des problemes de controle optimal des systemes
dynamiques hybrides. Nous avons considéré la classe de systeme dynamique a commutation
autonome, car une grande partie des processus réels peut étre représenté par des modeles
issus de cette classe, et sa simplisité relative permet la conception d’outils algorithmique
pour 'analyse et la commande de ses systemes.

Nous avons proposé dans le premier chapitre de ce mémoire, un probleme classique
de la programmation linéaire, qu’on a résolu par la méthode adaptée ou dite du support.
Nous avons implimenté et comparé la méthode adaptée avec la méthode de simplexe. Les
résultats numériques ont montré que la méthode adaptée est plus robuste et plus rapide
que la méthode de simplexe.

Dans le deuxieme chapitre, nous avons adapté cette méthode, a la résolution d’un
probleme de controle optimal d’un systeme dynamique linéaire, le probleme a été trans-
formé, tout d’abord, a un probleme de programmation linéaire, et nous avons constaté que
la méthode adaptée est tres efficace et les résultats obtenus montrent que le temps mis
pour calculer la commande constante par morceaux en boucle ouverte n’est pas vraiment
important.

Dans le chapitre 3, nous avons présenté, une définition et une classification des systemes
dynamiques hybrides suivant les caractéristiques des phénomenes hybrides, ainsi que les
outils de modélisation. Nous avons ensuite passé en revue quelques résultats disponibles
dans la littérature sur la commande des systemes dynamiques hybrides en utilisant les
méthodes issues de la commande des systemes continus.

Dans le dernier chapitre, nous nous sommes intéressés a la commande d’une classe de
systeme hybride a commutation autonome, nous avons montré que la méthode adaptée
peut étre étendu a la résolution des probléemes de controle optimal des systemes dyna-
miques hybrides.

Dans le cas des problemes de commande hybride, il est nécessaire de prendre en compte

les discontinuités qui interviennent dans les systemes hybrides. Afin d’éviter les difficultés
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liées aux discontinuités, nous avons résolu le probléeme en deux étapes.
Au départ, nous avons fixer les instants de commutations, ce qui permet de résoudre un
probleme de controle, sachant que durant I’évolution, le systeme est décrit par des modeles
différents. Nous avons considéré, pour ce type de problemes, le cas d’instant de commu-
tation en nombre fini, et d’'une commande monovariable. Les résultats numériques ont
montré I'efficacité de la méthode qui permet dans de nombreux cas d’approcher la solution
recherchée. Cependant, dans le cas des systemes complexes, c¢’est-a-dire de systemes d’ordre
élevé et avec des modes de fonctionnement tres différents, la convergence de la méthode
est lente et le temps de calcul est important.

Dans la continuité du travail présenté dans ce mémoire, nous pourrions, dans de fu-
turs travaux, résoudre des problemes de controle des systemes hybrides a commutation
controlée, et a sauts d’état controlé ou autonome. et les probleme de controle optimale en

boucle fermée.
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Annexe

Notion de controlabilité des systemes:

Un systeme de controle est dit controlable si on peut 'amener en un temps fini d’un
état initial arbitraire vers un état final désiré. Une fois le rpobleme de controlabilité résolu,
on peut passé de ’état initial a I’état final en minimisant un certain critere, on parle alors
I'un probleme de controle optimal.

Pour les systemes de controle linéaires en dimension finie, il existe une caractérisation
simple de la controlabilité due a Kalman.

Le systeme de controle linéaire auquel on s’interesse est:
&(t) = Az(t) + Bu(t), z(0) = zy. (4.47)

Ou l'ensemble des controle admissible de u du systemes sont des fonctions mesurables
bornés a valeurs dans un polytope U,,. Etant donné un point zy de R”, la question est de
savoir s’il existe un controle u admissible tel que la trajectoire associée a u joigne z( a la
cible en temps fini.

la controlabilité a l'origine est un probleme issu de concept plus général de la
controlabilité complete. Un syteme dynamique est dite complétement controlabilité s’il
existe une trajectoire admissible de ce systeme qui relie deux points données de 1’espace
d’état en temps fini.

La notion de controlabilité est apparue dans les années suivante avec les travaux de
R.E.Kalman| | dans le cadre des systemes linéaires de type:i(t) = Axz(t) + Bu(t). Ces
systemes ont suscité de nombreux travaux de recherche et nous disposons aujourd’hui de
résultats puissants, & commencer par par le fameux critere de controlabilité de Kalman |

|, en ’absence de contraintes sur 'état et la controle.
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Controlabilité et domaine controlable:

Intuitivement la controlabilité d’un point xy vers la cible, correspond a ’existence d'une
trajectoire admissible du systeme de controle considéré, qui relie zy a la cible en temps
fini.

La controlabilité a l'origine d’un point xy de 'espace d’état est définie de la fagon
suivante:

Définition 4.8. le point o € R" est controlable vers la cible pour le systeme, si et
seulement s'il existe un temps fini ¢ty > 0 et un controle admissible u : [0,tf] — U, tels que
le probleme:

() = f(a(t),u(t)),z(0) = zq (4.48)
admet une solution u(t) définie sur [0,¢s]. L’ensemble des points controlable du systeme
(4.48).

Par ailleurs, la notion de controlabilité d’un systeme dynamique est étroitement liée a
la notion d’atteignabilité.

Considérons un point xy € R™ supposé controlable jusqu’a la cible par le systeme (4.48).
D’aprés la définition (4.8), il existe donc une trajectoire admissible du systeme (4.48) qui
relie zy a la cible en temps fini.

Ainsi, pour atteindre xq a la cible, 'idée est tout simplement de parcourir cette méme

trajectoire par renversement du temps en partant cette fois ¢i de la cible.

Controlabilité de ’automate hybride

La définition (4.8) est une définition trés générale qui s’applique a tout systeme de
controle et donc en particulier au modele hybride.

Un point zy donné de l'espace d’état est controlable jusqu’a la cible par le systeme
hybride, si et seulement s’il existe une trajectoire admissible qui relie un état initial donné
xo & un état final désiré en temps fini, cette définition fait intervenir le concept de solution

ou trajectoire d’un systeme hybrid voir ( figure3.1).

Controlabilité des systémes hybrides

Maintenant que le concept de solution ou trajectoire hybride d’un systeme dynamique
hybride a été bien précisé, nous sommes en mesure de redéfinir la controlabilité d’un point
donné de 'espace d’état pour le modele hybride.

Définition 4.9. Le point xg € R" est controlable vers la cible par le systeme hybride, s’il
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existe une exécution finie satisfaisant:

Pour tout ¢ € {0,...,r} telquer; < ri4
=Vt €lririnla € Q = {q1,q2,,qry1 fet x(t)in Xy
— il existe une fonction de contrdle u(t) mesurable definie sur |r;,r;41] & valeurs dans
Uy, telle que:V €]r;,riq[,&(t) = Agx(t) + Byiu(t)
— En posant:T' = ([r;,ri11]), i = 0,..,ret Q = {¢;},i = 0,...,7.
L’ensemble des points de R™ controlable par 'automate hybride est appelé domaine
controlable. A toute suite ¢;,;i = 0,...,r de modes de 'automate de la fagon suivante

X = Uj_yX,; défini comme I'union d'un nombre fini de domaine de 'espace d’état. Deux
modes g et X, N X, # 0

Existence de trajectoires optimales

Remarquons tout d’abord que si le point initial xg n’est pas controlable, alors il n’existe
pas de controle u admissible ni donc de trajectoire du systeme considéré reliant x, a la
cible. Une premiere condition nécessaire d’existence de trajectoires optimales d'un probleme
est donc la controlabilité a la cible du point initial xg. Sous cette condition, parmi l’en-
semble des trajectoires admissibles d’un systeme hybride, on peut selectionner celles si elles
existent, qui minimisent le critere donné.

Le théoreme énoncé ¢i dessous fournit un résulat d’existence de solutions optimales entre
deux sous ensembles de I’espace d’état et repose sur la compacité des ensembles accessibles

en temps fini 7.

Théoréme 4.1. [31] On suppose [ est L de classe C* sur R*xR™. On peut eventuellement

avoir des contraintes sur [’état de la forme:
Ci(x) >0,..C.(z) > 0,

que ’on suppose continues sur R™ le cas echéant:

Soient MoetMy, deux compacts de R™ tels que M, est accessible depuis My. On note U
l’ensemble des controles admissibles joignant My a M, et ty le temps mis par le systeme
pour aller de My a My selon le controle u € U .

On suppose alors que:

— 1l existe un réel positif b telque toute trajectoire associée a un controle u € U et

notée x,, est uniformément bornée par b sur [0.tf] c.a.d:

db > 0Vu € UVt € [0,t] || zu(t) [|< .
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— Pour tout x € R", Uensemble V(z) = {(L(z.u),f(zu)); u € Uy, }est conveze.

Alors il existe un contréle optimal u défini sur [0,t¢] tel que la trajectoire associée relie M

a M, en temps ty et en cout minimum.

Des conditions d’existence de trajectoires optimales plus générales peuvent étre obte-
nues [19, 31].
Nous supposons également:

— f de classe C* sur R™ x U,,.

— f lipschitzienne par rapport a x, uniformément par rapport a u c’est a dire:
ALy > 0.V(z1,29) € R" x R"Vu € Uy, || f(z1,u) — f(z2,u) [|[< Ly || 21 — 22 || -

— L de classe C' sur R" x U,,.

— L lipschitzienne par rapport a x, uniformément par rapport a u c¢’est a dire:

ALy > 0V (z1,22) € R" x R"Vu € Uy, || L(x1,u) — L(xo,u) ||< Lo || 21 — 22 || -



